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ikl Soit £ un K-espace vectoriel (K = R ou C) et 7 une

topologie sur E. (E, ) est un espace vectoriel
topologique si, et seulement si, les lois d’espace vectoriel
de E sont continues. On dit aussi que 7 est une topologie
d’espace vectoriel (sur E).
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BHELISEE Soit V un K-espace vectoriel. Une applicationp: V — R
est une semi-norme sur V si, et seulement si, quels que
soient x,y € V, A € K,
H p(x +y) < p(x) + p(y) (sous-additivité) ;
A p(\x) = [A\|p(x) (homogénéité).
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Laurent semi-normes sur E définit la topologie localement convexe
p d’espace vectoriel sur E dont une base de voisinages de

Algébres di 4 -
sibebadl  zEro est donnée par

Up(e) = {x € E: p(x) < ¢} (1)

pour p € P, e > 0.
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Espace vectoriel topologique localement
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Séries
en!iéres&
g+l Soit £ un K-espace vectoriel. Une famille P de
Laurent semi-normes sur E définit la topologie localement convexe
p d’espace vectoriel sur E dont une base de voisinages de

Algébres di 4 -
sibebadl  zEro est donnée par

Up(e) = {x € E: p(x) < ¢} (1)

pour p € P, e > 0.

(E,P) est alors un espace vectoriel topologique
localement convexe (et toutes les topologies localement
convexe peuvent étre définies de cette maniere).

De plus si I'ensemble P des semi-normes est séparant, 7p
est séparée.
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Poinsot Un espace de Fréchet F est un espace vectoriel
Algbbres de topologique localement convexe métrisable (donc séparé)
Fréchet et complet. Sa topologie est définie par une famille
dénombrable de semi-normes {px }ken-

Critere de convergence : Une suite (x,),cny de F converge
vers x si, et seulement si, quel que soit k € N,

lim px(xp —x)=0. (2)

n—oo
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Kl Tout espace de Banach est un espace de Fréchet;
Algébres de k

Fréchet
B R avec py((@n)ner) = >_ lail;
i=0
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k

B C>([a,b]) avec pi(f) = > sup [D/F(x)];
‘o x€lab]
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El Tout espace de Banach est un espace de Fréchet;

Algébres de
Fréchet

B R" avec px((an)nen) Z i ;

k

B C>([a,b]) avec pi(f) = > sup [D/F(x)];
‘o x€lab]

B CO(R) avec pk(f) := sup{|f(x)| : —k < x < k}.
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e Par convention, toutes les algébres considérées dans cette
Fréchet présentation sont supposées associatives.

Soit A une K-algebre et 7 une topologie sur A. (A, 7) est
une algebre topologique si, et seulement si, les lois
d’algébres sont continues (en particulier 'espace vectoriel
sous-jacent a A est un espace vectoriel topologique).
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Algébres de Soit A une K-algebre et p une semi-norme de I'espace
vectoriel sous-jacent a A. p est dite sous-multiplicative si,
et seulement si, quels que soient x, y € A,

p(xy) < p(x)p(y) - 3)
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réchet .
Laurent donnée de (A, P) avec
Poi t N
e El A est une K-algébre ;
Algeébres de . .
Fréchet H P est une famille de semi-normes de A
sous-multiplicatives ;
E A muni de la topologie 7 définie par P est une algebre
topologique.




Algebre topologique localement convexe
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isdokd  Une algébre topologique localement convexe est la

Fréchet

Laurent donnée de (A, P) avec
Poi t BN
e El A est une K-algébre ;
Algeébres de . .
Fréchet H P est une famille de semi-normes de A
sous-multiplicatives ;
E A muni de la topologie 7 définie par P est une algebre
topologique.
Si A est unifére (1,), alors on demande aussi

p(1a) =1 (4)

quelle que soit la semi-norme p € P (on dit que p respecte
I'identité multiplicative).
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Soit (A, P) une algébre topologique localement convexe
Algeébres de te”e que

Fréchet
El quelle que soitp e P, p #0;
H A est unifere (1,).

Alors il existe une famille de semi-normes P’ de A
équivalente a P telle que quelle que soit p’ € P/, p’ est
sous-multiplicative et p/(14) = 1.
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Fomnset identiquement nulle, p(1,4) # 0.
Algébres de La fonction

Fréchet

p'(x) :=sup{p(xy) : p(y) =1}, x € A, (5)

est une semi-norme bien définie sur A telle que

{p’(X) i ?(X) YXGA, ®)
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p(xy) < p'(x)p(y) - (7)

Algébres de
Fréchet

En effet si p(y) = 0, alors p(xy) = 0 = p/(x)p(y) Vx € A.
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p(xy) < p'(x)p(y) - (7)

Algébres de
Fréchet

En effet si p(y) = 0, alors p(xy) = 0 = p/(x)p(y) Vx € A.

Sip(y) # 0, alors p(%) = 1, donc d’aprés la définition de

P, p(xy) = p(y)p(X5155) < P(Y)P (X) VX € A.
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/
:Igé:res de p(Xy) S p (X)p(y) . (7)
réchet

En effet si p(y) =0, anrs p(xy) =0=p'(x)p(y) Vx € A.
Sip(y) # 0, alors p( ) = 1, donc d’apres la définition de
P, p(xy) = p(y)p(x p(y)) < p(y)p'(x) Vx € A.

Il en résulte que quel que soit p € P, quel que soit x € A,

p'(x) < p(x) < p'(x)P(14) - (8)
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p(xy) < p'(x)p(y) - (7)

En effet si p(y) =0, anrs p(xy) =0=p'(x)p(y) Vx € A.
Sip(y) # 0, alors p( ) = 1, donc d’apres la définition de

P, p(xy) = p(y)p(x p(y)) < p(y)p'(x) Vx € A.
Il en résulte que quel que soit p € P, quel que soit x € A,

p'(x) < p(x) < p'(x)P(14) - (8)

Ainsi P et {p'}pcp définissent la méme topologie.

Algébres de
Fréchet
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Poinsot Il reste & montrer que toutes les semi-normes p’ sont
e sous-multiplicatives
Fréchet Soit y € Aavec p(y) = 1 et soient x,z € A. Alors on a

p((xz)y) < p'(x)p(zy) < p'(x)p'(2) 9

et donc
p(xz) <p'(x)P'(2) . (10)
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Fréchet localement convexe métrisable (donc séparée) et compléte
(en particulier son espace vectoriel sous-jacent est un
espace de Fréchet).



Algebre de Fréchet

Séries
entiéeres &
algebres de
Fréchet

Laurent
Poinsot

Algébres de Une algebre de Fréchet est une algébre topologique

Fréchet localement convexe métrisable (donc séparée) et compléete
(en particulier son espace vectoriel sous-jacent est un
espace de Fréchet). Sa topologie est définie par une famille
dénombrable de semi-normes sous-multiplicatives (et si
I'algébre est unifere, en vertu de ce qui précéde, les
semi-normes respectent I'unité multiplicative).
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El C[[z]] avec la topologie produit de C;
B 17(N,C) avec pmn(M) := > [M[i,f] (pour
Frichet S
0<n<m);
HE Soit R une relation d’ordre sur N localement finie
(Vm, n € N tel que (m,n) € R,
[m,n]:={k e N:(m, k) € Ret (k,n) € R} estfini).
Alors Ag := {M € C™™N . M[i, j] = 0si (i,j) ¢ R} avec
pma(M):= > [MIij]| (pour (m,n) € R) est une
L [11CIm,n]
algebre de Fréchet.

Laurent
Poinsot
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Poinsot Notons que Ag est I'algébre d'incidence de (N, R).
o En particulier si tous les idéaux d’ordre principaux de
Fréchet (N, R), («, m] := {k € N : (k,m) € R}, sont finis, alors pour
Z € Ag défini par Z[i,j] = 1 si, et seulement si, (i,j) € R, on
a

(Un)nen = ( Z Vi)neN < (Vn)nen = (Un)neNZ_1 . (1)
ke(«,n]

(Formule d’inversion de Mobius.)
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siadalall  On peut trouver une algébre topologique unifére localement

convexe, dont I'espace vectoriel sous-jacent est un espace
de Fréchet, et qui n’est pas une algebre de Fréchet (on ne
peut pas trouver de famille équivalente de semi-normes
sous-multiplicatives).
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s+l point a point d’espace vectoriel et du produit de Hadamard :

(fg)(x) = L/ f(2)g(xz~')dzavec x c Det|x| <r<1.
2mi |z|=r

(12)
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oot Soit H(DD) I'algébre de toutes les fonctions holomorphes sur
Aotbres. le disque unité ouvert D. On munit H(D) des opérations
s+l point a point d’espace vectoriel et du produit de Hadamard :

(fg)(x) = 1/ f(2)g(xz~')dzavec x c Det|x| <r<1.
2ri |z|=r
(12)
Equipée de la topologie compact-ouvert, H(D) est & la fois
un espace de Fréchet et une algeébre topologique (unifere)
localement convexe qui n’est pas une algebre de Fréchet.
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dés que la série dans le membre de droite de I'égalité
converge dans A.
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Définition de I'exponentielle
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Fréchet

paurent Soit A une algebre topologique séparée et unifére (1,4).
On définit 'exponentielle de A par

Xponentielle - Xn
Elggaritttlmlcle EXP(X) = E ﬁ (X € Aa XO = 1A) (13)
n=0

dés que la série dans le membre de droite de I'égalité
converge dans A.

On note D le domaine de définition de Exp et R son image.
Ni D ni R n’est vide puisque 0 e Det 14 € R.



Convergence absolue dans un espace de
Fréchet

Séries
entiéeres &
algebres de
Fréchet

Laurent
Poinsot

(0.0
Soit (E, {px }ken) un espace de Fréchet. Une série » _ x, de
Exponentielle n=0

Wl £ est dite absolument convergente si, et seulement si,

(e}
Z Pk (xn) converge dans R quel que soit k € N.
n=0



Convergence absolue dans un espace de
Fréchet (suite)

Séries
entiéeres &
algebres de
Fréchet

Laurent
Poinsot

Soit (E, {px }ken) Un espace de Fréchet. Toute série

absolument convergente Z xn de E est convergente.
Exponentielle

& logarithme n=0
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Soit (E, {px }ken) Un espace de Fréchet. Toute série

absolument convergente Z xn de E est convergente.

n=0
Preuve : Cela provient de l'inégalité

Exponentielle
& logarithme

Pr(Xmi1 + -+ + Xmin) < P(Xm41) + -+ + Pk(Xm+n) (K € N) .
(14)
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s Soit (A, {px}ken) une algebre de Fréchet (unifére). D = A et
Wbl de plus, la série Exp(x) converge absolument dans A pour
tout x € A.
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Puisque les semi-normes sont sous-multiplicatives, on a

Xn pk(X)n
xponentielle = —) < 15
Elggaritttlmlcle Un pk( n! ) - n! ( )
X -
et lim 21 — jim PK(X) = 0. La série Exp(x) converge
n—oo Up n—oo N+ 1

absolument et donc converge également dans A quel que
soit x € A.
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E Exp(0) =14et Exp(14) = ela;
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E Exp(0) =14 et Exp(14) = e14;
B Exp(x + y) = Exp(x)Exp(y) lorsque x et y commutent;
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B Exp(0) =1aet Exp(14) = ela;
B Exp(x + y) = Exp(x)Exp(y) lorsque x et y commutent;
B Exp(—x) = Exp(x)~".

Exponentielle
& logarithme
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Preuve

Séries
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Laurent A Exp(x +y) = Z % En développant les

Poinsot
=0

P
éléments de la série dans le membre de droite de
Exponentielle I'égalité, et en regroupant les termes (ce qui est permis
& logarithme en raison de I'absolue convergence), on trouve que le

. . no, ..
coefficient de £; n’est autre que Exp(x). Ainsi,

2
Exp(x-+y) = EXp()(1aty+5+...) = EXp()EXP(y) ;
| (16)

E Cela provient de (2) en prenant y = —x et en utilisant

(1).
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oo E Lasérie Log(1+x) =) (—1)"""= converge
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absolument pour tout x € A tel que quel que soit k € N,
Pr(x) < 1;
A Exp(Log(1 +x)) =1+ x.
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algsbres de El Supposons queppz))l(J)r tout entier k, px(x) < 1 : la série
) . Kk .
Laurent numérique » = est donc convergente. Puisque
n>1
n ’ . 7 e .

pr((—1)™1 2 < @, la série définissant Log(1 + x)

Exponentielle est absolument convergente donc converge dans A;

& logarithme

A Lidentité Exp(Log(1 + x)) = 1 + x peut étre vérifiée,
comme dans le cas classique, en substituant la série
Log(1 + x) dans chaque terme de la série

[e.°]

Exp(Log(1+x)) = 3, 290 E0T 49)
n=0 ’

puis en simplifiant (grace a I'absolue convergence).
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gliSaiese Une série entiére de la variable )\ est une série de terme

Fréchet

Laurent général f,\", ou n est un entier naturel et f, € K. Par

Poinsot

o0
(double) abus, on notera f(\) = Z f, A" une telle série
n=0
entiere.
onctions Rappelons enfin que f(\) converge absolument en tout
entiéres point de son disque (ouvert) de convergence D(0, R[ ou
R € [0; +o0] désigne son rayon de convergence.

> yn
Exemples : exp(\) = ) % avec R = +oc et

n=0
o0

A"
_ _ 41+ _
log(1+ \) = E (—1) - avec R =1.

n=1
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PR Soient f(\) = > _ f,\" une série entiére, A une algébre

Poinsot n—0

topologique unifére et x € A. On dit que f opere sur x si, et

seulement si, la série Z fx" converge dans A; dans ce
n=0
Tl cas on note f(x) cette derniere série.

entiéres
Si maintenant (A, {px}) est une algebre (unifére) de
Fréchet, on dit que la série f opéere absolument sur x si, et

seulement si, Zpk(fnx”) converge pour chaque k.
n=0
Si f opére absolument sur x, alors f opére sur x.
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Laurent

Poinsot Soit (A, {p«}) est une algébre (unifére) de Fréchet. Soit

f(\) = Z f,A" une série entiére de rayon de convergence
k=0
R. Alors f(\) opéere absolument sur chaque élément de la
S partie (] p;'(D(0, R[)) de A.
k>0
En particulier une série entiére de rayon de convergence
infini (c’est-a-dire une fonction entiére) opere sur tous les
éléments de A.
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