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si L admet un minimum L et un maximum T ;
H Un treillis (L, <,inf, sup) est dit distributif si, et
Algébres seulement si, quels que soient a, b, c € L,
sup(a,inf(b, c)) = inf(sup(a, b),sup(a, c)) et
sup(a,inf(b, c)) = sup(inf(a, b),inf(a,c));

A Un treillis borné (L, <,inf,sup, L, T) est dit
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de Btels que a < a. En particulier, A(1) est 'ensemble de
tous les atomes de B.

Supposons que B soit fini. Les propriétés suivantes sont
vérifiées :
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atome si, et seulement si, o # 0 et quel que soit a € A, si
a<a,alorsa=0o0ua=a.

Soit a € B. On note A(a) 'ensemble de tous les atomes «
de Btels que a < a. En particulier, A(1) est 'ensemble de
tous les atomes de B.

Supposons que B soit fini. Les propriétés suivantes sont
vérifiées :

E A0)=10;

A A(a) # 0 si, et seulement si, a # 0;
H A(anb)=A(a)nA(b);

I A

—a) = A(1)\ A(a);
H A(a) = A(b) si, et seulement si, a= b;
A Si a1, a0, -+, an sont des atomes distincts, alors
AlayVag V---Vap) ={a1,az, - ,ap}.
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A B — PAQ1))
a — AQ) (8)
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Une algébre booléenne B est complete si, et seulement si,
quel que soit S C B, inf(S) et sup(S) existent.
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Soit S un ensemble quelconque. Alors (Psin(S), N, U, \, 0)
est une algebre booléenne généralisée.

Algébres
booléennes
généralisées



Exemple

Monoides
partiels,
LULTET
booléens et
Formule
exponentielle

Laurent
Poinsot

Soit S un ensemble quelconque. Alors (Psin(S), N, U, \, 0)
est une algebre booléenne généralisée. (Remarquons que
cette algébre booléenne n’admet pas d’élément neutre pour
N lorsque S est un ensemble infini.)
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Poinsot E Soit (B, A, V,\,0) une algebre booléenne généralisée.
Alors (B, A, V,0) est un anneau booléen (qui n’a pas
nécessairement d’'unité) avec aAb:=(a\ b) v (b\ a);

B Réciproquement, soit (B, +, x,0) un anneau booléen.
Alors (B, x,V,\,0),avecaVv b:=a+ b+ ab et
a\ b := a-+ ab, est une algebre booléenne généralisée.
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Proposition (Stone, 1935)

Soit (B, A, V, \,0) une algebre booléenne généralisée.
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Proposition (Stone, 1935)

Soit (B, A, V, \,0) une algebre booléenne généralisée. Si le
cardinal de B est fini, alors B est une algébre booléenne
usuelle.
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[0,a8] :={x € B: x < a}, estfini.
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Casier: localement finie si, et seulement si, quel que soit a € B,
I'idéal d’ordre principal engendré par a, a savoir

[0,a8] :={x € B: x < a}, estfini.

Remarque : Rota a introduit la notion de finitude locale pour

un ensemble partiellement ordonné P de la fagon suivante :

P est localement fini si, et seulement si, quels que soient

X,y € P, [x, y] est fini.
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Piin(S) est une algébre booléenne (généralisée) localement
finie.
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Piin(S) est une algébre booléenne (généralisée) localement
finie. En effet, soit E une partie finie de S. Par définition,
F € [0, E] si, et seulement si, F C E, soit encore F € P(E).
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localement finie. Soit A 'ensemble des atomes de B. Alors
I'application

A: B — Psi(A)
a — Ala

est un isomorphisme d’algébres booléennes généralisées.

(10)
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. La donnée de (S, ) est un semigroupe partiel si, et
aL_Jrent , X LS. . .
ez seulement si, la loi x est associative au sens ou si ax b et
(a* b) % c sont définis, alors (b * c) et ax (b c) le sont
également, et dans ce cas, (ax b) xc = ax* (bx c).
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Lourent La donnée de (S, x) est un semigroupe partiel si, et
il seulement si, la loi x est associative au sens ou si a* b et
(a* b) % c sont définis, alors (b * c) et ax (b c) le sont
également, et dans ce cas, (a*x b)xc = ax (bxc).
(S, %) est un monoide partiel si, et seulement s’il admet un
élément neutre (total) 1,
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Lourent La donnée de (S, x) est un semigroupe partiel si, et
el seulement si, la loi x est associative au sens ou si ax b et
(a* b) % c sont définis, alors (b * c) et ax (b c) le sont
également, et dans ce cas, (ax b) xc = ax* (bx c).
(S, %) est un monoide partiel si, et seulement s’il admet un
élément neutre (total) 1, c’est-a-dire quel que soit a € S,
< 1xaetax1sontdéfinis,et1xa=a=ax1.
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oo 1o Soit S un ensemble, D C S? et une application % : D — S.
Lourent La donnée de (S, x) est un semigroupe partiel si, et
el seulement si, la loi x est associative au sens ou si ax b et
(a* b) % c sont définis, alors (b * c) et ax (b c) le sont
également, et dans ce cas, (ax b) xc = ax* (bx c).
(S, %) est un monoide partiel si, et seulement s’il admet un
élément neutre (total) 1, c’est-a-dire quel que soit a € S,
1xaetax1sontdéfinis,et1xa=a=ax1.
Un semigroupe est S commutatif, si et seulement si, quels
que soient a, b € S, si a* b est défini, alors b * a 'est
également, et dans ce cas, ax b = b x* a.
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Poinsot semigroupe (non commutatif) pour la composition. Ce
n’est pas un monoide (s’il y a plus d’un objet) car il n’y
a pas d’élément neutre total.
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Poinsot semigroupe (non commutatif) pour la composition. Ce
n’est pas un monoide (s’il y a plus d’un objet) car il n’y
a pas d’élément neutre total.

A Soit Esfc C N\ {0, 1} I'ensemble des entiers sans
facteur carré.
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e Kl Les fléches d'une (petite) catégorie forment un

Poinsot semigroupe (non commutatif) pour la composition. Ce
n’est pas un monoide (s’il y a plus d’un objet) car il n’y
a pas d’élément neutre total.

A Soit Esfc C N\ {0, 1} I'ensemble des entiers sans
facteur carré. Soit m, n € Esfc. On définit m* n:= mn
si, et seulement si, pgcd(m, n) = 1.
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e Kl Les fléches d'une (petite) catégorie forment un

Poinsot semigroupe (non commutatif) pour la composition. Ce
n’est pas un monoide (s’il y a plus d’un objet) car il n’y
a pas d’élément neutre total.

A Soit Esfc C N\ {0, 1} I'ensemble des entiers sans
facteur carré. Soit m, n € Esfc. On définit m n:= mn
si, et seulement si, pgcd(m, n) = 1. (Isfc, x) est un
semigroupe partiel (commutatif).
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e Kl Les fléches d'une (petite) catégorie forment un

Poinsot semigroupe (non commutatif) pour la composition. Ce
n’est pas un monoide (s’il y a plus d’un objet) car il n’y
a pas d’élément neutre total.

A Soit Esfc C N\ {0, 1} I'ensemble des entiers sans
facteur carré. Soit m, n € Esfc. On définit m n:= mn
si, et seulement si, pgcd(m, n) = 1. (Isfc, x) est un
semigroupe partiel (commutatif). De plus,

(Esfc L {1}, %, 1) est un monoide partiel (commutatif).
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porent 1:= {S}, si 'on suppose vrai I'axiome de fondation). Soit

S; := SU{1}. On étend l'opération * & S; tout entier par

x * y :=1 si, et seulement si, (x, y) ¢ D, avec D le domaine
de définition de x.
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porent 1:= {S}, si 'on suppose vrai I'axiome de fondation). Soit

S; := SU{1}. On étend l'opération * & S; tout entier par

x * y :=1 si, et seulement si, (x, y) ¢ D, avec D le domaine

de définition de . En particulier, xx T=1=1 *x quel que soit
x € S.
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porent 1:= {S}, si 'on suppose vrai I'axiome de fondation). Soit

S; := SU{1}. On étend l'opération * & S; tout entier par

x * y :=1 si, et seulement si, (x, y) ¢ D, avec D le domaine

de définition de . En particulier, xx T=1=1 *x quel que soit
x € S.

T Froposiion

(S;, *) est un semigroupe (total).
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porent Soient (M, %, 1) un monoide partiel commutatif, et x, y € M.
On dit que y est un diviseur (resp. diviseur propre) de x si,
et seulement, si x = y x zpourun z € M (resp. z € M,

z#1).
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porent Soient (M, %, 1) un monoide partiel commutatif, et x, y € M.
On dit que y est un diviseur (resp. diviseur propre) de x si,

et seulement, si x = y x zpourun z € M (resp. z € M,

z # 1). Le monoide partiel M est ncethérien si, et seulement

si, la relation de divisibilité est une relation bien fondée,
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porent Soient (M, %, 1) un monoide partiel commutatif, et x, y € M.
On dit que y est un diviseur (resp. diviseur propre) de x si,

et seulement, si x = y x zpourun z € M (resp. z € M,

z # 1). Le monoide partiel M est ncethérien si, et seulement

si, la relation de divisibilité est une relation bien fondée, i.e.,

il N’y a aucune suite infinie décroissante xg * X1 * Xo x - - - oU

Xj+1 est un diviseur propre de x; pour tout /i > 0.
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Laurent formellement,

Poinsot

x=yxz = 1e{y,z}. (11)
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ok Un atome est un élément x # 1 qui ne peut étre divisé, soit

exponentielle

Laurent fOFme”ement,

Poinsot

x=yxz = 1e{y,z}. (11)

Si 'on note (M \ {1})? 'ensemble des éléments de la forme
X * y avec x, y # 1, alors on peut vérifier que I'ensemble
des atomes de M est (M \ {1})\ (M\ {1})2.

S
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ok Un atome est un élément x # 1 qui ne peut étre divisé, soit

exponentielle

Laurent fOFme”ement,

Poinsot

x=yxz = 1e{y,z}. (11)

Si 'on note (M \ {1})? 'ensemble des éléments de la forme
X * y avec x, y # 1, alors on peut vérifier que I'ensemble

des atomes de M est (M \ {1})\ (M\ {1})2.
On dénote par A(M) 'ensemble des atomes du monoide

partiel commutatif M.
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ok Un atome est un élément x # 1 qui ne peut étre divisé, soit

exponentielle

e formellement,

Poinsot

x=yxz = 1e{y,z}. (11)

Si 'on note (M \ {1})? 'ensemble des éléments de la forme
X *x y avec X, y # 1, alors on peut vérifier que 'ensemble
des atomes de M est (M \ {1})\ (M\ {1})2.

On dénote par A(M) 'ensemble des atomes du monoide
partiel commutatif M.

Remarque : Si M est noethérien, alors A(M) # (.
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Soit M un monoide partiel commutatif et noethérien. Alors
quel que soit x € M, il existe un multi-ensemble d’atomes
{X1,-+ ,Xp} tel que x = Xy * - - - % Xp.
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Soit (M, x,1) un monoide partiel commutatif. M vérifie PL si,
et seulement si, quel que soient x4, X, x', x*> € M tels que
X1 % Xp = X' % X2,
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Soit (M, x,1) un monoide partiel commutatif. M vérifie PL si,
et seulement si, quel que soient x, X2, x', x? € M tels que
Xy xXp = X' xx2, il existe Xl € M, i = 1,2, j=1,2tels que
X; = x % x? etxf:x{ *x£ pouri=1,2,j=1,2.
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porent Soit (M, %,1) un monoide partiel commutatif, noethérien et
vérifiant PL.
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porent Soit (M, %,1) un monoide partiel commutatif, noethérien et
vérifiant PL. Alors quel que soit x € M, il existe un unique
multi-ensemble d’atomes {x1,--- , xp} tel que

X = X1 % -+ % Xp.
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vérifiant PL. Alors quel que soit x € M, il existe un unique
multi-ensemble d’atomes {x1,--- , xp} tel que

X = X1 % -+ % Xp.

On note A(x) ce multi-ensemble.

Monoides
partiels



Proposition

Monoides
partiels,
LULTET
booléens et
Formule
exponentielle

Laurent

et Soit (M, %,1) un monoide partiel commutatif, noethérien et
vérifiant PL. Alors quel que soit x € M, il existe un unique
multi-ensemble d’atomes {x1,--- , xp} tel que

X = X1 % -+ % Xp.

On note A(x) ce multi-ensemble. En particulier, A(x) = 0 si,
et seulement si, x = 1.
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seulement si, quel que soit x € M, A(x) est un ensemble.

Dans ce cas, nous avons A(x x y) = A(x) U A(y).
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Casier: vérifiant PL. On dit que M est sans facteur carré si, et
seulement si, quel que soit x € M, A(x) est un ensemble.

Dans ce cas, nous avons A(x x y) = A(x) U A(y).
Attention ! A(x) N A(y) = 0 n'implique pas nécessairement
que x * y est défini.
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SRR Soit (M, «, 1) un monoide partiel commutatif, noethérien et
Casier: vérifiant PL. On dit que M est sans facteur carré si, et
seulement si, quel que soit x € M, A(x) est un ensemble.

Dans ce cas, nous avons A(x x y) = A(x) U A(y).
Attention ! A(x) N A(y) = 0 n'implique pas nécessairement
que x * y est défini. En particulier, le produit de deux
atomes, mémes distincts, n’est pas nécessairement défini.

Monoides
partiels



Monoides partiels sans facteur carré

Monoides
partiels,
LULTET
booléens et
Formule

SRR Soit (M, «, 1) un monoide partiel commutatif, noethérien et
Casier: vérifiant PL. On dit que M est sans facteur carré si, et
seulement si, quel que soit x € M, A(x) est un ensemble.

Dans ce cas, nous avons A(x x y) = A(x) U A(y).

Attention ! A(x) N A(y) = 0 n'implique pas nécessairement
que x * y est défini. En particulier, le produit de deux
atomes, mémes distincts, n’est pas nécessairement défini.
Par exemple, on ne peut pas effectuer la somme disjointe
de deux graphes connexes s'’ils ont un sommet en commun.
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Wil Soit (M, x, 1) un monoide partiel commutatif verifiant PL.
Laurent Soit B une algébre booléenne généralisée localement finie.
Folnsot On suppose I'existence d’une application o : M — B telle

que
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Wil Soit (M, x, 1) un monoide partiel commutatif verifiant PL.
Laurent Soit B une algébre booléenne généralisée localement finie.
Hoinsot On suppose I'existence d’'une application o : M — B telle

que

E o(x) = 0si, et seulement si, x =1;
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Wil Soit (M, x, 1) un monoide partiel commutatif verifiant PL.
Laurent Soit B une algébre booléenne généralisée localement finie.
Hoinsot On suppose I'existence d’'une application o : M — B telle

que
E o(x) = 0si, et seulement si, x =1;

H Le domaine de * est {(x,y) € M? : o(x) Ao(y) = 0} ;
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Wil Soit (M, x, 1) un monoide partiel commutatif verifiant PL.
Laurent Soit B une algébre booléenne généralisée localement finie.
Hoinsot On suppose I'existence d’'une application o : M — B telle

que
E o(x) = 0si, et seulement si, x =1;

H Le domaine de * est {(x,y) € M? : o(x) Ao(y) = 0} ;

B o(xxy)=o(x)Va(y).
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Wil Soit (M, x, 1) un monoide partiel commutatif verifiant PL.
Laurent Soit B une algébre booléenne généralisée localement finie.
Hoinsot On suppose I'existence d’'une application o : M — B telle

que
E o(x) = 0si, et seulement si, x =1;

H Le domaine de * est {(x,y) € M? : o(x) Ao(y) = 0} ;
H o(xxy)=a(x)Va(y).
M est alors un monoide partiel sans facteur carré.
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Wil Soit (M, x, 1) un monoide partiel commutatif verifiant PL.
Laurent Soit B une algébre booléenne généralisée localement finie.
oinset On suppose I'existence d’'une application o : M — B telle

que
E o(x) = 0si, et seulement si, x =1;

H Le domaine de x est {(x,y) € M? : o(x) Ao(y) = 0} ;
H o(xxy)=a(x)Va(y).

M est alors un monoide partiel sans facteur carré. En

particulier, M est ncethérien.
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Wil Soit (M, x, 1) un monoide partiel commutatif verifiant PL.
Laurent Soit B une algébre booléenne généralisée localement finie.
Hoinsot On suppose I'existence d’'une application o : M — B telle

que
E o(x) = 0si, et seulement si, x =1;

H Le domaine de * est {(x,y) € M? : o(x) Ao(y) = 0} ;
H o(xxy)=a(x)Va(y).
M est alors un monoide partiel sans facteur carré. En

particulier, M est ncethérien.
Une structure (M, B, o) est un monoide partiel booléen.
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e Soit (B, +, x,0) un anneau booléen localement fini. Alors B
avec I'addition + restreinte a {(x, y) € B?> : xy = 0}
(appelée somme disjointe) est un monoide partiel sans
facteur carré.
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e Soit (B, +, x,0) un anneau booléen localement fini. Alors B
avec I'addition + restreinte a {(x, y) € B?> : xy = 0}
(appelée somme disjointe) est un monoide partiel sans
facteur carré.

Les atomes de I'algebre booléenne généralisée sont
exactement les atomes du monoide.
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Sl Soit (B, +, x,0) un anneau booléen localement fini. Soit
Laurent M g B tel que
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EO0cM,;

B Quels que soient x,y € M, si xy =0, alors x + y € M.
Alors M avec I'addition restreinte & {(x, y) € M? : xy = 0}
est un monoide partiel sans facteur carré. M est un
monoide partiel booléen avec o I'inclusion naturelle.
Remarque : Les atomes de M (en tant que monoide
noethérien) ne sont pas nécessairement des atomes de B.
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L t . . . q
e combinatoire, i.e. quel que soit x € M, x est une structure
finie. En particulier, les atomes de M ne sont pas
nécessairement réduits a un singleton.

Exemple

Si I'on considere M I'ensemble des graphes (avec la somme
disjointe), alors les atomes sont les graphes connexes. On
voit bien dans ce cas qu’un atome est lui-méme une
structure plus complexe qu’un singleton.
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A tout élément x de M, on associe son support o(x) de
! fagon a conserver la structure de monoide partiel sans
facteur carré. Soit (M, &, 0) un monoide partiel commutatif
vérifiant PL. Soit C un ensemble dénombrable. Alors Py, (C)
est une algebre booléenne généralisée localement finie.
Soit enfin

o: M — Psn(C)

x — o(x) (12)

telle que (M, o) soit un monoide partiel booléen.
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Laurent méme avoir o(x) No(y) # 0. Par contre si x et y sont
deux atomes pour lesquels x & y est défini, alors
o(x) #o(y);

H Les atomes de M sont des éléments dont le support
est minimal (pour l'inclusion ensembliste restreinte a
o(M\ {0})). Ces atomes ne sont pas nécessairement
des singletons de C;

H On suppose C dénombrable, car, potentiellement, les
supports des structures considérées sont des
ensembles finis quelconques.
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et Soit (M, C, o) un monoide partiel booléen. Quel que soient
Poinsot N C MetS c C, Sfini, on définit

Ns:={xe N:o(x)=S}. (13)

Ns est 'ensemble des éléments de N dont le support est S.
On restreint notre étude au cas localement fini, i.e., quel
que soit S C C, S fini, Mg est fini, c’est-a-dire il 'y a qu’un
nombre fini d’éléments de M supportés par S.
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¢(Ns) == > ¢(x (14)
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est bien définie (puisque Ng C Mg est fini). De méme si N
est une partie finie de M, on définit

¢(N) =D o(x). (15)
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Les structures localement finies nous permettent de
considérer les sommes suivantes : soient ¢ : M — 01, ou M
est un monoide (total) commutatif (en notation additive),
NC MetS c C, Sfini. La somme suivante

¢(Ns) == > ¢(x (14)

xeNg

est bien définie (puisque Ng C Mg est fini). De méme si N
est une partie finie de M, on définit

G(N) == ¢(x) . (15)

xeN

En particulier, ¢(0) = 0.
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caractéristique zéro telle que

Kl . est équivariante sur les ensembles d’atomes, i.e.,
quelles que soient Sy, S, deux parties finies de C de
méme cardinal, alors ;(As,) = 1(As,), ou Ag est
'ensemble (fini) des atomes de M portés par le méme
ensemble fini S.
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D’un point de vue combinatoire, les éléments de M doivent
pouvoir étre “ mesurés ” par certaines statistiques. Une
statistiqgue p sur un monoide partiel booléen et localement
fini est une application de M dans un anneau (unitaire) R de
caractéristique zéro telle que

Kl . est équivariante sur les ensembles d’atomes, i.e.,
quelles que soient Sy, S, deux parties finies de C de
méme cardinal, alors ;(As,) = 1(As,), ou Ag est
'ensemble (fini) des atomes de M portés par le méme
ensemble fini S. En d’autres termes, la mesure par
d’un ensemble d’atomes de méme support ne dépend
que du cardinal du support. On note .(.A[n]) la valeur
commune des u(Ag) pour toutes les parties S de
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Une statistique multiplicative n est singuliére si, et
seulement si, 1(0) = 0. Dans ce cas, quel que soit x € M,
u(x) = 0. Une statistique est non singuliere si 1(0) # 0. Si
R est un anneau integre et . est non singuliére, alors

1(0) = 1.
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statistique équivariante et multiplicative. Soient S, S’ deux
parties finies de C (de méme cardinal n). Alors

u(Ms) = (Ms:) . (16)
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Laurent
Poinsot

La valeur commune a u(Ms) pour toute partie finie S de C
de cardinal n est notée n(M[n]).
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Poinsot une statistique équivariante et multiplicative.

Formule
exponentielle



Partie u-équivariante

Monoides
partiels,
LULTET
booléens et
Formule
exponentielle

Lourent Soient M un monoide partiel booléen localement fini et
Poinsot une statistique équivariante et multiplicative. Soit N C M sur
laquelle i est équivariante,

Formule
exponentielle



Partie u-équivariante

Monoides
partiels,
LULTET
booléens et
Formule
exponentielle

Lourent Soient M un monoide partiel booléen localement fini et
Poinsot une statistique équivariante et multiplicative. Soit N C M sur
laquelle 1 est équivariante, i.e. u(Ns) = u(Ns/) =: u(N[n])
pour toutes parties S, S’ de méme cardinal n.

Formule
exponentielle



Partie u-équivariante

Monoides
partiels,
LULTET
booléens et
Formule
exponentielle

Lourent Soient M un monoide partiel booléen localement fini et
Poinsot une statistique équivariante et multiplicative. Soit N C M sur
laquelle 1 est équivariante, i.e. u(Ns) = u(Ns/) =: u(N[n])
pour toutes parties S, S’ de méme cardinal n.
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Lourent Soient M un monoide partiel booléen localement fini et
Poinsot une statistique équivariante et multiplicative. Soit N C M sur
laquelle 1 est équivariante, i.e. u(Ns) = u(Ns/) =: u(N[n])
pour toutes parties S, S’ de méme cardinal n.

Exemples :

K M et A sont équivariantes ;

H Soit x € M tel que u(x) # 0, alors {x} n’est pas
équivariant.

S
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e Soient M un monoide partiel booléen localement fini et u
auren . . 7 . . . . .
Poinsot une statistique équivariante et multiplicative.
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e Soient M un monoide partiel booléen localement fini et u
Poinsot une statistique équivariante et multiplicative. Soit N C M sur
laquelle i est équivariante. On définit la série génératrice
exponentielle de N par

EGS(N; z) := ZM(N[n])i—: : (18)

n=0
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e Soient M un monoide partiel booléen localement fini et u
Poinsot une statistique équivariante et multiplicative. Soit N C M sur
laquelle i est équivariante. On définit la série génératrice
exponentielle de N par

EGS(N; z) := ZM(N[n])i—: : (18)

n=0

Dans le prochain transparent, on considere N € {M, A}.
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Soient M un monoide partiel booléen localement fini et x
! une statistique équivariante et multiplicative.
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Soient M un monoide partiel booléen localement fini et x
! une statistique équivariante et multiplicative. Nous avons

EGS(M; z) = (0) — 1 + eFCS(Aiz) (19)
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En particulier, si 4(0) = 1 (par exemple, si . est non
singuliere et R est un anneau integre),
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Soient M un monoide partiel booléen localement fini et x
! une statistique équivariante et multiplicative. Nous avons

EGS(M; z) = (0) — 1 + eFCS(Aiz) (19)

En particulier, si 4(0) = 1 (par exemple, si . est non
singuliere et R est un anneau integre),

EGS(M; z) = e5CS(Aiz) | (20)
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