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pour tous polynémes P, Q € C[z] et tout nombre complexe a.
Parmi tous ces endomorphismes, deux d'entre eux jouent un réle important
e L'opérateur de multiplication : af(P) = zP.

e L'opérateur de dérivation (formelle) : a(P) = %P.
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Précisons cela : Considérons tous les endomorphismes qui peuvent s'écrire
comme une somme finie de produits de puissances (pour la composition)
de a et de af, soit
1,1 1,k 1 ykm
S=am (bf< )b 1>) +otam (bf(’" ) >)
ol b € {a,a'}, b" = bo---0b, et a; € C, autrement dit, S est
~—

n facteurs
1 . 7
I'endomorphisme donné par

S(P) = ar bV (B2 (P )

amb{MD (LI (B (pY) )

pour chaque polynéme P.
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Le théoréme de densité de Jacobson a pour conséquence que I'algébre de
Weyl est dense (pour une certaine topologie) dans End(C|z]).

Cela signifie que quel que soit I'endomorphisme ¢ de C|z], il existe une
suite (Sp)n>0 d'éléments de I'algébre de Weyl telle que

lim S, =¢

n—o0

au sens ou pour chaque polynéme P, S,(P) = ¢(P) (convergence discréte)
pour n suffisamment grand.

Dans le fond il suffit de connaitre les éléments de I'algébre de Weyl pour
connaitre tous les endomorphismes de C|[z].
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Introduction

Ce que ne nous dit pas le théoréme de densité de Jacobson

Cependant, le théoréme de Jacobson est un résultat existentiel : il ne nous
dit pas comment construire explicitement sinon algorithmiquement une
suite (Sp)n convergeant vers un endomorphisme ¢.
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vectoriel avec une base (e,), constituée d'une infinité d'éléments
(typiquement V = C[z] et e, = z" ou e, = ;). L'opérateur montant est
donné par Re, = ep11, et I'opérateur descendant est défini par Le 11 = e,
et Leg = 0.

Est-il possible d'étendre le résultat de Jacobson aux opérateurs d'échelle
plus généraux 7 Et si oui, peut-on se passer de la caractéristique zéro 7

6/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque),

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp)n

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp), :
un algorithme qui prend en entrée un endomorphisme P de V et qui
renvoie une suite (S,), d'éléments de I'algébre engendrée par les opérateurs
d'échelle telle que lim S, = ¢.

n—oo

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp), :
un algorithme qui prend en entrée un endomorphisme P de V et qui
renvoie une suite (S,), d'éléments de I'algébre engendrée par les opérateurs
d'échelle telle que lim S, = ¢.

n—oo

e En déduire une forme normale pour les endomorphismes

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp), :
un algorithme qui prend en entrée un endomorphisme P de V et qui
renvoie une suite (S,), d'éléments de I'algébre engendrée par les opérateurs
d'échelle telle que lim S, = ¢.

n—oo

e En déduire une forme normale pour les endomorphismes : il existe a priori
de nombreuses suites (S,), qui convergent vers un opérateur ¢ donné.

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp), :
un algorithme qui prend en entrée un endomorphisme P de V et qui
renvoie une suite (S,), d'éléments de I'algébre engendrée par les opérateurs
d'échelle telle que lim S, = ¢.

n—oo

e En déduire une forme normale pour les endomorphismes : il existe a priori
de nombreuses suites (S,), qui convergent vers un opérateur ¢ donné.
Notre construction permet d'associer une unique série en deux variables
non commutatives & chaque endomorphisme

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp), :
un algorithme qui prend en entrée un endomorphisme P de V et qui
renvoie une suite (S,), d'éléments de I'algébre engendrée par les opérateurs
d'échelle telle que lim S, = ¢.

n—oo

e En déduire une forme normale pour les endomorphismes : il existe a priori
de nombreuses suites (S,), qui convergent vers un opérateur ¢ donné.
Notre construction permet d'associer une unique série en deux variables
non commutatives & chaque endomorphisme, c'est sa forme normale (c’est
un genre de patron),

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp), :
un algorithme qui prend en entrée un endomorphisme P de V et qui
renvoie une suite (S,), d'éléments de I'algébre engendrée par les opérateurs
d'échelle telle que lim S, = ¢.

n—oo

e En déduire une forme normale pour les endomorphismes : il existe a priori
de nombreuses suites (S,), qui convergent vers un opérateur ¢ donné.
Notre construction permet d'associer une unique série en deux variables
non commutatives & chaque endomorphisme, c'est sa forme normale (c’est
un genre de patron), et par une application de spécialisation

7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp), :
un algorithme qui prend en entrée un endomorphisme P de V et qui
renvoie une suite (S,), d'éléments de I'algébre engendrée par les opérateurs
d'échelle telle que lim S, = ¢.

n—oo

e En déduire une forme normale pour les endomorphismes : il existe a priori
de nombreuses suites (S,), qui convergent vers un opérateur ¢ donné.
Notre construction permet d'associer une unique série en deux variables
non commutatives & chaque endomorphisme, c'est sa forme normale (c’est
un genre de patron), et par une application de spécialisation (une des
variables est remplacée par |'opérateur montant, et |'autre par I'opérateur

descendant)
7/53



Objectifs de |'exposé

Cet exposé a pour buts de :

e Etendre le résultat de Jacobson a un cadre plus général : I'espace C|z]
est remplacé par un espace de dimension infinie dénombrable V' (sur un
corps de caractéristique quelconque), et a, al par des opérateurs d'échelle.

e Présenter une construction explicite (par récurrence) d'une suite (Sp), :
un algorithme qui prend en entrée un endomorphisme P de V et qui
renvoie une suite (S,), d'éléments de I'algébre engendrée par les opérateurs
d'échelle telle que lim S, = ¢.

n—oo

e En déduire une forme normale pour les endomorphismes : il existe a priori
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Notre construction permet d'associer une unique série en deux variables
non commutatives & chaque endomorphisme, c'est sa forme normale (c’est
un genre de patron), et par une application de spécialisation (une des
variables est remplacée par |'opérateur montant, et |'autre par I'opérateur

descendant) on trouve la suite (S,), qui converge vers |'opérateur.
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(en plusieurs variables) commutatifs ou non commutatifs (par exemple, les
bases de Grébner).

La premiére partie de cet exposé est donc entiérement consacrée a ces
notions centrales dans mes travaux : les monoides, les algébres, les
polyndmes non commutatifs, les algébres présentées et les séries non
commutatives.
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Puis, dans une seconde partie, certaines de ces notions sont appliquées au
cas de l'algébre de Weyl. Je montre en particulier que cet algébre peut &tre
vue comme abstraite sous la forme d'une algébre présentée ou comme
concréte, au travers d'une représentation, comme |'algébre engendrée par la
multiplication par la variable z et la dérivation des polynémes.

Le théoréme de densité de Jacobson est volontairement ignoré en dépit du
fait qu'il est au centre de ces travaux : son introduction nécessite a la fois
des notions algébriques, comme les anneaux primitifs, et des notions
topologiques, comme la topologie compact-ouvert des applications
continues, que je préfére ignorer aujourd’hui.
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Un monoide est un ensemble non vide M

- avec une loi de composition interne, X en notation multiplicative,
associative,

- et avec un élément distingué 1y, qui est neutre (bilatére) pour x (i.e.,
x x 1y = 1p X x quel que soit x € M).

Etant donné un ensemble X, on peut construire le monoide libre sur X,
noté X* : Il s'agit de |'ensemble des mots xix2 - - - x, avec x; € X (le mot
vide € y compris obtenu pour n = 0). La loi de composition interne est la
concaténation des mots :

/

(Xl...Xm)><(X{...X,):Xl...xmxi...xn_

n

Par exemple, (N, +,0) est le monoide libre sur une lettre.
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Un élément x d'un monoide M est inversible s'il existe y € M tel que

x Xy =1y =y x x. |l est aisé de démontrer |'unicité (lorsqu'il existe)

d'un tel élément y que I'on appelle 'inverse de x et que I'on note x 1.

Notons que le monoide libre n’admet que le mot vide comme élément
inversible.

Un groupe est un monoide dans lequel tout élément est inversible.

Un monoide ou un groupe est dit commutatif si sa loi I'est : x X y = y X x.
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compositions internes + et x et des éléments distingués 0 et 1 tels que :

- (R,+,0) est un groupe commutatif.

- (R, %, 1) est un monoide.

- Quels que soient x,y,z € R, x(y +z) =xy +xz et (x +y)z = xz + yz.
On déduit de ces axiomes que 0 est un élément absorbant bilatére :

xx0=0=0xx.

Exemple : Z est un anneau, alors que N ne I'est pas.

Un anneau est dit commutatif dés que x ['est.
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Soit R un anneau. Soit x € R. On dit que x est inversible dans R s'il est
inversible dans le monoide (R, x,1).

Un corps est un anneau commutatif K dans lequel tout élément non nul est
inversible.

Autrement dit, (K\ {0}, x, 1) est un groupe.
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vérifiant pour x,y € Aet a,8 € R :

o a(x+y)=ax+ay.
o (aB)x = o).

o lpx = x.

e a(xy) = (ax)y = x(ay).

(Les trois premiers axiomes font de (A, +,0) un R-module, et si R est un
corps, alors c'est un espace vectoriel.)

Exemples : @ R est une Q-algébre, C est une R-algébre,

e L'ensemble des matrices carrées de taille n x n sur un anneau commutatif
R est une R-algébre,

e Si V un K-espace vectoriel, alors I'ensemble des endomorphismes
(linéaires) de V, End(V), est une K-algébre.

16 /53



Les (homo)morphismes

Soient M, N deux monoides et f: M — N.

17 /53



Les (homo)morphismes

Soient M, N deux monoides et f: M — N. On dit que f est un morphisme
de monoides si f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € M

17 /53



Les (homo)morphismes

Soient M, N deux monoides et f: M — N. On dit que f est un morphisme
de monoides si f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € M et f(1p) = 1p.

17 /53



Les (homo)morphismes

Soient M, N deux monoides et f: M — N. On dit que f est un morphisme
de monoides si f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € M et f(1p) = 1.

Soient R, R’ deux anneaux et f: R — R'.

17 /53



Les (homo)morphismes

Soient M, N deux monoides et f: M — N. On dit que f est un morphisme
de monoides si f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € M et f(1p) = 1.

Soient R, R’ deux anneaux et f: R — R’. On dit que f est un morphisme
d'anneaux si f est un morphisme de monoides pour les structures additives
et multiplicatives

17 /53



Les (homo)morphismes

Soient M, N deux monoides et f: M — N. On dit que f est un morphisme
de monoides si f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € M et f(1p) = 1.

Soient R, R’ deux anneaux et f: R — R’. On dit que f est un morphisme
d'anneaux si f est un morphisme de monoides pour les structures additives
et multiplicatives (autrement dit, f(x + y) = f(x) + f(y), f(0) =0,

f(xy) = f(x)f(y), (1) =1).

17 /53



Les (homo)morphismes

Soient M, N deux monoides et f: M — N. On dit que f est un morphisme
de monoides si f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € M et f(1p) = 1.

Soient R, R’ deux anneaux et f: R — R’. On dit que f est un morphisme
d'anneaux si f est un morphisme de monoides pour les structures additives
et multiplicatives (autrement dit, f(x + y) = f(x) + f(y), f(0) =0,

f(xy) = f(x)f(y), (1) =1).

Soient R un anneau, A et A’ deux algebres, f: A — A'.

17 /53
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Soient M, N deux monoides et f: M — N. On dit que f est un morphisme
de monoides si f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € M et f(1p) = 1.

Soient R, R’ deux anneaux et f: R — R’. On dit que f est un morphisme
d'anneaux si f est un morphisme de monoides pour les structures additives
et multiplicatives (autrement dit, f(x + y) = f(x) + f(y), f(0) =0,

Fxv) = F)F(y), (1) = 1).

Soient R un anneau, A et A’ deux algebres, f: A— A’. On dit que f est

un morphisme d'algébres si c’est un morphisme d'anneaux et si
f(ax) = af(x) pour tout x € A et tout scalaire «.

17 /53



Les congruences
Soit A une algebre.

18/53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

18/53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.

18 /53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.

o x = x ety =~y impliquent x +y = x" 4y’

18 /53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.

o x = x ety ™y impliquent x +y = x' +y et xy = x'y’.

18 /53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.

o x = x ety ™y impliquent x +y = x' +y et xy = x'y’.

1

L'ensemble A/ = des classes déquivalence pour une congruence = forme

une R-algébre.

18 /53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.
o x = x ety ™y impliquent x +y = x' +y et xy = x'y’.

L'ensemble A/ = des classes déquivalence pour une congruence = forme
une R-algebre. Désignons par 7(x) la classe d'équivalence de x € A
modulo .

18 /53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.
o x = x ety ™y impliquent x +y = x' +y et xy = x'y’.

L'ensemble A/ = des classes déquivalence pour une congruence = forme
une R-algebre. Désignons par 7(x) la classe d'équivalence de x € A
modulo 2. Les lois sont données par :

18/53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.
o x = x ety ™y impliquent x +y = x' +y et xy = x'y’.

L'ensemble A/ = des classes déquivalence pour une congruence = forme
une R-algebre. Désignons par 7(x) la classe d'équivalence de x € A
modulo 2. Les lois sont données par :

o am(x) = m(ax).

18/53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.
o x = x ety ™y impliquent x +y = x' +y et xy = x'y’.

L'ensemble A/ = des classes déquivalence pour une congruence = forme
une R-algebre. Désignons par 7(x) la classe d'équivalence de x € A
modulo 2. Les lois sont données par :

o am(x) = m(ax).

o m(x) +m(y) = 7m(x +y).

18 /53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.
o x = x ety ™y impliquent x +y = x' +y et xy = x'y’.

L'ensemble A/ = des classes déquivalence pour une congruence = forme
une R-algebre. Désignons par 7(x) la classe d'équivalence de x € A
modulo 2. Les lois sont données par :

o am(x) = m(ax).
o 7(x) +7(y) = 7(x +y).

o m(x)m(y) = m(xy)-

18 /53



Les congruences

Soit A une algebre. Une relation d'équivalence = sur A est une congruence
si quels que soient x, y,x’, y’ € A et pour tout scalaire a,

o x = x' implique ax = ax’.
o x = x ety ™y impliquent x +y = x' +y et xy = x'y’.

L'ensemble A/ = des classes déquivalence pour une congruence = forme
une R-algebre. Désignons par 7(x) la classe d'équivalence de x € A
modulo 2. Les lois sont données par :

o am(x) = m(ax).

o 7(x) +7m(y) =7w(x+y).

o 7(x)7(y) = 7(x9).

Il est clair que la surjection canonique m: A — A/ = est un morphisme de

R-algébres.

18 /53



Les idéaux

Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre.

19/53



Les idéaux

Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre. Soit | C A.

19/53



Les idéaux

Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre. Soit / C A. On dit
que [ est un idéal (bilatére) de A si :

19/53



Les idéaux

Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre. Soit / C A. On dit
que [ est un idéal (bilatére) de A si :

e | est un sous-module de (A, +,0),

19/53



Les idéaux

Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre. Soit / C A. On dit
que [ est un idéal (bilatére) de A si :

e | est un sous-module de (A, +,0),

e Quels que soient ac Aetxe l,axecletxacl.

19/53



Les idéaux

Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre. Soit / C A. On dit
que [ est un idéal (bilatére) de A si :

e | est un sous-module de (A, +,0),
e Quels que soient ac Aetxe l,axecletxacl.

Exemple : si f: A— A’ est un morphisme d'algébres, alors son noyau
ker f = f~1({0}) est un idéal de A.

19/53



Les idéaux

Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre. Soit / C A. On dit
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e | est un sous-module de (A, +,0),
e Quels que soient ac Aetxe l,axecletxacl.

Exemple : si f: A— A’ est un morphisme d'algébres, alors son noyau
ker f = f~1({0}) est un idéal de A.

Etant donné S C A, on définit I'idéal engendré par S, noté (S), comme le
plus petit idéal contenant S
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Les idéaux

Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre. Soit / C A. On dit
que [ est un idéal (bilatére) de A si :

e | est un sous-module de (A, +,0),
e Quels que soient ac Aetxe l,axecletxacl.

Exemple : si f: A— A’ est un morphisme d'algébres, alors son noyau
ker f = f~1({0}) est un idéal de A.

Etant donné S C A, on définit I'idéal engendré par S, noté (S), comme le
plus petit idéal contenant S (il s'agit de l'intersection de tous les idéaux
contenant S). Les éléments de (S) admettent une écriture sous la forme :

j{: ajsib;, ai,bf €A s €S.

i=1
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|déaux et congruences

Un idéal / définit une congruence = sur A
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|déaux et congruences

Un idéal | définit une congruence =2 sur A : x & y si, et seulement, si
x—yel

Si | est un idéal (bilatére) de A, alors on construit A// I'algébre quotient
de A par | comme A/ ;.
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L'algebre des polynémes non commutatifs

Soient R un anneau commutatif avec unité, et X = {xg, -+ ,x, } un
ensemble 3 n éléments.
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L'algebre des polynémes non commutatifs

Soient R un anneau commutatif avec unité, et X = {xg, -+ ,x, } un
ensemble 3 n éléments.

L'algebre des polynémes non commutatifs a coefficients dans R est notée
R(X) = R{x1,- -+, Xn).

Ses éléments sont de la forme

E QW

weX*

ol tous les coefficients o, € R sont nuls sauf un nombre fini.
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L'ensemble R{x1, - ,x,) dispose des lois d'algébres sur R suivantes :
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@ > aww+ Y Buw= D> (aw+Bu)w.
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L'ensemble R{x1, - ,x,) dispose des lois d'algébres sur R suivantes :

@ > aww+ Y Buw= D> (aw+Bu)w.

weX* weX* weX*

O A DX, exs aww) =, cx- (Aaw)w pour tout X € R.

(5 (525 (£ )

weX* weX* weX* \wiwe=w

Remarque : Il est également possible de considérer les polynémes non
commutatifs sur un ensemble infini X.
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Algébre libre

L'algébre R(X) est libre
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Algébre libre

L'algébre R(X) est libre : soient A une R-algébre, et f: X — A une
application (ensembliste), alors il existe un unique morphisme d'algébres
f: R(X) — A tel que f(x) = f(x) pour tout x € X.

Le morphisme f est défini par

?(Z aWW> = > awf(w)

weX* weX*

ot I'application f: X* — A est donnée par f(xy---x,) = f(x1)--- f(x,) et
fle) = 1.

23/53



Générateurs et relations

L'algébre R(X) est utilisée pour construire des algébres présentées par
générateurs et relations.
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R(X) par l'idéal bilatére engendré par I'ensemble des P — Q pour (P, Q)
parcourant R. Plutét que de les noter sous la forme de couples, les
relations sont données sous la forme d'équations P = Q.

Dans R(X)/R, on a (P — Q) = n(P) — n(Q) = 7(0) quels que soient
(P,Q)eR.
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relations sont données sous la forme d'équations P = Q.

Dans R(X)/R, on a (P — Q) = n(P) — n(Q) = 7(0) quels que soient
(P,Q)eR.

Par exemple, R(x,y | [x,y] = 0), ou [x,y] = xy — yx est le commutateur
(de Lie), est I'algébre R[x,y| des polynémes commutatifs.
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L'algébre R(X) est utilisée pour construire des algébres présentées par
générateurs et relations. Une relation est un couple (P, Q) avec

P,Q € R(X). Les éléments de X sont appelés les générateurs. Soit R un
ensemble de relations. L'algébre R(X | R) est le quotient de I'algebre
R(X) par l'idéal bilatére engendré par I'ensemble des P — Q pour (P, Q)
parcourant R. Plutét que de les noter sous la forme de couples, les
relations sont données sous la forme d'équations P = Q.

Dans R(X)/R, on a (P — Q) = n(P) — n(Q) = 7(0) quels que soient
(P,Q)eR.

Par exemple, R(x,y | [x,y] = 0), ou [x,y] = xy — yx est le commutateur
(de Lie), est I'algébre R[x,y| des polynémes commutatifs.

R{(x,y | xy =1 = yx) est I'anneau des polyndémes de Laurent R[x,x1].
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Systéme de réécriture

Soit R un ensemble de relations sur R{X).
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Systéme de réécriture

Soit R un ensemble de relations sur R(X). On peut lui associer un systéme
de réécriture :

- On définit les régles de réécriture en un pas par
(1) P1PP2 >R PlQP2 et

2)Pr+P=grPL+Q
pour chaque (P, Q) € R et P1, P, € R(X).
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Systéme de réécriture

Soit R un ensemble de relations sur R(X). On peut lui associer un systéme
de réécriture :

- On définit les régles de réécriture en un pas par
(1) P1PP2 >R PlQP2 et

2)Pr+P=grPL+Q
pour chaque (P, Q) € R et P1, P, € R(X).

- Puis la régle de réduction générale : Py =% P, s'il existe une suite

Pi,---,P,_1 telle que P; = P;y1 ou P; = Pji1 pour tout
i=0,---,n—1.
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Systéme de réécriture

Soit R un ensemble de relations sur R(X). On peut lui associer un systéme
de réécriture :

- On définit les régles de réécriture en un pas par
(1) P1PP2 >R PlQP2 et

2)Pr+P=grPL+Q
pour chaque (P, Q) € R et P1, P, € R(X).

- Puis la régle de réduction générale : Py =% P, s'il existe une suite
Py, Pp_1 telle que P; = Piy1 ou P; =g Pjy1 pour tout

i=0,---,n—1.

Autrement dit, =7, est la cloture réflexive et transitive de =x.
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Formes normales

Lorsque =* dispose de certaines propriétés intéressantes (confluence et
terminaison), chaque élément C = 7(P) de R(X | R) posséde une unique
forme normale ®of(C)
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Par exemple, soient K un corps, a: K[x] — K[x] un automorphisme

d’algébre, et §: K[x] — K[x] une a-dérivation, i.e., une application
K[x]-linéaire telle que 6(PQ) = a(P)d(Q) + §(P)Q.
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-QeC(ie, Q=P)et
- Il n'existe aucun Q" € R(X) tel que Q@ = Q'.

Par exemple, soient K un corps, a: K[x] — K[x] un automorphisme
d’algébre, et §: K[x] — K[x] une a-dérivation, i.e., une application

K[x]-linéaire telle que 6(PQ) = a(P)J(Q) + 6(P)Q. Dans

K(x,y | yx = a(x)y + (x)), tout élément admet une unique forme
normale.
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Formes normales

Lorsque =* dispose de certaines propriétés intéressantes (confluence et
terminaison), chaque élément C = 7(P) de R(X | R) posséde une unique
forme normale ®of(C) : il s'agit d'un élément Q € R(X) tel que

-QeC(ie, Q=P)et
- Il n'existe aucun Q" € R(X) tel que Q@ = Q'.

Par exemple, soient K un corps, a: K[x] — K[x] un automorphisme
d’algébre, et §: K[x] — K[x] une a-dérivation, i.e., une application

K[x]-linéaire telle que 6(PQ) = a(P)J(Q) + 6(P)Q. Dans

K(x,y | yx = a(x)y + (x)), tout élément admet une unique forme
normale. Les formes normales sont exactement les polynémes non

commutatifs
.
E ajjx'y’!
ij>0
ou tous les coefficients o ; sont nuls excepté un nombre fini d’entre eux.
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L'algebre des séries non commutatives

Ses éléments sont de la forme

E Ly W

weX*

avec la possibilité que tous les coefficients a, soient non nuls.
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L'algebre des séries non commutatives

Ses éléments sont de la forme

E Ly W

weX*

avec la possibilité que tous les coefficients «, soient non nuls.

On note R((X)) cette algébre, et il est clair que R(X) C R{(X)).
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Crochet (de dualité)

Soient S € R{(X)) et w € X*.
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Crochet (de dualité)

Soient S € R((X)) et w € X*. On note
(S1w)

le coefficient du mot w dans la série S
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Crochet (de dualité)

Soient S € R((X)) et w € X*. On note
(S w)
le coefficient du mot w dans la série S de sorte que

S=> (S|ww.

weX*
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Le support

Définition: Support d'une série

Le support Supp(S) d'une série S € R((X)) est I'ensemble (éventuellement
vide) des mots w € X* tels que (S | w) # 0.
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Le support

Définition: Support d'une série
Le support Supp(S) d'une série S € R((X)) est I'ensemble (éventuellement
vide) des mots w € X* tels que (S | w) # 0.

Il est clair que R(X) est exactement |I'ensemble des séries formelles dont le
support est un ensemble fini.
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L'algebre de Weyl : Définition

Soit K un corps.
L'algébre de Weyl A(K) (d'indice 1) est définie comme I'algébre quotient

de I'algébre des polynémes K(x, y) a variables non commutatives par |'idéal
bilatere engendré par la relation [x, y] = 1.
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L'algebre de Weyl : Définition

Soit K un corps.
L'algébre de Weyl A(K) (d'indice 1) est définie comme I'algébre quotient
de I'algébre des polynémes K(x, y) a variables non commutatives par |'idéal

bilatere engendré par la relation [x, y] = 1.

Soient a = 7(x) et al = 7(y) ot m: K(x,y) — A(K) est I'épimorphisme
canonique.
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Algebre de Weyl : Base de |'ordre normal

L’ensemble { (af)’a/ }; jciy est une base de A(K) en tant que K-espace
vectoriel
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Algebre de Weyl : Base de |'ordre normal

L’ensemble { (af)’a/ }; jciy est une base de A(K) en tant que K-espace
vectoriel : ce sont les formes normales pour le systéme de réécriture associé
axy=yx+1.

Cela signifie que pour tout Q € A(K) il existe un unique polynéme non

commutatif, disons
Pol () € K(x, y)

avec Supp(Pol () C {y'x/: i,j € N} et tel que m(Pol(Q)) = Q (en
d'autres termes, Pof : A(K) — K(x, y) est une section de ).
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L'algébre de Weyl : Ordre normal - un exemple

Soit P = y2xy + x3yx € Q(x, y).
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L'algebre de Weyl : Ordre normal - un exemple

Soit P = y?xy + x3yx € Q(x, y). Calculons la forme normale de
m(P) = (af)?aa’ + a*afa € A(Q).
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m(P) = (af)?aa’ + a*afa € A(Q).

Nous avons,

Y2y +x3yx =y (yx + 1)+ x3(yx + 1)x
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Nous avons,
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L'algebre de Weyl : Ordre normal - un exemple

Soit P = y?xy + x3yx € Q(x, y). Calculons la forme normale de
m(P) = (af)?aa’ + a*afa € A(Q).

Nous avons,

Y2y +x3yx =y (yx + 1)+ x3(yx + 1)x
= Y24+ y3x X3 4+ x(yx + 1)x?
= Y24+ y3x 23 + (yx +1)x3

Donc
Pol((a')?aal + a%ata) = y? + y3x + 33 + yx* .
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L'algébre de Weyl comme algebre d'opérateurs différentiels

Supposons maintenant que K est un corps de caractéristique zéro (i.e., Q
est le sous-corps premier de K).
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L'algébre de Weyl comme algebre d'opérateurs différentiels

Supposons maintenant que K est un corps de caractéristique zéro (i.e., Q
est le sous-corps premier de K).

On définit une représentation linéaire p de A(K) sur K[z], c'est-a-dire un
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- On définit I'action des lettres x, y sur K[z] :
= p(x)(p) = &P,
= py)(p) = 2p
pour p € K[z].

- On étend p en un morphisme de K-algébres, encore noté p, de K(x, y)
dans End(K][z]) (car K(x, y) est libre en tant qu'algébre).
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dans End(K][z]) (car K(x, y) est libre en tant qu'algébre).

- Comme p([x,y]) = [p(x), p(y)] = Idk(, il s'ensuit que p « passe au
quotient » : il existe un unique morphisme d'algébres
p: A(K) — End(K][z]) tel que pom = p.
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morphisme d'algébres de A(K) dans End(K][z]), comme suit :

- On définit I'action des lettres x, y sur K[z] :
= p(x)(p) = &P,
= py)(p) = 2p
pour p € K[z].

- On étend p en un morphisme de K-algébres, encore noté p, de K(x, y)
dans End(K][z]) (car K(x, y) est libre en tant qu'algébre).

- Comme p([x,y]) = [p(x), p(y)] = Idk(, il s'ensuit que p « passe au
quotient » : il existe un unique morphisme d'algébres
p: A(K) — End(K[z]) tel que pom = p. Autrement dit, on peut
définir p(mw(P)) par p(P) et montrer que c'est indépendant du choix
du représentant P € K(x, y).
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L'algébre de Weyl comme algebre d'opérateurs différentiels

Cette représentation est fidéle, i.e., g est injectif (ker g = (0)) de telle sorte
que A(K) peut étre identifiée a la sous-algébre de End(KK[z]) engendrée par
la multiplication par z et la dérivation formelle %.

Dans cette réalisation, a' est |'opérateur de multiplication par z, et a est
I'opérateur de dérivation formelles des polynémes.

Cela permet d'incarner les éléments abstraits de A(K) comme des
opérateurs linéaires sur les polyndmes.
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L'algebre de Weyl comme algebre d'opérateurs différentiels -
un exemple

Soit Q = (af)?aal + aaTa € A(K).

36 /53



L'algébre de Weyl comme algebre d'opérateurs différentiels -

un exemple

Soit Q = (af)?aal + aaTa € A(K).

Alors pour chaque p € K|[z],

"

pQ)(p) = 2p+2°p' +3p" + zp
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Opérateurs d'échelle

En tant qu'opérateurs sur K[z], a et a' sont gradués de degré —1 et 1
relativement au degré usuel des polynémes.
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Opérateurs d'échelle

En tant qu'opérateurs sur K[z], a et a' sont gradués de degré —1 et 1
relativement au degré usuel des polynémes.

Ainsi, a est un opérateur descendant, alors que af est un opérateur
montant.

Ce sont des opérateurs d'échelle.
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Table des matiéres

© Opérateurs d'échelle généralisés
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Opérateurs d'échelle : Définition

Soit K un corps (de caractéristique comme de cardinal quelconques).
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Opérateurs d'échelle : Définition

Soit K un corps (de caractéristique comme de cardinal quelconques).

Soit V un espace vectoriel sur K de dimension infinie dénombrable, et soit
E = (en)nen une base fixée.

L'opérateur montant Rg (associé a E) est défini par

REen = €n+1 -
L'opérateur descendant Lg (associé a E) est défini par

LEe,,+1 = €p, LEeo =0.
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Opérateurs d'échelle : Exemple

Soit V = K]|z] (K est ici un corps de caractéristique zéro).
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Opérateurs d'échelle : Exemple

Soit V = K]|z] (K est ici un corps de caractéristique zéro).
Alors af est I'opérateur montant associé a la base (z"),>0,

’ . fLx zn
alors que a est |'opérateur descendant associé a la base (%7),>0.
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Décomposition des endomorphismes

Théoreme [2010]

Soient E = (ep)n et F = (f,)n deux bases de V sur le corps K telles que
spang{ fo } = spang{ ey} (les deux bases coincident en degré zéro).

41/53




Décomposition des endomorphismes

Théoreme [2010]

Soient E = (ep)n et F = (f,)n deux bases de V sur le corps K telles que
spang{ fo } = spang{ ey} (les deux bases coincident en degré zéro).

Soit ¢ un opérateur linéaire de V.

41/53




Décomposition des endomorphismes

Théoreme [2010]

Soient E = (ep)n et F = (f,)n deux bases de V sur le corps K telles que
spang{ fo } = spang{ ey} (les deux bases coincident en degré zéro).

Soit ¢ un opérateur linéaire de V.

Alors il existe une famille (P,),>0 de polynémes en une variable telle que

¢ = Pn(Re)LE .

n>0

41/53




Décomposition des endomorphismes

Théoreme [2010]

Soient E = (ep)n et F = (f,)n deux bases de V sur le corps K telles que
spang{ fo } = spang{ ey} (les deux bases coincident en degré zéro).

Soit ¢ un opérateur linéaire de V.

Alors il existe une famille (P,),>0 de polynémes en une variable telle que

¢ = Pn(Re)LE .

n>0

De plus, (Pp), est uniquement déterminée par ¢,

41/53




Décomposition des endomorphismes

Théoreme [2010]

Soient E = (ep)n et F = (f,)n deux bases de V sur le corps K telles que
spang{ fo } = spang{ ey} (les deux bases coincident en degré zéro).

Soit ¢ un opérateur linéaire de V.

Alors il existe une famille (P,),>0 de polynémes en une variable telle que

¢ = Pn(Re)LE .

n>0

De plus, (Pp), est uniquement déterminée par ¢,

et I'application ¢ € End(V) + (P,), € K[z]" est un isomorphisme linéaire.

4
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L'écriture
¢ = Pu(Re)L}

n>0
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L'écriture
o= Pa(Re)L}

n>0

signifie que pour chaque v € V, ¢ Z Po(Re)LE(V).
n>0

Il s'agit d'une fausse somme infinie : étant donné v il existe un plus grand
entier k, pour lequel le coefficient de v relativement a f,, dans sa
décomposition dans la base (f,), est non nul.
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L'écriture
o= Pa(Re)L}

n>0

signifie que pour chaque v € V, ¢ Z Po(Re)LE(v
n>0

Il s'agit d'une fausse somme infinie : étant donné v il existe un plus grand
entier k, pour lequel le coefficient de v relativement a f,, dans sa
décomposition dans Ia base (,)n est non nul. Aussi on a

> Pa(Re)LE(v ZP (Re)L2(v

n>0
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Décomposition des endomorphismes : Remarque

La famille (P,), de I'endomorphisme linéaire ¢ peut étre explicitement
calculée par récurrence.
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i>0
(somme avec un nombre fini de coefficients P; non nuls).
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Décomposition des endomorphismes : Remarque
La famille (P,), de I'endomorphisme linéaire ¢ peut étre explicitement
calculée par récurrence.

Soit U = (up)n une suite d'éléments de V, et soit P = Z Piz' € K[z]
i>0
(somme avec un nombre fini de coefficients P; non nuls).

On définit P(U) = Z Piu; et si U est une base de V, alors P +— P(U) est
i>0
un isomorphisme linéaire de K[z] dans V.

Soit A € K, X # 0 tel que Aeg = fy (un tel scalaire \ existe puisque E et F
coincident en degré zéro). La famille (P,), de ¢ satisfait la relation de
récurrence suivante :

° APo(E) = o(fo).

® APoi1(E) = (for1) — D Pi(Re) fop1—k-
k=0
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Une forme normale pour les endomorphismes
Considérons le sous-ensemble suivant de K((x,y)):
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ou la concaténation (non commutative) est notée par une simple
juxtaposition. Appelons-le I'espace des séries génératrices non
commutatives de polynémes.

Propriétés
e K(x,y)) est un sous K-espace vectoriel de K((x,y)).

o K(x,y)) est un K[x]-module (bilatére) dont les actions (& gauche et a

droite) sont données par Q(x Z Pa( Z(Q(X)P,,(x))y” et
n>0 n>0

D Pa(x)y" - Qx) = Z(Pn(X)Q(X))y” =D (Qx)Pal(x))y".

n>0 n>0 n>0
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Une forme normale pour les endomorphismes
Considérons le sous-ensemble suivant de K((x,y)):
K(x, y)) —{ZP x)y":Vn, Pp(x) € K[x] }
n>0
ou la concaténation (non commutative) est notée par une simple
juxtaposition. Appelons-le I'espace des séries génératrices non
commutatives de polynémes.
Propriétés
e K(x,y)) est un sous K-espace vectoriel de K((x,y)).

o K(x,y)) est un K[x]-module (bilatére) dont les actions (& gauche et a

droite) sont données par Q(x Z Pa( Z(Q(X)P,,(x))y” et
n>0 n>0

D Pa(x)y" - Qx) = Z(Pn(X)Q(X))y” =D (Qx)Pal(x))y".

n>0 n>0 n>0

e En fait il s'agit du complété (pour la topologie produit avec K[x]
discret) du K[x]-module des > -, Pn(x)y" € K((x,y)) avec

seulement un nombre fini de P,(x) # 0. e/




Une forme normale pour les endomorphismes

Remarques

e Notons que xy = y - x mais yx n'appartient pas a K(x, y)).
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Une forme normale pour les endomorphismes

Remarques

@ Notons que xy = y - x mais yx n'appartient pas a K(x, y)).

e En fait, K(x,y)) est le complété du K[x]-module libre de base
{y": n>0}, a savoir

K[x] ®k spang{y": n>0}

(avec I'action évidente de K[x]), par rapport a la topologie la plus fine
rendant continues les applications x’ ® y/ — x’ pour K[x] discret.
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Une forme normale pour les endomorphismes

D’aprés le théoréme précédent, il y a un isomorphisme K-linéaire

e F: K(x,y)) = End(V)
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Une forme normale pour les endomorphismes
D’aprés le théoréme précédent, il y a un isomorphisme K-linéaire
e F: K(x,y)) = End(V)

qui envoie Z Pn(x)y" sur Z Pn(Re)LE.
n>0 n>0

Il s'agit d’une application d'évaluation: x <+— Rg et y < LFf.
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n>0 n>0

Il s'agit d’une application d'évaluation: x <+— Rg et y < LFf.

Remarque

Notons qu'il est nécessaire que xy # yx car si xy = yx, alors
7e,F(xy) = RELF # LrRe = 7e F(yx).
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Une forme normale pour les endomorphismes

D’aprés le théoréme précédent, il y a un isomorphisme K-linéaire

e F: K(x,y)) = End(V)

qui envoie Z Pn(x)y" sur Z Pn(Re)LE.
n>0 n>0

Il s'agit d’une application d'évaluation: x <+— Rg et y < LFf.

Remarque

Notons qu'il est nécessaire que xy # yx car si xy = yx, alors
7e,F(xy) = RELF # LrRe = 7e F(yx).

Soit ¢ € End(V). L'unique élément S € K(x, y)) tel que 7 (S) =
peut étre appelé la forme normale de ¢ relativement aux bases E, F de V.

v
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Une conséquence du théoréme de densité de Jacobson (sic!)
Supposons que K soit un corps de caractéristique zéro.
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Une conséquence du théoréme de densité de Jacobson (sic!)
Supposons que K soit un corps de caractéristique zéro.

Alors A(K) est un anneau primitif. En effet, on peut prouver que A(K) est
un sous-anneau dense de End(K|z]).

Cela signifie que pour chaque endomorphisme ¢ de K[z] il existe au moins
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Notre résultat nous permet d'étre plus précis puisqu'on peut calculer
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Pour chaque application linéaire ¢ de K[z], il existe une famille sommable
(Q2n)nen d'éléments de A(K) telle que

d=> Q.
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(Somme d'une famille sommable.)
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Alors A(K) est un anneau primitif. En effet, on peut prouver que A(K) est
un sous-anneau dense de End(K|z]).

Cela signifie que pour chaque endomorphisme ¢ de K[z] il existe au moins
une suite (S,), d'éléments de A(K) telle que lim S, = ¢.
n—o0

Notre résultat nous permet d'étre plus précis puisqu'on peut calculer
explicitement (S,)n :

Pour chaque application linéaire ¢ de K[z], il existe une famille sommable
(Q2n)nen d'éléments de A(K) telle que

d=> Q.
n>0
(Somme d'une famille sommable.)

De plus, la famille est uniquement déterminée par ¢ (i.e., (,)n est une

fonction de ¢) et peut étre explicitement calculée. .
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Un exemple : 'opérateur d'intégration

Soit [ I'opérateur usuel d'intégration (formelle) de K[z] :

Zn+1

/ Za,,z" = Zanm.

n>0 n>0

D'apres le théoréme de densité de Jacobson, [ peut étre vu comme un
opérateur différentiel de degré infini (1) :

j/ jg: zn+1 d"
= ' dz -

xn+1
Sa forme normale est donc » (—1)"———y".
;) (n+1)!
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Le complété d'un espace vectoriel gradué

Considérons une nouvelle fois un K-espace vectoriel V' de dimension infinie
dénombrable avec une base fixée E = (ep)n>o0.
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Le complété d'un espace vectoriel gradué

Considérons une nouvelle fois un K-espace vectoriel V' de dimension infinie
dénombrable avec une base fixée E = (ep)n>o0.

Une topologie peut étre définie sur V relativement a la décomposition en

somme directe
V= @spanK(en)
n>0

de la fagon suivante : on définit une valuation v: V — NU {0} telle que
v(v)=inf{ n>0: (v|e,) #0} pour v #0 et v(0) = c0.

Par rapport a la topologie induite par cette valuation, on peut décrire le
complété V de V comme le produit direct infini H spank(ep).
n>0

Ses éléments sont les combinaisons linéaires infinies :
E anén
n>0

ol tous les coefficients «, peuvent étre non nuls.
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Dualité

En fait V et V peuvent &tre mis en dualité par

(SIP) =2 (S|en){P]en)

n>0

ol S € Vet Pe V (comme pour K((X)) et K(X)).
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Dualité

En fait V et V peuvent &tre mis en dualité par

(SIP) =2 (S|en){P]en)

n>0
ol S € Vet Pe V (comme pour K((X)) et K(X)).
En utilisant ce couplage (non dégénéré),

VARRY,

12

et
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Transposé

Cette dualité nous permet de définir le transposé des opérateurs.
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Transposé

Cette dualité nous permet de définir le transposé des opérateurs.

Soient ¢ € End(V) et ¢ € End(V) (et continu).
Alors on définit T¢ € End(V) par

{'6(S) | P) = (S | 6(P))
(c’est un opérateur continu) et ¥" € End(V) par

(S1v'(P)) = (w(S)| P).
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Décomposition des endomorphismes continus

En utilisant la dualité et la transposition, on peut prouver que tout
opérateur continu 1 sur V admet une décomposition comme somme d'une

famille sommable
= R"Py(L) .

n>0
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Décomposition des endomorphismes continus

En utilisant la dualité et la transposition, on peut prouver que tout
opérateur continu 1 sur V admet une décomposition comme somme d'une

famille sommable
= R"Py(L) .

n>0
Il s’ensuit notamment que |'on dispose d'un isomorphisme

EndK—’Vect(V) = EndK—’Top’Vect(V) .
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