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Données Paradoxales @
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Boucles de préférences
incoherentes

A>B>C>D> E>A
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Appartenances multiples
« C » appartient a la classe

de « A,B » et a celle de « D »

Similarités non symétriques
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Représentations duales dans le cas le plus simple @
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Une formule de Transfert Fondamentale®)
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Formule Multiplicative de Transfert Pondere@
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Formule Additive Relationnelle Pondérée
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Quelques Formules de Base(1)
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Quelques Formules de Base(2)

o C 3

®

»b_c¢ ¢ 113 | 1/3 | 1/3 a3 |43 | 13 |
2| /2 0 121010 0 n
v | 1 o 4 AALI R 1313 13 | g =C= 43 |43 | 13|
010|%|Yw 010 1 0 1/3 1 1/3 | 1/3 0 1/3 1/3 | 11/6 v
0(0|%]|% 0(0]0]1 O[O0 0|1 o | ol wl"”
Matrice de
~ Wel gl ™ |o|o] " | o |«Condorcet Pondéré»
~ A A A P k. k.
K = lwwe| O || wve | O] 05 |0 C: m K Kt> Cii': ij N —
ol o |"[o]lw]o B
P k. k..
O 16 O O 13 O 13 m ’\/7?/7 \/71\J/7
= 2 A j=1 ki. k ki'. k
Klgp kK2 g K3 J j
Tableaux dle(OﬂCtlfS pondérés associés A N k k

©

k.=

IJFF

i 2

1.

T‘FI7-YI:E_S




Quelques Formules de Base(3) @

En Analyse Factorielle des Correspondances on utilise comme métrique

la distance du Y2donnée par: 52
! i P,y Ty

d 2(1,1')225 - 0

X _anDrl n 0J
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Dans le cas de ’AFCM (Analyse des Correspondances Multiples), cette méme

Distance s’écrit: P Ek k i
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E Rappelons que dans le cas non pondéré: on a le tableau Dual de Condorcet :
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Quelques Formules de Base(4) @

Supposons maintenant que nous disposions de deux matrices relationnelles C et X
Alors nous définissons la relation X (par exemple) en posant:

@Xii' =1 siieti'sont semblables(c'est a dire ont la méme valeur)

@Xii, =0 danslecas contraire

C’est également un indice de similarité brut qu’on qualifiera de « logique »
Dans le cas d’une variable relationnelle pondérée on a :

Presentatio&i(TlEBCC 11/03/2008
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ous cette forme on voit que la présentation relationnelle « pondérée » transforme
out terme général d’une relation en un indice de similaritd da « nrécanca rarata y

NNCOoX, NN Le ¢?entre deux variables
2 __11 = Z C.X. nestrien d’autre que le
Gmnn, produit de deux indices de

similarité de présence rareté )



Quelques Formules de Base(5) ®

Calculons alors la distance entre deux profils similaritaires de « présence

rareté » a partir des deux matrices relationnelles C et X, alors nous définissons la
« distance de profils » entre C et X comme la quantité:

NN L. X.
d? (i,iN= z Dll_ 11

- DC, X
bP ==l gy Py

D:[II:II:IEII:I%

Comme:
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1; = Nombrede classses de C
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K = Nombrede classses de X

—
[l )

1= 1'=

lvient: dzDP (1,1") =p+k—2[D*(C,X)+1]

uestion comment calculer la « distance de profils » minimale entre une relation X
nconnue et « m » variables Ck? Réponse: il faut calculer la quantité:

%1 1/03/2008
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Quelques Formules de Base(6) ®

Développons la formule précédente en se servant de I’expression simplifiée de d?,,
Nous obtenons la formule suivante.

] m N N %:k Xll' é

Y(X)—— Cl
mk% 1% 1%'1:1( Xl %
Comme: M Cﬁ ~ .
p = ; 12:1 . =Nombre de classses de C
Il vient: Tk C
2 p N N %3 11 1 C
TEQ=IE B 5 HE -k
=] {'= m
m =1 1 1E i. F
§I existe cependant une formule fondamentale en Analyse Factorielle Relationnelle
§qu| Donne le résultat suivant: : (X) EC - g_l
E 121 1ZID m X
5 = E
% Ou I;(X) représente I'Inertie « between » des classes de la partition

inconnue X,Selon les principes émis par IC. Lerman (1979)

=
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Quelques Formules de Base(7) @

Développons la formule précédente en se servant de I’expression simplifiée de d?,,
Nous obtenons la formule suivante.

™
2P N N %j
S = m
m i=l i 1E i F
- P . _ i i
Comme: Z et comme m‘l— IT (Inertie Totale du Nuage de points)
: P
vient: | P(X)= " ~1-21,(X)+ k=121 ~2[ (X)+x-1
m T
§_a minimisation de cette fonction W(X) ne donne pas une solution triviale car elle
Fait intervenir le nombre de classes de X, a savoir la quantité K.

DS CC

sLa solution triviale ou tous les individus sont isolés donne: k=N, alors I;= |, d’ou
LIJ(X)—I -21;#N-1 = N-P/m

La solution ou tous les individus sont regroupés ensemble donne : k=1alors 1;=0

‘J(X) = 1;-0+1-1 = P/m THALES
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Trois Criteres Fondamentaux

©

Les trois critéres (parmi d’autres) qui sont fondamentaux en Analyse Relationnelle

2.

sont les suivants:

Critéere de « Condorcet »
Max : C(X) = Z Z [
X 1=11'=1

.X +C

X.1=

Bvec: X0, ]
Xt =X;; =0 (Symetrie)
'5( + X. o —X o <1 (Transitivité)

Z Z [Cll' Civ]Xii,'l'CSte
1=11'=1

PAS de FIXATION
du Nombre de classes

10. Critere de Condorcet NN . — NN . -—
« Pondéré » Max: C(X) [ X+ C. X )= [C:i-C:n]X.., + Cste
Critére de la « Différence Inertielle »
N N . —
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Relation entre Critere de la Difference Inertielle et @
Critere de la Différence de profils

1

XH = (<=1~ (15 (%)~ Ly (X)]

On peut montrer que :

mg=1
k = 2
\y(X)f ni hl I%%311 T = 1 %l ck _x
mk= 1=1 1=1 Xi. % m =1

P(X) = &1l (X)- Iy, (0] | Or
P(X) =1, ~21 (X)+x -] =F o201 (X)+x-1

m
Ce qui implique:
P NN¢ x,
[, (X)="-1-1,(X)=y y &2
% B
m i=li'=1 M X

Le critére de la Différence Inertielle est un critere qui donne une solution
Triviale ou tous les objets sont isolés=>X..=0 [(i#Zi’) et X.=1 O ietK =N
D’ou solution: Résoudre le Probléme de Condorcet Pondéré =» X°rt non trivial
avec un K°rtnon trivial et # N, puis remplacer K par K°t dans le probléme

~de Maximisation de la Difféerence Inertielle (type k-means) THALES
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Geénéralisation de la « Différence de Profils »(1)

Puisque nous avons montré que résoudre le Pb de la Différence Inertielle revenait a
résoudre le Probleme de Condorcet Pondéré. Question pouvons nous « serrer »
encore I’écart entre chaque Ck pondéré et la partition inconnue X dans son
expression de profil?. REPONSE OUIl: PAR LES MOINDRES CARRES

Posons: 2 k
C. X,

m

1=1 i. i

On sait alors que : 1![%;1 Fa,b (X)SFLO(X):‘P(X)
Si nous développons I’expression précédente de F_ (X), elle se simplifie

drastiquement en: i p_ (X)—f—Za[IB(X)H] ~2bN+aKk(X)+2abN+b2N?2

S a,b
§_’Optimum de cette fonctionnelle est obtenu pour a* et b* tels que:
§ OF, , ()
3 =-2[I5(X)+1]+2a K(X)+2bN=0
" OF b<X>
; =-2N+2a N+2bN? =0
G ob IALES




Généralisation de la « Difféerence de Profils »(2)
I5(X)
K(X)—1

La solution est donnée par: }s* = 1-a et 9* =

En remplacant ces valeurs dans la fonctionnelle: F_.,.(X), il vient, apres
de nombreuses simplifications :

P
Fax b (X) =l - 1(X) -1

On veut maintenant minimiser cette fonction par rapport a X, il vient :

0 20 2
Min F_, , ,(X)=Min J Ul L, Max DB
x @b X gl -l < KGOl

Application de la borne Spectrale de Hoffman —Wielandt

Pour 2 matrices Symétriques, on a I'inégalité
suivante, ou les valeurs propres des matrices A et B
sont rangées en ordre décroissant u=1

N
IA-BP> 5 (A -ul)?

, Presentation KTD PCC 11/03/2008
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Geéneralisation de la « Difference de Profils »(3))

N

Appliquons la borne Spectrale de Hoffman —Wielandt aux matrices: % ct X
Il vient: 2

/N

C_x
m

N
=S (1)
=

Orles A sontles valeurs propres de « I’Analyse Factorielle » de la matrice des

données, et les |l valent1 (en nombre égal a K(X)), puisque la matrice X
ponderée est « bi-stochastigue ».

C < K At —33)2 - N_ >
. —X = > (A ) E?vu
u— u—w«-H
ffm'n développant les deux cétés de I'inégalité il vient:
: K—2 K—1
y ASL(X)S § A
; u=l u=l

-
©
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Vers la Definition d’un indicateur du nombre de classes
latentes pour la « Différence Inertielle »
élevons au carré I’inégalité précédente et divisons la par (k-1), il vient:

i KB

DZMD [I
D.l.:l []
Kl = K-1 = K-1
De ce faitona:
-1
[ ()12 2 ’“uBz
F, .(X)=1.--B > B”H
a*p T k) -1 ST -
Calculons alors: 1 g
O(1c =1 [
(K) = —

Cette quantité, I'Indice de Classes Latentes, passe par un
maximum par rapport a K

Indicateur du Nombre de classes latentes:[K*\ Max Q(x) est atteint |
K
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( Canidés, Saporta)
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EXEMPLE ( Canidés suite)
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EXEMPLE ( Canidés suite)
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