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INTRODUCTION

ePremiers travaux:

»]. C. Deville — 1974
>P. Besse — 1979
»@G. Saporta — 1981

. Ensuite...
»Aguilera, Valderrama — 1993, 1995, 1998
»Ramsay, Silverman — 1995, 1997
»Van der Heijden — 1997

»Preda, Cohen — 1999
»Cardot, Ferraty, Vieu - 1999, 2005



Données fonctionnelles

NUMERIQUES QUALITATIVES
X AN 1 | te 1
1, N i L z::j
i2 M | _ state4
0 tl T > 0 T ’

« event history data »



PROCESSUS NUMERIQUE

Exemples:

> Taille d'une famille t années apres le mariage
» Valeur boursiere
Pour chaque t

X, (1)

variable numeérique:

Xy (n)

Infinité non dénombrable de variables si t € [0;T]



PROCESSUS QUALITATIF

Exemples:

» Phases du sommeil
» Statut social
» Statut matrimonial

A chaque instant t
variable nominale x, a m catégories.



I ACP FONCTIONNELLE

X, centré X, €L (OxT)
»fonction de covariance: C(t,s) = E(X,X,)
»Qpérateur de covariance C

f(s) —>jC(t, s) f(s)ds

»Combinaison lin€aire 5 — J: f(t)Xtdt



Opérateurs lin€aires associes a Xt

L*(T)—> L' (Q)

-U f(t)— ] X, f(t)dt

L*(Q)—> L*(T)
Y - E(YX,)

»U”

»U™=U = C T
»U-U"=W L(Q->L(Q v - [ X,E(X,Y )t



I.1 Processus quasi — deterministe
X (1) =4f(t)

Méme forme a une constante pres &, relative a
l'individu i




Tout processus peut étre approché par une
somme de processus quasi deterministes.

X#), ¢ Fr(t)

& (M=coordonnée sur l'axe k



Choix de la base f«(t)

Fonctions orthogonales de L%(T)
Isik =1

ifk(t)fl(t)dt:{omkqﬁl

Fourier par exemple:

]
fk(t):oos@ ou sinz_(l_nt = &, = j X, f(t)dt
0

MAIS les &, sont corrélés.



I.2 Décomposition de Karhunen — Loeve

Décomposition unique

X =2 &R (1)

f,.= ensemble orthonormeé de fonctions de L%(T)

&« = ensemble orthogonal (non-corrélation) de
variables de L2(Q)

f, fonctions propres de C
A f (t)=]'C(t,s) f (s)ds V(&)=4

¢, fonctions propres de W S = f X fi ()t
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Multiplier des deux cotés par f (t) et
intégrer sur t

X, f (t)= ijfj )f, (1)

IXf(t)dt—Z.»;j fOF (Hdt=¢,



2 Multiplier des deux cétés par &, et prendre
I'espérance

X =i§j§k (1)
X6 =EE 54 (D=EE L)

E(xtjo xsfk(s)ols)zjO E(X,X)f, (s)ds

- jOT C(t,s) f (s)ds =4, f, (t)
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sz_"oT XE(X,S)dt
- [ xtlz(xtjoT Xsf(s)ds)dt
=[x, (jOT E(X, X)) (s)ds)dt

= [ XAt (t)dt= ¢



1.3 décomposition de Karhunen—
Loeve et ACP

f, facteurs principaux

&, composantes principales
(coordonnées sur l‘axe k)

KARHUNEN - LOEVE = SVD (SINGULAR
VALUE DECOMPQOSITION)



S

Coordonnées indépendantes de t; facteurs
fonctions de t
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Interprétation:

Comme en ACP

r(X;éo)=

ff

)

Exemple: taille des familles

N

r(x, &7)

%aN

0 20

size effect

\ 4

N

r(x,, &)

speed

<

\ 4
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LA PRODUCTION INDUSTRIELLE EN FRANCE DE 1980 A 1988

1800 |

1600 +

1400 +

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

thése 6.Cohen, 1999
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LES SIX PREMIERES COMPOSANTES
TEMPORELLES ET LEURS PREVISIONS

Composantes temporelles N°1

0,35

0,25
0.20
0,15
0,10
0,05
0,00 =

Composantes temporelles N°2

Composantes temporelles N°3

0,40
0,30
0,20
0,10
0,00
-0.,10

-0,20
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Composantes temporelles N°4

.40
.30
.2 0
.10

0

0

0

0
0,00
0,10
0,20
0,30
0

.40

Composantes temporelles N°5

0,4 0
0,3 0
0,2 0
0,10
0,00
-0 ,1 0
-0 ,2 0

O o0oo0oooooo oo




Remarques:

Si le processus X, est périodique en moyenne
quadratique de période sous multiple de T :
C(t,s+T/k)=C(t,s), alors la décomposition de
Karhunen-Loeve est la décomposition de
Fourier avec valeurs propres doubles
associees a sin(2knt/T) et cos(2knt/T)

L‘ordre des valeurs propres n'est pas celui des
fréequences
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.4 Résolution numerique
Résoudre:  [C(ts)f(sks=Af(t) o %Wg:ﬂg

Solutions analytiques pour quelques processus bien connus
(eg mouvement et pont brownien motion)

Pur n trajectoires.
W matrice n x n (multidimensional scaling);

w;; se calcule facilement pour des processus de
sauts = solutions exactes =

wy =[x (0, (Dat (1) =26, (1

Difficile si n est grand
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Discrétisation t,, tl, ..... s
Integratlon numerique de IC (t,s) f (s)ds = f (t)

DXty {t) =21(0

Matrice diagonale de poids CAf = A1 (t)
vméthode des rectangles: & =t;.. 1

t —t

ppd

2

vméthode des trapezes: ﬂ a]_n b -
v Simpson ...
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vProjection on a subspace Ep
X, > PX;; C—>PCP

vConvergence is proved if E,—L?
vStep functions

M—% Yo= X if tefa.b]

= ja'xsf (s)s if te[a;b]

. b >
J<V(X);  mav(n) :Tc(t,s) f(s)ds=Af (1)

a
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b

V(Xt)—V (Yt):IE(Xs_Mab)dS

c-C*|<\z + 2Tz wiith |C] =sup|cr|
f

M >E(X,)
A \/2 -
/1j —ijl <\& +2TMeg
f— .0 < 2\5/5\/52+2TM5

where \/52 +2TM ¢ < %
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The “best” discretization problem:
Min ¢

If X, brownian notion: N(0; o4(t))

Best A: fixed length intervals

ti_ti—lzlzT_

p

for g:i(tiﬂ;ti) M —XIA‘S%\/D(.%D—])

=0

Generalized to process with independent and
stationary increments
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1. L'an

alyse harmonique
qualitative

(Deville, Saporta 1979)

e Evolution d’une

variable qualitative, trajectoires

d'un processus qualitatif

N

n state 1

state 2

state 3

state 4

A\ %4

27



e Cas géneéra
Xt tel0; T]

Principe barycentrique en temps continu:

IT
7 =a —IXtatdt
T 0

lT X1 X H
\zi :aT_-[ZX: a1 (i)dt

| _ 1 n
= aN ' X z t—(at» ----- »at)

t

a,

1y
T—I Ntth a,ds = Aa, équation intégrale
0

ts™s

1 [
T—{J‘ Atdt} Z = A7 équation matricielle
0
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e « Multidimensional scaling » avec un indice de

présence — rareté )

A= X (XX,) X, =il

I/nX
At — matrice de similarité
j Adt matrice intégrée, positive définie

~ produits scalaires
\

représentation euclidienne
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eRésolution numeérique
vEXxacte
Rassemblement de toutes les dates de changement d‘état

AFC

eApprochée
vDécomposer T en p périodes
vApproximation par des fonctions constantes par intervalles
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eExemple (Deville 82):
French women married more than 3 times

n=423 m=4 single = = = te[15; 45]
married =— — =
divorced = =— =—
widowed = = =
\ N
\ 40-45
2025 Q o,
\\ #3540
\ It
\ 7
\ %3035
\ Re
1520 ®» ,/
] ® 2530
~ N\
| @ 3540 J 4
40-45 -
® Q\ ® 20-25
I Q R
N ’
) g30-33 -
~< ! ® 15-20
35-40 ~ @ ___00-25
25-30 "‘2\___ ®
---® 15-20
15-20
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eVariables supplémentaires

N

® NO CHILD

® First marriage

1892-1.904 without child
workers
(] >1925
clerks
o /

AN
V4

1 or 2 . \\

children 1905-14

(]

upper classes
@® 3 to 5 children

Last marriage
with child

32



ePremier facteur

N

divorce

maries

celibataires
(single)

veuve
(widow)
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eDeuxieme facteur

/N
<«—single
| | | | | | | N
| | | | | | 7
15 20 25 30 35 40 45
arried
Tdivorced w

34



e [roisieme facteur

N
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I1I Classification (non supervisée)

k-means, Ward etc. applicables sans
difficulté a des courbes des que |'on a une
distance.

Processus numeériques

d*(i: =[] (x () -x,(0) dt

Dautres distances sont possibles
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Espaces de Sobolev

T

(xi(t), xi(t)) = S

(x,- () xs(e) + 32X dxie )) dt

d¢ dzs

0

Conséquences inattendues d’un lissage ou d‘une
interpolation lissée quand il manque des

observations (Besse, 1979): utiliser des splines de
lissage revient a changer de meétrique et donc d'espace
car c'est aussi faire des hypotheses de regularité
(dérivabilité..) sur le processus.

Interpoler revient a faire une transformation des
données donc implicitement des produits scalaires;

L'analyse n’est pas meilleure, elle est différente.
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Utiliser les composantes de I'ACP
fonctionnelle pour faire du supervisé

Mais moins bon que PLS

1 . . :
i E E E
5 /\—/—\ M

t ‘T time -

Plusieurs fonctions : fonctionnel vectoriel
extension des méthodes 3-way

38
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