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Rappels de I'épisode précédent

Definition (Voiculescu, 1983)
{Aj; i € I}=famille de sous-algébres (uniféres) de A.

Les A; sont libres dans (A, T) ssi pour tous a1, ...,a, € A tels que
i) T(aj) = 0 pour tout j,
ii)aj € A, it F iz, 2 F i3y yin-1 F in,

on a
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Cumulants libres

T(a1...an) = Z R:(a1,...,an)

7TeNC(n)

Théoreme (Speicher). Les (Aj; i € 1) sont libres dans (A, 1),
si et seulement si, pour tous a; € Aj,...,a, € Aj,, on a

R,,(al,...,a,,) =0

s'il existe j, k tels que ij # .
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Matrices aléatoires et liberté

X; = U;D;U?

D; sont réelles diagonales (fixées), et les U; unitaires de Haar
indépendantes.

Soient a1, ..., an € (A, ) libres, telles que
7(af) = tr(X{) = tr(D;) r=12...
alors, pour N grand, on a

tr(X,-1 ce X,'k) ~ 7‘(3,‘1 . a,-k)

avec probabilité proche de 1.
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Convolution libre
A =algebre; T=état sur A.

Si x1, xo sont libres dans A.

H(x0) = /R Kn(dy): () = /R X112 dx)

Il existe une mesure de probabilités p1 B po telle que

T((Xl—i-xz)”):/Rx”,ulHﬂuz(dx)

H est la convolution libre
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Modele matriciel
X1 =UiD1U;  Xo = UDrU3
de valeurs propres {)\5{1)}7 {)\f)}'

1
S a =
k

X1+ X5 a un spectre v,

1
Nzé’yk _>,U'1EN2
k

On peut prédire le spectre de X3 + X3
connaissant seulement le spectre de Xj et le spectre de X,.
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Exemple:

M1 et o, matrices de taille N x N
=Projections orthogonales sur des sous-espace de dimension N /2.

_ (N2 O *
o (" Oy

1 1
p1 = 2 5 o+2 1

* . el-22]

Bup = ——————;
SRS )
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Histogramme du spectre de Iy + I, (N = 800)

y =
T/ x(2 — x)
Philippe Biane PROBABILITES LIBRES ET MATRICES ALEATOIRES



Calcul de la convolution libre

Gu(z):/zix =—+Zz”1/xudx)
Ko(Gu(2) = Gu(Ku(2)) = 2 Ku(2) = é + Z Ro(11)z
n=0

1
Vil2) = Kul2) - -
Théoreme (Voiculescu, 1986)
Rn(pe1 B p2) = Ra(p1) + Ra(u2)

V/,LlEE,HQ(Z) = VNl (z) + Vuz (Z)
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preuve du Théoreme
Lemme 1 Si 7(a%) = [ x*du(x); k =1,2,... on a (cf exercices)

Ra(1) = Rn(a,...,a)

Lemme 2 Si a et b sont libres alors

Rao(a+ b,...,a+ b)=Rn(a,...,a)+ Rn(b,...,b)
Les Rn(p) sont appelés les cumulants libres de p. Comparez avec

og [ e n(d) = S (it)"Colu)

n

ou C, sont les cumulants de p.
Co(pa * p2) = Colpa) + Ga(p2)-
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Cas des mesures sans moments

6ulz) = [ SEn(a

zZ—x
est inversible dans un voisinage de co dans le demi-plan complexe
supérieur

Ku(Gu(2)) = Gu(Ku(2)) = z

Vi) = Kule) -

VulEHHQ(Z) = VH1 (z) + Vuz (Z)
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Théoreme de la limite centrale libre

Xi,...,Xn € (A, 7) variables libres identiquement distribuées.

T7(Xi) =0 7(X?) = o2

Théoreme (Voiculescu, 1983)

X o+ X
At 42 ,,e_">£' \/ — x2dx x € [~20,20]
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Preuve du TCL libre

p=loi de X (centrée).
1 2 2
Ku(z):;—i-z x“du+ R3(p)z” + ...

v,=loi de

X1+...,Xn
7\5 on a

Ri(vn) = n™ 2 (nRy(1))

K@) = + 2 / <2dyi+ O(1/v/n)
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La loi du demi-cercle de variance o2

1
w2 (dx) = V4o? — x?dx;  x € [-20,20]

2mo2

est caractérisée par

+ zo

Q
N

Vi ,(2) = zo

Remarque On a
ws B wy = weqt
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ws B wy = wept

La loi du demi-cercle, est “librement” indéfiniment divisible

On peut complétement caractériser les lois indéfiniment divisibles
au sens de la convolution libre.

Par exemple les lois de Cauchy forment un semi-groupe de
convolution

tdx

Ct H CS = Ct+5 Ct(dX) = m

[l'y a une bijection (Bercovici-Pata) entre lois indéfiniment
divisibles libres et classiques.
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Convolution multiplicative
Au lieu d'additionner les variables on peut les multiplier.

Si a et b sont libres, il existe une formule pour calculer les
moments de ab en fonction de ceux de a et de b.
Attention: on ne peut pas prendre le log pour se ramener au cas de
I'addition:

log(ab) # log(a) + log(b)

car a et b ne commutent pas.
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Le théoreme de Wigner
M =matrice aléatoire hermitienne gaussienne (GUE) de covariance:
E[| Tr(MA)|?] = Tr(A?)

la loi empirique des valeurs propres de M converge vers la loi
semi-circulaire (N — o0).

1
— o — w

On a
My + Mo+ ...+ M,
M =
vn
avec des matrices My, ..., M, aléatoires iid.
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Mi+Mo+..4+Mn Xi+Xo+4...4+Xn

/n 7 N—oo vn
M — N—o0 w
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Vecteur propres de la somme de deux matrices

X1, Xp deux variables libres,

) = [ Xl 6u(2) = [ il

V4

[l existe un noyau de probabilités p(x, dy) tel que

(@ +2)P0)) = [ ([ QW) ) PLO(e)

formellement:

(Qxt + x0) 1) = / QUy)p(x1. dy)
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Le noyau p est caractérisé par une fonction analytique

F:Ct—C*

1 1
/Z_yP(X,dy) = Fl2) —x
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= Gu(F(2)

F = Ky, 0 Gy,
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Interprétation matricielle
X1 et X5, matrices hermitiennes,

Ai=spectre de Xj, wj=vecteurs propres de Xi;
pi=spectre de X1 4+ Xp, nj=vecteurs propres de X; + Xp;

tr(Q(X1 + X2)P(X1)) ZQ AP ()| {wis mj) >

7_/

Lorsque N — oo le noyau p(\;, i) = |(wi,n;)|? converge vers
p(x, dy)
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Exemple

1 1
p1 = w2 5 0+2 1

Le noyau vaut:

1 /2- 1
p(0,dx) = — ~ dx; p(l,dx) = = X dx
T T\ 2—x
On a bien
1 1 1
= p(0, dx) + = p(1, dx) = ———dx
5P(0, dx) + =p(1, dx) I o
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Probabilités libres et groupe symétrique
Partition:
AM>A>...2>0

HZZ)\,'

Les représentations irréductibles de S, sont paramétrées par les
partitions de n.

X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4
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Mesure de transition

Il existe une unique probabilité m) telle que

1721 (z = )

Gm(2) = TI7 1z =)

Les R, sont les cumulants libres de la partition.
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Asymptotique des caractéeres

A partition de g (grand)

On suppose que le nombre de lignes et de colonnes de A est
= 0(v9)-

X = caractére de la représentation associée a \.

ok = cycle d'ordre k, pour g grand:

xa(ok) ~ Riy1(A)
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Plus généralement, il existe une formule exacte:

XA(0k) = Riey1(A) + Pol(R;(\))

Les polynémes ont des coefficients indépendants de g: formule
universelle pour les caractéres.

Les coefficients sont des entiers positifs, (conjecture de Kerov,
prouvée par V. Féray 2009).
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