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Eﬁ: # de boules dans I'urne 1 au temps n.

Modele centré
Facteur temporel N/2 entre les deux modeles.



Le processus d’Engset (1918)

N serveurs
Chaque serveur récupere le fichier a taux v
Chaque serveur perd le fichier a taux 1 — v

Cy copies maximum

XN(t): # de copies du fichier a I'instant t.
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Processus d’'Ehrenfest tronqué

Exp(v)
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Questions

L'état O est-il probable ?
L'état Cy est-il probable ?
Combien de temps faut-il pour allerde 0 a Cy ?

Combien de temps faut-il pour allerde Cya 0?
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Comportement transitoire (Ehrenfest)

N—oo, EN0)=0
x(t) =v(1—-x(t))— (1 -v)x(t)

EN(t) ~ Nx(t) + VND(t)




Comportement transitoire (Ehrenfest)

N—oo, EN0)=0
x(t) = V(1 — x(t)) = (1 = v)x(t)

EN(t) ~ Nx(t) + VND(t




Comportement transitoire (Ehrenfest)

N—oo, EN0)=0
x(t) = V(1 — x(t)) = (1 = v)x(t)

EV(t) ~ Nx(t) + VND(t) .




Comportement transitoire (Engset)

N—oo, CyxnN, xN0)=0

/ Diffusion 0(+/'N)

/
L




Comportement transitoire (Engset)

N—oo, CyxnN, xN0)=0

Géométrique 0(1)

Diffusion 0(+/'N)
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Equilibre (Engset)
n>v

~N(1-v) ~ Nv

Urne O Urne 1

Fluctuations en O (V/N): N(0, v(1 - V))



Equilibre (Engset)
n<v

~N(1-n) ~ N

Urne O Urne 1

Fluctuations en O(1): Geo(1 — n/v)
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Méthode combinatoire

TgN - inf{n >1, Eﬁ = CN}.

- Exprimer m, la probabilité d’obtenir Cy en n
sauts avec toutes les histoires de |'urne.

[Flajolet-Huillet 08]
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Méthode combinatoire

TgN - inf{n >1, Eﬁ = CN}.

- Exprimer m, la probabilité d’obtenir Cy en n
sauts avec toutes les histoires de |'urne.

- Exprimer n(z):zg o™ pU|s
n' (N
Mh = — 2" sinhN(z) coshVN=Cv (),
. NH(CN)[ |sinh(2) @

- Calculer la transformée de Laplace
[Flajolet-Huillet 08]
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Méthode probabiliste

T¢ =inf{t>0, E"(t)=Cn}.
- Prouver que

M) = (1-B(1 - v)et) 0 (14 pret)"”

est une martingale.

EN(t)

- Propriété de martingale:
N o N
Eo (MY(t)) =Eo (M(0))

Eo (M3 (£47¢,)) = Eo (M3(0))

Comme Eq (TgN) < 400:

Eo (M5 (7¢,,)) = Eo (M3(0))
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Méthode probabiliste

T¢ =inf{t>0, E’V(t):CN}.

— (1-p(1-v)et)" O (14 pvet) O
Eo (M} (72,)) =Eo (M3(0))

- Propriété de martingale:

[E((l —B(1- v)eTgN)CN (1 +,3veTgN)N_CN)
=(1+pv)"

- Intégrer par rapport a g1 dg.



Méthode probabiliste
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Méthode probabiliste

1
f (1 —u)Nu*1du
0

1 C
l1-v N
J (1 —u)N=Cw (1+ u) utdu
0

TN
[EO (e O{TCN) =

14

(KY, 0 < k < N), polynémes de Krawtchouk.
[Karlin-McGregor 57 65]
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VN [TQ’N —log (Lﬂ =>N (O, ni1 - '7))

v-n (v—n)?

Cas discret (avec v=1/2):
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[Flajolet-Huillet 08]




Casn<v
Cas continu:

N v n(l—n))
\/N[TCN 109 (v—n” :N(O' (v-n)?
Cas discret (avec v=1/2):
A (5]
N v-n

n1l-n) n
N(O' vonp 2 (n—V) )

[Flajolet-Huillet 08]




Casn<v
Cas continu:

VN [TQ’N —log (L)} =N (O, M)

v-n (v—n)?

Cas discret (avec v=1/2):

\/_ 2 N | Vo
N| = Tg, = log .-

v-n

[Flajolet-Huillet 08]
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Casv<n<l

avec
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Ehrenfest:

Casn>v
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Casn<v
Ehrenfest:

~(1-v)"V/N

FINY'TY = Exp(v) avecy<1-v
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Conclusion

Ph Flajolet (AofA 2008):

@ Analytic combinatorics has something to say about balanced urn
models, including some nonstandard ones # probabilistic
approaches [Mahmoud-Smythe—Janson].

Les probabilités aussi !

Modele asymétrique accessible

Continu # Discret

Dimension plus grande : [Simatos Tibi 10]
D’autres modeles d'urnes a explorer
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