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Sphere avec bord ?

Triangulation = surface obtenue par
recollement de triangles

Carte = recollement de polygones

Carte = plongement propre d'un
graphe dans une surface
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Cartes et surfaces de genre g

Carte = surface combinatoire formée du recollement bord a bord d’un
nombre fini de polygones.

On peut obtenir ainsi une sphere, un tore,
ou plus généralement un tore a g anses.

3,4,8,10)(1,5,6)(2,7,9)
1,10)(2,6)(3,7)(4, 8)(5,9)

/N7

Seule nous intéresse la description
combinatoire (ou topologique) du
recollement (pas sa géométrie)

Codage par deux permutations
(dont une involution sans point fixe)

Le nombre de cartes & n arétes est borné par (2n)!?, donc fini...
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Compter, comparer, lister les cartes planaires

Compter des cartes... ?

|l faudrait déja savoir dire
si 2 cartes sont égales.

Carte enracinée = carte avec un
coin marqué dans la face infinie /'

Construire un arbre couvrant canonique :
par exemple, par un parcours en largeur a gauche a partir de la racine

— Pour comparer deux cartes enracinées, comparer les arbres et

les arétes en dehors de |'arbre.
sur les petits exemples ca se fait bien a I'oeil nu, en redessinant

= Pour lister les cartes, lister les arbres et ajouter les arétes de
toutes les facons licites (pour que I'arbre soit canonique) !

Meéthode systématique : coder |'arbre et les autres arétes le long d'un
tour de I'arbre.
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Cn = {cartes planaires enracinées a n arétes}

On veut pouvoir restreindre a des sous-familles définies par des conditions
de degré sur les sommets (ou sur les faces) :
Tn,m = triangulations d'un m-gone avec n sommets internes

O, = quadrangulations avec n faces
Cd,,...,d,, = cartes avec d; sommets de degrés 3.

Ou par des conditions de "girth” : pas de cycles de longueur < k
7 = triangulations sans boucles, 7.7 = sans boucles ni arétes multiples.

Q2 = quadrangulations sans arétes multiples

L'énumération reste possible pour diverses familles F de ce type :

- on garde I'algébricité des séries génératrices F'(t) = Zcefﬂ‘:'.
- on garde I'asymptotique en |Fp| ~ ¢ - p~™"nb/2,



Cartes planaires "avec matiere”

Equiper les cartes d'une structure additionnelle...

In combinatorics, but mostly in statistical physics

How many maps equipped with... | What is the expected
partition function of...

a spanning tree? — the Ising model?

[Mullin 67] [Boulatov, Kazakov, MBM, Schaeffer,
Bouttier et al.]

a spanning forest?
[Bouttier et al., Sportiello et al.] — the hard-particle model?
[MBM, Schaeffer, Jehanne,
a self-avoiding walk? Bouttier et al. 02, 07]
[Duplantier-Kostov 88]
— the Potts model?

a proper g-colouring? [Eynard-Bonnet 99, Baxter 01,
[Tutte 74, Bouttier et al. 02] MBM-Bernardi 09, Guionnet et al.
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[Mullin 67] [Boulatov, Kazakov, MBM, Schaeffer,
Bouttier et al.]
a spanning forest?
[Bouttier et al., Sportiello et al.] — the hard-particle model?

[Courtiel-MBM 12] IMBM, Schaeffer, Jehanne,
a self-avoiding walk? Bouttier et al. 02, 07]
[Duplantier-Kostov 88]

— the Potts model?
a proper g-colouring? [Eynard-Bonnet 99, Baxter 01,
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outils énumératifs :

les décompositions fonctionnelles a la Tutte



outils énumératifs :

les bijections avec des arbres
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Rappel : codage d'un arbre par son tour

Code de la carte boisée = arbre décoré par un mot de parenthese

— mélange de deux mots de Dyck
Le nombre de cartes planaires boisées a n arétes est

> (2:") C;C,,—; avec Cy, les nb de Catalan.
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Codage des cartes planaires boisées par des paires d'arbres

tourner autour de |'arbre

passer entre les deux arbres

le codage est symétrique entre |'arbre et son dual :

carte boisée = arbre primal décoré par le code de I'arbre dual

— arbre dual décoré par le code de |'arbre primal

= mélange des codes des deux arbres.
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Codage de cartes enracinées (non boisées) par des arbres

on reprend l'idée utilisée pour les cartes boisée

en utilisant un arbre couvrant dual
canonique bien choisi

puis on écrit le code de |I'arbre primal sur |'arbre canonique choisi

code d'une carte = arbre canonique décoré
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explore la quadrangulation en largeur C O
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. L ®
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Autour de chaque sommet, |'explora-
tion suit une regle de priorité a droite
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t = un arbre bien étiqueté

Etiqueter les sommets par le code

dessin o
a la Miermont ,
de hauteur de |'arbre rouge

, (bfs = distance a la racine)
L arbre rouge est un arbre couvrant

de la carte cubique dérivée Théoreme. C’est une bijection

X, : quad pointée, n faces

1
Joindre les 2 coins libres de //G;
chaque face < construire oJ
I"arbre dual i1

i—1| X
T, : ABE, n sommets
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Théoreme. Les quadrangulations a n faces enracinées sont en bijection
avec les arbres bien étiquetés a n arétes

Corollaire :

Le nombre de quadrangulations enracinées a n faces (et n+2 sommets)
est
2 3" (Qn)
n+2n+1\n

Proposition : dans la bijection les étiquettes correspondent aux dis-
tances des sommets a la racine.
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Un modele de surface aléatoire
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Un modele de surface aléatoire

Au vu des résultats d’énumération, on s'intéresse a la distribution uniforme
choisir une famille de carte : Q,, = {quadrangulations a n faces}.

Quadrangulation uniforme = variable aléatoire X,, a valeur dans Q,, avec

B B 1 B 1
n+2 n+1\n

On peut faire pareil avec d'autres familles de cartes ou avec des familles
de cartes munies de structure...

On commence avec les quadrangulations, c’est le cas sur lequel il y a le
plus de résultats.



Quadrangulations aléatoires uniformes

L allure d'une sphere aléatoire
dépend un peu de qui dessine...

Objectif : Choisir une métrique
intrinséque et décrire les surfaces
ainsi obtenues




Quelle métrique mettre sur nos surfaces ?

Premiére idée : voir la carte comme plongement d'un graphe

—> utiliser les distances dans le graphe, avec arétes de longueur unité

Si on veut vraiment avoir une surface, il faut remplir les faces par des patchs qui ne modifient pas les
géodésiques existantes : réaliser chaque face par un cube ouvert (a 5 faces).

(c'est ce qu'on fait dans la plupart des travaux)

Deuxiéme idée : voir la carte comme recollement de polygones

= recoller des carrés unités de facon a avoir une structure complexe, puis
envoyer le résultat de maniere canonique sur une partie du plan
complexe par transformation conforme.

(cf travaux et conjectures de Duplantier et Sheffield, Gill et Rhodes)
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Distribution uniforme sur les quadrangulations a n faces, pour n grand

- Etudier des parametres :

- degré d'un sommet aléatoire - distance entre 2 sommets aléatoires
- degré maximum - distance maximum

- loi 0-1 pour les propriétés locales - longueur d’un plus petit cycle diviseur

— espérance, moments, lois limites discretes ou continues

lere approche : marquer des parametres dans les séries génératrices.

exemple : le degré du sommet racine dans les triangulations

2eme approche : utiliser les bijections pour transporter des parameétres

exemple : distance entre deux sommets dans les quadrangulations

Théoreme. Les quadrangulations a n faces enracinées sont en bijection avec les arbres bien étiquetés a n arétes
Proposition : dans la bijection les étiquettes correspondent aux distances des sommets a la racine.

Corollaire : la distance entre 2 points aléatoires de X, est de I'ordre de n'/4
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Etudier des cartes aléatoires : les quadrangulations

Distribution uniforme sur les quadrangulations a n faces, pour n grand

- Définir des surfaces aléatoires limites

lere méthode : imiter les résultats
— de convergence des marches simples vers le mouvement Brownien
— de convergence des arbres simples vers |'arbre continu aléatoire (CRT)

= renormaliser les distances par un facteur n—1/% pour espérer avoir

un objet compact a la limite.
= Carte planaire Brownienne

2éme méthode : laisser la taille de la carte tendre vers I'infini en regardant

un voisinage de l'origine.

= étudier la convergence des boules de rayon k fixé.
=> Uniform Infinite Planar Quadrangulation (UIPQ)
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limite continue

quadrangulation

recollement de 2 arbres

excursion brownienne

quotient par identification
+ def de la distance

n — oo o
continuum random tree

quotient par identification

n — 00 apres recollement.
+ def de la distance

planar Brownian map
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Limites infinies discretes
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