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Motivations

-

# Preuves de terminaison automatiques.

-

# Caractérisation syntaxiqgues de classes de complexite.

# Transformation automatique de programmes.
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Motivations

-

Preuves de terminaison automatiques.
Caracterisation syntaxiques de classes de complexité.

Transformation automatique de programmes.

Caractérisation intensionnelle vs extensionnelle.
Complexité implicite vs explicite.

Caractérisation implicite vs explicite.
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Complexité d’'une fonction

- N

® A chaque programme, sa complexité.

# Pour une fonction, il existe plusieurs programmes la
calculant.

# La complexité d’'une fonction est le min des complexités
des programmes.
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Complexité d’'une fonction

- N

® A chaque programme, sa complexité.

# Pour une fonction, il existe plusieurs programmes la
calculant.

# La complexité d’'une fonction est le min des complexités
des programmes.

® tri insertion:O(n?).
® qui cksort : O(nlog(n)).

® Tri: O(nlog(n)).

o |
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Complexité implicite

- N

® A chaque programme, sa complexité.

® A chague programme, sa fonction calculée.

# La complexité de la fonction peut étre plus faible que
celle du programme.
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Complexité implicite

- N

® A chaque programme, sa complexité.

® A chague programme, sa fonction calculée.

# La complexité de la fonction peut étre plus faible que
celle du programme.

® tri insertion:O(n?),tri:O(nlog(n)).
» Complexité explicite : O(n?).

® Complexité implicite : O(nlog(n)).

o |
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Programmes Primitifs Récursifs

-

La plus petite classe de programme contenant les
constructeurs, les projections, la conditionnelle et close par
composition et récursion primitive :

® f(Zyi,-  yn) = N(y1, - un)
» f(S(w)vyla 7yn> Hg(ﬂ?,yl,"' 7yn7f (:E7y17”. 7yn))

PR est |la classe de fonctions calculéees par des
programmes primitifs récursifs.
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PR et Intensionalité

m n(S(z),Z) — Z
m n(Z,S(y)) —
m n(S(z), S(y)) — S(m n(z,y))

Ce programme n’est pas primitif recursif, mais la fonction
calculée est dans PR.



PR et Intensionalité

m (S(g;),z)_>z
m n(Z,S(y)) —
m n(S(z), S(y)) — S(m n(z,y))

Ce programme n’est pas primitif recursif, mais la fonction
calculée est dans PR.

Il n’existe aucun algorithme primitif récursif, de complexité
O(min(z,y)) qui calcule cette fonction (Colson, 89).

o |
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PR et Intensionalité

m n(S(z),2) — Z
m n(Z,S(y)) —
m n(S(z), S(y)) — S(m n(z,y))

Ce programme n’est pas primitif recursif, mais la fonction
calculée est dans PR.

Il n’existe aucun algorithme primitif récursif, de complexité
O(min(z,y)) qui calcule cette fonction (Colson, 89).

Les algorithmes primitifs récursifs caracterisent
extensionnellement la classe de fonctions PR, mais la
complétude intensionnelle est loin.

o |
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Récursion bornée

-

f (Cobham, 65)
La plus petite classe de programme contenant les
constructeurs (binaires), les projections, la conditionnelle, la
fonction smash et close par composition et recursion
primitive bornée :

© f(Zayla"'7yn)ﬁh(y17'”7yn)
o f(SZ(x)ayla 7yn) — g.i(xayla'” 7yn7f (xagyla”' 7yn))
S|f(£l?,y1,"' 7yn) SJ (xayla"' 7yn)

BPR est |la classe de fonction calculées par des
programmes primitifs récursifs bornes.

o |
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Récursion bornée

- N

BPR = PTIME

L'ensemble des fonctions calculable par un programme
primitif recursif borné est exactement PTIME.
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Récursion bornée

- N

BPR = PTIME

L'ensemble des fonctions calculable par un programme
primitif recursif borné est exactement PTIME.

# Complétude extensionnelle (toutes les fonctions sont
capturées).

# Pas de complétude intensionnelle (tous les algorithmes
ne sont pas capturées (m n de Colson)).
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Récursion bornée

- N

BPR = PTIME

L'ensemble des fonctions calculable par un programme
primitif recursif borné est exactement PTIME.

# Complétude extensionnelle (toutes les fonctions sont
capturées).

# Pas de complétude intensionnelle (tous les algorithmes
ne sont pas capturées (m n de Colson)).

o Caractérisation explicite (borne fournie avec le
programme).

o |
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Ordres de terminaison



Ordres de terminaison

-

Ordre sur les termes (clos) monotone et bien-fonde.

-

(Dershowitz, Mana & Ness, Kamin & Levy, Jouannaud)
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Ordres de terminaison

- .

(Dershowitz, Mana & Ness, Kamin & Levy, Jouannaud)

Ordre sur les termes (clos) monotone et bien-fonde.
Un programme admet un ordre de terminaison si pour

chaqueregle! — r,onar <.
Dans ce cas, le programme termine (pour toute entree).

o |
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Ordres de terminaison

- .

(Dershowitz, Mana & Ness, Kamin & Levy, Jouannaud)

Ordre sur les termes (clos) monotone et bien-fonde.

Un programme admet un ordre de terminaison si pour
chaqueregle! — r,onar <.
Dans ce cas, le programme termine (pour toute entree).

En effet, toute réduction fait diminuer un sous-terme (regles
ordonnées), donc le terme (monotonicité). Le nombre de
reductions est donc fini (ncetherianite).

o |
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Recursive Path Ordering

-

(Dershowitz)



Recursive Path Ordering

-

(Dershowitz)




Recursive Path Ordering

- .

(Dershowitz)
t="f (tla"' 7tn) ~rpo 9(817"' 75m) = S
< est un ordre sur F | JC.

di,t jfrpo Sq

J <r9




Recursive Path Ordering

- .

(Dershowitz)
t="f (tla"' 7tn) ~rpo 9(817"' 75m) = S
< est un ordre sur F | JC.

di,t jfrpo Sq

\V/Z,tz '<7“p0 9(317"' 7Sm) f <FJ




Recursive Path Ordering

- .

(Dershowitz)
t="f (tla"' 7tn) ~rpo 9(817"' 75m) = S
< est un ordre sur F | JC.

di,t jfrpo Sq

\V/Z,tz '<7“p0 9(317"' 73m) f<.7:g
t <rpo S




Recursive Path Ordering

- .

(Dershowitz)
t="f (tla"' 7tn) ~rpo 9(817"' 75m) = S
< est un ordre sur F | JC.

di,t jfrpo Sq

\V/Z,tz '<7“p0 9(317"' 73m) f<.7:g
t <rpo S




Recursive Path Ordering

- .

(Dershowitz)

t:f(tla"' 7tn) <frpog(sla"' 75m):5

< est un ordre sur F | JC.

di,t jfrpo Sq
t <rpo S
\V/Z,tz '<7“p0 9(317"' 73m) f <F g
t <rpo S
Vi, % <rpo S {t1,--- ,tn} -<77:p0 {s1,---,sp} T =rg

o |
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Recursive Path Ordering

- .

(Dershowitz)

t:f(tla"' 7tn) <frpog(sla"' 75m):5

< est un ordre sur F | JC.

di,t jfrpo Sq
t <rpo S
\V/Z,tz '<7“p0 9(317"' 73m) f <F g
t <rpo S
Vi, % <rpo S {t1,--- ,tn} -<77:p0 {s1,---,sp} T =rg

\— t <rpo S J
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MPO, LPO, PPO
-

® MPO : ordre multi-ensemble.



MPO, LPO, PPO
-

® MPO : ordre multi-ensemble.

#® PO : ordre lexicographique.
s Vi<t Sipo Si-
® 1; <ipo Sj-



MPO, LPO, PPO
-

® MPO : ordre multi-ensemble.

#® PO : ordre lexicographique.
s Vi<t Sipo Si-
® 1; <ipo Sj-

# PPO : ordre produlit.
® Vi, t; jppo St (i)
s dj, ti <ppo Sr(4)-

o
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Caracterisations extensionnelles

- N

PPO = MPO = PR
(Hofbauer, 92, MM, 00)

L'ensemble des fonctions calculée par des systemes de
reécriture terminant par MPO (PPQO) est exactement
I'ensemble des fonctions primitives récursives.

o |
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Caracterisations extensionnelles

- N

PPO = MPO = PR
(Hofbauer, 92, MM, 00)

L'ensemble des fonctions calculée par des systemes de
reécriture terminant par MPO (PPQO) est exactement
I'ensemble des fonctions primitives récursives.

LPO = MULTREC

(Weiermann 95)

o |
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Caracterisations extensionnelles

- N

PPO = MPO = PR
(Hofbauer, 92, MM, 00)

L'ensemble des fonctions calculée par des systemes de
reécriture terminant par MPO (PPQO) est exactement
I'ensemble des fonctions primitives récursives.

LPO = MULTREC

(Weiermann 95)

# Plus intensionnel que PR (m n de Colson).
# Pas de complétude intensionnelle (qui cksort).

o |
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Analyse prédicative



Séparation des donnees

-

db(Z

db(S(z)
exp(Z
)

exp(S(x

(S(db(x)))
(£)
b

)
)
)
) (exp(z))

Z
S
S
d

Lol



Séparation des donnees

- N

db(Z) — Z
db(S(z)) — S(S(db(z)))
exp(Z) — S(Z)

exp(S(z)) — db(exp(z))

Il'y a un probleme si on permet a un résultat (exp(z)) de
controller une récursion (db).



Séparation des donnees

db(Z) — Z
db(S(z)) — S(S(db(x)))
exp(Z) — S(Z)
exp(S(z)) — db(exp(z))

Il'y a un probleme si on permet a un résultat (exp(z)) de

controller une récursion (db).
# Donner a chaque terme de I'énergie (valence,

arguments surs/normaux).
#® Une récursion se fait sur un argument normal (de

valence 1, avec de I'énergie).
# Une récursion consomme de I'énergie : le resultat est

L sdr (de valence 0). J
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Récursion primitive sdre

-

f (Bellantoni & Cook, 92)
On separe les arguments en arguments normaux et sars :

f(ajla"' y L 5 Y1, 7ym)

ICC-p. 16



Récursion primitive sdre

-

f (Bellantoni & Cook, 92)
On separe les arguments en arguments normaux et sars :

f(ﬂ?l,"' y L 5 Y1, 7ym)

La classe B est la plus petite classe de programme
contenant les constructeurs (binaires), les projections, la
conditionnelle et close par composition sire et récursion
primitive sdre :

o |
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Récursion primitive sdre

- .

(Bellantoni & Cook, 92)
On separe les arguments en arguments normaux et sars :

f(il?l,"' y L 5 Y1, 7ym)

La classe B est la plus petite classe de programme
contenant les constructeurs (binaires), les projections, la
conditionnelle et close par composition sire et récursion
primitive sdre :
® f(Z, oy, on sy, Ym) = 0w, 20 Y1, Ym)
® f(Si(z0), o1, ,Tn Y1, Ym) —

Ji(To, 1, ,Tn 5 YL, 5 Ym, (X0, 1, Tniy1, 5 Ym))

o |
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Récursion primitive sdre

- .

(Bellantoni & Cook, 92)
On separe les arguments en arguments normaux et sars :

f(il?l,"' y L 5 Y1, 7ym)

La classe B est la plus petite classe de programme
contenant les constructeurs (binaires), les projections, la
conditionnelle et close par composition sire et récursion
primitive sdre :
® f(Zxy, - oniyt, - ym) = N2, s o091, Ym)

® f(Si(lEQ),lEl,"',$n;y1,'°',ym)—>
gi(IO,$1,"' y L 5 Y1, 77 7ym7f (SU(),.Tl,"' y LY, =0 7ym))
’f($1,°'°,$n;y1,'“,ym)—>

\— h(r(ajla'”7$n;);g(x17“'7$n;y17'”7ym)) J
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Caractérisation extensionnelle

- N

B = PTIME

# Caractérisation implicite (plus de borne explicite).
# Compléetude extensionnelle.
# Mauvaise intensionalite.



Light MPO
-

(Marion, 00)

B = PR+ tiering = PTIME
MPO = PR



Light MPO
-

(Marion, 00)

B = PR+ tiering = PTIME
MPO = PR

M PO + tiering = PTIME?



Light MPO
-

(Marion, 00)

B = PR+ tiering = PTIME
MPO = PR

M PO + tiering = PTIME?

o Valence (0 ou 1) pour les arguments (resp. srs ou
normaux).

# La comparaison doit respecter les valences.

# Comparaison produit, la décroissance doit avoir lieu sur
un argument de valence 1.

o |
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LMPO

=i
© —k ke {0,1}
S <k C(...,tz‘,...)
Su(f i) L .
S _V(f ,Z) ]f S V(f 72)

s=<pf (... t...)

Si <maz(k,v(f,i)) g(tlv T 7tn) f<rg
f(Sla"' 7Sm) <k g(tla 7tn)

{s1,-++ ,5n} 45,1‘ {t1,--+ tn} f ~rg

g(817“'78n) KOf(tla"'atn) J
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Longest Common Subsequence

- N

AABBA
BABAABA



Longest Common Subsequence

- N

AABBA
BABAABA



Longest Common Subsequence

- N

AABBA
BABAABA



Longest Common Subsequence

- N

| cs : Word;, Word; — Nat

| cs(x,¢e;) —

| cs(e,y ;) —

| cs(i(x ) ( ) )—>S(I cs(z,y;))

L | cs(i(x ) ;) — max( les(x,)(y);),lcs(i(z),y;)) J



Longest Common Subsequence

-

max : Naty, Naty — Nat

-

max( ;:Z,n) —n
max( ;m,Z) —m
max( ;5 S(m),S(n)) — S(max( ;m,n))

| cs : Word;, Word; — Nat

| cs(x,€;) —

| cs(e,y ;) —

| cs(i(x ) ( ) )—>S(I cs(z,y;))

L | cs(i(x ) ;) — max( les(x,)(y);),lcs(i(z),y;)) J



Longest Common Subsequence
f WOI’dl

max :

-

, Natp, Naty — Nat
max(z;Z,n) —n
max(z;m,Z) —m
max(i(z) ; S(m),S(n)) — S(Max(z ; m,n))

| cs : Word;, Word; — Nat

| cs(x,€;) —

| cs(e,y ;) —

| cs(i(x ) ( ) )—>S(I cs(z,y;))

L | cs(i(x ) ;) — max(i(x) ;1 cs(z,j(y);),l cs(i(z),y;)) J



Complexité implicite

u = abaaab v = aabb



Complexité implicite

u = abaaab v = aabb

Complexité explicite . exponentielle.

o



Complexité implicite

u = abaaab v = aabb

| cs(e,y

| cs(x, €

I es(i(z),1(y)
1)

) =

) —

)HS(l cs(z,y))
I es(i(@),)(y) —

maz(l cs(i(z), ), cs(z,](y)))

Complexité explicite . exponentielle.

Termine par LMPO.

Complexité implicite : polynémiale (programmation
dynamique).

o
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Mémoisation

-

La complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits
plusieurs fois.

-
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Mémoisation

-

La complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits
plusieurs fois.

-

les(aa, bb)

o |
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Mémoisation

-

La complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits
plusieurs fois.

-

les(aa, bb)

/ \

les(a, bb) les(aa, b)
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Mémoisation

-

La complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits
plusieurs fois.

-

les(aa, bb)

\

les(a, bb) les(aa, b)

N

les(e, bb) les(a, b)
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Mémoisation

-

La complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits
plusieurs fois.

-

les(aa, bb)
les(a, bb) \ les(aa, b)
les(e, bb) les(a, b) les(a, b) les(aa, €)
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Mémoisation

-

La complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits
plusieurs fois.

-

les(aa, bb)
les(a, bb) / \lcs(aa )
les(e, bb) les(a, b) les(a, b) les(aa, €)
I O\ <\ l
0 les(e, D) les(a, €) les(e, D) les(a, €) 0
l | l |
0 0 0 0



Mémoisation

- N

La complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits
plusieurs fois.

Pour atteindre la borne polynémiale, on garde en mémoire
les résultats des calculs. Si on a de nouveau besoin du
méme resultat, il suffit d’aller le chercher en memoire.

o |
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Memoisation
fLa complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits T
plusieurs fois.
Pour atteindre la borne polynémiale, on garde en mémoire

les résultats des calculs. Si on a de nouveau besoin du
méme résultat, il suffit d’aller le chercher en mémaoire.

les(aa, bb)
les(a, bb) / \ les(aa, b)
les(e, bb) les(a,b) « les(a, b) les(aa, €)
l / l
0 lcs(e,b) les(a, €) 0
. l | |
0 0

ICC—p. 22



Memoisation
fLa complexité exponentielle vient de calculs qui sont faits
plusieurs fois.

Pour atteindre la borne polynémiale, on garde en mémoire
les résultats des calculs. Si on a de nouveau besoin du
méme resultat, il suffit d’aller le chercher en memoire.

Le cache peut étre minimisé grace aux informations
données par LMPO (Marion, 2000).

-

o |
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Interpreteur avec cache

E,0F{(C x)



Interpreteur avec cache




Interpreteur avec cache

E,o0F(C,



Interpreteur avec cache

|7
o(x) =0 ceclC

E,o{(Cx)— (Cv) &0k (Cyc(t))



Interpreteur avec cache

- N

o(x)=wv celC & ok {(Ci_q,t;) — (C;,v;)
.o {Cx)— (Cv) &0k (Cyc(t)




Interpreteur avec cache

- N

o(x)=wv celC 50|—<Czlt> <Cz-,fvz~>
E,oH{(Cx)— (Cv) & ok (Cyc(t) — (7))




Interpreteur avec cache

- N

o(x)=wv celC 50|—<Czlt> <Cz-,vz~>
E,oH{(Cx)— (Cv) & ok (Cyc(t) — (7))

f e¢F ok (Ci_,t) — (C;v)
gO'l_Oo ‘>




Interpreteur avec cache

- N

o(x)=wv celC 50|—<Czlt> <Cz-,vz~>
E,oH{(Cx)— (Cv) & ok (Cyc(t) — (7))

feF EoF{(Ci_1,t)— (Cyv) (fW),v)eC,
gO’l_ Oo ‘>




Interpreteur avec cache

- N

o(x)=wv celC 50|—<Czlt> <Cz-,vz~>
E,oH{(Cx)— (Cv) & ok (Cyc(t) — (7))

feF EoF{(Ciit) — (C, vz> (f(ﬁ’),v)EC'n
50'" C() ‘)




Interpreteur avec cache

-

o(x)=wv celC 50|—<C&1t> <Cz-,vz~>
E,oH{(Cx)— (Cv) & ok (Cyc(t) — (7))

feF EoF{(Ciit) — (C, vz> (f(ﬁ’),v)EC'n
50'" C() ‘)

feF Eob(Ciy,t;) — (Ci,vy)

gO'l_Oo ‘>



Interpreteur avec cache

-

o(x)=wv celC 50|—<C&1t> <Cz-,vz->
E,oH{(Cx)— (Cv) & ok (Cyc(t) — (7))

feF EoF{(Ciit) — (C, vz> (f(ﬁ’),v)ECn
50’" C() ‘)

feF Eob(Ciy,t;) — (Ci,vy)
f(p) =>rel po =uv
5 o Oo ‘3




Interpreteur avec cache

-

o(x)=wv celC 50|—<C&1t> <Cz-,vz->
E,oH{(Cx)— (Cv) & ok (Cyc(t) — (7))

feF EoF{(Ciit) — (C, vz> (f(ﬁ’),v)ECn
50’" C() ‘)

feF Eob(Ciy,t;) — (Ci,vy)
f(p) —re& po =v; EdEH{C,r)— (C,0)
g o Oo ‘>




Interpreteur avec cache

-

o(x)=wv celC 50|—<C&1t> <Cz-,vz->
E,oH{(Cx)— (Cv) & ok (Cyc(t) — (7))

feF EoF{(Ciit) — (C, vz> (f(ﬁ’),v)ECn
50’" C() ‘)

feF Eob(Ciy,t;) — (Ci,vy)
f(p)—reé md—m Edk«7r> KMO

gO'l_C() U




Quasi-Interpretations



Interprétations polynomiales

-

f (Lankford, 1979)
Une interprétation polynomiale d’un symbole a est une
fonction [a] telle que :



Interprétations polynomiales

-

f (Lankford, 1979)
Une interprétation polynomiale d’un symbole a est une
fonction [a] telle que :
® [a] est bornée par un polynome.
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Interprétations polynomiales

-

f (Lankford, 1979)
Une interprétation polynomiale d’un symbole a est une
fonction [a] telle que :
® [a] est bornée par un polynome.

9 [[C]](Xl, e ,Xn) = ZXZ + cte

ICC—p. 25



-

Interprétations polynomiales

-

(Lankford, 1979)

Une interprétation polynomiale d’un symbole a est une
fonction [a] telle que :

o

K
9

[a] est bornee par un polynéme.
Cl(Xp L X) = 30X 4 e

lal (X1, -+ Xn) > 20 X,

ICC—p. 25



-

Interprétations polynomiales

-

(Lankford, 1979)

Une interprétation polynomiale d’un symbole a est une
fonction [a] telle que :

o

L I

[a] est bornée par un polynéme.
C]](Xla T 7Xn) — ZXZ + cte
__a]](le T 7Xn) > ZXZ

[a] est croissante (strictement).
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Interprétations polynomiales

-

f (Lankford, 1979)
Une interprétation polynomiale d’un symbole a est une
fonction [a] telle que :
® [a] est bornée par un polynome.

[Ch(X1, - Xn) = 30X+t

la) (X1, -+ Xn) > 22 X,

[a] est croissante (strictement).

laty, -+ ta)] = [al([ta]l; -+, [Eal)

L I



Interprétations polynomiales

- .

(Lankford, 1979)
Une interprétation polynomiale d’un symbole a est une
fonction [a] telle que :
® [a] est bornée par un polynome.
[Ch(X1, - Xn) = 30X+t
:a]](le T 7Xn) > ZXZ
[a] est croissante (strictement).

laty, -+ ta)] = [al([ta]l; -+, [Eal)

Un systeme admet une interprétation si pour chague regle
[ —ronalr] <[i].

Le systeme termine alors en temps polynomial (BCMT,
1998).

o |
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Quasi-interprétations polynomiales

-

f (Marion et Moyen, Bonfante, 2000)
Une guasi-interpréetation polynomiale d’'un symbole a est
une fonction (a) telle que :
® (a) est bornée par un polync“)me.

C)( X1, Xp) =D X; + cf€

a)(X1,---,X,)> X; pour tout 1.

a)) est croissante (non-strictement).

la(ty, - 1)) = (a) ((ta), - -, (£a))

/\

L I I

Un systeme admet une quasi-interpretation si pour chaque
regle ! — r on a (r)<(l).
Le systeme peut ne pas terminer (f (z) — f (z)).

o |
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Quasi-interprétations et taille

-

# Termes constructeurs : (v)

-

Q

v
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Quasi-interprétations et taille

-

# Termes constructeurs : (v)
® Réductions : t5s = (t) > (

-

v

= U

Lemme “Plug and play” :

Sif(vg,--- ,vn)—!w,

alors [v| = P(|vil, ..., |val)

ol & (o) < (F (v1, -+ o)) < P(Qoa), - (oa)) = P(loi], - s |vn))

o |



LCS, encore

| cs(z,e) = Z
| cs(e,y) — Z
| cs(i(z),i(y)) — S(I cs(x,y))
| cs(i(z),](y)) — max(l cs(z,|(y)),l cs(i(z),y))

(max))(X,Y) = (Il cs)(X,Y) = max(X,Y)
LLe programme n'admet pas d’interprétation.



Caractérisation de PrIME

- N

MPO + Ql = PTIME
(Marion et Moyen, 2000)

Complexité implicite (mémaoisation).

Plus intensionnel que LMPO (I cs).

Non intensionnellement complet (qui cksort).
Caractérisation implicite ou explicite ?

Le systeme ICAR (Moyen, 2001) permet de faire cette
analyse.

o |
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Autres caractérisations
B -
LPO + QI = PSPACE

(Bonfante, Marion et Moyen, 2001)
La borne peut étre extraite de la preuve de terminaison
(Amadio et al. 2004).

LPO + linéarité + Ql = PTIME

LPO + MPO + QI = PSPACE

MPO + NonDeéterminisme + QI = PSPACE

LPO + Ql,rs = LINSPACE

(BMM, 05)

o |
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Conjectures

LPO + QI (max, +) = NLINSPACE

. : ?
terminaison + Ql = PSPACE

(BMM, 05)



Synthese de Qls



Ql et sémantique

-

Souvent, la séemantique du programme fournit une
guasi-interprétation :

-

add(Z,y) — y
add(S(z),y) — S(add(z,y))
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Ql et sémantique

-

Souvent, la séemantique du programme fournit une
guasi-interprétation :

-

add(Z,y) — y
add(S(z),y) — S(add(z,y))

® (add)(X,Y)=X+Y
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Ql et sémantique

-

Souvent, la séemantique du programme fournit une
guasi-interprétation :

-

add(Z,y) — y
add(S(z),y) — S(add(z,y))

® (add)(X,Y)=X+Y
® [add](X,Y)=2X +Y +1

o |
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Ensemble de définition

-

# Interpretations polynomiales :

# Quasi-Interpretations :



Ensemble de définition

-

# Interprétations polynomiales :
o Ordre de terminaison = bien-fondé.
s [a] :NF =N

# Quasi-Interpretations :
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Ensemble de définition

- N

# Interprétations polynomiales :
o Ordre de terminaison = bien-fondé.
s [a] :NF =N

# Quasi-Interpretations :
» Ne sert pas pour la terminaison.

s (a) : R*¥ = R.

Alors que le theoreme de Matiyasevich empéche de verifier
une interprétation, le théoreme de Tarski permet de
synthétiser une quasi-interprétation.

o |
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Qls et Tarski
-

Théoreme de Tarski : I'élimination des quantificateurs sur
(R, +, x, <) est décidable (EXPTIME).

-
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Qls et Tarski
-

Théoreme de Tarski : I'élimination des quantificateurs sur
(R, +, x, <) est décidable (EXPTIME).

-

(t) peut s’écrire max{F;(X1,---,Xp)}
[

(]tl) Z (]8[) S VX@,HI?X{PZ'(XL s ,Xn)} Z mJaX{Qj(Xl, s ,Xn)}

@\V/XZ,\//\Pz(le 7Xn) > Q](Xla 7Xn)
i

# Vcérifier une quasi-interprétation sur R est décidable.
#® Syntheétiser une gquasi-interprétation sur R est décidable
a degre borné (o, VX;,...).

o |
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Bornes inférieures

-

Synthétiser une guasi-interprétation sur Q ou sur R est
NP-difficile, et NP-complet pour les QIS (max, +).
(Amadio, 04, Péchoux, 04)

-

Synthétiser une quasi-interpréetation somme multilinéaire
((a)( X1, -, Xp) =) X; + «) est PTIME.
(Amadio, 04)

Décider si un programme termine par MPO/LPO est
NP-complet.

(Krishnamoorthy et Narendran, 85)

o |
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Non Size Increasing

-

Un programme est NSI si le calcul de p(z) s’effectue en
espace |z| + a.

-



Non Size Increasing

o N

Un programme est NSI si le calcul de p(z) s’effectue en
espace |z| + a.
Un programme NSI peut étre compilé en un programme C

sans nal | oc.
(Hofmann, 98)

o |

ICC—p. 37



Non Size Increasing

-

espace |z| + a.

Un programme est NSI si le calcul de p(z) s’effectue en

-

Un programme NSI peut étre compilé en un programme C

sans nal | oc.

(Hofmann, 98)

QI somme multilinéaire = NSI

(Amadio, 04)

|

ICC —p. 37



Non Size Increasing

-

espace |z| + a.

Un programme est NSI si le calcul de p(z) s’effectue en

-

Un programme NSI peut étre compilé en un programme C

sans nal | oc.

(Hofmann, 98)

QI somme multilinéaire = NSI

(Amadio, 04)

|

ICC —p. 37



Conclusion

-

# Outil performant, qui a fait ses preuves.

# Recherche sur 'outil autant qu’avec 'outil :
» Synthese de QI sachant que le programme termine
par MPO.
s Sup-interprétations : pour les programmes dont le
résultat est plus petit que les entrées (soustrazction,
guotient).

#® Problemes des algorithmes “Diviser pour régner”
(intensionnalité).

o |
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