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Résumé

Ce travail porte sur les séries a coefficients entiers positifs, sur les séries IN-rationnelles
et est centré autour de deux types de questions: le probleme de la hauteur d’étoile et
I’étude des propriétés des distributions de longueurs des codes.

On étudie le probleme de la hauteur d’étoile de séries rationnelles particulieres: les
séries IN-rationnelles en une variable. On caractérise de différentes fagons les séries IN-
rationnelles qui sont de hauteur d’étoile 1, et on donne un critere permettant de décider
de la hauteur d’étoile d'une classe importante de séries IN-rationnelles en une variable.

L’étude de la hauteur d’étoile des séries IN-rationnelles en une variable repose sur 1'uti-
lisation des propriétés de leurs représentations par des matrices. On établit, en particulier,
a partir d'un résultat d’Handelman, une caractérisation du rayon spectral d'une matrice
compagnon irréductible a coefficients entiers positifs.

On étudie, ensuite, les distributions de longueurs des codes circulaires et des codes
préfixes. On prouve trois nouveaux résultats concernant les codes circulaires. On généra-
lise, dans plusieurs directions, la caractérisation des distributions de longueurs des codes
circulaires établie dans le cas d'un alphabet fini par Schiitzenberger. D'une part, on rem-
place I'alphabet fini par un alphabet quelconque dont les éléments ont des poids, ce qui
permet d’étendre le résultat a deux distributions de longueurs. D’autre part, on restreint
les conditions, ce qui permet d’établir la décidabilité dans le cas d’une distribution finie.
On donne une nouvelle formulation de cette caractérisation. Ce résultat, établi par des
méthodes combinatoires, met en évidence la décidabilité dans le cas d’une distribution
finie. On établit une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une suite d’entiers positifs
soit la distribution de longueur d’un code circulaire maximal sur un alphabet fini.

Enfin, on met en évidence les liens entre les séries génératrices des codes préfixes
rationnels et une classe de séries IN-rationnelles : les DOL-séries. On donne une condition
suffisante pour qu’une suite IN-rationnelle soit la distribution de longueurs d’un code
rationnel préfixe maximal sur un alphabet a k lettres.






Abstract

This work concerns rational series having nonnegative integral coefficients and is cen-
tered on two kinds of questions: the star-height problem and the study of the properties
of length distributions of codes.

We study the star-height problem in the case of rational series of a particular kind:
IN-rational series in one variable. We characterize in various ways IN-rational series having
star-height 1. We also give a criterion for deciding the star-height of an important class
of IN-rational series in one variable.

Basically, the study of the star-height of the IN-rational series in one variable makes use
of the properties of their representations by matrices. We establish in particular, from a
result of Handelman, a characterisation of the spectral radius of an irreducible companion
matrix having nonnegative integral entries.

Next, we study length distributions of circular codes and of prefix codes. We prove
three new results about circular codes. We generalize in several directions the characte-
rization of length distributions of circular codes established, by Schiitzenberger, in the
case of a finite alphabet. On the one hand, we replace the finite alphabet by an arbitrary
alphabet whose elements are weighted ; this allows us to extend the result to two length
distributions. On the other hand, we restrict the conditions which allows us to establish
the decidability in the case of a finite sequence. We give a new formulation of this charac-
terization. This result established by combinatorial methods underscores the decidability
in the case of a finite distribution. We establish a necessary and sufficient condition for a
sequence of nonnegative integers to be the length distribution of a maximal circular code
over a finite alphabet.

Finally, we emphasize the links between the generating series of rational prefix codes
and a class of IN-rational series: the DOL-series. We give a sufficient condition for an
IN-rational sequence to be the length distribution of a maximal rational prefix code over
a k-letter alphabet.
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Introduction

Cette these s’inscrit dans le cadre général de la théorie des automates, de la combina-
toire et de la dynamique symbolique. Les séries formelles, qui constituent I'objet central
de ce travail, se trouvent a la confluence de plusieurs branches des mathématiques et de
I'informatique. Les séries en indéterminées non-commutatives furent introduites, en 1961,
par M.P. Schiitzenberger ([Sch61] et [CS63]). Ces séries généralisent simultanément les
notions essentielles de séries, en mathématiques, et de langages, en informatique.

Elles interviennent, en particulier, en combinatoire algébrique et en combinatoire énu-
mérative et constituent a ce titre un outil important en combinatoire des graphes ([Cor75]).
Elles ont de nombreuses applications: en automatisme, les séries formelles en variables
non-commutatives permettent de décrire le comportement des systémes ([F1i81]); Iana-
lyse d’algorithmes conduit aussi a I’étude de séries formelles ([FS83], [BR82]). Par ailleurs,
ces séries peuvent aussi étre vues comme des langages avec multiplicité et apparaissent
ainsi naturellement en théorie du codage.

Les themes développés dans cette these se rattachent également a la dynamique sym-
bolique qui est, a l'origine, une méthode pour étudier des systemes dynamiques plus
généraux. Depuis lors, les idées et techniques développées dans ce domaine ont trouvé de
nombreuses applications en théorie de 'information aussi bien qu’en algebre linéaire. Elles
sont utilisées ici d’une part, pour obtenir des propriétés matricielles qui interviennent dans
I’étude du probleme de la hauteur d’étoile et, d’autre part, pour étudier les distributions
de longueurs des codes préfixes.

Ce travail porte plus particulierement sur les séries a coefficients entiers positifs, sur
les séries IN-rationnelles et est centré autour de deux types de questions: le probleme de
la hauteur d’étoile et I’étude des propriétés des distributions de longueurs des codes.

Hauteur d’étoile

Un langage rationnel peut étre vu comme les étiquettes des chemins dans un automate.
Sa hauteur d’étoile est une mesure de la complexité en boucles d’automates associés au
langage.

La notion de hauteur d’étoile d’une expression rationnelle exprimée au moyen de
'union, de la concaténation et de I’étoile, a été introduite par Eggan ([Egg63]). La hau-
teur d’étoile d'un langage formel est le nombre minimal d’étoiles superposées dans une
expression décrivant ce langage. La difficulté de ce probleme vient du fait que, dans le



cas général, il existe une infinité d’expressions asssociées a un langage donné. La hau-
teur d’étoile d'un langage rationnel n’est pas bornée mais elle est décidable : Hashiguchi
([Has89]) a établi 'existence d’un algorithme pour la déterminer.

Par la suite, la notion de hauteur d’étoile a été étendue aux séries en plusieurs variables
non-commutatives (langages rationnels avec multiplicité). La généralisation des résultats
connus pour les langages reste un probleme ouvert. Récemment, Reutenauer ([Reu96))
a montré que pour les séries a coefficients dans un corps, la hauteur d’étoile n’est pas
bornée.

Dans cette these, on a étudié le probleme de la hauteur d’étoile de séries rationnelles
particulieres: les séries IN-rationnelles en une variable. On sait, d’apres un résultat de
Soittola ([Soi76]), que ces séries sont de hauteur d’étoile inférieure ou égale a 2. On s’est
attaché plus particulierement a la caractérisation des séries de hauteur d’étoile 1 et a la
décidabilité de la hauteur d’étoile.

On a obtenu différentes caractérisations des séries IN-rationnelles qui sont de hauteur
d’étoile 1 (Proposition 11 p.78), ainsi qu’un critére permettant de décider de la hauteur
d’étoile d'une classe importante de séries IN-rationnelles en une variable (Théoreme 17
p.78).

L’étude de la hauteur d’étoile des séries IN-rationnelles en une variable repose sur
I’étude de leurs représentations par des matrices et utilise, pour cette raison, des résultats
de théorie des automates et d’algebre linéaire (propriétés spectrales des matrices a coeffi-
cients positifs, en particulier le théoréeme de Perron-Frobenius). On établit, en particulier,
a partir d’un résultat d’Handelman ([Han92]), une caractérisation du rayon spectral d’une
matrice compagnon irréductible a coefficients entiers positifs (Théoreme 10 p.59).

Distribution de longueurs des codes

Le notion de codage évoque un procédé de transformation d’un objet associé a un
procédé inverse, appelé le décodage, qui permet de restituer ’objet initial.

Les débuts de la théorie du codage et de la théorie de 'information datent des travaux
de Shannon de 1948 ([Sha48]). La théorie des codes s’est ultérieurement développée dans
deux directions indépendantes. La premiere est I’étude des codes de longueur constante
dans 'optique de la détection et de la correction d’erreurs. L’autre direction, initiée par
Schiitzenberger en 1955 ([Sch56]), a conduit au développement de la théorie des codes de
longueur variable. Cette théorie est maintenant une branche de I'informatique théorique,
qui a des liens importants avec les langages formels, la combinatoire sur les mots, la théorie
des automates, la théorie des semigroupes et la dynamique symbolique ([BP85]). Son objet
est I’étude des propriétés de factorisations de mots en suites finies de mots appartenant a
un ensemble donné. Un ensemble de mots utilisés pour remplacer les lettres d’un message
est un code si le décodage du message obtenu est unique.

La distribution de longueurs d’un code est la suite d’entiers qui indique la répartition
des mots du code en fonction de leur longueur. Les suites ainsi définies permettent d’ob-
tenir des conditions nécessaires pour qu'un code ait certaines propriétés, en particulier



celles de finitude, de maximalité et de rationalité. Ainsi, quand le code est rationnel, sa
distribution de longueurs est une suite IN-rationnelle.

On peut également s’intéresser au probleme inverse, a savoir: étant donné une série
a coefficients entiers positifs, a quelles conditions peut-on construire un code ayant une
propriété spécifique et cette série comme série génératrice? C’est a ce type de problemes
que 'on s’est intéressé dans le cas des codes circulaires et des codes préfixes.

Les codes circulaires sont ceux pour lesquels tout message lu sur un cercle n’a qu’un
seul décodage. Ils ont été introduits par Golomb et Gordon ([GG65]) en raison de leur
forte propriété de synchronisation. Ils jouent aussi un role important pour leurs applica-
tions a la correction d’erreurs, a l’analyse de séquences biologique (JAM95]), ainsi qu’en
combinatoire ([Sta86] Section 4.7).

On prouve trois nouveaux résultats concernant ces codes:

- On généralise (Théoreme 23 p.116), dans plusieurs directions, la caractérisation
des distributions de longueurs des codes circulaires établie dans le cas d'un alphabet
fini par Schiitzenberger. D’une part, on remplace 'alphabet fini par un alphabet
quelconque (pas nécessairement fini) dont les éléments ont des poids, ce qui permet
d’étendre le résultat a deux distributions de longueurs. D’autre part, on restreint
les conditions, ce qui permet d’établir la décidabilité dans le cas d'une distribution
finie.

- On donne une nouvelle formulation de cette caractérisation (Théoreme 24 p.121).
Ce résultat, établi par des méthodes combinatoires, donne un algorithme de décision
dans le cas d'une distribution finie.

- On établit une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite d’entiers positifs
soit la distribution de longueur d'un code circulaire maximal sur un alphabet fini
(Théoreme 25 p.134).

Les codes préfixes ont été définis par Morse comme les codes dont aucun mot n’est
le début d’un autre. Ils peuvent étre vus comme des codes a décodage instantané, tout
message étant immédiatement décodable au cours de sa lecture de gauche a droite. Un
code préfixe peut etre représenté par un arbre, dans lequel le nombre de fils d'un noeud
est au plus égal a la taille de l'alphabet sur lequel est construit le code. Les feuilles
correspondent alors aux mots du code.

On cherche a caractériser les suites a coefficients entiers qui sont distributions de
longueurs d'un code préfixe rationnel sur un alphabet a k lettres ou de maniere équivalente
les séries génératrices des arbres rationnels dans lesquels chaque noeud a au plus k fils. On
présente une réponse partielle a ce probleme ; plus précisément, on donne, en utilisant un
résultat de Perrin ([Per89]) sur les arbres rationnels, une condition suffisante pour qu’'une
série IN-rationnelle soit la distribution de longueur d’un code maximal sur un alphabet
a k lettres (Théoreme 27 p.150). On met également en évidence les liens entre les codes
préfixes et une classe de séries IN-rationnelles : les DOL-séries.



Cette these est organisée de la maniere suivante. Les deux premiers chapitres sont une
introduction d’une part aux séries rationnelles, vues comme une extension de la notion de
langages, d’autre part aux séries IN-rationnelles en lien avec les matrices positives utilisées
pour les représenter.

La premiere partie est consacrée au probleme de la hauteur d’étoile. On étudie, pour
commencer, le rayon spectral des matrices compagnon a coefficients entiers positifs (Cha-
pitre 1). Dans le Chapitre 2, apres avoir récapitulé les résultats connus pour les langages
rationnels, on étudie ensuite en détail la hauteur d’étoile des séries IN-rationnelles en une
variable.

L’étude des distributions de longueurs des codes circulaires et des codes préfixes fait
I'objet de la deuxieme partie. Apres une rapide présentation des codes, on présente une
étude combinatoire des séries génératrices des codes circulaires (Chapitre 2). Le dernier
chapitre (Chapitre 3) est consacré aux codes préfixes.



Chapitre 1

Des langages aux séries formelles

Ce chapitre est consacré au rappel de définitions et résultats concernant les langages
et les séries formelles. Il présente les liens entre ces deux types d’objets en insistant essen-
tiellement sur les notions de reconnaissabilitité et de rationalité, qui coincident quand les
générateurs ne commutent pas. Pour plus de détails, on pourra consulter [Eil74], [Per90],
[SS78] et [BRSS].

1.1 Langages

On rappelle qu'un monoide est un ensemble muni d’une opération binaire associative,
notée multiplicativement, et d’un élément neutre. Le produit de deux éléments a et b est
noté a.b.

Soit A un ensemble fini ou non, appelé alphabet; ses éléments sont des lettres. Un mot
w sur I'alphabet A est une suite finie d’éléments de A

w = (a,ag,...,a,), avec a; € A pour 1<i<n.

L’ensemble de tous les mots sur l'alphabet A est noté A* et est muni de l'opération
associative définie par la concaténation de deux suites

(al, asg, ..., an).(bl, bg, PN ,bm) = (al, ag,y...,0y, bl, bg, ey bm)
L’associativité de cette opération permet d’écrire
w = ayag - -+ ap

au lieu de w = (ay,as,...,a,), en identifiant chaque élément a de 'alphabet A a la
suite (a). La suite vide, élément neutre pour la concaténation, est appelée mot vide, elle
est notée 1. L’ensemble A* des mots sur I'alphabet A est ainsi muni d’une structure de
monoide et est appelé monoide libre sur A. Les parties de A* sont les langages (formels)
sur I’alphabet A.
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1.1.1 Rationalité

On définit sur 'ensemble des parties du monoide libre A* les opérations rationnelles
suivantes :

— l'union X UY, également notée X + Y,
— le produit XY = {ay |z € X,y € Y},
— Détoile X* = {zy29- -2, |Vn >0, avec z; € X pour 1<i<n}.

Les parties rationnelles de A*, appelées langages rationnels sur I'alphabet A sont alors
les ensembles obtenus a partir des parties finies de A* par une suite finie d’opérations
rationnelles définies précédemment. De facon équivalente, ’ensemble des langages ration-
nels sur A est la plus petite famille de sous-ensembles de A* contenant les parties finies
du monoide libre A* et stable pour les trois opérations rationnelles.

Ezemple 1 Soit A = {a,b}. L’ensemble de tous les mots de A* qui se terminent par la
lettre a est un langage rationnel, il est obtenu en faisant le produit de I’étoile de A et de
I’ensemble réduit a la lettre a.

On définit les expressions rationnelles abstraites comme les termes de ’algebre libre sur
’ensemble AU{0, 1} muni des symboles fonctionnels +, ., x. Il existe alors une application,
notée e — |e| de cette algebre de termes sur 1’algebre des langages rationnels sur ’alphabet
A définie inductivement de la maniere suivante :

/=0, [1]=A{1}, VacA la={a}

e+l =le[+ €], le.e| = [elle'],
le*] = le]™.

On suppose, de plus, que I'application e — |e| satisfait les axiomes rendant I'opéra-
tion + idempotente et commutative, le produit associatif et distributif par rapport a +
et vérifie également les regles usuelles pour 0 et 1:

le+ €| =|e + ¢ le+e| = |e]

le.(e +€")| = le.e +e.e’| |(€+¢€").el=]e.e+ e e
le.(e’.€”)| = |(e.e)).€”| 0+ e| =le+ 0| = |e]
|l.e] = |e.1| = |e] 0.e| = |e.0] = |0

Ces hypotheses sont cohérentes avec la définition de I'application e — |e].
Par souci de lisibilité, en ’absence d’ambiguité, on notera e 1’ensemble |e| et on préfé-
rera l'écriture ee’ a e.e’.
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Ces expressions sont utilisées pour représenter les langages rationnels.

Ezemple 2 Soit A = {a,b}. L’ensemble X de tous les mots de A* qui se terminent par la
lettre a, peut étre représenté par ’expression rationnelle

X =(a+b)a

Cependant, plusieurs expressions rationnelles distinctes peuvent décrire un méme langage
rationnel. Ainsi I'ensemble des mots qui s’écrivent sur I'alphabet A = {a,b} peut étre
décrit par les expressions (a + b)* et (a*b)*a*.

De facon plus générale, quelles que soient les expressions e et f, les interprétations
des expressions rationnelles associées a (e + f)* et (e* f)*e* sont égales, cette relation est
appelée une identité et est alors notée

(e+ f) = (e f)e".
Il existe, en particulier, des identités, a l'image de celle qui vient d’étre décrite, reliant

I’étoile aux autres opérations rationnelles. Cette propriété est la source du probleme de
la hauteur d’étoile qui sera explicité dans ce qui suit.

Ezemple 3 Identités mettant en relation des expressions rationnelles dont la hauteur
d’étoile differe
Pour toutes expressions e et f, les deux membres des identités
(e+ f) = (e f) e,
L+ e+ /) f = (f)

représentent les mémes langages.

D’apres un résultat du a Redko et Salomaa (cf. [Con71]), tout systeme complet d’iden-
tités sur un alphabet a deux lettres est infini. Des résultats plus récents sur les identités
sont présentés dans [Kro91la], [Kro91b] et [Kro92].

1.1.2 Reconnaissabilité

On rappelle quelques définitions relatives aux automates, pour plus de détails on
pourra se reporter a [Eil74] ou [Per90].
Soit A un alphabet. Un automate sur 'alphabet A est un quadruplet

A= (Q,1,FF)

constitué d’un ensemble () d’états, de deux sous-ensembles I et F' de () appelés respecti-
vement ensembles des états initiaux et finauz, et d'un ensemble

ECQxAxQ
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dont les éléments sont des transitions. Une transition f = (p,a, q) est également notée
fip—q

La lettre a est 1’étiquette de la transition. L’automate est fini quand 'ensemble @) de ses
états est de cardinal fini.

L’automate est déterministe s’il ne possede qu’un seul état initial et si, pour tout état
p de @) et toute lettre a de A, il existe au plus un état ¢ de @) tel que

f:p-q€E.

L’ensemble des états initiaux d’un automate déterministe n’ayant qu'un seul élément, il
sera souvent noté ¢ au lieu de I. Un automate déterministe est dit complet si pour tout
état p de Q) et toute lettre a de A, il existe au moins un état ¢ de Q) tel que

fip—q

Quand l'automate est déterministe, ses transitions définissent une fonction partielle,
appelée fonction de transition de Q X A dans @), qui, a tout couple (p,a) avec p € @ et
a € A, associe p.a défini par

p'a:{q st (pa,q) € F

non défini, sinon.
Cette fonction est étendue aux mots de A* en posant

Vpe@, pl=p et Yw e A" ,a € A pwa = (pw).a.

Deux transitions de A, (p,a;,q) et (¢, a;,¢’), sont dites consécutives dans A si ¢ = p'.

Un chemin dans 'automate A est une suite finie
C=C1Co**"Cp
de transitions consécutives
¢i = (qi,ai,qiv1), 0<i<n-—1.

L’entier n est la longueur du chemin c, les états q; et g,41 respectivement son origine et
sa fin. On écrit
C 4o i> qn,

ou w = ajas - - - an, etiquette du chemin, est le résultat de la concaténation des étiquettes
des transitions qui constituent le chemin c. Par convention, il existe, pour tout état g € @,
un chemin de longueur nulle d’extrémités ¢ étiqueté par le mot vide de A*. On appelle
cycle un chemin allant d'un état a lui-méme et passant au plus une fois par les autres
états de 'automate et boucle un cycle de longueur 1.
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Un chemin ¢ : i—t est réussisi i € I et t € T. L’ensemble reconnu par 'automate A,
noté L£(A) est 'ensemble des étiquettes des chemins réussis. Deux automates qui recon-
naissent le méme langage sont dits équivalents. Un langage X C A* est dit reconnaissable
s'il existe un automate fini A tel que X = L(A).

Un état p est dit accessible s’il existe dans 'automate un chemin allant d’un état
initial a 1’état p, il est dit coaccessible s’il existe un chemin allant de p a un état final.
Un automate est émondé si tous ses états sont simultanément accessibles et coaccessibles.

Si P est 'ensemble des états accessibles et coaccessibles d'un automate A = (Q, I, F, E),
alors 'automate émondé A' = (PNQ,PNI,PNF,E"), ou

E=En((PNQ)xAx (PNQ))

est équivalent a A.

Remarque 1 La définition d’un langage reconnaissable n’implique pas un choix privilégié
du sens de lecture. En effet, un ensemble X est reconnaissable si et seulement si I’ensemble
X obtenu en retournant les mots de X est reconnaissable.

Ezemple 4 Dans l'exemple suivant (Figure 1.1), I'alphabet est A = {a, b}, I’état initial
est noté par un fleche entrante et I’état final par un double cercle. On adoptera désormais
cette convention.

F1G. 1.1 — Automate A, L(A) = ((a*b)?)*

Automate minimal et monoide syntactique

On définit maintenant, pour un langage X donné de A*, un automate déterministe
particulier A(X) = (Q, i, F, F) associé a ce langage.
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Les états de A(X) sont les ensembles non vides
w'X ={r e A" |wr € X} pour w € A"

I’état initial ¢ est X = 171X et les états finaux sont ceux qui contiennent le mot vide. La
fonction partielle de transition est définie pour un état Y = w='X et une lettre a de A
par

Ya=a'Y si a 'Y #0.

Dans ces conditions, le langage reconnu par A(X) est X et 'automate A est appelé
'automate minimal (pour la lecture de gauche a droite), car le nombre d’états de A est
minimal parmi les automates déterministes qui reconnaissent X .

On peut définir de maniere analogue I'automate minimal & droite (i.e., pour la lecture
de droite a gauche) associé au langage X, en considérant les ensembles

Xw™! pour w € A*.

Un langage est reconnaissable, quand son automate minimal (& droite ou a gauche)
est fini.

Exemple 4 (suite) L’automate minimal (pour la lecture de gauche a droite) du langage
((a*b)?)* est celui de la Figure 1.1.

Ezemple 5 Soit A = {a,b} et X I'ensemble des mots de A* qui se terminent par ab. Alors
X est décrit par expression rationnelle (a+b)*ab. Son automate minimal (pour la lecture
de gauche a droite) est celui de la Figure 1.2.

Fic. 1.2 — Automate minimal a gauche de (a + b)*ab

La comparaison avec 'automate minimal (pour la lecture de droite a gauche) donné
par la Figure 1.3 montre que les deux automates minimaux peuvent étre sensiblement
différents.
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a,b

Fi1a. 1.3 — Automate minimal a droite de (a + b)*ab

A tout automate déterministe, on peut associer un monoide de la maniére suivante.
Soit A = (Q, 1, F, E) un automate déterministe et soit I" le monoide des fonctions partielles
de @ dans @, la loi de composition étant définie (en notant les fonctions a droite: gy au
lieu de v(q)) par

VgeQ, Vy,2€l,  q(nrr)=(g71)r

Soit ¢ la fonction qui a tout mot w de A* associe la fonction partielle ¢(w) de @ dans @
définie par
qp(w) = qw

Alors ¢ est un morphisme de A* dans le monoide des fonctions partielles de (). Le sous-
monoide ¢(A*) est appelé le monoide des transitions de 'automate A.

On introduit la notion de monoide syntactique d'un langage. Il est isomorphe au
monoide des transitions de ’automate minimal (Proposition 1) et sa structure reflete de
nombreuses propriétés du langage. Soit X C A*, on définit 'ensemble C'y des contextes
d’un mot w de A* selon X, en posant

Cx(w) = {(u,v) € A* x A" | uwv € X}.
La congruence syntactique ox de X est alors la relation d’équivalence sur A* définie par
w=w & Cx(w) = Cx(w'),

autrement dit, deux mots sont équivalents s’ils ont mémes contextes dans X. Comme
une congruence ést une relation d’équivalence compatible avec la structure de monoide,
le monoide quotient de A* par ox est appelé le monoide syntactique de X.

Proposition 1 Soit X C A*. Le monoide syntactique de X est isomorphe au monoide
des transitions de [’automate minimal de X.

Ce résultat permet d’établir des propriétés du monoide syntactique sans le calculer
explicitement. En particulier, en remarquant que le complémentaire de X dans A* est re-
connu par ’automate obtenu a partir de I'automate minimal de X en changeant I’ensemble
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des états finaux 7" en son complémentaire dans (7, on obtient que le complémentaire d’un
langage reconnaissable X est reconnaissable et a le méme monoide syntactique que X.

Enfin, on énonce le théoreme fondamental montrant le lien entre les langages rationnels
et les langages reconnaissables.

Théoréme 1 (Kleene) Soit A un alphabet fini. Un ensemble X C A* est reconnaissable
si, et seulement si, il est rationnel.

La preuve originale de ce résultat se trouve dans l'article [Kle56]. Ce théoréme peut
également étre vu comme la conséquence d’un théoréme de Schiitzenberger (Théoréeme 2
p.17) sur les séries.

1.2 Séries formelles

Dans ce qui suit, on définit les séries formelles ainsi que les notions de reconnaissabilité
et de rationalité associées. Le terme “formel” indique que 'on s’intéresse surtout aux
diverses opérations définies sur les séries plutot qu’a leur sommation. A la différence des
séries étudiées en combinatoire, les variables ne commutent pas. Dans les deux approches,
I’ensemble des séries est considéré comme une structure algébrique. Dans le cas de séries
en une seule variable, les points de vue se confondent.

1.2.1 Séries: applications dans un demi-anneau

On rappelle qu'un demi-anneau K est un ensemble muni de deux lois de composition
interne, la somme et le produit, notées + et . vérifiant les propriétés suivantes:

- (K, +) est un monoide commutatif dont ’élément neutre est noté 0.

- (K, .) est un monoide dont I’élément neutre est noté 1.

- Le produit est distributif par rapport a ’addition.

-Vze K, 0.z=20=0.

Soient A un alphabet et A* le monoide libre engendré par A. On définit une série s
sur 'alphabet A a coefficients dans un demi-anneau K comme une application
s: A=K
w— (s, w),

ou 'image (s,w) d’'un mot w est appelé le coefficient de w dans la série s. La série s est
notée comme une somme formelle

L’ensemble des séries formelles sur A & coefficients dans K est noté K((A)) et muni
d’une structure de demi-anneau. La somme de deux séries s et s’ de K((A)) est définie
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par

s+ = ((s,w)+ (s, w)w.

weEA*

et le produit (de Cauchy) par

ss’ = Z( Z (s, w1) (s, we))w.

wEA* wiwe=w

Remarque 2 On peut également définir les séries sur un monoide M quelconque au lieu de
faire le choix d’un monoide libre, cependant la définition du produit pose alors quelques
difficultés si un mot admet un nombre infini de factorisations.

Dans le cas ou 'alphabet A est réduit a un singleton et o K est le demi-anneau IN
des entiers naturels, on obtient les séries a coefficients entiers positifs en une variable.

Support d’une série

On définit le support d'une série s comme ’ensemble des mots ayant un coefficient non
nul dans s

supp(s) = {w € A" | (s,w) # 0}.

Le sous-ensemble des séries ayant un support fini est noté K(A) et ses éléments sont
appelés les polynomes. Le support d’une série s appartenant a K ((A)) est un langage sur
I’alphabet A.

Réciproquement, un langage X C A* ou A est un alphabet peut étre vu comme une
application a valeurs dans I’anneau des booléens ou dans IN

X: A*— B={01}
{1 sizxeX
T—

0 sinon.

On obtient ainsi la série caractéristique X du langage X donnée par

X = Z X(x)z.

TEA*

1.2.2 Séries rationnelles

Soient A un alphabet et K un demi-anneau. On appelle expression rationnelle sur
un alphabet A avec multiplicité dans K toutes les expressions écrites sur A U {1} a
coefficients dans K a l'aide des opérateurs rationnels +, ., *. La multiplicité (E,z) d'un
mot x relativement a une expression rationnelle E est alors le coefficient avec lequel ce
mot apparailt dans l’expression.
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De maniere plus formelle, la multiplicité peut étre définie par les regles récursives
suivantes :

Vke K, Vre A" (kx,z) =k,
(E+ F,x) = (E,x) + (F, z),
(B.F,z) =Y (E,u)(Fv),

UV=T

(B 2)=> " > (Ew)(B u).. (B u),

n>0 r=uy...un

avec les regles, pour a,b € A,
(a,b) =0 si a#b et 1 dansle cas contraire,

(1,z) =0 si x#1 et 1 sinon,
et, enfin, pour tout mot z, (0, z) = 0.

La notion de multiplicité permet de considérer, les séries K-rationnelles comme des
langages rationnels avec multiplicité dans un demi-anneau K. Ainsi, comme pour les lan-
gages, si K est un demi-anneau, une série est dite K-rationnelle si et seulement si elle
peut étre obtenue a partir de polynomes a coefficients dans K a ’aide des trois opérations
rationnelle suivantes :

- la somme,

- le produit

- Popération unaire étoile définie, quand P(0) =0, par P* =) ., P".

Dans ces conditions, les langages rationnels sont les séries rationnelles a coefficients dans
le demi-anneau de Boole.

Ezemple 6 Soient K = Z, x une lettre de I'alphabet A et s la série définie par
s = Z |w|w.
wEA*

Comme la série caractéristique de A* et le produit de séries rationnelles sont rationnels,
il en de méme de la série A*z A*. Or,

(A'z A" w) = ) 1= |l

urt=w

s = Z |w]w

wEA*

On en déduit que la série

est rationnelle.
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Une autre propriété relie langages et séries: les langages rationnels sont exactement les
supports des séries IN-rationnelles. Ce résultat est encore vrai quand le demi-anneau K est
fini mais ne l'est pas de fagon générale ; en particulier, il existe des séries Z-rationnelles
dont le support n’est pas un langage rationnel (cf Exemple 13 p.36).

1.2.3 Séries reconnaissables

On introduit maintenant la notion d’automate avec multiplicité. Un automate sur A
avec multiplicité dans K

A=(Q,I,T,M)

est défini de la maniere suivante. L’ensemble () est I’ensemble fini des états de I’automate
et I,T, M sont des matrices indexées par () de tailles respectives 1 x n, n x 1 et n x 1 si
n est le cardinal de (). Les coefficients de I et T sont des scalaires de K. Ceux de M sont
soit nuls, soit des polynomes de degré 1. De plus, si

n
Mpq:Zkiai avec k; € K,a; € A pour 1<i<mn,
i=1

alors il existe dans 'automate A une transition de ’état p a 1’état g ayant pour étiquette
ce polynome.
Si ¢ est le chemin

nln

kia1 k
pP—q—...7qp1 — ¢,

alors son étiquette est kw, ou k est le produit des coefficients k; et ou w est obtenu par
concaténation des lettres a;, sa longueur est la méme que celle du mot w. Par suite, le
langage avec multiplicité £(.A), reconnu par 'automate, est décrit par

L(A)=IM'T avec M*=Y» M

1>0

Une série formelle s appartenant a K((A)) est dite reconnaissable sl existe un auto-
mate A = (Q, I, T, M) sur A, avec multiplicité dans K, tel que

L(A) =s.

Le triplet (I, M,T) est appelé une représentation linéaire de la série s.
De maniere équivalente, une série s est dite reconnaissable s’il existe un entier n > 1,
un morphisme de monoides
o AY — K
(K™ muni de sa structure multiplicative) et deux vecteurs [ € K'*" et ¢ € K™ tels
que, pour tout mot w,

(s,w) = lp(w)e.

Le triplet (I, 1, c) est alors une représentation linéaire de la série s et n est sa dimension.
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FExemple 7 La série de Fibonacci
Soit A = {z} et soit, pour tout entier n, a, la multiplicité de 2", c’est-a-dire le nombre
de chemins réussis de longueur n dans 'automate suivant (Figure 1.4).

Z
Z
O
~~—0_
Z

Fic. 1.4 — Nombre de chemins de longueur n : le n€me pombre de Fibonacci

On a alors
ap=1 et a3 =1.

De plus, pour tout entier n supérieur a 2, tout chemin réussi w s’écrit

On en déduit que
Gp = Gp—2 + Qp_1,

I’entier a,, est égal au nieme nombre de Fibonacci. Le langage avec multiplicité £ reconnu
par 'automate est alors décrit par la série

L= Zanz" = (2 + 2)*".

n>0

Remarque 8 Dans le cas de séries en une seule variable, on supprimera désormais la lettre
dans les étiquettes des transitions et seules apparaitront les multiplicités.

Représentation linéaire minimale

Quand K est un anneau commutatif, Reutenauer ([Reu80]) a introduit une notion
analogue a celle de monoide syntactique d’un langage: 'algébre syntactique d’une série.
La notion de congruence est remplacée par celle d’idéal, 1’idéal syntactique Z, d’une série
s € K{{X)), considérée comme une application linéaire sur I’espace des polynomes, étant
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le plus grand idéal bilatere de K (X') contenant le noyau de la série s. L’algebre syntactique
de s est alors le quotient de 1'algebre libre K (X) par Z,. Dans ces conditions, une série est
reconnaissable si, et seulement si, son algebre syntactique est de dimension finie. La notion
d’idéal syntactique unilatere remplace celle d’automate minimal : I'idéal syntactique droit,
par exemple, de s étant

I¢={Pc K(X)|soP=0}

ol I'opération o est définie s o u = u~'s pour tout mot u € X* et étendue par linéarité a
K(X).

Quand K est un corps, la représentation minimale d'une série s est une représentaion
linéaire de taille minimale parmi toutes les représentations de s. D’apres un résultat de
Schiitzenberger, deux représentations minimales d’une méme série sont similaires, autre-
ment dit, les représentations minimales d’une série sont sur une méme orbite pour ’action
du groupe G1,,(K) sur K™*™ (ou n est la dimension d’une représentation minimale de s).
Quand une série est reconnaissable, la dimension d'une représentation minimale est égale
a la codimension de ses idéaux syntactiques ([CP71] et [F1i74]).

Le théoréeme fondamental

Le théoreme de Kleene ([Kle56]) qui établit 'équivalence entre rationalité et recon-
naissabilité pour les langages (séries a coefficients dans le demi-anneau des booléens) peut
étre étendu aux séries formelles en plusieurs variables non-commutatives a coefficients
dans des demi-anneaux quelconques ([Sch61]). Il s’énonce alors de la maniére suivante.

Théoréme 2 (Schiitzenberger) Une série formelle en plusieurs variables non-com-
mutatives est K-rationnelle si, et seulement si, elle est reconnaissable par un automate
avec multiplicité dans K.






19

Chapitre 2

Séries IN-rationnelles en une variable

Ce chapitre constitue une introduction aux séries IN-rationnelles en une variable qui
sont des séries formelles particulieres que ’on peut définir de plusieurs manieres équivalen-
tes. L’une de ces définitions est la suivante : ce sont les langages rationnels avec multiplicité
sur un alphabet réduit a une unique lettre. Le coefficient d’ordre n est alors le nombre
de chemins de longueur n d’un graphe orienté G, plus précisément, du graphe orienté des
états d’un automate reconnaissant la série.

Dans ce qui suit, on présente différents types de caractérisations, analytique et algé-
brique, des séries IN-rationnelles en une variable.

Les raisonnements ultérieurs reposent essentiellement sur 1'utilisation des propriétés
de leurs représentations linéaires, et, plus généralement, sur I'exploitation des résultats
connus sur les matrices a coefficients positifs (on pourra consulter sur ce sujet [Gan59]
tome 2, [Min88], [BP79] et [LM95]).

L’étude des propriétés de ces matrices a débuté avec le théoreme de Perron publié en
1907 ([Per07]), bientot étendu par Frobenius ([Frol2]), et maintenant connu sous le nom
du théoreme de Perron-Frobenius (Théoreme 5 p.22). Ce résultat donne en particulier
une propriété fondamentale du spectre de telles matrices: elles ont pour rayon spectral
une de leurs valeurs propres. Depuis, plusieurs tentatives ont été faites pour établir une
réciproque a ce théoreme par une caractérisation des applications linéaires pouvant étre
représentées par une matrice positive. Une possibilité consiste a étudier les conditions
pour qu'un n-uplet soit le spectre d’une telle matrice (cf. [BP79], [BH91] et [LM95]). Une
autre direction réside dans ’étude des conditions pour qu’une suite de nombres positifs
soit I'image, par une forme linéaire positive fixée, de l'orbite d'un vecteur par ’action
d’une matrice positive. De telles suites ne sont autres que les suites rationnelles positives.
Un théoreme de Soittola (Théoreme 8 p.30) résout le probleme qui vient d’étre évoqué
et donne une caractérisation des suites rationnelles positives vérifiant une relation de
récurrence linéaire.

Ce dernier résultat, établi a 'aide d’autres techniques par Katayama, Okamoto et
Enomoto ([KOETS8]), constitue également une caractérisation analytique de ces séries par
les poles de leurs fonctions génératrices.
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Dans la premiere section de ce chapitre, on rappelle les propriétés des matrices positives
dont on aura besoin ultérieurement. On introduit également les matrices a coefficients
polynomiaux qui permettent de représenter les graphes étiquetés de maniere plus concise
et dont le spectre est, aux valeurs propres nulles pres, celui de la matrice adjacente du
graphe.

La deuxieme partie (Section 2.2 p.28) est consacrée aux séries IN-rationnelles en une
variable et a leur caractérisation par le théoreme de Soittola (Théoreme 8 p.30).

2.1 Matrices positives

Dans ce qui suit, on donne une présentation de résultats connus sur les matrices carrées
positives, i.e. les matrices carrées a coefficients positifs ou nuls (cf. [Gan59] tome 2, [Min88|
ou [BP79]). Les propriétés des matrices a coefficients entiers positifs constituent un outil
important pour I’étude des séries IN-rationnelles a partir de leurs représentations linéaires.

2.1.1 Matrices a coefficients positifs

Une matrice carrée est dite positive, respectivement strictement positive, si ses coeffi-
cients sont positifs ou nuls, respectivement strictement positifs.

On note M > 0, respectivement M > 0, une matrice positive, respectivement stricte-
ment positive. Ces deux relations d’ordre partiel sur les matrices de taille quelconque fixée
sont des comparaisons, coefficient par coefficient ; ainsi deux matrices M et M’ vérifient

M > M = Vi, j m;; > m;j

et
!/ .. !/
M > M & Vi, g mg > my;.
Le graphe orienté Gy, associé a une matrice M de taille n, est constitué de n sommets,
notés 1,2,...,n, et d’arcs de ¢ a j étiquetés m;; si et seulement si m;; # 0.

Exemple 8 La matrice My conduit ainsi au graphe suivant (Figure 2.1)

Matrice associée

10
ve= (1)

Fi1G. 2.1 — Matrice réductible
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On rappelle que le polynome caractéristique d’'une matrice M est le polynome
xu(z) = det(zld — M),

ou Id est la matrice identité. Ses racines sont appelées les valeurs propres de la matrice M.
L’ensemble de toutes les valeurs propres d’une matrice constitue son spectre et le module
maximal des éléments du spectre est son rayon spectral. Enfin, un vecteur propre de M
associé a une valeur propre A est un vecteur non nul v tel que Mv = \v.

Propriétés générales

On commence par énoncer le principal résultat concernant les matrices positives connu
sous le nom du théoréeme de Perron-Frobenius.

Théoréme 3 (Perron-Frobenius) Soit M une matrice positive. Alors M a une valeur
propre réelle positive \, supérieure aux modules de toutes les autres valeurs propres de M.
La valeur propre \ est donc rayon spectral de la matrice. De plus, a cette valeur propre
correspond un vecteur propre positif.

Dans ce qui suit, On précise, sous des hypotheses supplémentaires, les propriétés du spectre
des matrices positives (Théoreme 5 p.22).

Une permutation peut étre vue comme une opération qui consiste a réordonner simul-
tanément les indices des lignes et des colonnes d’une matrice (ou les sommets du graphe
associé). Elle est représentée par une matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls a
I’exception d’un coefficient dans chaque ligne et chaque colonne qui est égal a 1. On note
P! = (pj;) la transposée d'une matrice P = (p;;), définie par

Si P est une permutation, alors P~ = P!

On rappelle que la relation de congruence sur les matrices carrées est définie de la
facon suivante: deux matrices M et N sont dites congruentes s’il existe une matrice de
permutation P, i.e., P~! = P! telle que PM P! = N.

Une matrice carrée positive M est dite réductible si elle est congrue a une matrice
triangulaire par blocs, i.e. , s’il existe une permutation P qui la rende triangulaire par

blocs, soit
M 0
PMP' = ,
( My My )

ou My, et Msy sont des matrices carrées. Dans la cas contraire, la matrice M est dite
irréductible.



22 CHAPITRE 2. SERIES IN-RATIONNELLES EN UNE VARIABLE

Théoréme 4 Si M = (m;j)i<ij<n €St une matrice positive ayant pour rayon spectral
A, alors X appartient a ['intervalle déterminé par les valeurs extrémes des sommes des
coefficients des lignes de la matrice M, soit

n n
min E my; < A < max E Mj .
i 4 i 4
=1 =1

De plus, si M est irréductible, alors [’égalité est atteinte d’un coté quelconque de l'inégalité
si, et seulement si, les sommes de chacune des lignes de la matrice M sont égales.

La preuve est donnée, par exemple, dans [Min88] (Théoreme 1.1 p.24).

Matrices irréductibles

Dans le cas de matrices irréductibles, on peut préciser ’énoncé du théoreme de Perron-
Frobenius de la maniere suivante.

Théoréme 5 (Perron-Frobenius) Si la matrice M est irréductible alors son rayon
spectral \y; est une valeur propre simple de M, les autres valeurs propres de M de module
A sont également simples ; de plus, la matrice M a un vecteur propre strictement positif
x correspondant a la valeur propre Ay et tout vecteur propre positif de M, associé a Ay,
est un multiple de x.

— 51 une matrice irréductible M a p valeurs propres de module A\yy =,
Ao = 7"6’00,)\1 = rewl, Ce Apo1 = re-1 o 0=60,<0,<...< 0p,—1 < 2m,
alors ces nombres sont les p racines distinctes de [’équation zP — rP = 0.

— Plus généralement, le spectre S = {Xo, A1,..., A\n_1} de M est stable par la rotation
d’angle 2 /p du plan complexe.

Le nombre p de valeurs propres de M de module \y; est appelé période de M. Si p
est strictement supérieur a 1, M est périodique de période p. Si p = 1, la matrice M est
primaitive.

Comme 'unique vecteur propre positif, & un coefficient multiplicatif pres, d’'une ma-
trice irréductible M correspond au rayon spectral A de M, le rayon spectral s’interprete
comme un min max ou comme max min, ¢.e.,

A\ = max {min Wx)i} = min {max (Mm)i} .

>0 z;>0 x; x>0 x; >0 x;

Remarque 4 Sila matrice M est strictement positive, alors son rayon spectral \y; est une
valeur propre simple, strictement supérieure aux modules des autres valeurs propres de la
matrice M.
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On donne maintenant une caractérisation simple de I'irréductibilité.
Théoréme 6 Une matrice positive M = (my;) est irréductible si, et seulement s,
V(i,7), In>0 tel que (M");; > 0.
Elle est primitive si, et seulement si,

dn >0 tel que V(i,7) (M");; >0.

Remarque 5 Soit m le degré du polynome minimal de M. Si la matrice M est irréductible,
alors, pour tout couple (i, ), 'entier n satisfaisant (M™);; > 0 peut étre choisi tel que
-n<msii=]
-etn<msii#jJ.
Ce résultat est du a Gantmacher ([Gan59)).

Ces caractérisations des matrices irréductibles et primitives s’interpretent en termes
de graphes de la fagon suivante.

On rappelle préalablement qu’un graphe orienté G est fortement connexe si pour tout
couple (i, 7) de sommets de G, il existe un chemin (ou une suite d’arcs) de ¢ a j. Comme
(M™);; > 0 si, et seulement si, il existe une suite de n arcs de ¢ & j, une matrice M est
irréductible si, et seulement si, le graphe associé GG, est fortement connexe.

Ezemple 9 Les graphes des Figures 2.2 et 2.3 (p.24) étant fortement connexes, les matrices
associées, respectivement Mp et M, sont irréductibles.

En revanche, comme il n’existe aucun chemin de I’état 1 a 1’état 2 dans le graphe de
la Figure 2.1 (p.20), la matrice Mg est réductible.

Matrice associée

~—

Fi1a. 2.2 — Matrice primitive
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Proposition 2 Si M est irréductible, sa période est égale au pgced des longueurs des
cycles de son graphe associé.

Comme, de plus, une matrice positive a un coefficient strictement positif dans sa
diagonale principale si, et seulement si, son graphe associé contient au moins une boucle,
i.e., un cycle de longueur 1, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 1 Une matrice irréductible dont la trace est strictement positive est primitive.

Exemple 10 La matrice Mp (Figure 2.2 p.23) est primitive, alors que la matrice M;
(Figure 2.3) est irréductible de période 2.

Matrice associée

— 011
OB OWRO NN

F1G. 2.3 — Matrice irréductible

Soit. M une matrice non nulle et irréductible de période p. On dit que deux états 7
et j sont périodiquement équivalents s’il existe, dans le graphe associé a M, un chemin
de 7 a j dont la longueur est divisible par p. La relation ainsi définie sur les états de
la matrice M est une relation d’équivalence qui induit une partition des états de M en
classes périodiques.

Proposition 3 Soit M une matrice irréductible non nulle de période p. Alors il existe
exactement p classes périodiques, qui peuvent étre ordonnées en Dy, Do, ... D, telles que
chaque transition du graphe associé a M va de D; a D;yq (ou 6 Dy sii=p).

La matrice M est alors congrue a

0 My 0 0
0 0 My 0
PMP' = | : : o
0 0 0 ... M.y,
My 0 0 ... 0

ol les blocs nuls de la diagonale sonts des matrices carrées et les matrices My, ...
sont rectangulaires et indexées, respectivement, sur Dy x D,, ..., D, X D;.
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Par suite, la matrice MP peut étre mise sous forme diagonale par blocs ot chacun des
blocs diagonaux est une matrice primitive représentant les chemins dont les extrémités
sont contenus dans une méme classe périodique. Soit

My 0 ... 0
PMPPt — _M2 0
0 0 M,

ou les matrices
M; = Migi1yMigryive) - - - M1y (avec M1y = M, quand j = p)

sont primitives de rayon spectral A”; si A est le rayon spectral de M.

La période d’une matrice M est liée aux coefficients de son polynome caractéristique.
Proposition 4 Soit M une matrice irréductible ayant pour polynome caractéristique
xum(z) = 2" +arz™ + -+ ap2"™,

ou les coefficients a; sont non nuls et oun > ny > --- > ng. Alors la période p de la
matrice M est le plus grand commun diviseur des différences n—nq,nqy—ng, ..., Ng_1—Ng.

La valeur propre maximale d’une matrice irréductible joue un roéle important dans le
comportement des coefficients de la matrice ; quand la matrice est primitive, elle détermine
completement leur comportement asymptotique.

Théoreme 7 Soit M une matrice primitive ayant pour valeur propre mazximale X. Soient
v, w les vecteurs propres droit et gauche associés, 1.e., les vecteurs v et w strictement
positifs normalisés tels que Mv = Av, wM = wA et w.v = 1. Alors, pour tous i et j,

(M")i; = (viw; + pij(n))A",
ou pij(n) = 0 quand n — oo.

La preuve de ce résultat est exposée, par exemple, dans [LM95] (Théoreme 4.5.12 p.130).

Matrices réductibles

D’une fagon générale, les propriétés des matrices irréductibles ne sont pas conservées
dans le cas de matrices réductibles. Cependant, comme toute matrice positive M peut étre
représentée comme la limite d’une suite de matrices M; strictement positives et, par suite,
irréductibles: M = lim;_,,, M;, certains résultats établis pour les matrices irréductibles
peuvent étre étendus sous une forme plus faible aux matrices positives quelconques par
passage a la limite.
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Si M est une matrice positive réductible, alors il existe une permutation P qui la rend

triangulaire par blocs, soit
My; O
PMP! = ,
( My, Ma, >
ou My, et My sont des matrices carrées. Si la matrice M7y ou Moy est elle-méme réductible,

elle peut, de maniere analogue, étre mise sous une forme triangulaire par blocs. Ainsi, par
une suite de permutations, on obtient le résultat suivant.

Proposition 5 Si M est une matrice positive réductible, elle s’écrit, a une permutation
pres, sous la forme suivante :

My 0 ... 0
o | Mot Moz 0
Msl M82 Mss

ot chacun des blocs diagonaux My est une matrice irréductible ou réduite a un unique
coefficient nul. Une matrice irréducticle sous forme triangulaire est réduite a un bloc
UNILQUE.

Le rayon spectral \ d’une matrice réductible M est alors le maximum des rayons
spectraux des blocs diagonaux de son écriture sous forme triangulaire

A= 121;222 {\i | i rayon spectral de My} .

On peut remarquer que les blocs diagonaux de I’écriture sous forme triangulaire d’'une
matrice positive M quelconque sont les matrices correspondant aux composantes forte-
ment connexes du graphe Gy, associé a la matrice M. Les blocs M;; avec ¢ > j, situés
sous la diagonale principale, décrivent, quant a eux, les transitions entre les différentes
composantes fortement connexes.

2.1.2 Matrices a coefficients polynomiaux

On sait qu'une matrice de taille n a coefficients dans IN peut étre considérée comme
la donnée d'un graphe orienté a n sommets par sa matrice adjacente.

Cependant, on peut également représenter un graphe orienté en utilisant des matrices
a coefficients dans zIN[z]| (i.e., ensemble des polynomes a coefficients dans IN en une
variable n’ayant pas de terme constant non nul). On obtient ainsi une représentation plus
concise du graphe, tout en préservant 1'usage d’arguments matriciels et algébriques. Pour
une synthese sur ces matrices, on pourra se reporter a [Boy94].

Soit M une matrice de taille n a coefficients dans zIN[z]. On construit, & partir de
la matrice M, un graphe orienté de la maniere suivante. L’ensemble des sommets du
graphe contient un ensemble de n sommets (soit, 1,2,...,n) qui indexent les lignes et
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les colonnes de la matrice M. Si M;; = >, apz", on construit a; chemins de longueur k
allant du sommet 7 au sommet j, de sorte que chaque sommet interne de ces chemins (un
chemin de longueur k a k — 1 sommets internes) n’ait qu’une transition entrante et une
transition sortante et soit distinct des sommets distingués 1,2, ...,n. Ce procédé produit
un graphe qui a beaucoup plus de n sommets (d’ou la concision de la représentation). La
matrice adjacente du graphe est alors une matrice & coefficients dans {0, 1}.

Une autre maniere de représenter le coefficient azz* consiste & construire un unique
chemin de longueur n, dont les sommets internes vérifient les conditions précédentes,
mais dont toutes les transitions, sauf une, sont étiquetées par 1, la derniere ayant, quant
a elle, pour étiquette a,. La matrice, adjacente du graphe étiqueté ainsi obtenu, est alors
une matrice a coefficients entiers positifs ou nuls. Cette transformation sera préférée a la
précédente, la majorité des considérations présentées dans ce qui suit ayant trait a des
matrices intégrales (i.e., a coefficients dans IN).

0 22
M = ( 223 32+z3>

conduit, par le deuxieme procédé décrit, au graphe orienté suivant (Figure 2.4).

FEzxemple 11 La matrice

3

F1G. 2.4 — Graphe associé a la matrice polynomiale M

On appelle “rome” d'un graphe orienté G tout ensemble de sommets de G tel que
tout chemin suffisamment long du graphe passe par au moins un sommet du “rome”. Par
exemple, I'ensemble constitué des sommets 1 et 2 constitue un “rome” du graphe de la
Figure 2.4. L’ensemble ne contenant que le sommet 2 en est un également, c’est d’ailleurs,
dans ce cas précis, le plus petit “rome” du graphe. On peut remarquer qu’il existe toujours
un plus petit “rome”, mais ce dernier n’est pas nécessairement unique.

Etant donné un “rome” dans un graphe orienté, on peut inverser la procédure de
transformation qui vient d’étre décrite et obtenir une représentation matricielle M a
coefficients dans zIN|[z], o M est de taille n si le “rome” a pour cardinal n. Si N est une
matrice a coefficients dans IN, adjacente d'un graphe orienté, alors z/N est une matrice
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a coefficients polynomiaux qui représente le graphe dans la nouvelle formalisation. Cette
matrice peut étre obtenue en fixant comme “rome” ’ensemble de tous les sommets du
graphe.

Les matrices a coefficients polynomiaux ont une propriété importante: aux valeurs
propres nulles pres, leurs spectres sont les mémes que ceux des matrices a coefficients
dans IN correspondantes.

En effet, soit xn(2) le polynéme caractéristique d’une matrice N de taille n a coef-
ficients dans IN, alors le polynome det(I — zN) est le polynome réciproque de xn(z),
soit

det(I — zN) = 2"xn (7).

De plus, toutes les représentations polynomiales d’un graphe donné ont le méme polynome
caractéristique, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 1 Si N et M sont, respectivement, des matrices a coefficients dans IN et dans
zIN[z], et si M et N sont des représentations d’un méme graphe orienté G, alors

det( — zN) = det(I — M).

2.2 Séries N-rationnelles en une variable

Les séries IN-rationnelles en une variable peuvent étre définies comme les langages
rationnels avec multiplicité sur un alphabet réduit a une unique lettre. Le coefficient
d’ordre n est alors le nombre de chemins de longueur n du graphe (orienté) des états de
I’automate associé.

D’apres le théoreme de Soittola (Théoreme 8 p.30), ces séries sont caractérisées par le
pole de plus petit module de leur fonction génératrice. La preuve de ce résultat permet
également de donner une borne pour la hauteur d’étoile (cf. Section 2.3 p.76).

2.2.1 Définitions et résultats complémentaires

Une suite r = (r,)n>0 d’éléments d'un demi-anneau K est dite K-rationnelle si sa
série génératrice est K-rationnelle, c’est-a-dire, s’il existe un triplet (I, M, ¢), avec

le K" M e K™ ce K™ et n>1,

tels que
Vk >0 re = IMPFe.

La matrice M est la matrice adjacente du graphe des états d'un automate reconnaissant
la série.
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Quand K est un corps, une suite est K-rationnelle si, et seulement si, elle satisfait une
relation de récurrence linéaire

k
Ty = Z Gitn—i (n>k).
i=1

L’unique polynéme unitaire
k

Q(z) =2* =) g,
i=1

ol k est choisi minimal, est appelé le polynome minimal de la suite r sur K et ses racines
sont appelées les racines de r. Si (I, M, c) est une représentation minimale de la série r
(i.e., M est de taille minimale), alors le polynome caractéristique de M est le polynome
minimal de la série (a un coefficient scalaire pres, le polynome minimal de la série étant,
par définition, unitaire).

De maniere équivalente, la suite r est K-rationnelle si, et seulement si, sa fonction

génératrice
fr(z) = Z rnz"
n>0
peut s’écrire sous la forme
P(z
Q(z)

ot P,Q € K[z] et Q(0) =1. Si P et () sont premiers entre eux, le polynome minimal de
r est alors le polynome réciproque Q@ de @),

Q(z) = 299Q(1/2).

Quand K est un corps, cette définition d’une série K-rationnelle coincide avec la pré-
cédente (cf. Section 1.2.2) décrivant ces séries comme la cloture rationnelle des polynomes
a coefficients dans K.

Un polynome () a une racine dominante s’il a une racine réelle positive a telle que
a > |B] pour toute racine 8 (5 # a) de ). On dit que la suite 7 a une racine dominante
si son polynome minimal en a une.

Proposition 6 5i IK est un sous-corps de C et r une série IK-rationnelle qui n’est pas
un polynome, alors pour tout n suffisamment grand

k
Tn = Z Pi(n)a
i=1

ou les oy sont les inverses des poles distincts de la série génératrice f.(z) et les P; des
polynomes a coefficients algébriques sur IK, de degré égal a la multiplicité du pole 1/q;
diminuée de 1.
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Ce résultat est obtenu par une étude du développement en série entiere des termes
de la décomposition en éléments simples de la fonction génératrice de la série. L'unique
polynéme ainsi obtenu s’appelle le polynéme exponentiel de la série (pour une étude plus
détaillée de ce sujet, on pourra se reporter, par exemple, a [BR88] Chapitre IV).

On dit qu’une suite r est un emboitement des suites (s;)o<i<p—1 8i, pour 0 < i <p—1
et pour tout entier naturel n, on a rp,4; = s;,. Pour les fonctions génératrices, cela s’écrit

p—1
fr(2) = Z 2 [, (2F).
i=0
Ezemple 12 La suite r dont la fonction génératrice est f,.(z) = ﬁ est un emboltement
des suites dont les termes sont respectivement les termes pairs et impairs de r, soit
1
st(Z) = TZ et f81 (Z) =0.

La notion d’emboitement est assez naturelle, elle permet de se ramener au cas de
séries ayant un seul pole sur leur cercle de convergence et d’éviter ainsi les comportements
asymptotiques oscillatoires des coefficients d’'une série.

2.2.2 Théoreme de Soittola

Berstel a montré ([Ber71] quune série IK, -rationnelle, ot IK est un sous-corps de IR
et K, = IKNIR,, s’écrit comme un emboitement de séries IK-rationnelles ayant une
racine dominante. Soittola ([Soi76]), puis Katayama, Okamoto et Enomoto ([KOETS])
ont transformé cette propriété en caractérisation par des méthodes différentes.

On donne une nouvelle preuve du sens direct de ce théoreme basée sur 'utilisation
des propriétés des représentations linéaires des séries considérées. La deuxieme partie de
la démonstration que 1'on présente ici est due a Perrin ([Per92]), elle suit la méme trame
que celle de Soittola mais préfere les manipulations de matrices a celles d’expressions
rationnelles, 'interprétation de ce théoreme en terme d’automates s’en déduit d’autant
plus aisément. Grace a une de leurs propriétés, on obtient une borne pour la hauteur
d’étoile des séries IN-rationnelles.

Théoreme 8 (Soittola) Soit IK un sous-corps de R. Une sérier =3 - r,2" a termes
positifs qui n’est pas un polynome est IK, -rationnelle si et seulement si ¢’est un emboite-
ment de séries IK-rationnelles ayant une racine dominante.

Démonstration : Sir = Y, r,z" est une série IK;-rationnelle, alors elle admet une
représentation linéaire (I, M, c), ou n € IN*|[ € ]Kf”, M eI et c € ]KZLFXI7 telle que

vk >0 re = IMP"c.
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A une permutation pres, on peut supposer la matrice M triangulaire par blocs, d’apres la
Proposition 5 (p.26). Son rayon spectral est alors égal au maximum des rayons spectraux
A; des matrices irréductibles M; qui sont les blocs diagonaux. D’apres le théoreme de
Perron-Frobenius (Théoreme 5 p.22), pour chacune de ces matrices, \; est valeur propre
simple de M; et s’il existe p; autres valeurs propres de M; de module A;, elles sont simples
et racines du polynoéme zP* — A\ = 0. On en déduit que M!" a pour rayon spectral A\
qui est valeur propre (multiple si p; # 1), strictement supérieure aux modules des autres
valeurs propres de M;.

Soit p le ppem des entiers (p;), la matrice MP a alors son rayon spectral A pour valeur
propre, strictement supérieure au module de toutes les autres valeurs propres de MP
différentes de A. De plus, la matrice M? a pour blocs diagonaux des matrices primitives.
Les séries 7; = Y - Tnp1i2" sont alors IK-rationnelles a coefficients positifs puisque

Vn >0, 71, = (M) (MP)"c.

Le taux de croissance de chaque série r; est alors de l'ordre du maximum p; des rayons
spectraux des blocs diagonaux de MP qui apparaissent dans la repésentation de r; apres
émondage (suppression des composantes fortement connexes qui ne sont pas accessibles
et coaccessibles) de 'automate associé.

Comme, de plus, les racines de chacune des séries r; sont des valeurs propres de M’
et que les séries r; étant @ -rationnelles, leurs taux peuvent étre déterminés par leurs
polynémes exponentiels (Proposition 6 p.29), on en déduit, par identification, que p;,
étant strictement supérieur aux autres racines de r;, est racine dominante.

Une série IN-rationnelle est donc un emboitement de séries Z-rationnelles ayant une
racine dominante.

Réciproquement, comme la notion d’emboitement correspond a une sommation finie
couplée a un changement de variable, il conserve la IK, -rationalité. Il suffit donc de
montrer quune série, r = > . r,2", IK-rationnelle a termes positifs, qui a une racine
dominante ), est IK, -rationnelle, pour établir le résultat annoncé.

L’idée de la preuve peut étre exprimée de la facon suivante : on construit une représen-
tation linéaire de la série , a coefficients dans IK, et triangulaire par blocs (le nombre de
blocs étant égal a la multiplicité de la racine dominante \). Cette représentation existe si
la série est IK,-rationnelle puisque toute matrice a coeflicients positifs s’écrit sous cette
forme a une permutation pres. On peut interpréter cette méthode comme la construction
d’un automate reconnaissant la série, construction dans laquelle on procede composante
connexe par composante connexe.

Soit Q(z) le polynéme minimal de la série r sur IK et soit m l'ordre de multiplicité de
A dans le polynome (). On factorise alors () sous la forme

ou A est racine simple de P et S(z) = 1 si A est également racine simple de @), dans le
cas contraire S a pour racine dominante A\ avec la multiplicité m — 1.
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On raisonne par induction sur I'ordre de multiplicité m de la racine \ et on suppose que
le résultat vrai pour une suite IK-rationnelle ayant un polynome minimal dont la racine
dominante a pour ordre de multiplicité m — 1 (la preuve établit également la validité du
résultat pour m = 1).

Avant d’aller plus avant dans la mise en ceuvre de la méthode précédemment décrite
et sans perdre en généralité, on opere sur la série des transformations qui conservent la
rationnalité.

L’addition et la multiplication par un polynome a coefficients positifs conservant la
K, -rationalité, la série r est IK, -rationnelle si et seulement si la série

sk(z) = ZT"““ZH

n>0

Iest également, pour k quelconque. On peut donc décaler la série d’'un nombre fini ar-
bitraire de rangs et il suffit alors de prouver que la série obtenue apres décalage est
K, -rationnelle.

De plus, pour tout nombre b € K, la série > _,7r,2" est IK,-rationnelle si, et
seulement si, la série Y _(r,/b")2" lest également. Cette transformation a pour effet,
sur le polynéme minimal de changer, la variable z en bz.

Ces remarques étant faites, on transforme maintenant la série de la fagon suivante : on
la “déboite” et on en extrait la série Y - ,(7,,)2" que I'on substitue dans 1’étude qui suit
A la série initiale, de telle sorte que pour € > 0 arbitrairement petit fixé, il existe un réel

b € K, tel que les racines A\, A\{, ..., \x_1 du nouveau polynome P vérifient
A1 A
—> = —< 1<i<k-—1).
y > p e (Usisk-l

Comme le décalage d’indice conserve la rationalité, on peut faire un raisonnement analogue
pour chacune des séries ) (7p+i)2" (0 <@ < p—1). De plus € étant fixé,

A
M=——————>1,
maxj<i<p—1 Ai

on peut alors choisir p tel que 1/€2 < MP et tel qu'il existe b € IK, vérifiant

2P
max — <b< MNPe.
1<i<p—-1 €

Dans ces conditions, les racines de la série ), (7,,)2" vérifient les inégalités souhaitées.
On change alors la variable z en bz et les racines du polynome P satisfont alors

1
A > —, Ai<e (1<i<k-1).
€

On peut maintenant écrire le polynome P sous la forme:

PE) = F-pt oy

= (zk_l—Plzk_2—---—Pk_l)(z—l)—Pk,
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ou P, Ps, ..., P, sont positifs et

P 2p2 kps,
X+v+"'+v>0. (2.1)

En effet, en posant Py = —1, on a, pour 1 <17 < k,
Di = Pz - ‘Pi*17

et par suite
Pi=pi+p+-+p—1

De l'expression des coefficients d’un polynoéme en fonction de ses racines, soit, avec
A=A pourl <<k

pi=D" 0 YT A A A,

ni<n2<...<n;

on déduit que
Pr=XM1=> A+ > Aadm =) AN, Ner) — 1
ou A est un polynome symétrique en \q, ..., A\r_1. On obtient donc I’égalité
B = A1 —-0(€)) + O(e) — 1,

dont on tire que tous les P; sont strictement positifs quand € est choisi suffisamment petit.
L’inégalité (2.1) est alors satisfaite puisque le terme dominant du membre gauche est p;/\.
Soit maintenant, R =) ., R,2" la série dont le terme général est défini par

Rn =Tn —P1Tn—-1 — " — PkTn—k-

Si A est racine simple de r, R, = 0 pour tout n > k puisque P est alors le polynome
minimal de la série 7. Dans la cas contraire, soit P(z) =1 —p1z —--- — pp2* le polynome
réciproque de P. On a

fr(z) = fr(2)P(2) = T(2),

ou T est un polynome de degré au plus k£ — 1.

Comme la série r est IN-rationnelle, d’apres la Proposition 6 (p.29), pour tout n suffi-
samment grand,

Tn = Z A;(n)al  Vn > ny,
0<i<p

ou les «; sont les inverses des poles distincts de la fonction génératrice f,(z) de r et
chaque A; un polynome de degré égal a la multiplicité du pole 1/a; diminuée de 1. Soit
ag le coefficient dominant du polynome Ay, on a alors

T ~nosoo Qo™ IA™.
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Comme 7, > 0 et que r n’est pas un polynome, ay > 0. On utilise alors la formule
suivante :

() nlaf —q(n—1)af" = —qq(n—Q)' i

q

. k
= njoz?(l—g Qk )+ jn’” 104”5 ﬂ—i‘B )i,
ok
k=1

7 Z

ol B est un polynome de degré j — 2. On en déduit que, pour tout n suffisamment grand,

0<i<p

Comme 1/ est racine du polynome P, le polynome By est de degré m—2 et son coefficient
dominant est alors, d’apres (x),

ko
tpi
— A" —.
NI
Comme, d’apres (2.1), S5 (ipi/A) > 0, et que

ko
R, ~noo ag(m — A" Z %nm_Q,
i=1
on en déduit que pour tout n suffisamment grand, R,, est positif.

A un décalage pres des indices, la série R est alors K -rationnelle d’apres ’hypothese
d’induction ; par suite, il existe une représentation linéaire (L, M,C) de R a coefficients
dans IK, telle que

Vn > 0, R, =LM"C.

Enfin, le triplet (I, N, c) défini par

. M| C 0 ... 0

L 0 A 1 0 0 0
Sk—1 : : 0 1
[ = : , N = ) et c= )

: 0 0 0
S1 ) 1

To Pk—l 1

0| B O 0 1

ol S, =7y — Tn_1.
Comme lim,, o 7,—1/r, = 1/A, on peut supposer, quitte a décaler les indices d’'un
nombre approprié de rangs, que les nombres s;_1, ..., S, sont positifs.
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On vérifie alors, par récurrence sur n, que, pour tout n > 0,
IN" = (LM"|Spik—1,---)Sns1,Tn)- (2.2)
Cette égalité est, par définition de [, vérifiée pour n = 0. De plus, on a
IN™™ = (LM™ ™ % Spigty s Sns2s Trgl),s
ot la valeur du coefficient * est

* = LM"C+H Pispyp—1+ -+ Be_18p11 + Py

Rn+k — Tntk—1 + P1iTn+k—1 + DPoTn+k—2 + -+ gkTn

= Tntk = Tnt+k—1 = Sntk
On a ainsi établi par induction I’égalité (2.2). On en déduit que
r, =IN"c Vn >0,

ce qui montre que la série r est IK,-rationnelle et conclut la preuve du théoreme de
Soittola. O

En utilisant le théoreme de Soittola, on obtient la caractérisation suivante des séries
IN-rationnelles.

Proposition 7 Une série Z-rationnelle a coefficients positifs est IN-rationnelle si, et
seulement si, ¢’est un emboitement de séries Z-rationnelles ayant une racine dominante.

Démonstration : On rappelle que si K et L sont deux demi-anneaux tels que K C L,
alors L est une extension de Fatou de K si toute série L-rationnelle a coefficients dans K
est K-rationnelle.

D’apres un résultat da a Fliess ([F1i75]), @, est une extension de Fatou de IN, autre-
ment dit, toute série QQ -rationnelle a coefficients entiers est IN-rationnelle. En utilisant
le théoreme de Soittola, on obtient alors qu’une série a coefficients entiers positifs est
IN-rationnelle si et seulement si elle s’écrit comme emboitement de séries Q-rationnelles
ayant une racine dominante. Mais, comme le lemme de Fatou ([Fat04]) stipule qu’une
fraction rationnelle irréductible

P(z)
Q(z)

dont les coefficients du développement en série entiere sont entiers est le quotient de deux
polynomes a coefficients entiers, on en déduit qu’une série Q-rationnelle a coefficients
entiers est en fait Z-rationnelle. On en conclut qu'une série a coefficients entiers positifs
est IN-rationnelle si et seulement si c¢’est un emboitement de séries Z-rationnelles ayant
une racine dominante. O

€ Q(z) telle que Q(0) =1
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FExemple 13 Série Z-rationnelle a coefficients positifs qui n’est pas IN-rationnelle.

Soit
s= 3 (ke fulw.

we (a+b)*

Cette série est Z-rationnelle (comme carré d’Hadamard d’une série Z-rationnelle) et a
coefficients dans IN, mais elle n’est pas IN-rationnelle, sinon son support et son complémen-
taire seraient des langages rationnels, ce qui n’est pas le cas. En effet, le support de s est
le langage des mots de {a,b}* dont le nombre d’occurrences de la lettre a n’est pas égal
a celui de la lettre b, son complémentaire est, par suite, le langage de Dick

D= {w € {a, b}* ’ ‘w‘a = ’w’b}a

qui n’est pas rationnel (cf. [BP85] par exemple).

Berstel et Mignotte ([BM75]) ont établi la calculabilité du nombre de séries & emboiter
pour qu’aucune des racines des séries intervenant dans I’emboitement ne soit de la forme
pl ou p est un réel positif et 6 une racine de 'unité différente de 1.

Puis Soittola ([S0i76]) a montré qu'il est possible de décider si une série Z-rationnelle
est IN-rationnelle.
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Introduction

La notion de hauteur d’étoile d'un langage rationnel a été introduite par Eggan
([Eggb63]) et a ensuite été étendue aux séries en plusieurs variables par Schiitzenberger.
Le probleme de sa calculabilité effective a été soulevé depuis le début de la théorie des
automates. Ce qui suit s’attache a présenter la notion de hauteur d’étoile du point de vue
algébrique, ainsi que son interprétation en terme d’automates.

La hauteur d’étoile d’'un langage rationnel est le minimum des hauteurs d’étoile des
expressions rationnelles qui le décrivent. Dans le cas d’un langage rationnel infini, il peut
exister une infinité d’expressions rationnelles qui le représentent.

D’apres un résultat dii a Eggan, la notion de hauteur d’étoile s’interprete en termes
d’automates : soit 7(A) le nombre maximal de cycles imbriqués dans un automate A, la
hauteur d’étoile d’un langage donné est alors égale au minimum des entiers r(.A) quand
A parcourt I'ensemble des automates reconnaissant ce langage. En ce sens, la hauteur
d’étoile peut étre considérée comme une mesure de la complexité en cycles du langage.

Mais, comme la hauteur d’étoile n’est pas une propriété syntactique, 1’étude de 1’au-
tomate minimal du langage ne donne qu'une borne supérieure pour la hauteur d’étoile
du langage associé. McNaughton([McN67]) a cependant montré que celle-ci est donnée
par 'automate minimal dans certains cas ou le monoide syntactique du langage est un
groupe.

Dans le cas des langages formels, on sait que la hauteur d’étoile n’est pas bornée
([Eggb63]) mais qu’elle est décidable : Hashiguchi a établi existence d'un algorithme pour
la déterminer (la démonstration est présentée dans [Has89]).

En revanche, on ne dispose que de peu de résultats concernant les séries formelles.
La notion de hauteur d’étoile s’interprete également en termes d’automates, de maniere
analogue au cas des langages, en considérant cette fois des automates avec multiplicité.
Reutenauer a récemment prouvé ([Reu96]) que, si IK est un corps, il existe, pour tout
entier n, des séries IK-rationnelles en variables non-commutatives de hauteur d’étoile n.
De plus, il existe alors une représentation minimale dont le nombre de cycles imbriqués
est égal a la hauteur d’étoile de la série IK-rationnelle.

On étudie ici le cas des séries IN-rationnelles en une variable. On peut montrer que la
hauteur d’étoile est, dans ce cas, inférieure a 2, d’apres le théoreme de Soittola. On donne
une caractérisation des séries de hauteur d’étoile 1, dont on déduit une propriété de leurs
racines positives. A la différence du théoreme de Soittola, elle concerne toutes les racines
positives de la série.
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On établit enfin le résultat suivant (Théoreme 17 p.78): pour qu’'une série IN-ration-
nelle soit de hauteur 1, il faut que toutes ses racines réelles positives soient des nombres
d’Handelman ; de plus, cette condition est suffisante pour décider la hauteur d’étoile d’une
série IN-rationnelle ayant une racine dominante.

Le chapitre 1 est consacré a la caractérisation des rayons spectraux des matrices com-
pagnons irréductibles intégrales, qui sont les matrices grace auxquelles on peut représenter
tout automate dont les chemins fermés passent par un méme état. On y donne une preuve
complete d'un théoreme d’Handelman (Théoreme 9 p.56) qui traite de ce probleme dans
le cas primitif. En utilisant ce résultat, on caractérise (Théoreme 10 p.59) ces rayons spec-
traux dans le cas irréductible. Ce dernier théoreme joue un role central dans I’étude de la
hauteur d’étoile des séries IN-rationnelles en une variable.

Le chapitre 2 porte sur le probleme de la hauteur d’étoile. Apres avoir récapitulé les
résultats connus pour les langages rationnels, on présente les analogies entre séries et
langages concernant cette question. On étudie ensuite en détail la hauteur d’étoile des
séries IN-rationnelles en une variable. On établit en particulier un critere de décidabilité
pour les séries ayant une racine dominante.

Les nouveaux résultats présentés dans cette partie (cf théoreme 10 p.59 et section 2.3
p.76) ont fait 'objet d’'une communication a STACS 96 ([Bas96]). L’article ([Bas97]) en
donne un exposé plus complet.
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Chapitre 1

Matrices compagnons irréductibles
intégrales

Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude des matrices compagnons irréductibles intégrales.
Ces matrices ont la propriété suivante : tout automate en pétales, i.e. automate dont tous
les cycles passent par un méme état, est équivalent a un automate dont le graphe est
associé a une telle matrice. Dans la perspective de I’étude de la hauteur d’étoile des séries
IN-rationnelles en une variable, on étudie le spectre de ces matrices et plus particulierement
leur rayon spectral. Dans le cas de matrices primitives, Handelman a montré ([Han92])
que ce sont exactement les entiers algébriques réels positifs A dont tous les conjugués
algébriques sont de module strictement inférieur a A et dont aucun n’est un réel positif.
A partir de ce résultat, on établit une caractérisation (Théoreme 10 p.59) des rayons
spectraux des matrices irréductibles, en d’autres termes, des entiers algébriques qui sont
supérieurs au module de leurs conjugués et qui sont racines positives d'un polynome de
la forme:

2 =Y Pt ol Vi, P eNN. (1.1)

On prouve que ce sont exactement les entiers algébriques réels positifs dont une puissance
entiere est strictement supérieure aux modules de ses conjugués et n’a pas de conjugué
algébrique réel positif.

Ces théoremes ont un autre intérét en théorie des automates. En effet, les polynomes
définis par (1.1) correspondent aux ensembles de la forme X* ou X est un ensemble fini.
La racine positive A du polynome est un parametre important du langage formel X*:
log A\ est I'entropie de X*.

On expose ici une preuve complete du théoreme d’ Handelman (Théoreme 9 p.56) en
y apportant des compléments concernant, en particulier, les relations avec les polynomes
log-concaves. On traite, dans un premier temps, le cas des polynoémes ayant un changement
de signe (Section 1.2 p.44). On présente ensuite les principales propriétés des polynomes
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log-concaves (Section 1.3 p.48). La Section 1.4 (p.56) est consacrée au théoreme d’Handel-
man, illustrée par quelques exemples (Section 1.5). On établit, dans la derniere section,
une caractérisation du rayon spectral des matrices compagnons irréductibles intégrales
(Théoreme 10 p.59).

Ces théoremes permettent, a partir d’'un entier algébrique vérifiant des conditions
adéquates, la construction d'un polynéme de la forme (1.1), mais la démonstration ne
donne aucune indication sur les bornes éventuelles du degré de ce polynome.

1.1 Préliminaires

Un entier algébrique est un nombre complexe A racine d’'un polynome unitaire a coef-
ficients entiers.

On appelle nombre de Perron tout nombre réel qui est un entier algébrique supérieur
ou égal a 1 et strictement plus grand que les modules de ses conjugués algébriques.

D’apres le théoreme de Perron-Frobenius, une matrice irréductible M a une valeur
propre simple \ positive et supérieure au module des autres valeurs propres. S’il existe p
valeurs propres de module A alors, d’apres la Proposition 3 p.24, ce sont exactement les
racines de ’équation 2P — A’ = 0 et AP est rayon spectral de chacun des blocs diagonaux
primitifs de MP. On en déduit que AP est strictement supérieur a ses conjugués algébriques.

Si, de plus, la matrice est intégrale, alors A, et a fortiori AP, sont des entiers algébriques
et A > 1, car le produit de M\ et de ses conjugués algébriques est un entier; A\ est,
par suite, un nombre de Perron et A\ la racine pieme positive d’'un nombre de Perron.
Réciproquement, Lind a prouvé (se reporter a [Lin84]) que si A est la pieme racine positive
d’ un nombre de Perron alors il existe une matrice irréductible intégrale dont le rayon
spectral est A. Il ne donne cependant pas de borne pour la taille de la matrice construite,
Boyle ([Boy94]) a montré que si A est de degré n, alors il existe une matrice de taille
n a coefficients dans zIN[z] ayant A pour rayon spectral et dont le graphe associé est
irréductible.

La matrice compagnon d’un polynome unitaire P

k—1
P(x) = 2 — Z Py’
=0

est la matrice carrée

P10 0
0 1

¢ = 0 0

Pi_y 1
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Le probleme auquel on s’intéresse est le suivant : quels sont les entiers algébriques A
qui sont rayons spectraux d’une matrice compagnon irréductible intégrale (Figure 1.1)7?

Matrice compagnon Automate (en pétales) associé a un nombre
d’Handelman

P10 0
01

0O . 0

Piq 1

P, 00 0

Matrice a coefficients polynomiaux

(%)

Fi1G. 1.1 — Représentations associées aux nombres d’Handelman

Le probleme posé revient, en fait, a déterminer les racines piemes positives de nombres
de Perron A qui vérifient une équation de la forme

k= E P._x*

ou les P; sont des entiers naturels, la matrice étant positive, et P, est strictement positif
puisque la matrice est irréductible. On peut noter que, comme F; est le nombre de chemins
de longueur ¢ dans le graphe associé a la matrice, la période de la matrice est égale au
pged des indices ¢ tels que P; soit non nul ; la matrice est donc primitive si, et seulement
si, ce pged est égal a 1.

De facon équivalente, cette condition sur I’entier algébrique A peut aussi s’énoncer de
la maniere suivante: A doit étre la racine pieme positive d’'un nombre de Perron et ne pas
avoir de conjugué algébrique réel positif.

En effet, la fonction Y Pz’ étant strictement croissante sur IRy (Py # 0), le polynome
réciproque de P

Plx)=1- ZPixi

a une unique racine positive 1/\.
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Handelman a démontré que cette condition est suffisante quand A est lui-méme un
nombre de Perron (Théoreme 9 p.56). Pour cela, il montre qu’il est possible de construire,
a partir de tout nombre de Perron A qui n’a pas de conjugué algébrique réel positif, une
matrice compagnon primitive intégrale de rayon spectral A (Figure 1.2).

Fi1G. 1.2 — Rayon spectral d’une matrice compagnon primitive

On montre ensuite (Théoreme 10 p.59) qu’une condition nécessaire et suffisante pour
que A, racine pieme positive d’'un nombre de Perron, soit rayon spectral d’'une matrice
compagnon irréductible intégrale est que AP n’ait pas de conjugué algébrique réel positif.
On appelle nombre d’Handelman les entiers algébriques réels positifs ainsi définis.

1.2 Cas des polynémes ayant un changement de signe

Un polynome P a coefficients réels a exactement un changement de signe si la suite
de ses coefficients non nuls a exactement un changement de signe.

Soit A un nombre de Perron qui n’a pas de conjugué algébrique réel positif. Dans cette
section, on construit une matrice compagnon primitive intégrale (de rayon spectal A) a
partir d’un polyndéme ayant exactement un changement de signe et qui a pour racine A
(Lemme 2 p.46). On verra par la suite qu’il est toujours possible de se ramener a ce cas
de figure.

On commence par établir un résultat de calcul matriciel (Lemme 1 p.44 et [Han81])
dont on aura besoin dans la construction qui est faite au Lemme 2 (p.46).

Soit. A une matrice carrée a coefficients réels. On dit que A satisfait la propriété de
Perron faible si A a une valeur propre simple r telle que, pour toute autre valeur propre
€ Cde A, on ait r > |r].

Le nombre réel r est appelée valeur propre de Perron faible.

Lemme 1 Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels. Alors A a une puis-
sance entiére dont tous les coefficients sont strictement positifs si, et seulement si,

1. A vérifie la propriété de Perron faible ;

2. Les wvecteurs propres gauche et droit correspondant a la valeur propre de Perron
faible peuvent étre choisis strictement positifs.
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Démonstration : Si A ou une de ses puissances entieres est a coefficients strictement
positifs, le théoréme de Perron-Frobenius (Théoreme 5 p.22) et le Théoreme 6 (p.23)
conduisent a 1 et a 2.

Réciproquement, on suppose vérifiées les conditions 1 et 2. Soit r la valeur propre de
Perron faible et soient v, w les vecteurs propres, respectivement gauche et droit, stricte-
ment positifs correspondant a la valeur propre 7.

On pose B = r~tA. Alors B a 1 pour valeur propre simple et toutes ses autres valeurs
propres sont de module strictement inférieur a 1. La matrice B est semblable a la matrice

10 ... 0
B/ — O Jl
0 ... 0 Jg
d’apres la décomposition de Jordan et
lim J" = 0.
m—0o0
On obtient alors
1 0 0
lim B™ = 00 = By
0 .0
et By est une projection.
Par suite,
lim B" =P
m—r00

ou P est une projection.

On va montrer que tous les coefficients de P sont strictement positifs. Comme v est
une matrice-ligne et w une matrice-colonne, toutes deux strictement positives, vw est un
scalaire strictement positif et wv une n x n matrice a coefficients strictement positifs, tout
comme

Q = (vw) tww.

La matrice () ainsi définie est une projection, car Q* = Q.

Comme v et w sont les vecteurs propres respectivement gauche et droit de la matrice
B associés a la valeur propre 1, wvB™ = wuv; d’ou par continuité QP = () et de facon
similaire @ = P@Q. On a donc

ker P CkerQ et Im@ CImP.

Comme, de plus, les matrices P et () sont de rang 1, on en déduit que P = (). La matrice
P est donc a coefficients strictement positifs.
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Puisque la suite (B™),,>1 converge vers une matrice a coefficients strictement positifs,
toutes les puissances entieres suffisamment grandes de B sont a coefficients strictement
positifs et il en est de méme pour la matrice A, ce qui acheve la preuve du lemme. O

On peut maintenant prouver le résultat suivant :

Lemme 2 Soit P un polynome unitaire de degré n a coefficients entiers ayant exactement
un changement de signe et tel que P(0) # 0. On suppose de plus que P a une seule racine
réelle positive A\, que X\ est racine simple et est supérieure au module des autres racines
du polynome P.

Alors il existe un entier naturel N, N > n et des entiers strictement positifs T; tels

que
n—1
AV = Z P, .\
=0

et P divise, dans Z|x], le polynome

n—1

N — E P,_;x

i=0
Démonstration : Soit P(z) = 2" — Z?:_()l Pn_iz’. Soit (e;)1<i<n la base canonique de Z"
et soit C' la matrice compagnon du polynome P dans cette base. Alors

n
Cer = Zpiei et Cei=e;1 pour 2<i<n-—1.
i=1

On pose v = Ce,. Le vecteur propre gauche de C' pour la valeur propre A est le vecteur
W= A" A2 )

(Ceci est vrai pour toute matrice compagnon et toute valeur propre).
Le vecteur propre droit pour la valeur propre A est le vecteur colonne

V= (Vz‘)1§i§n

ou

Sy o P@)
;VM“‘ BNEEDY

et les V; sont strictement positifs. En effet,
Vi<i<n-—1, Vi= A" g N i A=t et V=1,

Le polyndéme P ayant exactement un changement de signe, il existe un entier naturel &,
0<k<n-—2tel que:
P < 0 pour [ >k
{ Prn—t1 > 0 pour [ < k.



1.2. CAS DES POLYNOMES AYANT UN CHANGEMENT DE SIGNE 47

Sii > k,V; > 0 de fagon évidente. On suppose i < k. Alors,

%

AV = P(A) =) pajN >0,

J=0

puisque P(0) = p, > 0 et p,—; > 0 pour j < k. Par conséquent, les vecteurs W et V sont
strictement positifs.

Comme la matrice C' vérifie la propriété de Perron faible, toutes les puissances suf-
fisamment grandes de C' sont a coefficients strictement positifs, d’apres le Lemme 1. 11
existe donc un entier naturel M tel que:

pour m > M, C™le; =31 Pe;

ou les P; sont des entiers strictement positifs. Alors, comme Ce; = €;_1
n—1
m-—+n . 7
C €1 = E Pn,zC' €1.
i=0

En appliquant le vecteur propre gauche W, on obtient :
n—1

()\m—‘rn - Z Pn_i)\Z)W€1 = 0.
i=0

Comme We; # 0, on en déduit que ™" = Z?:_Ol P, )\
De plus, pour 1 < j <n,

n n—1
Cmtne, = omintizle, — oI Pe; = P.C" e,
J 1 164 [ 5

=1 =0

On en déduit que la matrice C' est racine du polynome x™+" — Z?:_Ol P,_;xt.
Le polynome P étant le polynome minimal de C|, car C' est la matrice compagnon de
P dans la base (e;), et C' étant racine du polynoéme

n—1
l,ern - g Pn,il'l,
1=0

on en déduit que le polynome P divise ce polynome (dans Z[z]), ce qui acheve la preuve
du Lemme 2. O

On a ainsi montré qu’a partir d’'un polynéme qui a exactement un changement de
signe et qui a pour racine un nombre de Perron A n’ayant pas de conjugué algébrique réel
positif, on peut construire une matrice compagnon primitive intégrale ayant pour rayon
spectral .



48 CHAPITRE 1. MATRICES COMPAGNONS IRREDUCTIBLES INTEGRALES

1.3 Polynomes log-concaves

Les résultats qui suivent seront utilisés pour se ramener d'un polynoéme P a coefficients
entiers, ayant une seule racine réelle positive simple et supérieure aux modules des autres
racines de P, a un polynome vérifiant les hypotheéses du Lemme 2 (p.46), c’est a dire
ayant, de plus, exactement un changement de signe.

Remarque 6 En 1883, Poincaré (se reporter a [Poi83]) a démontré que si un polynéme P
a coefficients réels a exactement n racines réelles positives, alors il existe un polynome @)
tel que le produit PQ ait exactement n changements de signes.

Dans le cas présent, on cherche a construire, pour n = 1, un polynome unitaire () a
coefficients entiers ayant la méme propriété et dont les racines ont un module strictement
inférieur a celui module de la racine réelle positive du polynome P.

Un polynéme P a coefficients réels (a;) est fortement unimodal ou log-concave si
— tous ses coefficients sont positifs

—sii<j<ketaaF#0alorsa; #0

— W,a? > A 1Qi11-

De nombreux résultats et exemples relatifs a la log-concavité sont donnés dans 'article
de R.P. Stanley ([Sta89)]).

Le résultat qui suit établit un lien entre les polynomes ayant un changement de signe
et les polynomes log-concaves.

Lemme 3 Si Q) est un polynome fortement unimodal a coefficients réels et si A est un
réel positif, alors le polynome (x — N\)Q a exactement un changement de signe.

Démonstration : On peut écrire le polynome () sous la forme

m
Q= Z a; ',

=n

On pose
a;— .
r, = — pour n<:i:<m+1,
a;

alors

Tm—l—l =
r, = 0.

Comme le polynome @ est log-concave, on a r;,1 > r; pour tout entier 7. Alors il existe
un entier [ tel que r; .1 > A >ry.
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Dans ces conditions, le coefficient de 27 dans le polynome (x — \)Q est

positif pour j > I
négatif pour j < I.

On a ainsi démontré que le polynome (z — )@ a exactement un changement de signe. O

Remarque 7 Le résultat correspondant pour deux réels positifs n’est pas valable. Il suffit
pour s’en rendre compte de considérer le polynome suivant :

(x—1)*(2*+ 1,92 +3) =2* —3,92° + 0,22> — 4,1z + 3

qui a quatre changements de signe et non deux.
En revanche, la multiplication par des termes de la forme (z+a), ot a > 0, n’augmente
pas le nombre de changements de signe.

Dans la suite, on considere un polynome unitaire P a coefficients entiers ayant une
seule racine réelle positive A. On suppose de plus que A est racine simple et strictement
supérieure aux modules des autres racines de P.

On pose alors Q(z) = P(x)/(z — A). C’est un polynéme dont les coefficients sont réels,
mais pas nécessairement entiers, et qui n’a pas de racine réelle positive. On va montrer
que, pour tout entier M suffisamment grand, le polynome

(1+2)"Q
est log-concave (Proposition 8 p.56) ; dans ces conditions, le polynéme

(1+2)MpP
vérifie les hypotheses du Lemme 2 (p.46), ce qui permet d’achever la preuve (Théoreme
9 p.56).

Pour prouver ce résultat, on utilise la propriété suivante :

Propriété 2 Le produit de polynomes log-concaves est log-concave.

Démonstration : Soient A et B deux polynomes log-concaves de degrés respectifs m et
n. On pose

et
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On considere les deux matrices d’ordre m + n suivantes, associées respectivement aux
polynomes A et B,

ay a1 ... Quin bo b1 ... bmin
o . . : ot 0

: O aq O bl
0O ... 0 ag 0O ... 0 bo

avec la convention :

a; =0 sit>m

On peut noter que les relations sur les coefficients qui caractérisent les polynomes log-
concaves correspondent a des mineurs d’ordre 2 des matrices ainsi associées aux poly-
nomes.

Soit C' la matrice produit AB. D’apres la formule de Cauchy-Binet,

... ... i ky ... k)
cl . Pl = A P B . P
(]1 ]p> Z (lﬁ k;p> (]1 oo Jp

1<k <. .<kp<m+n

M(ll zp>
G ... ¢

ou M étant une matrice,

désigne le mineur d’ordre p de la matrice M formé des lignes [;,...,[, et des colonnes
Ciyevvy Cp.
De plus, si (do, . .. ,d,) est une suite log-concave de réels, alors

didj Z di—rdj—l—r S S] et r 2 0.

On utilise pour montrer ce résultat une double récurrence.
Pour r = 0, ce résultat est évident. Pour » = 1, on pose 7 = i + p. Pour p = 0, on
obtient I'inégalité caractéristique des suites log-concaves. Pour p = 1, comme

d7 > diydig et d7 g > didiygo,

on a d;d;1o > d;_1d;1o. On suppose 'inégalité vérifiée au rang p — 2, on va démontrer
qu’alors elle est vraie au rang p. En effet,

d?d?er > di—1dit1diyp—1dippi-
D’apres 'hypothese de récurrence,

dip1dipp—1 = didiyp.

Donc d;d;yp > di—1ditp41. L'inégalité est donc vraie pour r = 1.
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On suppose d;d; > d;_,d;,. D’apres ce qui précede d;d; > d;_1d,; 41 et, par hypothese
de récurrence, d;_,_1d;4r4+1. On a ainsi prouvé le résultat annoncé.

Les matrices A et B étant associées a des polynomes log-concaves, on en déduit que
tous les mineurs d’ordre 2 de ces matrices sont positifs. D’apres 'expression donnée pré-
cédemment des mineurs de C' en fonction de ceux de A et de B, tous les mineurs d’ordre
2 de C' sont également positifs.

On en conclut que le polynéme AB est log-concave. O

Cette propriété permet ainsi de ramener le probleme a la transformation de polynomes
quadratiques, n’ayant pas de racine réelle, en polynémes log-concaves. (Les polynomes
auxquels on s’intéresse ici n’ont en effet pas de racine réelle positive et les facteurs de la
forme (x + a) ol @ > 0 sont log-concaves).

Certains de ces polynomes sont déja log-concaves. Plus exactement, les polynomes de
la forme:

x? — 2xr cos o + 12

sont log-concaves si, et seulement si, 'argument des racines est compris entre 27/3 et
47 /3.

Pour établir le résultat (Lemme 5 p.53) de transformation de polynémes quadratiques
en polynomes log-concaves, on prouve d’abord le lemme suivant :

Lemme 4 Soient P et f deuz polynomes non constants a coefficients réels. On suppose
de plus que le polynome P(P(z) =Y a;x") n'est pas un mondme, que ses coefficients sont
positifs et vérifient

sia; 70 et aj # 0 alors pouri <k <j, ar#0.

Alors si f(x) est strictement positif pour tout réel x strictement positif, il existe un
entier positif N tel que PN f soit un polynéme a coefficients positifs

Démonstration : Il suffit de démontrer le résultat annoncé pour les polynomes P de la
forme: P(x) = a + bx avec a,b > 1. En effet, tout polynome P(z) = 3 a;z" vérifiant

*VZ',CLZ'GRJ,_
—sia; #0 et a; # 0 alors pour i <k <j,a; #0

peut s’écrire P(x) = 7 > @'(a; + bix) olt a;, b; sont des réels supérieurs a 1 et M un réel
strictement positif.

En multipliant par une puissance convenablement choisie de x, on peut supposer que
f est un polynéme et que f(0) est non nul. On pose alors deg f = d.

Soit S la limite du systeme inductif (M;, f7); >0 ot

VieN, M, =IR[]

si i<j,  fl: M, — M;
Q — PI'Q
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Dans ces conditions, S = R[z][P~!].
L’anneau IR[z] est un anneau partiellement ordonné ayant pour cone positif R, [x].
On définit sur S un ordre de la facon suivante:

Va € R[z],aP™" >0 = dneIN tel que aP" € R, [z].

Muni de cet ordre, S est un anneau partiellement ordonné. On peut remarquer que cet
ordre ne coincide pas avec l'ordre défini précédemment sur IR[z], mais I'inclusion de IR[z]
dans S préserve 'ordre.

On définit maintenant la notion d’idéal d’'un groupe partiellement ordonné G pour
poursuivre la preuve. On dit qu'un sous-groupe H est un idéal d’ordre (“order-ideal”) de
G si, en posant HT = HNG,ona H=H"— H" et si 0 < g < h, h étant un élément
de H, alors g appartient a H. D’autre part, un élément v de G est une unité d’ordre
(“order-unit”) pour G si u est positif et si pour tout g appartenant a G, il existe un entier
naturel N tel que g < Nu.

Soit R le plus petit idéal de S contenant 1 (1 est, dans ce cas, une unité d’ordre pour
R), alors

R={s€S|INeN,-N < s < N} = Rz"Plues

ouJ ={w € Z | 2z < P}, ie, J est 'ensemble des entiers w tels que " est un
monome qui apparait dans P. De plus, le cone positif R de R est engendré additivement
et multiplicativement par {x*P~! | w € J}. La preuve de ces résultats est donnée dans
[Han85] (Théoreme 1.4).

Pour démontrer qu’il existe un entier naturel N tel que PV f soit & coefficients positifs,
il suffit de prouver qu’il existe un entier d tel que fP~¢ appartienne & R™, car alors fP~¢
appartiendra & S et on en déduira que le polynome fPY, pour un certain entier N, est
a coefficients positifs.

On introduit des notions qui interviennent dans la suite de la démonstration. On
appelle état d'un groupe partiellement ordonné GG tout homomorphisme, défini sur G, qui
préserve l'ordre et qui est a valeurs dans IR. Un état ¢ est normalisé a u, une unité d’ordre
fixée, si, de plus, ¢(u) = 1. Dans I’ensemble des états normalisés de GG, un état ¢ est un
état pur si, et seulement si, ¢; et ¢o étant des états normalisés,

:¢1+¢2

¢ 2

=  ¢=0¢1 =0
On peut maintenant énoncer les deux résultats suivants:

1. Dans un groupe partiellement ordonné possédant une unité d’ordre, un élément est
positif si son image par tout état pur est strictement positive.

2. Dans un groupe partiellement ordonné ayant 1 pour unité d’ordre, tous les états
sont multiplicatifs.
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Dans le cas présent,
R=1R|[(a+bx) " ;2(a+ bx)™!

et a pour cone positif {> XY’} ou
X =(a+bx)! et Y =x(a+ bx)" "t

On a alors aX + bY = 1. De plus, comme S = R[P], les états purs de S sont exactement
les extensions multiplicatives des états purs de R qui associent & P~! une valeur non nulle
(cf.[Han85] Théoreme 1.3). On en déduit que si o est un état pur de R qui n’est pas la
restriction d’un état multiplicatif de S, a(P~!) = 0 et, par suite, X € kera N RT. On
en déduit que R/ ker a est isomorphe a IR[1/b]. Il existe donc au plus un tel état pur et
celui-ci est donné par

1

On obtient alors que o(Q) = limy_,, Q(t) (comme « est multiplicatif, d’apres (2), il suffit
de vérifier que cela est vrai pour X et Y, ce qui est immédiat).

Par hypothese, f(IRy) C IR’} et f est bornée inférieurement et supérieurement par un
multiple de P¢ (puisque deg f = d), par conséquent, fP~¢ appartient & R . De plus,

F9(0)
dlb

o(fP~) = lim fP~(t) =

et comme deg f = d, fD(0) > 0 (car f(IRy) C IR%). Par suite, fP~? a une image
strictement positive par tout état pur de R (les autres états purs sont les évaluations en
un point de IR,), ce qui prouve, d’aprés (1) que fP~? appartient & R*.

On obtient ainsi le résultat cherché: pour un certain entier naturel N, le polynome
PN f est & coefficients positifs. O

On peut maintenant démontrer I’'énoncé suivant qui permet, a partir d'un polynome
quadratique n’ayant pas de racine réelle, d’obtenir un polynome fortement unimodal.

Lemme 5 Soient d et e deuz réels tels que d* < 4e et soit f le polynome
f(z) =2® —dr +e,

alors il existe un entier naturel N tel que (1 + x)V f soit un polynéme log-concave.

Remarque 8§ 1l est équivalent de considérer le polynome
t—d+exr!

On le fait ici pour des raisons de commodité dans les calculs.
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Démonstration : La condition sur les coefficients du polynome assure que
Vo >0 f(z) > 0.

On déduit du Lemme 4 (p.51) qu’il existe un entier ng tel que si n > ng le polynome
(14 2)"f est a coefficients strictement positifs.
On note alors P, le polynome (1 + x)" et

n n

P,(x)= ZC’; P = Zaixi.

=0 1=0

On note (Q, z*) le coefficient de z* dans le polynome Q. Alors, pour tout entier positif
k,£1<k<n-—1,ona

k
(Pnfa xk) = (ak—l - akd + ak+1€) = ak(— —d +e

et a/agyr1ax_1 = (1+1/k)(1+1/(n—k)). On pose alors t = k/n et on définit la fonction
G (t) sur Uintervalle [0, 1] par:

tn n(l—t)

H=—" gl
Gnlt) n(l—t)+1 +6nt+1

On montre, pour commencer, que, pour tout entier n suffisamment grand, pour tout
réel § > 2/n et tout t de l'intervalle [0, 1 — 4],
1 1 1 1
GP) (14 )1+ ——) > Gu(t + =)Gnu(t — —).
MO0+ PO ) > Galt )Gl = )
Cette inégalité est équivalente, pour tout n suffisamment grand et pour tout entier k tel
que on < k < (1 —0)n, a

(Puf,a®)? > (P f, ") (P f, 271,

ce qui démontre alors la log-concavité des coefficients du polynoéme P, f pour 2 < k < n—2.

On vérifie ensuite la validité de cette inégalité pour k =0, k=1, k=n—1et k =n.
Dans un premier temps, on suppose le réel § fixé et 2/n <6 <tett <1—0.(On peut

faire croitre n autant que 'on veut car si n’ > n, P, f est aussi a coefficients positifs).
On calcule alors G,,(t — 1/n) — G,(t). On a

1 tn—1 tn
Gn(t—ﬁ)—Gn(t) T on(l—t)+2 n(l-t)+1
n(l—-t)+1 n(l-t)
T a—————
B n+1 ntl
T -+ )m -+ 1) Cntnt+ 1)

1 e 1

- %(71 ) O
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Le terme en O vient du fait que ¢ est borné: 2/n < § <t <1 —4. On en déduit

Gt — 1) = Golt) + ~(—

0 0 U?ﬁ*%”‘&%

et, en remplagant ¢ par ¢ + 1/n dans I’égalité précédente, on obtient :

Galt + 1) = Gult) + (7=

1
n (1 — 1) 2

(&
—p tol

).

Par conséquent,
1 1 ) 1
Gy(t + E)Gn(t - ﬁ) =G (1) + O(ﬁ)

En effet, les termes en G,,(t)/n ’annulent et les termes en G,,(¢)O(1/n?) sont eux-mémes
O(1/n?) car les fonctions G,, sont uniformément bornées sur U'intervalle [§,1 — §]:
1-9¢
0<Gult) < —5—(14e) —d.

De plus, les fonctions G,, convergent uniformément en n sur l'intervalle [4,1 — ] vers
t/(1—t)—d+e(1—t)/t, donc, pour tout n suffisamment grand, G,, est bornée inférieurement
par un réel strictement positif sur l'intervalle [0, 1 — §] (z — d + ez~ > 0 pour = > 0).

On a alors, pour tout n suffisamment grand,

1 1

)

GO+ )1+ ——— )

) > GO+ ) > Git) + O()

car 0 < 1/nt < 1/nd et 1/n est infiniment plus grand que 1/n?
On a donc montré que, pour § <t <1—4,

D ) > Gult = DG+ ).

G2(t)(1+

c’est a dire pour tout entier k tel que 2 <k <n —2,on a
(Puf,a®)? > (Pof,a™1)(Pof, 2",

Il reste a prouver cette inégalité quand k prend les valeurs 0, 1, n — 1 et n. Or,

2

(Pnfv 1)2 - (PNfa xil)(Pnﬁ $) oo 62271 )

2,4

(Pnf7 x)Q - (Pnfwrl)(Pnfa .%‘2) ~oo %7

4

(Pouf, 2" 1) = (Puf, 2" ) (Puf,2") ~oo T3,

2

(Pof,2™)? — (Pof, 2" )Py f,a™) ~y .

2
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Pour tout n suffisamment grand, ces grandeurs sont donc strictement positives, ce qui
démontre la log-concavité des coefficients de P, f dans le casou bk =0,k =1,k =n—1
et k =n.

On a donc établi que le polynome P, f est log-concave pour tout n suffisamment grand,
ce qui acheve la preuve du Lemme 5. O

On peut maintenant établir le résultat de transformation de polyndémes n’ayant pas
de racine réelle positive en polynomes log-concaves.

Proposition 8 Si f est un polynome a coefficients réels n’ayant pas de racine réelle
positive a valeurs positives sur IR alors il existe un entier naturel N tel que le polynome
(1+ 2)N f soit log-concave.

Démonstration : On factorise le polynéme f en un produit de polyndémes linéaires et
quadratiques. Les polyndémes linéaires ne peuvent provenir que des racines réelles néga-
tives. On applique alors le Lemme 5 (p.53) aux polynomes quadratiques et on utilise le
fait que le produit de polynémes log-concaves est log-concave (Propriété 2 p.49) pour
conclure. O

On a ainsi prouvé qu’on peut, a partir d’'un polynome n’ayant pas de racine réelle et
qui est a valeurs positives sur IR, , se ramener a un polynome log-concave. Ceci permet
de transformer les polynomes auxquels on s’intéresse en polynomes ayant un changement
de signe.

1.4 Théoreme d’Handelman

Avec les résultats des sections précédentes, on peut maintenant prouver le théoreme
d’Handelman.

Théoréeme 9 (Handelman) Soit P un polynéme unitaire de degré n a coefficients en-
tiers et tel que P(0) # 0. On suppose que P a une seule racine réelle positive \, que X est
racine simple et strictement supérieure aux modules des autres racines de P. On a alors

1. Pour tout entier N suffisamment grand, le polynome
(1+2)VP
a exactement un changement de signe.
2. Pour tout entier M suffisamment grand, il existe des entiers strictement positifs T;

tels que
N+n—1

AN+M4n _ Z TN,
i=0



1.5. QUELQUES EXEMPLES o7

3. La matrice compagnon du polynome

N+n—1

C = mN—i—M—i—n o 2 Exz
=0

est primitive, a pour rayon spectral A et P divise le polynome C' dans Z[x].

Remarque 9 Si A\ = 1, nécessairement P = (z — 1). Il n’y a alors aucune transformation
a opérer et le résultat est obtenu directement.

Démonstration : Soit Q = P/(z — A). Pour tout entier naturel N suffisamment grand
le polynome (1 + z)N¥@Q est fortement unimodal d’apres la Proposition 8 (p.56). De plus,
d’apres le Lemme 3 (p.48), le polynome

(- Nx+D)Q=(z+1)"P

a alors exactement un changement de signe, ce qui prouve 1.

On obtient 2 en appliquant le Lemme 3 (p.48) au polynome (z + 1)V P.

Enfin, la matrice compagnon du polynoéme C' est primitive, a A pour rayon spectral
par construction et P divise le polynome C' dans Z[z], d’apres le Lemme 3 (p.48). O

On peut ainsi construire des matrices compagnons primitives intégrales de rayon spec-
tral donné \. Pour cela, A\ doit étre un nombre de Perron qui n’a pas de conjugué algébrique
réel positif (cf. Figure 1.2 p.44).

1.5 Quelques exemples

On considere un nombre de Perron n’ayant pas de réel positif pour conjugué algébrique.
Soit P son polynome minimal ; P est un polynome de degré n a coefficients entiers ayant
une seule racine réelle positive qui est simple et supérieure aux modules des autres racines
de P.

Dans un premier temps, on détermine le plus petit entier NV tel que le polynome
(1+z)VP

ait un changement de signe. Soit C' la matrice compagnon du polynéme (1 + z)¥P. On
calcule alors le plus petit entier M tel que CM+! soit & coefficients strictement positifs.
L’entier M + 1 est inférieur ou égal au carré du degré du polynome (1+ )" P. La matrice
cherchée est la matrice compagnon du polyndéme unitaire de degré n+ N + M — 1 dont les
coefficients sont déterminés par les éléments de la derniere colonne de la matrice CM+1,
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1.5.1 Nombres de Perron de degré 2

Dans le cas ou le nombre de Perron que 'on considere est un entier algébrique A de
degré 2, son polynome minimal est de la forme:

P(z)=2*—azx —b

ol a et b sont des entiers naturels. En effet, soit X’ I’autre racine du polynéome P, N € IR*
et [N] < |\, alors a = A+ XN et b = —AX sont strictement positifs. Le polynoéme P a
exactement un changement de signe, sa matrice compagnon est la matrice

-(22)

¢* = ( . (bibaQ) )

a ses coefficients strictement positifs. La matrice que I’on obtient dans ce cas est la matrice
compagnon du polynome

dont le carré:

T(z) =2° — (a® + b)z — ab

Le résultat est immeédiat.

1.5.2 Nombres de Perron de degré supérieur a 2

L’algorithme de construction d’une matrice compagnon primitive intégrale est beau-
coup plus intéressant quand on considere un nombre de Perron de degré strictement
supérieur a deux. Ce probleme peut nécessiter, des le degré 3, un grand nombre de cal-
culs comme le montrent les exemples qui suivent. La question reste ouverte de I’existence
d’une borne pour la dimension de la matrice construite. Ce probleme se ramene en fait a
la question suivante : les valeurs que prend entier N tel que (14 )" P ait un changement
de signe sont-elles bornées?

Ezxemple 14 Soit P le polynome

P(z) = 2° — 32* + 31 — 4.
Le polynome (1 + z)P = z* — 223 — x — 4 a alors un changement de signe. La matrice
compagnon du polynéme (1 + z)P élevée a la puissance 5 est a coefficients strictement
positifs et la matrice obtenue est la matrice compagnon du polynome

T(x) = 2® — 602° — 252° — 602 — 96.
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FExemple 15 Soit P le polynome
P(x) = 2° — 62 + 122 — 13.

Le polynéme (1 + x)°P a alors un changement de signe. La matrice compagnon du po-
lynome (1 + z)°P élevée a la puissance 9 est alors a coefficients strictement positifs et la
matrice obtenue est la matrice compagnon d'un polynome de degré 16.

Exemple 16 Soit P le polynome
P(x) = 2° — 52" + 102° — 102* + 5z — 4.

Le polynéme (1 + z)'2P a alors un changement de signe. La matrice compagnon du po-
lynome (1 + z)2P élevée a la puissance 43 est alors a coefficients strictement positifs et
la matrice obtenue est la matrice compagnon d’un polynome de degré 59.

1.6 Matrices compagnons irréductibles intégrales

On établit a partir du résultat d’Handelman une caractérisation des rayons spectraux
des matrices compagnons irréductibles intégrales. On en donne également une interpré-
tation en termes d’automates. Les nombres ainsi déterminés jouent un role central dans
I’étude de la hauteur d’étoile des séries IN-rationnelles que 'on étudie dans le prochain
chapitre (Section 2.3 p.76).

Théoreme 10 Soit A un nombre réel strictement positif, A est racine d’un polynome de
la forme: x™ — > a;x" ot les a; sont des entiers naturels et ag non nul si, et seulement
si, A vérifie les conditions suivantes

N soit un nombre de Perron

Ik tel que { N n’a pas de conjugué algébrique réel positif.

On appellera dorénavant nombres d’Handelman les nombres réels positifs vérifiant les
conditions du Théoreme 10.

Démonstration : Soit P(x) le polynome 2 — > " Pz’ ot les P; sont des entiers

naturels et Iy non nul. Le polynome P a une unique racine réelle positive A\ qui n’a donc
pas de conjugué algébrique réel positif. De plus, les conjugués A\; de A sont racines du
polynoéme P et ont donc un module inférieur a A, en cas d’égalité \; s’écrivant A0 ou 6
est une racine de I'unité. Soit k I'ordre commun de ces racines de 1'unité, alors \* est un
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nombre de Perron et k est la période de la matrice compagnon du polynome P. De plus,
si
P(z) =z" — Z P, x" — Py,

n1>->n;

ot (P, Pry, ..., Py;) est la sous-suite des nombres strictement positifs extraite de la suite

(P;)1<i<n—1, l'indice k est alors le plus grand commun diviseur des différences
n—ny,ng —"nNg,...,n; — 0,

d’apres la Proposition 4 (p.25). Par suite, tous les exposants non nuls qui apparaissent
dans le polynome P sont des multiples de k et ’on peut effectuer le changement de variable
y = 2*. On obtient alors le polynome y™/* — Z?:_ol Py"* on en déduit que \* n’a pas de
conjugué algébrique réel positif. L'unique racine réelle positive du polynéme P est donc
un nombre d’Handelman.

Réciproquement, soit A un nombre d’Handelman. Soit P le polynéme minimal de A*,
P est un polynome unitaire de degré n a coefficients entiers tel que P(0) # 0 puisque
A = 0. Comme M\ est un nombre de Perron qui n’a pas de conjugué algébrique réel

positif, d’apres le théoreme d’Handelman (p.56), il existe un polynome

ou les p; sont des entiers naturels, tel que la matrice compagnon du polynome Cj soit
primitive.
Le polynome C' défini par
C(x) = Co(z")

est alors le polynome cherché, ce qui acheve la démonstration du théoreme. O

Corollaire 2 Soit M une matrice intégrale non nulle et irréductible dont le rayon spec-
tral A est un nombre d’Handelman et soit P son polynome caractéristique. Alors il existe,
dans l'idéal PZ[x)], un polyndome

C(z)=2"—-) Pa', PeN, C0)#0
dont la matrice compagnon est irréductible et a pour rayon spectral .

Démonstration : Soit P le polynome caractéristique de la matrice M et soit k la période
de la matrice M. L’entier k est alors le plus grand commun diviseur de toutes les différences
entre deux exposants qui apparaissent consécutivement dans le polynome P. Par suite,
tous les exposants non nuls du polynome P sont divisibles par k, ce qui permet d’effectuer
le changement de variable y = ¥ dans le polynéme P. Le polynome ainsi obtenu vérifie
alors les conditions du théoreme d’Handelman (p.56) dont 'application conduit au résultat
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annonceé. Il suffit pour obtenir la matrice cherchée de faire le changement de variable
réciproque. O

Les nombres d’Handelman sont exactement les nombres qui peuvent étre rayons spec-
traux de matrices compagnons irréductibles intégrales (Figure 1.1).

Les matrices associées étant irréductibles, les automates sont donc de graphe fortement
connexe. De plus, les automates associés possedent une propriété remarquable: tous les
cycles passent par un méme état et tout automate en pétales étiqueté sur un alphabet
réduit a une lettre et avec multiplicité dans IN est équivalent a un tel automate. C’est a
cette spécificité que 'on s’intéressera dans la suite.

Les automates en pétales sont exactement les automates finis dont tous les cycles
passent par un méme sommet, ce sont donc les automates de rang cyclique 1.

/N@
~—0yoV 8
Fic. 1.3 — Automate en pétales.

Si A est un automate en pétales dont tous les cycles passent par le sommet 1, alors A
est équivalent a un automate dont 'unique composante fortement connexe du graphe des
états est de la forme suivante (Figure 1.4). Pour tout 4, 'entier P; est égal au nombre de
cycles de longueur ¢ ayant pour extrémités I’état 1 dans I'automate initial A.

[oue

|

F1G. 1.4 — Automate (en pétales) associé a un nombre d’Handelman
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Chapitre 2

Hauteur d’étoile

Introduction

En 1963, Eggan a introduit la notion de hauteur d’étoile (cf. [Egg63]) des expressions
rationnelles définies a 'aide des opérateurs de 'union, de la concaténation et de I’étoile.
Cette hauteur est égale au nombre d’étoiles superposées dans I'expression considérée.

Par définition, la hauteur d’étoile d'un langage rationnel est égale au plus petit nombre
d’étoiles superposées dans une expression rationnelle qui le représente. Cependant, il peut
exister une infinité d’expressions rationnelles qui décrivent un méme langage rationnel.

La notion de hauteur d’étoile peut éetre interprétée en termes d’automates: la hauteur
d’étoile d'un langage rationnel est égale au nombre minimal de cycles imbriqués dans
un automate qui reconnait ce langage. En ce sens, la hauteur d’étoile est une mesure de
la complexité en cycles du langage. Mais, la hauteur d’étoile n’étant pas une propriété
syntactique, elle ne peut étre calculée a partir de 'automate minimal.

Eggan a montré, dans l'article précédemment cité, que, pour tout entier naturel &, il
existe un langage rationnel de hauteur d’étoile k et a soulevé le probleme de la calculabilité
de la hauteur d’étoile. En 1966, Dejean et Schiitzenberger (cf. [DS66]) ont prouvé que, pour
tout entier naturel k, il existe des langages rationnels de hauteur d’étoile exactement k sur
un alphabet a deux lettres. En 1967, McNaughton (cf. [McN67]) a donné un algorithme
pour déterminer la hauteur d’étoile d'un langage rationnel dont le monoide syntactique est
un groupe. Enfin, Hashigushi a trouvé en 1982 un algorithme permettant de décider si un
langage rationnel est de hauteur d’étoile 1 ([Has82]), et en 1989 un algorithme permettant
de décider la hauteur d’étoile dans le cas général (cf. [Has89] et [Has88]).

On a vu précédemment que les séries IN-rationnelles en une variable peuvent étre
définies comme des langages rationnels avec multiplicité sur un alphabet réduit a une
unique lettre et que le coefficient d’ordre n est alors le nombre de chemins de longueur
n dans graphe orienté G (le graphe orienté des états de 'automate associé). Soit h(G) le
nombre maximum de cycles nécessairement imbriqués du graphe G. La hauteur d’étoile
s’interprete alors comme le minimum parmi les entiers h(G) quand G décrit 1’ensemble
des graphes représentant une méme série. Ainsi, les séries de hauteur nulle sont associées
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aux graphes acycliques et se réduisent aux polynomes.

Une conséquence du théoreme de Soittola (Théoreme 8 p.30) est quune série IN-
rationnelle en une variable est au plus de hauteur d’étoile 2. Ce résultat a été obtenu
indépendamment par Katayama, Okamoto et Enomoto ([KOE78]) par des méthodes dif-
férentes.

Dans ce qui suit, on établit une propriété des séries de hauteur 1 qui se révele étre
suffisante pour décider la hauteur d’étoile d’une classe importante de séries. A la différence
du théoreme de Soittola, la condition que ’on donne ne porte pas uniquement sur la plus
grande racine réelle positive de la série, mais sur ’ensemble de ses racines réelles positives.

La hauteur d’étoile des séries en une variable est liée a diverses notions, en particulier
a celle de représentation par une matrice a coefficients polynomiaux. Toute série de la
classe a laquelle on s’intéresse plus spécialement dans ce qui suit (série IN-rationnelle ayant
une racine dominante) peut étre représentée par une matrice a coefficients polynomiaux
dans zIN[z], triangulaire par blocs et dont les blocs diagonaux sont carrés de dimension
2. On donne également une caractérisation des séries de hauteur d’étoile 1 a ’aide de
leur représentation par des matrices a coefficients polynomiaux (pour une présentation
générale des matrices a coefficients polynomiaux on se reportera a la synthese de Boyle
[Boy94]).

La premiere partie de chapitre récapitule les résultats connus pour les langages ra-
tionnels. La suivante présente le probleme de la hauteur d’étoile des séries rationnelles en
plusieurs variables non-commutatives par analogie avec le cas des langages. La section 2.3
(p.76) est enticrement consacrée a I’étude du probleme de la hauteur d’étoile des séries
IN-rationnelles en une variable.

2.1 Langages rationnels

On définit la hauteur d’étoile d'un langage rationnel, on introduit la notion de rang
cyclique d’un automate ainsi que son analogue en termes matriciels. Muni de ces notions,
on donne une interprétation de la hauteur d’étoile au moyen des automates; enfin, on
récapitule les résultats connus.

2.1.1 Définitions

On définit la hauteur d’étoile d’'une expression rationnelle comme le nombre maximal
d’étoiles “superposées” dans l'expression. Formellement, elle est définie, sur ’ensemble
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des expressions rationnelles non nulles, comme une fonction a valeurs dans IN par

h(1) =0,
h(a)=0 si a€ A,
(X +Y)=h(XY)=max{h(X),h(Y)},

h(X*) = h(X) + 1.

Ezemple 17 Identités mettant en relation des expressions rationnelles dont la hauteur
d’étoile differe (cf. Exemple 3).

Si, dans les identités,
(e+ f) = (e f) e,
Lt (e+ ) f = (e f)")
les expressions e et f sont instanciées par des lettres d’un alphabet donné, les membres
gauches associés a l'instanciation de ces identités sont alors de hauteur d’étoile 1, alors
que les membres droits sont de hauteur d’étoile 2. Ainsi, les deux expressions rationnelles

apparaissant dans l'instanciation d’une identité n’ont pas nécessairement la méme hau-
teur d’étoile.

La hauteur d’étoile d’'un langage rationnel est, par définition, égale au minimum des
hauteurs d’étoile des expressions rationnelles décrivant ce langage.

Exemples 18 L’ensemble des mots sur 'alphabet {a, b} qui se terminent par la lettre a,
représenté, entre autres, par les expressions rationnelles (a+b)*a et (a*b)*a, est de hauteur
d’étoile 1.

Les langages rationnels de hauteur d’étoile nulle sont exactement les langages finis.

2.1.2 Lien avec les automates

Ce paragraphe présente une interprétation de la hauteur d’étoile en termes d’auto-
mates.

On met en évidence dans ce qui suit le lien entre la notion de hauteur d’étoile d'un
langage rationnel et celle de complexité en cycles du graphe des états des automates
reconnaissant le langage. Les résultats présentés ici sont dus a Eggan ([Egg63]).

L’objet de ce qui suit est le suivant: on introduit la notion de rang cyclique d'un au-
tomate et on montre que la hauteur d’étoile d’un langage rationnel est égale au minimum
des rangs cycliques des automates reconnaissant ce langage.
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On définit récursivement le rang d’'une composante fortement connexe de la fagon
suivante :

— Une composante fortement connexe est de rang 0 si elle est réduite a un seul sommet
et si le seul chemin qu’elle contient est le chemin associé au mot vide.

— Une composante fortement connexe est de rang 1 s’il existe un sommet par lequel
passent tous les cycles de la composante fortement connexe.

— Une composante fortement connexe est de rang k s’il existe un sommet tel que le
graphe obtenu en supprimant ce sommet et les transitions ayant pour extrémité ce
sommet contient un cycle de rang k — 1 (et éventuellement d’autres cycles de rangs
inférieurs) et si le graphe obtenu, a partir du cycle initial, en supprimant tout autre
sommet, contient un cycle de rang supérieur ou égal a k — 1.

On définit la notion de rang cyclique d’'un automate de la fagon suivante: si le graphe des
états de l'automate est acyclique, ce rang est nul, sinon il est égal au maximum des rangs
de ses composantes fortement connexes.

Exemple 19 Automates en pétales

Les automates en pétales étant exactement les automates finis dont tous les cycles
passent par un méme sommet, ce sont donc les automates de rang cyclique 1. Les deux

/N@
~—0y
FiGc. 2.1 — Automate de rang cyclique 1.

cycles de 'automate de la Figure 2.1 passent par 1’état 1: ’automate est de rang 1.

Ezemple 20 Automate de rang cyclique 2 (Figure 2.2).

Du fait des propriétés de symétrie du graphe, tous les états jouent le méme role. De
plus, en supprimant I'un quelconque des états de 'automate, on obtient un automate en
pétales (cf. Exemple 19). L’automate est donc de rang 2.

La preuve du résultat suivant est donnée dans [Egg63].

Théoréme 11 (Eggan) La hauteur d’étoile d’un langage rationnel est égal au minimum
des rangs cycliques des automates finis reconnaissant ce langage.
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Fi1G. 2.2 — Automate de rang cyclique 2

En ce sens, la hauteur d’étoile peut étre interprétée comme une mesure de la complexité
en cycles du langage.

Démonstration : Le minimum r des rangs cycliques des automates reconnaissant un
langage rationnel L est inférieur a sa hauteur d’étoile. En effet, soit £ une expression
rationnelle représentant le langage L, en utilisant les méthodes usuelles pour construire
un automate a partir d’'une expression rationnelle, on crée une composante fortement
connexe quand opere une étoile et on augmente éventuellement le rang d'une composante
fortement connexe d’une unité si 1’étoile opere sur une expression contenant déja cet
opérateur. La hauteur d’étoile de 'expression E est donc supérieure a r. Comme, par
définition, la hauteur d’étoile d’'un langage rationnel est égale au minimum des hauteurs
d’étoile des expressions rationnelles décrivant ce langage, elle est supérieure au minimum
des rangs cycliques des automates finis reconnaissant ce langage.

Il reste a établir I'inégalité r > h(L). On va prouver (Lemme 6 p.67) que si i et f
sont deux états d’'un automate de rang cyclique k, il existe une expression rationnelle de
hauteur d’étoile au plus k qui décrit ’ensemble des étiquettes des chemins allant de 1’état
1 al’état f. Comme le langage L est reconnu par un automate de rang cyclique r, il existe
une expression rationnelle de hauteur d’étoile au plus r qui décrit L . Cette expression est
obtenue par union finie des étiquettes des chemins allant de ¢ a f quand 7 et f décrivent

respectivement ’ensemble des états initiaux et finaux de 'automate, ce qui montre que
h(L) <r.DO

Lemme 6 Si i et f sont deux états d’'un automate A de rang cyclique k, il existe une
expression rationnelle de hauteur au plus k qui décrit [’ensemble des étiquettes des chemins
allant de [’état i a l’état f.

Démonstration : On établit la preuve de ce lemme par induction sur le rang cyclique
k de automate A.

Si k = 0, automate A est acyclique, il n’existe alors qu'un nombre fini de chemins
allant de I’état ¢ a I’état f, dont les étiquettes sont décrites par une expression rationnelle
de hauteur d’étoile nulle.
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On suppose maintenant que, dans un automate de rang cyclique k' < k, 'ensemble
des étiquettes des chemins entre deux états peut étre décrit par une expression rationnelle
de hauteur d’étoile au plus &’.

Soit A un automate de rang cyclique k + 1.

Cas d’une composante fortement connexe: L’automate A est réduit a une seule compo-
sante fortement connexe.

Si 'automate A n’a qu’un seul état s, alors les chemins de cette composante fortement
connexe sont décrits par le mot vide si le seul chemin de I'automate est le chemin vide
et par ’expression rationnelle de hauteur d’etoile 1: €, si ey, est I'étiquette de la boucle
sur I'état s.

Soit s un état (de 'automate A) tel que 'automate obtenu en supprimant s et toutes
les transitions d’extrémité s soit de rang cyclique k.

Soient

587

P ={p]| il existe une transition dans A allant de p a s}

et
Q ={q| il existe une transition dans A allant de s a ¢}.

On note e, 'étiquette de la transition allant de v a v’ et respectivement L, et L3,
I'ensemble des étiquettes des chemins de v a v" dans A et dans A — {s}. On a alors

Ly, = (ess + Z Z esqLZpeps> .

q€eQ peP

D’apres I'hypothese d’induction, pour tous ¢ et j, L, est de hauteur d’étoile au plus k et
L est, par suite, de hauteur d’étoile au plus k + 1.

Siv#s,
va = LS <Z Z vaeps 8565‘1 qv) ?

peEP qeqQ

§ vaeps 88y

peP
S
Lo =Y Lyl
q€Q

Chacun de ces langages est de hauteur d’étoile inférieure a k + 1.
Si, de plus, v # s,

Lm/ — wa/ + (Z Z Lypeps ssesq qy’) )

peEP qeqQ

d’ott h(Lyy) < k+ 1. On a donc établi le résultat annoncé dans le cas ou 'automate est
réduit a une seule composante fortement connexe.
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Cas général: A est un automate de rang cyclique k + 1.

Toutes les composantes fortement connexes de A sont alors de rang inférieur a k + 1.

Si v est dans une composante connexe réduite a un singleton, L,, = €},,. Sinon L,,, est
un langage de hauteur au plus k£ 4+ 1 d’apres ce qui précede.

Siv # v et sivet o sont dans la méme composante fortement connexe, on est éga-
lement ramené au cas précédent, le langage L, est de hauteur d’étoile au plus k + 1.
Dans le cas contraire (i.e., il existe un chemin de v & v' mais v et v’ sont dans deux com-
posantes connexes distinctes du graphe des états), soient Cy, Cs, ..., C; les composantes
par lesquelles passent les chemins de la composante fortement connexe de v a celle de v'.
Toute étiquette d'un chemin de v & v" est alors de la forme

TW1E1W3 . . . W€Wii1Y

ou x (resp. y) désigne I'étiquette d’un chemin dans la composante contenant v (resp.
v') ayant v comme origine (resp. v’ comme fin), w; est 1'étiquette d’'un chemin de la
composante connexe contenant v a Cp, wy1 celle d’'un chemin de C} a la composante
connexe contenant v’ et w; (2 < j < u) celle d'un chemin de C;_; a C}, enfin e; est
I'étiquette d'un chemin dans C;. Toute étiquette d’'un chemin de v a v’ est un élément de
I’ensemble

leLl'lUQ . thth_lY.

Comme il n’existe qu'un nombre fini de chemins entre deux composantes connexes, on en
déduit que L., est une union finie de langages de hauteur d’étoile au plus k£ + 1.

On a ainsi établi que 'ensemble des étiquettes des chemins entre deux états d’un
automate de rang cyclique k peut étre décrit par une expression rationnelle de hauteur
d’étoile au plus k. O

La hauteur d’étoile n’est pas une propriété syntactique, il est facile de s’en convaincre
en considérant un langage fini sur un alphabet a deux lettres: sa hauteur d’étoile est
nulle mais celle de son complémentaire ne l'est pas alors qu’ils ont le méme monoide
syntactique.

Une des conséquences de cette remarque est la suivante : 'automate minimal du lan-
gage ne donne qu’'une borne supérieure de la hauteur d’étoile du langage (on rappelle que
le monoide de transition est isomorphe au monoide syntactique). De plus, selon le sens de
lecture du mot, le rang cyclique de 'automate minimal associé peut étre différent.

Ezemple 21 On considere I'alphabet A = {a, b} et X I'ensemble des mots de A* qui se
terminent par ab. Alors X n’est pas fini et est décrit par I'expression rationnelle (a+b)*ab,
il est donc de hauteur d’étoile 1.

L’automate minimal (Figure 2.3 p.70), associé a une lecture de gauche a droite, est de
rang cyclique 2.
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FiG. 2.3 — Automate minimal de rang cyclique 2

a,b

Fiac. 2.4 — Automate minimal de rang cyclique 1

L’automate minimal (Figure 2.4), associé a une lecture de droite a gauche, est lui de
rang cyclique 1.

Le résultat suivant, di & McNaughton ([McN67] Théoreme 9), montre cependant que,
dans certains cas, la hauteur d’étoile du langage peut étre déterminée en utilisant son
automate minimal.

Théoréme 12 (McNaughton) Soit X un langage rationnel. Si le monoide syntactique
de X est un groupe et si l'automate minimal de X a un seul état final, alors la hauteur
d’étoile du langage X est égale au rang cyclique de cet automate.

Ezemple 22 Soit A = {a,b} et soit X = (a* + ba*b)*. On construit I'automate minimal

de X (Figure 2.5). Comme le monoide syntactique de X est isomorphe au monoide des

a a
b
/N
\3/

Fia. 2.5 — Automate minimal de X = (a* + ba*b)*
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transitions de ’automate minimal, et que la lecture d’une lettre est une permutation des
états de I'automate, le monoide syntactique est un groupe. On en déduit que la hauteur
d’étoile de X est égale au rang cyclique de son automate minimal, ¢’est-a-dire 2.

2.1.3 Probleme des bornes

Dans cette section, on montre que la hauteur d’étoile d'un langage rationnel n’est
pas bornée et que ce résultat est déja vrai si I'alphabet est réduit a deux lettres (sur un
alphabet a une lettre, la hauteur d’un langage est 0 ou 1). Le résultat suivant est du a

Eggan ([Egg63]).
Théoréme 13 (Eggan) La hauteur d’étoile des langages rationnels n’est pas bornée.

Démonstration : On considere, pour tout entier n, un langage rationnel sur un alphabet
an lettres dont ’automate minimal n’a qu’un seul état final et tel que la lecture de chacune
des n lettres est une permutation des états de 'automate. Alors, d’apres le théoreme de
McNaughton, ce langage est de hauteur d’étoile n. O

Le théoreme précédent a été amélioré et précisé par Dejean et Schiitzenberger ([DS66])
de la fagon suivante.

Théoréme 14 (Dejean-Schiitzenberger) Pour tout entier naturel n, il existe des lan-
gages rationnels de hauteur d’étoile exactement n sur un alphabet a deux lettres.

Démonstration : Soit A = {a,b} I'alphabet utilisé dans ce qui suit. Pour tout entier
naturel non nul n, on définit le langage X,,(a,b) comme l’ensemble des mots du monoide
libre A* dont le nombre d’occurrences de la lettre a est congru modulo 2" au nombre
d’occurrences de la lettre b, soit

Xn(a,b) ={x € A" | ||, = |z|p, mod 2"}.

Chacun des langages X, est de hauteur d’étoile exactement n.

Pour n = 1, on obtient I’ensemble des mots de longueur paire sur 'alphabet A. Comme
Xi(a,b) est infini, sa hauteur d’étoile est strictement positive, elle est en fait égale a 1
puisque ce langage peut étre décrit par une expression rationnelle de hauteur d’étoile 1:

Xi(a,b) = (a+ b)*,

ou par un automate de rang cyclique 1 (Figure 2.6 p.72).
Pour n = 2, on construit 'automate minimal (Figure 2.7 p.72) de X5:

Xo(a,b) ={x € A" | |z|, = |x]p mod 4}.
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a,b
OO

F1G. 2.6 — Automate reconnaissant Xy(a,b) = (a + b)**

a
O/N
~—0
b
a b b a
b
e
Q ~——/rV
a

F1a. 2.7 — Automate reconnaissant Xs(a,b) = {z € A* | |z|, = |z|, mod 4}

Comme la lecture d’'un a ou d'un b correspond a une permutation des états de 'auto-
mate, on en déduit que le monoide syntactique de X, est un groupe. L’automate ayant de
plus un seul état final, d’apres le théoreme de McNaughton, la hauteur d’étoile de X5 est
égale au rang cyclique de son automate minimal c’est-a dire 2 (on supprime par exemple
I'état 3 puis I’état 1). On aurait pu établir que X; est de hauteur d’étoile 1 de la méme
maniere.

On va maintenant traiter de maniere analogue le cas général. Soit

Xn(a,b) ={x € A" | |z|, = |z]p mod 2"}.

L’automate minimal de X,, (Figure 2.8) a 2" états, soit {1,2,...,2"}. L’état 1 est 1’état
initial et I'unique état final. La fonction de transition est la suivante

o1 sii=on
] i+ 1 sinon

z’.b:{Q si 1=1

7 — 1 sinon

Comme la lecture d’un a ou d’'un b est une permutation de I’ensemble des états et que
le monoide des transitions de ’automate minimal est isomorphe au monoide syntactique
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Fia. 2.8 — Automate reconnaissant X,(a,b) = {x € A* | |z|, = |x|, mod 2"}

du méme langage, on en déduit que celui de X,, est un groupe. Comme, de plus, 'automate
minimal de X,, a un seul état final, on en déduit d’apres le théoreme de McNaughton que
la hauteur d’étoile de X, est égale au rang cyclique de son automate minimal.

Du fait des propriétés de symétrie de 'automate considéré (Figure 2.8), il n’est pas
difficile de montrer que ce dernier est de rang cyclique n. En supprimant I’état 2°~*+1, on
peut représenter de maniere “linéaire” ’automate. Pour obtenir un graphe acyclique en
minimisant le nombre d’états a éliminer, on procede par dichotomie: on supprime 1’état
médian (I’état 1 a la premieére étape), on obtient deux composantes fortement connexes
qui sont de méme rang cyclique, on itere le procédé, par exemple en choisissant systéma-
tiquement la composante comportant les états de plus petits indices. On supprime alors
les états 2" 241,273 +1,...,3, soit n — 2 états. On aura donc supprimé au total n états,
ce qui prouve bien que 'automate est de rang cyclique n. O

2.1.4 Décidabilité

Le probleme de la hauteur d’étoile est tres lié a celui de la propriété de la puissance
finie. En effet, I’étoile d’un ensemble possédant cette propriété s’exprime sous une forme
polynomiale dont 1'unique variable est ’ensemble lui-méme, i.e., I’étoile peut-étre rem-
placée par des sommes et des produits ; en particulier X et X* ont alors la méme hauteur
d’étoile.

Simon ([Sim78]) et Hashiguchi ([Has79]) ont établi indépendamment que 'on peut
décider si un ensemble rationnel donné possede la propriété de puissance finie. La preuve
de Simon réduit ce probleme a celui de la finitude de monoides de matrices a coefficients
dans le semi-anneau tropical (pour une synthese sur le semi-anneau tropical on pourra
consulter [Pin95]). Une généralisation de cette méthode a permis a Hashiguchi de donner
un algorithme pour décider si un langage rationnel est de hauteur d’étoile 1 ([Has82]).

La calculabilité de la hauteur d’étoile dans le cas général a également été établie par
Hashiguchi en 1989 ([Has89] et [Has88]).

Théoréeme 15 (Hashiguchi) La hauteur d’étoile d’un langage rationnel est décidable.
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2.2 Analogies entre les langages et les séries

Dans cette section, on présente les analogies entre langages et séries rationnels. On
définit la notion de hauteur d’étoile pour les séries et on en donne une interprétation en
termes d’automates avec multiplicité. On énonce enfin un résultat (Théoreme 16 p.75),
di a Reutenauer, a savoir que, quand IK est un corps, il existe des séries IK-rationnelles
de hauteur d’étoile arbitraire et que la hauteur d’étoile d'une série est donnée par I'une
de ses représentations minimales.

On définit la hauteur d’étoile d'une série K-rationnelle comme le minimum des hau-
teurs d’étoile des expressions rationnelles avec multiplicité décrivant cette série.

De fagon plus formelle, on peut donner une définition algébrique, équivalente a la pré-
cédente, de la hauteur d’étoile d'une série rationnelle S. Soit (R;)o<i<, une suite croissante
(pour l'inclusion) d’ensembles tels que

— leur réunion est 'ensemble de toutes les séries rationnelles ;

I’ensemble des polynomes est Ry ;

chaque R; est stable pour I'addition et la multiplication ;
— 81 S € R; est propre, i.e., S(0) =0, alors S* € R; 1.

Le plus petit entier n tel que S € R, est alors la hauteur d’étoile de la série S.

Le résultat suivant donne une interprétation en termes d’automates avec multiplicité
de la hauteur d’étoile d’'une série K-rationnelle (€ K((A))). La preuve de ce résultat
découle directement de celle donnée par Eggan (Théoreme 11 p.66) pour les langages
rationnels a condition de considérer cette fois des automates avec multiplicité.

Proposition 9 La hauteur d’étoile d’une série K-rationnelle en plusieurs variables non-
commutatives est égale au minimum des rangs cycliques des automates (finis), avec mul-
tiplicité dans K, reconnaissant la série.

En ce sens, la hauteur d’étoile peut étre interprétée comme une mesure de la complexité
en cycles de la série.

Ezemple 23 Les séries de hauteur nulle sont exactement celles qui se réduisent a des
polynomes, ce sont celles qui sont reconnues par des automates acycliques.

Ezemple 2/ La série de Fibonacci, qui est reconnue par l'automate de la Figure 2.9 et
peut étre représentée par ’expression rationnelle de hauteur d’étoile 1

1
2*:
) =1y
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1
1
— A
-0
~—m—0n—»_—
1

F1c. 2.9 — Automate reconnaissant la série de Fibonacci

est de hauteur d’étoile 1.

Ezemple 25 Les termes d’indice pair de la série de Fibonacci
La série des termes pairs de la série de Fibonacci peut étre représentée par un automate

(@
— X\
\7/

Fi1G. 2.10 — Automate des termes d’indice pair de la série de Fibonacci

de rang cyclique 2 (Figure 2.10) et décrite par I'expression rationnelle (22 + 2%2*)*. Elle

est donc de hauteur au plus 2, en fait exactement 2 comme on le verra dans ce qui suit
(Exemple 26 p.81).

Récemment, Reutenauer a démontré ([Reu96]) que, si IK est un corps, la hauteur
d’étoile des séries IK-rationnelles n’est pas bornée et surtout qu’elle peut étre obtenue a
partir de I'une de ses représentations minimales. L’énoncé du théoreme suivant précise ces
résultats.

Théoreme 16 Si K est un corps, alors pour tout entier n, il existe des séries IK-
rationnelles de hauteur d’étoile n. Si une série IK-rationnelle s est de hauteur d’étoile
n alors il existe une représentation minimale de s dont le graphe associé est de rang
cyclique n.
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2.3 Séries N-rationnelles en une variable

On étudie maintenant en détail le cas d’une famille particuliere de séries rationnelles:
les séries IN-rationnelles en une variable. On montre qu’une des conséquence du théoreme
de Soittola (Théoreme 8 p.30) est que la hauteur d’étoile d’une série IN-rationnelle est de
hauteur d’étoile au plus 2.

La caractérisation par des criteres adéquats de celles qui sont de hauteur d’étoile
1 permettrait donc de décider, dans le cas général, de la hauteur d’étoile d’une série
IN-rationnelle en une variable. C’est le probleme que l'on s’est attaché a résoudre et le
résultat obtenu (cf. Théoreme 17, p.78) donne une condition nécessaire pour qu’'une série
IN-rationnelle en une variable soit de hauteur d’étoile 1 et permet de décider de la hauteur
d’étoile de certaines de ces séries.

En utilisant la caractérisation du rayon spectral des matrices compagnons irréductibles
intégrales (Théoreme 10 p.59), on donne une caractérisation des séries de hauteur d’étoile
1, on en déduit une propriété de leurs racines positives. A la différence du théoreme de
Soittola, elle concerne toutes les racines positives de la série.

On établit enfin le résultat suivant (Théoréme 17 p.78): le fait d’avoir pour racines
réelles positives exclusivement des nombres d’"Handelman est une condition nécessaire pour
qu'une série IN-rationnelle soit de hauteur 1 et suffisante pour décider la hauteur d’étoile
d’une série IN-rationnelle ayant de plus une racine dominante. La démonstration établie
par induction utilise la représentation linéaire d’une série rationnelle et la caractérisation
de ses racines réelles positives.

On clot le chapitre sur le probleme de la décidabilité de la hauteur d’étoile des séries
IN-rationnelles en une variable.

2.3.1 Conséquence du théoreme de Soittola

Une conséquence importante du théoreme de Soittola concerne la complexité de séries
rationnelles. Les séries Z-rationnelles, étant Q-rationnelles, s’écrivent sous la forme

P(z)
1-0Q(2)

ou P et @) sont a coefficients entiers d’apres la lemme de Fatou (cf. p.35) ; ces séries sont de
hauteur d’étoile 0 ou 1. La preuve du théoreme de Soittola montre que la hauteur d’étoile
d’une série IN-rationnelle est au plus égale a 2. Ce résultat a été établi indépendamment
par Katayama, Okamoto et Enomoto ([KOE78]).

Corollaire 3 Une série IN-rationnelle est de hauteur d’étoile au plus 2.

Démonstration : Une série Z-rationnelle a coefficients positifs ayant une racine do-
minante peut étre représentée par un automate de rang cyclique 2. En effet, d’apres les
preuves du théoreme de Soittola et de la Proposition 7 (p.35), on peut construire un au-
tomate dont chaque composante fortement connexe du graphe des états est de rang 2. La
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matrice
PP 1 0 0
0 1
P = 0
P,y 0 1
P. 0 0 1

Fic. 2.11 — Composante connexe d’un automate reconnaissant une série IN-rationnelle
qut a une racine dominante

On peut également noter que la matrice a coefficients polynomiaux

Pp = ( Zi‘:ll Pzt 2 )

P.z z

associée a cet automate est également de taille 2.
De la stabilité de la hauteur d’étoile d'une série par sommation et par emboitement,
on déduit qu’'une série IN-rationnelle en une variable est au plus de hauteur d’étoile 2.
On montre dans ce qui suit qu’il existe des séries de hauteur d’étoile exactement 2 et
I'Exemple 26 (p.81) en est une illustration. O

Remarque 10 La hauteur d’étoile d’une série obtenue par emboitement est au plus égale au
maximum des hauteurs d’étoile des séries intervenant dans ’emboitement. En revanche,
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une série intervenant dans ’emboitement peut avoir une hauteur d’étoile strictement su-
périeure & celle de la série résultante (Exemple 27 p.82).

2.3.2 Séries de hauteur d’étoile 1

Sachant que les séries IN-rationnelles sont de hauteur d’étoile au plus 2, que les po-
lynomes sont exactement les séries de hauteur d’étoile nulle, on est conduit a étudier
les séries de hauteur d’étoile 1. Dans ce qui suit, on en établit plusieurs caractérisations
dont on déduit une propriété analytique des séries de hauteur 1 qui, sous une condition
appropriée, donne un critere pour décider de la hauteur d’étoile de certaines séries.

Principal théoreme

Le résultat suivant donne une condition nécessaire pour qu’une série IN-rationnelle soit
de hauteur d’étoile 1 et permet de décider sa hauteur d’étoile dans le cas ou elle a de plus
une racine dominante.

Théoreme 17 Soit r une série IN-rationnelle. Si r est de hauteur d’étoile 1, alors ses
racines réelles positives sont des nombres d’Handelman.

Si, de plus, la série r a une racine dominante, cette condition suffit a caractériser les
séries de hauteur d’étoile 1.

Les nombres réels positifs vérifiant les conditions du Théoreme 17 sont les nombres
d’Handelman (cf. Théoreme 10 p.59).

La preuve du Théoreme 17 permet également d’établir le résultat suivant (on pourra
se reporter a la Remarque 13 p.85).

Proposition 10 Si r est une série IN-rationnelle n’ayant qu’une seule racine réelle po-
sitive A, alors la série v est de hauteur d’étoile 1 si et seulement si A est un nombre
d’Handelman.

Pour déterminer la hauteur d’étoile d'une série IN-rationnelle, on s’intéresse aux racines
réelles positives de son polynéme minimal. Dans la preuve du Théoreme 17, on utilise le
Théoreme 10 (p.59) qui donne une caractérisation des racines positives des polynomes de
la forme: 2" — ) a;2* ol les a; sont des entiers naturels et ay non nul.

Preuve du théoréme (sens direct)

On donne pour commencer plusieurs caractérisations équivalentes des séries de hauteur
d’étoile 1, dont on déduit que la condition est nécessaire.
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Proposition 11 Soit r = ) . 7,2" une série IN-rationnelle, alors r est de hauteur
d’étoile 1 si et seulement si l'une des trois conditions suivantes est satisfaite

1. la série r s’écrit sous la forme
S

ou I,J sont des ensembles de cardinal fini et ol ['un au moins des polynomes Q;,
est non nul.

Vi,j Pie N[z, Q € zIN[z], (2.1)

2. la série v admet une représentation linéaire (I, M,c) avec, n étant un entier supé-
rieur ¢ 1, 1 € N™"™ M € IN"*™ et ¢ € N telle que

-Vk>0 ri, = IMPFc,

— La matrice M soit triangulaire par blocs et ses blocs diagonaux soient des ma-
trices compagnons irréductibles.

3. la série r admet une représentation linéaire polynomiale, i.e. (I, M,c) avec, n étant
un entier supérieur a 1, 1 € IN[z]"*" M € zIN[2]"*" et ¢ € IN[2]"*!, telle que

—r=3y 00, IMFe,

— La matrice M soit triangulaire.

Démonstration : Les séries définies de 'une des trois manieres précédentes sont de
hauteur d’étoile 1.
Dans le premier cas, elles sont données par une expression rationnelle de hauteur

d’étoile 1:

> Rl

il jed;
Dans les autres cas, 'automate associé a la matrice M est de rang cyclique 1, chacune
des composantes fortement connexes de son graphe étant de rang 1.

Il reste a établir la réciproque.

r est de hauteur d’étoile 1 = 1:On montre que les séries de hauteur d’étoile 1 peuvent
étre mises sous la forme (2.1).

Soient Ry I'ensemble des polynomes a coefficients dans IN et R| I'ensemble des séries
IN-rationnelles de hauteur d’étoile 1. L’ensemble des séries de la forme (2.1) est inclus
dans R} et contient tout élément P* o P € Ry et P(0) = 0.

De plus, cet ensemble est stable pour I'addition et le produit (de convolution), on en
conclut que 'expression (2.1) caractérise les séries IN-rationnelles de hauteur d’étoile 1.

1 = 3: On prouve dans ce qui suit que toute série de la forme (2.1) admet une
représentation polynomiale vérifiant la condition 3. Si

P
[[jes, (1 - Qi)

ry =



80 CHAPITRE 2. HAUTEUR D’ETOILE

Qin, Qini—1) Qi2 Qi1

w@ ------ @

F1G. 2.12 — La représentation polynomiale (1;, M;, ¢;)

la série r;2™ ou n; = Card J; admet la représentation polynomiale (I;, M;, ¢;) (Figure 2.12)
avec

0\ Qi1 ,

. z Qup 0
l; = : , M, = et ¢ =

P, : .0 0

. . N s . N ,
Par suite, sir = ) ;" | r;, alors la série 2", ot n = max;<;<n{n;}, admet la représenta-
tion polynomiale (I, M, c) avec

z . M, e
Zhm . . c
I 0 My " : .
| = . , M= o . . . et c=
lNZn_nN 0 CN
0 0 0 My

A un décalage pres des indices, toute série qui s’écrit sous la forme (2.1) a donc une
représentation polynomiale vérifiant les assertions 3.

3= 2:

Pour la réciproque, on construit a partir de Mp un graphe orienté de la maniere
suivante. L’ensemble des sommets du graphe contient un ensemble de n sommets (soit,
1,2,...,n) qui indexent les lignes et les colonnes de M.

Si M;; =, arz", il y a aj, chemins de longueur k allant du sommet i au sommet j
(Figure 2.13). Tous les sommets intérieurs de ces chemins n’ont qu’une transition entrante
et une transition sortante, ils sont de plus disjoints des sommets 1,2,...,n.

Les coefficients de [p et cp sont développés de la méme maniere et les sommets dont
partent (resp. arrivent) les chemins correspondants aux coefficients polynomiaux de [p
(resp. cp) sont alors les états initiaux (resp. finaux) du nouvel automate. On obtient la
représentation linéaire cherchée en interprétant cet automate. O
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F1G. 2.13 — Représentation du coefficient M;; =, apz®

Remarque 11 Les représentations 2 et 3 sont équivalentes. Pour obtenir une représentation
linéaire polynomiale (Ip, Mp,cp) & partir d'un représentation (I, M, c) de la forme 2, on
procede de la facon suivante :

— On indexe la matrice Mp sur I'’ensemble des sommets par lesquels passent tous les
cycles de chaque bloc diagonal de M (on obtient un sommet par bloc puisque ces
blocs sont des matrices compagnons irréductibles). Les coefficients M;; de Mp sont
alors des polynomes de la forme Y ax2* ot ay, est le nombre de chemins de longueur
k allant du sommet ¢ au sommet j et ne passant par aucun autre sommet distingué
du graphe.

— Les coefficients I; du vecteur [p sont également des polynomes Y ax2* ot ay, est égal
au nombre de chemins de longueur k allant d’un état initial (affecté du coefficient
correspondant de [) de 'automate précédent a 1’état 1.

— De méme les coefficients ¢; de c¢p sont définis par 'ensemble des chemins allant du
sommet ¢ aux états finaux (affectés de leur coefficient correspondant dans c) de
I’automate précédent.

On déduit de la Proposition 11 que les racines réelles positives d'une série de hau-
teur d’étoile 1 sont, chacune, racine d'un des polynomes réciproques (1 — @;;) ou, ce qui
est équivalent, rayon spectral d’'une matrice compagnon irréductible intégrale. D’apres le
Théoreme 10 (p.59), ce sont donc des nombres d’Handelman.

Ezxemple 26 Si une série IN-rationnelle r est de hauteur d’étoile 1, alors toutes ses racines
réelles positives sont des nombres d’Handelman. On exhibe une série qui montre que la
condition nécessaire du Théoreme 17 (p.78) permet de justifier 'existence de série de
hauteur d’étoile 2.
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1

2 1
O~
A 1

Fi1G. 2.14 — Automate des termes d’indice pair de la série de Fibonacci

La série constituée des termes pairs ou des termes impairs de la série de Fibonacci est
reconnue par l'automate (Figure 2.14). L’expression rationnelle et la matrice associée a
cet automate sont respectivement les suivantes

2 1
2 _k\ %
(22 + z°2%) et A(l 1)
Le polynome caractéristique s’écrit
g(z) =2 —32+1,

il a deux racines conjuguées réelles positives :

34+v5 o 3—5
9 9

La série n’est donc pas de hauteur d’étoile 1, elle est, par suite, de hauteur d’étoile 2.

Remarque 12 Pour la réciproque, on ne peut pas utiliser la caractérisation des séries
IN-rationnelles par un emboitement de séries Z-rationnelles ayant une racine dominante.
En effet, la hauteur d’étoile des séries intervenant dans I’emboitement ne donne pas d’in-
formation sur la hauteur d’étoile de la série initiale. C’est ce qui conduit a supposer
I’existence d’une racine dominante, ce qui écarte les cas ou les coefficients de la série ont
un comportement asymptotique oscillatoire. On se servira de cette hypothese pour prou-
ver que les séries auxiliaires introduites au cours de la démonstration sont IN-rationnelles.

Ezemple 27 La série r, dont la fonction génératrice est
1
Jr(2) = (1—-922)(1 — z — 22)’

est de hauteur d’étoile 1 et a deux racines de module maximal (3 et —3). En revanche,
la série, ayant pour terme général les termes d’indices pairs de r et dont la fonction
génératrice est

1—2z
(1—92)(1 -3z + 22)’

h(=) = 5 (fl2) + Fr(—2) =
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est de hauteur d’étoile 2, car elle possede deux racines réelles positives conjuguées

3+5 o 3—5
9 9

Cet exemple montre que la hauteur d’étoile n’est pas conservée quand on “déboite” la
série.

Preuve de la réciproque

Réciproquement, soit r une série IN-rationnelle ayant une racine dominante. On sup-
pose que ses racines réelles positives sont des nombres d’Handelman, c’est a dire qu’elles
vérifient les conditions suivantes

k. .
A; ¢ soit un nombre de Perron

Vi, dk; tel que . . , "
b du { )\fl n’a pas de conjugué algébrique réel positif.

Le but est d’établir qu’une telle série est de hauteur d’étoile 1.

M¢éthode : la preuve est faite par induction sur le nombre de racines réelles positives de
la série. On utilise essentiellement la représentation linéaire des séries et la caractérisation
du rayon spectral des matrices compagnons primitives intégrales (dont I'interprétation en
termes d’automates conduit a des automates de rang cyclique 1).

Comme 7 est une série IN-rationnelle, elle a une représentation (I, M, c), ou
e NP M € NP*P et ¢ e INP¥,

telle que
Vk >0 re = IMPFe.

A une permutation pres, on peut supposer que la matrice M est de la forme

My 0 e 0
M21 M22 .
: - 0

ou les matrices M;; sont non nulles et irréductibles. Le polynome caractéristique de la
matrice M s’écrit alors sous forme du produit des M;, polynomes caractéristiques des ma-
trices M;;. D’apres le Corollaire 2 (p.60), on peut alors construire une matrice compagnon
irréductible intégrale ayant méme rayon spectral que M;; et dont le polynéme caractéris-
tique C; appartient a I'idéal M;Z]z]. Si la matrice M;; est primitive, alors la matrice ainsi
construite est également primitive.
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Dans ces conditions, la série génératrice f,.(z) de la série r s’écrit :

P(z)
[I2,(1=Q)(=)

ou P € Z[z] et Vi, 1 — Q; est le polyndme réciproque de Cj, et par suite @; € IN[z].

On raisonne alors par récurrence sur le nombre m de racines réelles positives de la
série r. Soient A1, Ao, ..., A\, ces racines rangées par ordre croissant (une racine multiple
étant présente dans cette suite autant de fois que son ordre de multiplicité). On pose

fr(2) =

q
(1-Q)() =1-) ¢,
=1
et on définit la suite (s,),>, par:
g
sn=Tn— Y Gy (Yn>q).
=1

Sim =1, alors s,, = 0 pour n > h = max(deg P+ 1,q) et

Tpan = [M"c Vn >0,

ou
t q1 10 0
Thtq-1 o001 -. 0
= M= i i 0| et oc=
Thil oL 0
Tn dg—1 - o1 1
gq 00 ... 0

Deux arguments de nature différente peuvent étre invoqués pour établir que la série r est
de hauteur d’étoile 1. Le premier, analytique, est le suivant. De la représentation linéaire
de la série r, on tire 1’égalité

> = g (PO — (1= QE) ),

n>h n=0
ol (1—@) est le polynéme réciproque du polynéme caractéristique de la matrice M. L’ex-
pression (P(z) —(1-Q(z)) Zz;é rn2") est alors nécessairement de degré supérieur ou égal
a h, les seuls termes qui ne s’annulent pas proviennent donc du produit Q(z) ZZ;(I) rp2’.
On en déduit que le numérateur de la fraction rationnelle précédente est un polynome a
coefficients positifs. L’autre argument tient a la représentation d'une série IN-rationnelle
par un automate : dans ce cas précis, I'automate obtenu est un automate en pétales, il est

donc de rang cyclique 1. En conclusion, la série r est de hauteur d’étoile 1.
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Remarque 13 Dans le cas d’une série n’ayant qu'une racine réelle positive, I’hypothese
de l'existence d’une racine dominante n’est pas nécessaire pour conclure, ce qui justifie
I’énoncé de la Proposition 10 (p.78).

On suppose maintenant le résultat vrai pour une série IN-rationnelle qui a une racine
dominante et pour racines réelles positives exactement (m — 1) nombres d’Handelman.

On va démontrer que la série s vérifie I’hypothese de récurrence énoncée ci-dessus, on
pourra alors prouver le résultat annoncé.

On prouve, dans un premier temps, qu’il existe un entier naturel A tel que

Vn>h s, > 0.

Comme la série r est IN-rationnelle, d’apres la Proposition 6 (p.29), pour tout entier n
suffisamment grand,

Tn = Z A;(n)al  Vn > ny,

0<i<p
ou les «; sont les inverses des poles distincts de la fonction génératrice f,.(z) de r et chaque
A; un polynéme de degré égal a la multiplicité du pole 1/a; diminuée de 1.
On utilise alors la formule :

(%) nlal —q(n— 1)l = = gy(n— gl
! dk : kaqy
— a1 — 2k ind 1o — + B(n)a?
Z( kz:;af)—'—] zkz:;ai_g—'— ()27

ol B est un polynome de degré j — 2.
Comme (7, )n>n, €st combinaison linéaire de séries de la forme

jn.n
Enoziz,

n>ng
la série o, 4 Sn?" est combinaison linéaire de séries de la forme
Jan _1\i,n—1 N\ on
E : (o} — qi(n — 1) a; gg(n — q) "] 2"
n>no+q

On en déduit que
Vn>ng+q, S,= Z Bi(n)a.

0<i<p

On pose ag = \,,. Comme )\, est racine dominante de la série r,

ViE{l,Q,...,p}, >\m>|az|



86 CHAPITRE 2. HAUTEUR D’ETOILE

Soient 3 I'ordre de multiplicité de \,, dans le polynome 1 — @) et aq le coefficient dominant
du polynome Ay, on a alors

Th ~n—soo agnﬁ’l)\%.
Comme r, > 0 et que r n’est pas un polynoéme, ay > 0. On peut maintenant calculer

I’équivalent de s,, quand n tend vers l'infini.
Si A; # A, le coefficient dominant de By est, d’apres (%) (p.85),

aN(1 = Y~ 15) = aoNi (1= Q1) (1/An).

=1 "™

Or, (1 — Q1)(1/A\n) > 0 car ce polyndéme a pour seule racine réelle positive 1/A; et
/A1 > 1/, Comme
Sn ~“n—oo ao)\fn<1 — Q1>(1/)\m)n’871,
on en déduit que pour tout n suffisamment grand, n > h, s, > 0.
Si A\ = A\, B = m, comme 1/)\; est racine du polynéme (1 — @), le polynéme By est
de degré m — 2 et son coefficient dominant est alors, d’apres (x) (p.85),

q .
ag(m — 1)\ Z i% > 0.
i=1 "'m

Comme
q .
Z i
n m—2
Sn ~n—oo CL()(m — 1))\m /\—zn s
=1 ™M

on en déduit que pour tout n suffisamment grand, n > h, s, > 0.

On a donc démontré que la suite (s,),>p est a coefficients positifs. De plus, la fonction
génératrice de la série s s’écrit

fs(2) = fr(2)(1 = Qu)(2) — W(2),

ou W est un polynome de degré (¢ — 1), la série s est donc Z-rationnelle et a pour racine
dominante A,,,. Comme, de plus, la série s a pour seules racines réelles positives (m — 1)
nombres d’Handelman, d’apres 'hypothese de récurrence, la série s est IN-rationnelle de
hauteur d’étoile 1. Il existe donc une représentation linéaire (I, Mj, ¢;), o les coefficients
des matrices I, M, et cs sont des entiers naturels, telle que

Span = lsMg"cs ¥Yn >0

et que la matrice M, soit associée a un automate de rang cyclique 1 (automate qui,
privé d'un de ses états ainsi que des transitions ayant pour extrémité cet état, devient
acyclique).
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On considere alors le triplet (L, N, C') défini par

. Mg| ¢ 0 ... 0
Ls Ol @ 1 0 0 0

Th—i—q : : 0 1 .

L= : , N = et C=

0 0 0
Th+1 ) S 1

™ D Qg1 |

0 ¢qg 0 O

On vérifie par récurrence sur n que, pour tout n > 0,
LNH — (lSMsn|Tn+h+q, .o ’Tn+h)
et on déduit que
Tnin = LN"C  VYn > 0.

On a ainsi démontré que la série r est de hauteur d’étoile 1, ce qui acheve la preuve du
théoreme.

2.3.3 Décidabilité

La décidabilité de la hauteur d’étoile dans le cas des séries IN-rationnelles ayant une
racine dominante vient de la possibilité de calculer, pour chaque racine réelle positive A,
I'entier k maximal tel que \* vérifie les conditions du Théoréme 17 (p.78). La méthode
est analogue a celle utilisée pour décider la IN-rationalité d’'une série Z-rationnelle (se
reporter a [Soi76]).

On construit le polynome a coefficients entiers

T(z) = [[(Biz - 5))
i,
ou (; décrit I'’ensemble des racines de module A. On détermine ensuite l'entier ny tel que

Yn > nr, ¢(n) > deg(T)

ou ¢ est I'indicateur d’Euler et on factorise le polynéme 7" en un produit de polynomes
cyclotomiques d’ordre inférieur a nr. L’entier k est alors le p.p.c.m. des ordres des poly-
nomes cyclotomiques intervenant dans la factorisation de T'.

Conclusion

o Le Théoreme 17 et la Proposition 10 (p.78) permettent de décider la hauteur d’étoile
de séries IN-rationnelles ayant une seule racine positive, ayant une racine dominante ou
dont I’écriture sous forme d’emboitement de séries Z-rationnelles ne fait pas apparaitre
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de nouvelle racine positive. C’est le cas, par exemple, pour une série ayant une racine
périodique multiple mais unique

1

fr(2) = A=y

On peut conjecturer que le fait d’avoir pour racines réelles positives exclusivement des
nombres d’Handelman suffit a caractériser les séries IN-rationnelles de hauteur d’étoile 1.

o Le probleme de la hauteur d’étoile des séries IN-rationnelles en plusieurs variables
commutatives demeure ouvert. On peut se demander par exemple si, dans le cas de deux
variables commutatives, la hauteur est encore bornée.
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Deuxieme partie

Distributions de longueurs de codes
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Introduction

Le codage évoque un procédé de transformation d’un objet associé a un procédé in-
verse, appelé le décodage, qui permet de restituer I’objet initial.

Les débuts de la théorie du codage et de la théorie de 'information datent des travaux
pionniers de Shannon de 1948 ([Sha48]). La théorie des codes s’est ultérieurement déve-
loppée dans deux directions indépendantes. La premiere est I’étude des codes de longueur
constante dans 'optique de la détection et de la correction d’erreurs. L’autre direction,
initiée par Schiitzenberger en 1955 ([Sch56]), a conduit au développement de la théorie des
codes de longueurs variables. Cette théorie est maintenant une branche de l'informatique
théorique, qui a des liens importants avec les langages formels, la combinatoire sur les
mots, la théorie des automates, la théorie des semigroupes et la dynamique symbolique.

Son objet est I’étude des propriétés des factorisations de mots en suites finies de mots
appartenant a un ensemble donné. Plus précisément, on suppose donnés un alphabet source
B et un alphabet de canal A. On cherche a coder des messages v écrits sur B en messages
w sur I'alphabet A. Les lettres de B sont alors mises en correspondance avec les mots d’un
code X sur l'alphabet A. Chaque lettre du message source v est remplacée par le mot qui
lui est associé dans X. De plus, le codage doit étre fait de telle sorte que le décodage du
mot obtenu w € X* ne conduise a aucune ambiguité, quant au texte original.

La distribution de longueurs d’un code est la suite dont le terme d’ordre n correspond
au nombre de mots de longueur n du code. Les suites ainsi définies permettent d’obtenir
des conditions nécessaires pour qu'un code ait certaines propriétés, en particulier celles de
finitude, de maximalité et de rationalité. Ainsi, quand le code est rationnel, la série dont
les coefficients constituent la distribution de longueurs du code est alors IN-rationnelle.

On peut également s’intéresser au probleme inverse, a savoir: étant donné une série
a coefficients entiers positifs, a quelles conditions peut-on construire un code ayant une
propriété spécifique et cette série pour série génératrice?

Dans cette partie, on s’est intéressé aux distribution de longueurs des codes circulaires,
d’une part et a celles des codes rationnels préfixes.

Dans le premier chapitre de cette partie, on rappelle des résultats connus sur les codes
et les distributions qui seront utilisés dans ce qui suit. On pourra consulter [BP85] pour
les preuves et pour une présentation plus générale du sujet.

Les codes circulaires sont ceux pour lesquels tout message lu sur un cercle a au plus un
décodage. Ils ont été introduits en raison de leurs propriétés de synchronisation qui leur
fait jouer un role important dans la corrections d’erreurs. Il interviennent aussi bien dans
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des applications (analyses de séquences biologiques [GG65], [GGW58]) qu’en combinatoire
([Sta86] Section 4.7).

Le Chapitre 2 (p.103) est consacré aux distributions de longueurs des codes circulaires.
On prouve trois nouveaux résultats: on étend la caractérisation des distributions de lon-
gueurs, on en donne une nouvelle formulation et on établit une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une suite d’entiers positifs soit la distribution de longueurs d’un code
circulaire maximal sur un alphabet fini.

Les codes préfixes ont été définis par Morse comme les codes dont aucun mot n’est
le début d’un autre. Ils peuvent étre vus comme des codes a décodage instantané, tout
message étant immédiatement décodable au cours de sa lecture de gauche a droite.

Dans le Chapitre 3 (p.139), on étudie les distributions de longueurs des codes préfixes
rationnels. On présente leurs liens avec une classe particuliere de séries IN-rationnelles :
les DOL-séries. On donne, en utilisant la technique d’éclatement des états empruntée a la
dynamique symbolique, une condition suffisante pour qu’une suite soit la distribution de
longueurs d'un code préfixe maximal sur un alphabet dont le nombre de lettres est fixé.
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Chapitre 1
Codes

Introduction

Ce chapitre est consacré au rappel de définitions et résultats classiques de la théorie des
codes. Il se limite aux notions qui interviendront dans les chapitres suivants, en particulier
celles relatives aux codes circulaires et aux codes préfixes. Pour une présentation plus
générale de ce sujet et pour les preuves que ’on ne mentionne pas, on pourra se reporter

3 [BP85).

1.1 Codes

On suppose donnés un alphabet source B et un alphabet de canal A. On cherche a coder
des messages v écrits sur B en messages w sur 'alphabet A. Les lettres de B sont alors
mises en correspondance avec les mots d’'un code X sur 'alphabet A. Chaque lettre du
message source v est remplacée par le mot qui lui est associé dans X. De plus, le codage
doit étre fait de telle sorte que le décodage du mot obtenu w € X* ne conduise a aucune
ambiguité, quant au texte original.

De maniere plus formelle, un sous-ensemble X du monoide libre A* est un code sur A
si, et seulement si,

Vn,m > 1 et P S S A <3P, ¢

/

T1To Ty =XjTy--x, = n=m et x;=1x;, pour i=1,...,n.

En d’autres termes, un ensemble X est un code si tout mot w de X' a une unique
factorisation en mots de X. Une telle décomposition d'un mot w de X+ en une suite finie
d’éléments, x1xs - - - x,, de X est appelée une X-factorisation. Les termes, x;, de la suite
sont des facteurs du mot w.

Proposition 12 Si un partie X C A* est un code, alors tout morphisme ¢ : B* — A*
qui induit une bijection d’un alphabet B sur X est injectif. Réciproquement, s’il existe un
morphisme injectif ¢ : B* — A* tel que X = ¢(B), alors X est un code.
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Les mots de X codent alors les lettres de B. L’injectivité du morphisme ¢ assure que
le texte codé pourra étre décodé de maniere unique pour obtenir le texte original.

Un morphisme
¢:B"— A"
qui est injectif et tel que X = ¢(B) est appelé un morphisme codant pour X. Pour tout

code X C A*, on obtient un morphisme codant a chaque fois que I'on étend une bijection
d’un ensemble B dans X en un morphisme de B* dans A*.

Ezemple 28 Le code de Morse X est un code sur 'alphabet {., A, —} dont les mots sont
mis en correspondance avec les lettres a, b, ..., z. Le symbole A n’apparait qu’a la fin des
mots de Xy, ce qui assure que X, est un code.

a .—A j ———=A|s ..A

b —..A k — —A t —=A

c ——.AN1 — A u - A
d —.A m ——A % —A
e A n —.A W — —A
f — A o ———A X —.—A
g —— AN |Pp — —.A y ——=A
h ...A q ——.—AN|z ——.A
1 A r —.A

On peut noter que les mots du code de Morse sont de longueurs variables.

Exemple 29 Le code ASCII X 4 sur l'alphabet binaire {0, 1} constitue un autre exemple
de code. A la différence du code de Morse, tous les mots sont, dans ce cas, de méme
longueur égale a 7.

Par définition, un sous-monoide M de A* est libre s’il existe un isomorphisme
¢o:B*"— M

d’un monoide libre B* dans M. Les codes sur I'alphabet A peuvent alors étre caractérisés
de la fagon suivante (cf. [BP85] Proposition 2.2 p.43).

Proposition 13 Si M est un sous-monoide libre de A*, alors son systéme minimal de
générateurs est un code. Réciproquement, si X C A* est un code, alors le sous-monoide
X* de A* est libre et X est son systéme minimal de générateurs.
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La longueur |w| d'un mot w = ajas . .. a,, ou les a; sont des lettres, est égal au nombre
n de lettres qui apparaissent dans w. On peut maintenant définir la série génératrice fx
d’'un code X € A* comme la série formelle, en une seule variable, dont le nieme coefficient
est égal au nombre de mots de longueur n du code, soit

fx(z) = Zaizi = ZCard(X N A"z

i>1 i>1

La suite a = (;);>1, ainsi définie, est appelée la distribution de longueurs du code X.

Le résultat suivant ([McM56]) donne une condition nécessaire pour qu’une suite d’en-
tiers positifs soit la distribution de longueurs d’un code sur un alphabet fini.

Théoréeme 18 (Inégalité de Kraft-McMillan) Soit X un code sur un alphabet a k

lettres, alors
Sacn
zeX

ou, de facon équivalente,

Zank‘_" <1 avec oy, = Card (X N A").

n>0

En d’autres termes, si un ensemble a un nombre trop important de mots de petite
longueur, il ne peut pas étre un code.

L’énoncé complet du théoreme de Kraft-McMillan comprend une réciproque que 1’'on
mentionne ultérieurement (se reporter a la Proposition 29 p.144).

Soient X un code et fx = .., ;2" sa série génératrice. La série génératrice fy«(z)
du monoide libre X* = )".., X*, engendré par X, est, par définition,

fxe =) Ixil2),

i>0

oll fyi(z) est la série génératrice de X7, et, comme X est un code, fyi(z) = (fx(z))". On

obtient ainsi
1 1

«(Z) = ya i: = . 11
Fe@) = S UxE) = = = To s e (11)

Par suite, le rayon de convergence p de la série fx«(z) est égal a la plus petite valeur
positive pour laquelle fx(2) vaut 1. En effet, fx(2) = 3,5, a;z" est une fonction continue

et strictement croissante sur IR et fx(0) = 0, il existe donc un réel positif p tel que
fx(p) = 1. De plus, si fx(z0) = fx(p) =1, alors

ZOMZ(}V > \Zaizé| =1= Zaipi.

i>1 i>1 i>1

Par suite, |z9] > p.
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Les distributions de longueurs permettent d’obtenir des conditions nécessaires pour
qu’un code ait certaines propriétés, en particulier celles de finitude, de maximalité et de
rationalité.

On peut également s’intéresser au probleme inverse, a savoir: étant donné une série s
a coefficients entiers positifs, a quelles conditions peut-on construire un code ayant une
propriété spécifique et dont la série génératrice est s?

L’exemple le plus simple est celui de la finitude: si un code X est fini, sa distribution
de longueurs est une suite finie. Réciproquement, si un polynéme P(z) a coefficient entiers
positifs vérifie I'inégalité de Kraft-McMillan, i.e.,

Jk € IN*, tel que P(1/k) <1,

alors on peut construire un code fini sur un alphabet a k lettres dont P(z) est la série
génératrice.
On s’intéressera a ce type de probléemes dans ce qui suit.

1.2 Maximalité et complétude

De nombreux problemes ayant trait a l'optimisation du processus de codage sont liées
aux propriétés extrémes des codes, telles que celles de maximalité et de complétude.
Les principaux résultats de cette section sont dus a Schiitzenberger ([Sch56]). Pour une
synthese des résultats sur ce sujet, on pourra se reporter a [BLIG6].

Un code X est dit mazimal sur I’alphabet A s’il n’est pas inclus dans un autre code
sur le méme alphabet, i.e.,

(si XCX' et X' code ) = X=X

Proposition 14 Soit X un code mazimal fini sur ’alphabet A. Alors, pour toute partie
non vide B de A, le code X N B* est un code mazximal sur le nouvel alphabet B. En
particulier, pour toute lettre a de A, il existe un entier positif tel que le mot a™ appartienne
au code X.

La preuve de cette proposition est donnée dans [BP85] (Proposition 5.9 p.67).
Un code est dit complet si, et seulement si, tout mot de A* est facteur d’un mot de
X*: pour tout mot w de A*,
A*wA* N X" £ 0.
En d’autres termes, si on note F(L) 'ensemble des facteurs du langage L C A*, i.e.,
I’ensemble des mots de A* qui apparaissent dans la factorisation d’'un mot de L, alors un
code X C A* est complet si, et seulement si,

F(X*) = A",

Ainsi, tout mot de A* apparait alors comme fragment d’un message codé. En ce sens, un
code complet utilise toute la capacité du canal de transmission.
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FExemple 30 Le code de Morse X, n’est pas un code complet. En effet, le mot AA, par
exemple, n’est facteur d’aucun mot de X3j,.
Sur l'alphabet A = {a, b}, le code X = b*a est complet.

Un code complet est dit dense si F'(X) = A*, il est dit coupant dans le cas contraire.

On rappelle quune mesure de Bernoulli sur A*, m : A* — IR, est un morphisme a
valeurs dans le monoide multiplicatif IR, des réels positifs et tel que

> w(a) =1.

acA
Une mesure est dite positive si pour tout a € A, 7(a) > 0.

FExemple 31 Distribution de Bernoulli uniforme
Soit A un ensemble non vide. On pose

1

Va € A, 7T((l) = (]aT(/l)

L’application 7 définit alors une distribution de Bernoulli positive sur A* appelée la dis-
tribution uniforme.

Le résultat suivant, dont la preuve est donnée dans [BP85] (Théoreme 5.10 p.68), met
en évidence les liens entre les notions de maximalité et de complétude. Il permet également
de caractériser les distributions de longueurs de codes ayant ces propriétés.

Théoreme 19 Si X est un code coupant, alors les conditions suivantes sont équivalentes
1. X est complet.
2. X est maximal.
3. Il existe une distribution de Bernoulli positive w telle que m(X) = 1.

4. Pour toute distribution de Bernoulli positive m, m(X) = 1.

Ainsi, si A est un alphabet fini a k lettres et si 7w est la distribution de Bernoulli
uniforme sur A, 1’égalité avec 1 dans I'inégalité de Kraft-McMillan (Théoréme 18 p.95):

Z ak ™ =1

n>0

caractérise les distributions de longueurs des codes coupants maximaux sur ’alphabet A.
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Méthode de complétion

On donne maintenant la méthode générale de complétion des codes, en particulier
des codes rationnels, due a Ehrenfeucht et Rozenberg (cf. [ER85]). On rappelle, pour
commencer, la définition d’un mot sans bord ainsi que des propriétés liées a cette notion.

Un mot w de A™ est dit sans bord si aucun facteur propre gauche non vide de w n’est
également un facteur droit. En d’autres termes, le mot w est sans bord si, et seulement
si,

weuAtNAty = u=1.

Si w est sans bord, alors
wA* N A*w = wA w U w.

Soit A un alphabet ayant au moins deux lettres ; alors pour tout mot u de A™, il existe
un mot v de A* tel que uwv soit sans bord. En effet, soit a la premiere lettre de u et soit
be A\ {a}, alors le mot w = uab™! est sans bord.

Théoreme 20 Soient X un code et y € A* un mot sans bord tel que
X*NAyA* =10

(i.e., y n'est facteur d’aucun mot de X*) et soit U = A*\ X*\ A*yA*. Alors
Y =XUy(Uy)®

est un code complet.
De plus, si X est rationnel, Y est également rationnel.

1.3 Rationalité

Soient A un alphabet et A = (@, 1, F, F) un automate ayant un unique état initial,
noté 1, et dont les transitions sont étiquetées sur I'alphabet A.

On note X 4 C A* I'ensemble des étiquettes des chemins de premier retour, ¢’est-a-dire
des chemins allant de 1’état 1 a lui-méme et ne passant a aucun autre moment par cet
état distingué (cf. Exemple 32).

On introduit maintenant la notion d’automate non-ambigu qui généralise celle, intro-
duite précédemment, d’automate déterministe. Un automate A, sur 'alphabet A, est dit
non-ambigu si pour tout couple (p, q) d’états de 'automate et pour tout mot w de A*, il
existe au plus, dans A, un chemin de p a ¢ d’étiquette w.

Exemple 32 Soit A = {a,b}. On considere 'automate A sur alphabet dont le graphe est
donné par la Figure 1.1 et dont 'unique état initial est ’état 1. Alors 'automate A est
non-ambigu et I’ensemble ses chemins de premier retour est

X4 = {aa,ba, baa, bba, bb}.
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Fic. 1.1 — Automate A non ambigu, X 4 = {aa, ba, baa, bba, bb}

De plus, d’apres la Proposition 15, X 4 est donc un code sur 'alphabet A.

Proposition 15 Un ensemble rationnel X est un code si, et seulement si, il existe un au-
tomate non-ambigu A dont X constitue l’ensemble des étiquettes des chemins de premier
retour, soit

X = X,

Quand le code est rationnel, sa distribution de longueurs est une suite IN-rationnelle
([CS63]). Sa série génératrice est reconnue par tout automate obtenu, a partir d'un au-
tomate reconnaissant le code, en remplacant chaque lettre étiquetant une transition par
I'entier 1.

Les automates non-ambigus permettent également une caractérisation des codes finis.

Proposition 16 Un code rationnel X C A* est fini si, et seulement si, il existe un
automate non-ambigu A = (Q, 1, F, E) étiqueté sur A, tel que X = X 4, dont tous cycles
passent par [’état distingué 1.

Ezemple 33 Dans 'automate de la Figure 1.1, tous les cycles passent par 1'état 1 et le
code X 4 est fini.

Enfin, la complétude d'un code X = X4 peut également étre traduite en termes
d’automates de la maniere suivante: tout mot w € A* est I'étiquette d’un chemin dans
lautomate A, ce qui permet de caractériser les codes rationnels complets.

On peut noter que tout code rationnel est coupant et, par suite, que les notions de
maximalité et de complétude coincident dans le cas de codes rationnels.
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1.4 Délai de décodage

Pouvoir commencer le déchiffrage d'un message codé sans attendre la réception de
la totalité du message peut étre intéressant; c’est ce qui conduit a étudier les codes
permettant une telle opération : les codes a délai de décodage borné.

Un langage X C A* est dit a délai de décodage borné, §'il existe un entier positif d tel
que

Vo, o' € X, Vye X4 Vue A, ryu € ¥’ XY = z=2a. (1.2)

Le plus petit entier d vérifiant (1.2) est alors appelé le délai de décodage de X . En d’autres
termes, d mesure le nombre de facteurs a identifier, dans la lecture du mot, entre le
moment ou est identifié un possible facteur d’'une X-factorisation et le moment ou 1'on
a la confirmation que ce facteur est celui de la factorisation du mot. L’'intérét de cette
notion est mis en évidence par le résultat suivant (cf.[BP85] Proposition 8.1 p128).

Proposition 17 Tout langage X C A" a délai de décodage borné est un code.

Les codes ayant un délai de décodage nul sont appelés codes préfizes ou codes instan-
tanés. Dans ce cas, aucun mot du code ne peut étre préfixe d’'un autre. Cette propriété
est la caractérisation utilisée par Morse pour les définir.

Ezemple 34 Le code de Morse (cf. Exemple 28) et le code ASCII sont des codes préfixes.
Le code X = {a,aab} n’est pas préfixe et a pour délai de décodage 2.

Ezemple 35 Le code X = {a,ab,bb} n’a pas de délai de décodage borné, puisque, pour
tout entier positif n, le mot ab™ ne peut étre décodé qu’apres sa lecture complete.

Ce dernier exemple constitue un code préfixe si la lecture est effectuée de droite a
gauche. De tels codes sont dits suffizes. Un code qui est a la fois préfixe et suffixe est dit
bipréfixe.

1.5 Synchronisation
Une autre exemple intéressant de famille de codes est celle des codes uniformément
synchronisants, introduite par Golomb et Gordon ([GG65]). On dit qu'un code X sur un
alphabet A est uniformément synchronisant s’il existe un entier positif s tel que
uryv € X*, avec z,y € X’ u,v e A = ux,yve X" (1.3)

Le plus petit entier s vérifiant (1.3) est alors appelé le délai de synchronisation du code.
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Dans la pratique, la présence dans le message codé uxyv de la paire synchronisante xy
force le décodage a passer entre x et y. De cette maniere, une erreur intervenant avant x
n’affecte pas le décodage de yv, sa propagation est donc limitée.

Exemple 36 Le code de Morse Xj; a pour délai de synchronisation 1, puisque la fin de
chaque mot est marquée par le symbole blanc A.

Ezemple 37 Le code bipréfixe X + ab*c U {b} n’a pas de délai de synchronisation borné:
en effet, pour tout entier positif n, b” € X" et ab"c € X.

On peut noter que le délai de synchronisation s d’un code est supérieur a son délai de
décodage. En effet,
Vye X,x e X* ve A", yrv € X* = ave X'
ce qui montre que le délai de décodage de X est au plus s.
Ezxemple 38 Codes “comma-free” ([GGW58])

Un code X C A* est dit comma-free si X est bipréfixe et a 1 pour délai de synchronisation.
De maniere équivalente, X est comma-free si

Vo € X1 Yu,v € A, urv € X* =  wu,ve X"

Ces codes sont particulierement intéressants parce qu’ils permettent un décodage facile :
dans un mot de X*, des qu'un facteur est identifié comme un mot de X, il correspond a
une X-factorisation.

De maniere plus générale, un code coupant est dit synchronisant s’il existe des mots
x et y de X* tels que pour u,v € A*
uryv € X* =  wur,yv € X*.

Proposition 18 Soit X wun code coupant, alors X est complet et synchronisant si, et
seulement st,
dx,y € X*,  tels que zAy C X™.

La preuve de ce résultat est présentée dans [BP85] (Proposition 6.5 p.240).
Ezemple 39 Codes circulaires (voir Chapitre 2 p.103)

Les codes circulaires sont ceux qui définissent au plus une factorisation des mots écrits
sur un cercle. Les codes comma-free sont des codes circulaires.

Proposition 19 Tout code circulaire coupant est synchronisant

Pour la preuve, on pourra se reporter a [BP85] (Corollaire 1.3 p.325).
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1.6 Composition

On introduit maintenant 'opération de composition qui permet, a partir de codes
simples, d’en construire de plus compliqués.

Soient Z C A* et Y C B* deux codes tels que B soit ’alphabet sur lequel est écrit Y
(B = alph(Y)), alors les codes Y et Z sont dits composables s’il existe une bijection de
B sur Z. Si ¢ est une telle bijection, alors Y et Z sont composables par ¢ et ¢ induit un
morphisme de B* dans A* qui est injectif puisque Z est un code.

L’ensemble X = ¢(Y') C Z* C A* est obtenu par composition de Y et Z au moyen de
¢ et est noté

X=Yo,Z ou X=YolZ

Comme 'application ¢ est injective, X et Y sont en bijection ; de plus les mots de X sont
obtenus en remplacant dans les mots de Y chaque lettre de B par son image par ¢.

Le résultat suivant met en évidence 'intérét de 'opération de composition (pour la
preuve, on se reportera a [BP85] Propositions 6.1 p.71 et 6.3 p.73).

Proposition 20 Si Y et Z sont deux codes composables alors X =Y o Z est un code.
Si, de plus,

- les codes Y et Z sont circulaires, X est circulaire,

- les codes Y et Z sont préfives, X est préfixe,

- les codes Y et Z sont coupants, X est coupant.
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Chapitre 2

Codes circulaires

Introduction

On étudie ici une famille particuliere de codes appelés codes circulaires. Leur spécificité
tient au fait qu’ils définissent une unique factorisation des mots écrits sur un cercle.

Ils ont été introduits par Golomb et Gordon ([GG65]) en raison de leur forte propriété
de synchronisation. Ainsi, tout code circulaire coupant est synchronisant et tout code
uniformément synchronisant est circulaire. Pour cette raison, ils jouent un role important
dans la correction d’erreurs.

Un type particulier de codes circulaires, les codes comma-free, ont été 'objet de nom-
breuses investigations ([GGW58]). Quand ils ont été définis, on pensait que le code bio-
logique en était un (hypothese de Crick, [CGO57]). En effet, les 20 acides aminés ap-
paraissant dans les protéines sont codés par des mots de trois lettres sur 'alphabet des
quatre bases A, C, G et T. Or, dans un code circulaire, le nombre maximal de mots de
3 lettres sur un alphabet a 4 lettres est précisément 20. Plus tard, il est apparu que le
code biologique n’etait méme pas un code au sens ou on l’entend ici, plusieurs triplets
de bases pouvant coder le méme acide aminé. Plus récemment, par une étude statistique
de la répartition des trinucléotides dans les genes codant les protéines, D. Arques et C.
Michel ([AM95], [AM96] et [AFM96]) ont identifié un ensemble de codons constituant un
code circulaire.

Les codes circulaires apparaissent dans de multiples problemes de combinatoire des
mots. Par exemple, pour calculer le nombre de mots circulaires sur 'alphabet A = {a,b}
ne comportant pas deux occurrences consécutives de la lettre b, on peut utiliser le codage

a: A" — B*={a,ba}*
a—a
b — ba

représenté par 'automate ou la matrice M de la Figure 2.1 (p.104).
Le coefficient f,, d’ordre n de la série génératrice du monoide libre engendré par le
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Fic. 2.1 — Codage «

code circulaire {a, ba}

anz” - det(l — Mz)™*

1—2—22
n>0

est alors égal au nombre de mots circulaires de A* de longueur n (n > 2) n’ayant pas bb
comme facteur. D’autres exemples de problemes combinatoires résolus a 1’aide des codes
circulaires sont présentés dans [Sta86] (Section 4.7).

Enfin, les codes circulaires sont liés aux problemes de factorisation du monoide libre,
tous les facteurs intervenant dans une telle factorisation sont circulaires ([Sch59], [Sch65al,
[Vie74], [Vie78], [Kro87], [DT8S]).

Dans ce qui suit, on prouve quatre nouveaux résultats. On décrit, en fonction de diffé-
rents parametres, la série génératrice de 1’étoile d’un code circulaire. On généralise, dans
plusieurs directions, la caractérisation des distributions de longueurs des codes circulaires
établie dans le cas d’un alphabet fini par Schiitzenberger ([Sch65b]). D une part, on rem-
place I'alphabet fini par un alphabet quelconque dont les éléments ont des poids, ce qui
permet d’étendre le résultat a deux distributions de longueurs. D’autre part, on restreint
les conditions, ce qui permet d’établir la décidabilité dans le cas d’'une distribution fi-
nie. On donne une nouvelle formulation de cette caractérisation qui met en évidence la
décidabilité dans le cas d’une suite finie. Enfin, on établit une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une suite d’entiers positifs soit la distribution de longueur d’un code
circulaire maximal sur un alphabet fini. Les preuves présentées utilisent essentiellement
des arguments combinatoires.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée au rappel de définitions et résultats
relatifs aux codes circulaires et a leurs distributions de longueurs (cf.[BP85]). On intro-
duit également la notion d’alphabet pondéré, qui n’est autre qu'un ensemble de symboles
auxquels sont associés des poids entiers. Shannon ([Sha48]) fut I'un des premiers a s’inté-
resser aux alphabets dont les lettres ont des cotits quelconques, ces derniers représentent
dans ce cas la durée des symboles de transmission. Ces alphabets furent utilisés par la
suite en théorie de 'information afin de généraliser la notion d’entropie qu’il avait propo-
sée ([Csi69], [Kra62]). Ils apparaissent dans de nombreux articles ayant trait aux arbres
ou, ce qui est équivalent, aux codes préfixes optimaux relativement a des fonctions de
cout ([Huf52|, [Kar61], [CG74], [Lon76], [Cot80]). Selon les applications, les cotts sont
des parametres liés a 'amplitude, la durée ou I’énergie d’un signal.
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Dans la deuxieme partie (p.107), on donne différentes manieres de calculer la distri-
bution de longueurs du monoide engendré par un code circulaire.

Dans la partie suivante (p.115), on étend la caractérisation des distributions de lon-
gueurs des codes circulaires établie par Schiitzenberger ([Sch65b]) au cas de codes sur un
alphabet pondéré (Théoreme 23 p.116).

On en donne, au cours de la Section 2.4 (p.120), une nouvelle formulation, qui fait
I'objet du Théoreme 24 (p.121), mettant ainsi en évidence une propriété de ces distribu-
tions.

Enfin, la Section 2.5 est consacrée aux codes maximaux et complets. On y définit
une mesure de Bernoulli uniforme sur un alphabet pondéré, on donne une preuve directe
de l'inégalité de Kraft-McMillan et une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
série a coefficients entiers positifs soit la distribution de longueurs d’un code circulaire
maximal (Théoréme 25 p.134). On vérifie finalement que la méthode de complétion des
codes donnée par Ehrenfeucht et Rozenberg (Théoreme 20 p.98) s’applique également aux
codes circulaires.

2.1 Préliminaires

Alphabet pondéré

On définit maintenant un alphabet pondéré comme un couple (A, A) formé d’un alpha-
bet A et d’une application A : A — IN. Celle-ci peut étre interprétée comme un cotit aussi
bien que comme une distance ou une longueur. On étend la fonction A aux mots de A*
de la facon suivante

A A - NN
r = Az)= ZaEA AMa)|z]a
ou |z|, désigne le nombre d’occurrences de la lettre a dans le mot z. L’entier A(z) est
alors appelé la longueur du mot x de (A*, \) .

Un alphabet ordinaire A peut étre vu comme un alphabet pondéré pour lequel la
fonction A vaut identiquement 1 sur A.

Les définitions et résultats établis sur un alphabet ordinaire pour lesquels la notion de
longueur n’intervient pas restent inchangés sur un alphabet pondéré.

Code circulaire

Un sous-ensemble X du semigroupe A" est un code circulaire si, pour tous entiers
n,m>1etz,T9,....,0, €X, Y1,Y2,...,Yyn € X et p€ A* et s € AT, les bgalités

SToX3 TP = Y1Y2 -+ Ym €t x4 =pSs

impliquent
n=m, p=1 et z=y (1<i<n).
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F1G. 2.2 — Deux factorisations circulaires

En d’autres termes, tout mot de X écrit sur un cercle (Figure 2.2) admet une unique
décomposition.

Un code circulaire est un code et toute partie d’un code circulaire est encore un code
circulaire.

Conjugaison

Dans ce qui suit, on introduit la notion de conjugaison dans un monoide dont on
présente également certaines propriétés. Cette relation d’équivalence permet de caractéri-
ser les codes circulaires.

Deux mots z et y de A* sont conjugués s’il existe des mots u et v tels que z = uv et
y = vu. Plus précisément, deux mots x et y sont alors conjugués s’il existe une permutation
circulaire v : A* — A* définie par

(1) =1 et 7(av) = (va) (o a€ A et ve A

et un entier positif n tels que = 7™ (y). Les classes de cette relation d’équivalence sont
appelée les classes de conjugaison.
Un mot x € A* est primitif s’'il n’est puissance d’aucun autre mot: x est primitif si,
et seulement si,
(x=y" e n>0) = zx=y.

Le mot vide n’est pas primitif.

Remarque 14 Un code circulaire X ne peut contenir deux mots conjugués distincts. De
plus, tout mot de X est primitif.
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Soit X un code. Deux mots w et w' de X* sont dits X -conjugués s’il existe x,y € X*
tels que w = xy et w' = yx. On appelle classes de X-conjugaison les classes de cette
relation d’équivalence. Un mot x € X* est dit X -primatif si

(x=9y" et yeX) = n=1L

Remarque 15 La relation de conjugaison peut étre vue comme celle de la A-conjugaison
et la notion de primitivité comme celle de A-primitivité.

Deux mots de X* qui sont X-conjugués sont conjugués. De méme, un mot de X* qui
est primitif est également X-primitif.

Quand X est un code circulaire, deux mots de X* sont X-conjugués si, et seulement si,
ils sont conjugués. De méme, un mot de X* est primitif si, et seulement si, il est également
X-primitif.

On peut maintenant donner une caractérisations des codes circulaires basée sur la
notion de conjugaison (cf. [BP85] Proposition 1.1 p.323).

Proposition 21 Soit X C A" un code, X est un code circulaire si, et seulement si, X*
est tres pur, i.e.,

Vu,v € A*, wv,vu € M = u,v € M.

Exemple 40 Soient A = {a,b} et X = a*b, alors X* = A*b U {1}. Par suite, si uv et vu
sont dans X*, chacun des mots u et v est le mot vide ou se termine par un b, il appartient
donc a X*. On en déduit que X™* est tres pur, et que X est un code circulaire.

Soient A = {a; | i > 0} et X = {a;a;1+1 | i > 0}. On peut vérifier sans difficulté que X
est encore un code circulaire.

Soient A = {a, b, c,d} et X = {ab, cd, bc,da}, les mots abed et beda sont dans X*, alors
que ni a, ni bed ne sont des mots du code ; par suite, X n’est pas circulaire.

2.2 Monoide libre tres pur

Soient (A, A) un alphabet pondéré et X une partie de A™. Pour tout entier strictement
positif n, on note A, 'ensemble des mots de longueur n de A*, soit

A, ={x € A" | AMz) =n}
et a,, le nombre de mots de longueur n de X*, soit

a, =Card{z € X | \(z) =n} =Card (X NA,).
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A-classe

X*
code circulaire A*
X-classe

Fia. 2.3 — Classes de conjugaison

Si A est un alphabet ordinaire, entier a,, = (X N A™) est alors le nombre de mots de n
lettres.

De maniere générale, la suite a = (a,)n>1 est appelée la distribution de longueurs de
X.

Etant donné un code X sur un alphabet pondéré (A, \), on désigne par L,(X) le
nombre de classes de X-conjugaison de mots X-primitifs dans X* N A,,.

Proposition 22 Soit A un alphabet pondéré et soit X C AT un code circulaire sur A.
Alors, pour tout entier n > 1,

LX) < Ly(A). (2.1)

et ’égalité est atteinte si, et seulement si, toute classe de conjugaison de mots primitifs
de A,, a une intersection non vide avec X*.

Démonstration : Ce résultat est une extension d’un résultat connu dans le cas des codes
circulaires sur un alphabet ordinaire (cf. [BP85] Proposition 3.2 p.338).

Soient X ’ensemble des classes de conjugaison de mots X-primitifs de X* N A, et A
I’ensemble des classes de conjugaison (ou de A-conjugaison) de mots primitifs de A,,. Par
définition,

L,(X)=Card(X) et L,(A)= Card(A).

Soit C' une classe de X. Comme les mots de C' sont X-conjugués, ils sont conjugués;
comme le code X est circulaire et que les mots de C' sont X-primitifs, ils sont également
primitifs. Ainsi toute classe de X est une partie d'une classe de A (Figure 2.3). On définit
alors la fonction suivante

v: X — A
C — C'>C.

Cette fonction est injective puisque, le code X étant circulaire, deux mots de X™* qui
sont X-conjugués sont également conjugués, ce qui prouve l'inégalité (2.1). De plus, la
fonction 1 est surjective si, et seulement si, toute classe de A contient une classe de X,
ce qui établit le résultat annoncé. O
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D’apres un résultat da a Golomb et Gordon ([GG65]), le nombre de classes de conju-
gaison de mots primitifs de longueur n d’un code circulaire X sur un alphabet a £ lettres
ne dépend que de la distribution de longueurs du code. Cette propriété est encore vraie
quand X est un code circulaire sur un alphabet pondéré quelconque.

Pour établir ce résultat, on calcule L, (X) a partir de la distribution de longueurs «
de X. ’

On note o le nombre de mots de X* de longueur n. Comme X est un code, X' = (X)'

et o) est le coefficient d’ordre n de la série (32 i>10;27)". On pose également
Yn > 1 sp(a) = z”: Dol
— Y Z:1 Z n
et 1
n
vn>1,  L(a)=-— n ,
nEL o) = 3 p)saa)
d/n
ou p désigne la fonction de Mobius
w: IN* — IN
définie par:
p(l) =1

(—1)" sin est le produit de i nombres premiers distincts,
p(n) = :
0 dans le cas contraire.

Proposition 23 Soit X C AT un code et soit a sa distribution de longueurs. Le nombre
L.(X) de classes de X -conjugaison de mots X -primitifs dans X* N A, est donné par

Vn > 1, L. (X) =l,(a).
Démonstration : On pose

V> 1, Su(X)=> dLyX).
d/n

On va établir I'égalité S,(X) = s, ().
On aura alors s,(a) =,/ dL4(X), dont on déduira, en utilisant la formule d’inver-

sion de Mobius,

1 n

LX) = -3 iBsufa).
n
d/n

Le membre de droite de cette égalité étant, par définition, égal a [,,(«), on aura montré

Iégalité L,(X) = l,(a). Par suite, le nombre de classes de mots X-primitifs de X ne
dépend que de la distribution de longueurs du code.
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Par définition de o) et de sp(), on a
n
n )
= Z — Card(X'N A,).
—
On prouve, dans ce qui suit, que

Su(X)=3" g Card(X' N A,).

Pour tout mot de X*, on note ||z|| le nombre de termes de la X-factorisation de x et X
I’ensemble des mots X-primitifs de X*. On a alors

YU Card(XnA) = Y Mw)
i wexmaa, 1

Comme tout mot w de X*NA,, est la puissance d’un unique mot x de X et réciproquement,
on obtient

Z Card(X'NA)=> >

d/n zeXNAy

Hw”/dll P> !i

d/n zeXnAy

De plus, le nombre de classes de conjugaison de mots X-primitifs de X* N A, est donné

par
Ld(X) = Z La

— ]l
IGXﬂAd

puisque la classe de X-conjugaison d’un mot = de X contient exactement ||x|| éléments.
Par conséquent,

Z Card(X' N A,) = dLy(X) = S,(X).
d/n
On en conclut que S, (X) = s,(«), ce qui acheve la preuve de la Proposition 23. O

La preuve de la Proposition 23 permet également d’établir le résultat suivant.

Proposition 24 Soit X un code circulaire, de distribution de longueurs o = (on)n>1,
défini sur un alphabet pondéré (A, X). Le nombre de mots de A, dont un conjugué a une
X -factorisation est égal a sp(a).

Démonstration : On donne une autre preuve de cette proposition en raisonnant sur un
code fini, les mots de longueurs strictement supérieures a n ne jouant aucun role.
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On considére un automate non-ambigu A = (Q, 1, 1), étiqueté sur I'alphabet pondéré
A, reconnaissant X*. Soit 7" la matrice a coefficients polynomiaux (sur ce sujet, on pourra
se reporter a la Section 2.1.2 p.26) définie par

Ty, € zIN[2] et Ty = Z M),
pq

Comme X est un code circulaire fini, d’apres un résultat connu (cf., par exemple,
[Béa93| Propositions 4.5 et 4.6 p.128), la série génératrice de X*, fx+ = 1/(1 — fx) s’écrit
sous la forme suivante

1 1

= fx(s) _ det(I=T) (22)

Les membres de 1’égalité (2.2) s’écrivent, d’une part,

o (=) = T

n>1
o

S 3 D IR PAEES S

n>1 i>1 "
si(a) AL

- _ Z ——~2" par définition de s;(a);

=1
et, d’autre part,
1
o8 (det([ - T)) sl =1))
Ti
i>1

De plus, pour tout entier positif n, on a

Tr(z T = Z t:i2' + R(2)

ol R est soit le polynome nul, soit un polynéome formé de monomes de degré supérieur a
n+ 1.

Comme le code X est fini, tous les cycles de I'automate A passent par 1'état 1, et
comme X est circulaire, toutes les étiquettes des cycles de 'automate sont distinctes. Par
suite, t,, est le nombre de mots de longueur n dont un conjugué admet une X-factorisation.

Ainsi i L
() =) =D

; 1 X
1>1 i>1

En utilisant I’égalité (2.2), on en déduit que t; = s;(«), ce qui conclut la preuve. O
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Distribution de longueurs d’un monoide libre tres pur

Dans ce qui suit, on décrit, en fonction de différents parametres, la série génératrice
d’un monoide libre tres pur: monoide engendré par un code circulaire.

Théoreme 21 Soit X un code circulaire sur un alphabet pondéré et soit

fx(z) = Z 2"

n>1

sa série génératrice. Dans ces conditions, la série génératrice fx«(z) =1+ o fu(a)z"
du monoide tres pur X* engendré par X peut étre décrite par les différents membres de
[’égalité suivante

1 sn(a) , _ 1 = 1
fx+(2) = T—fe(e) P (Z n C ) L (1= 2@ Ty (1 = an(a)2?)

n>1

ol - sp(a) est le nombre de mots de longueur n dont un conjugué appartient a X*,

- l,(«) est le nombre de classes de conjugaison de mots X -primitifs de X* N A, et

- (an(@)), s, est la distribution de longueurs d’un alphabet pondéré A’ engendrant un
monoide commutatif (i.e., dont tous les éléments commutent) ayant pour série génératrice

fx(2).

Démonstration : L’expression fy:(z) = 1/(1 — fx(z)) découle simplement du fait que
X est un code (cf. (1.1) p.95). On montre ensuite, au cours du Lemme 7, que

1 sn(a) n
1= fx(z) P (Z O ) ’

n>1

I'interprétation de s,(«) est directement tirée de la Proposition 24 (p.110). Enfin, les
égalités
1 1 1 1

1— fx(z) HnZl(]‘ — zn)in(@) 1— fx(2) HnZl(]‘ — an(@)z")

sont établies dans le Lemme 8 et le Lemme 9 respectivement. O

Lemme 7 Soit X un code circulaire sur un alphabet pondéré A. Si o = (a,)n>1 est la
distribution de longueurs du code X, on a alors

1 o Sn(a) n
=) exp (Z E— > . (2.3)

n>1
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Démonstration : De la définition de s, (a): Vn > 1, s, (o) = >0, %aﬁf’, on déduit que

Z%z” = Z%fxi(Z'), (2.4)

n>1 i>1

olt la distribution de longueurs de X*, fy:(z), vérifie fxi(z) = (fx)"(z), puisque X est un

code. Comme . .
Z gfxi(z) = log (m) ;

i>1
on obtient (2.3), en prenant ’exponentielle de chacun des membres de ’égalité (2.4). O

D’apres la formule de Moreau (cf. [Luc91] p.501-503), encore appelée formule de Witt
(cf. [Lot83] p.79 et p.84), si A est un alphabet (au sens usuel) a k lettres, alors

I 1
T=he (1= 2)7®

ou I,(k) est le nombre de classes de conjugaison de mots primitifs de longueur n dans
A*. Ce résultat peut étre généralisé a un alphabet pondéré quelconque A de la maniere
suivante.

Lemme 8 Soit X un code circulaire sur un alphabet pondéré A. Si o = (a)n>1 est la

distribution de longueurs du code X, on a alors

1 1

U= fx(2)  TLisa (1= 2@

Démonstration : Des définitions de s, («) et de [, («)

n

VYn > 1 sp(a) = Z %aff) et sy(a) = Z dlg(a),

i=1 d/n

on tire

St hee) = 30 S i) (25

i>1 n>1 d/n

Le dernier membre de 1'égalité peut etre réécrit de la fagon suivante

Z" 294
>3 diaf) 5 = S ) 30 = S lufe) o (1 jzd) |

n>1 d/n d>1 >1 d>1

On obtient alors le résultat annoncé en prenant I’exponentielle de chacun des termes de
I'égalité (2.5). O
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Lemme 9 Soient X un code sur un alphabet pondéré A et fx(z) =Y ,-, an2™ sa série
génératrice. On a alors

1 1
I @ = T T (= ane)e)

ot (an(a)),s, est la distribution de longueurs d’un alphabet pondéré A’ engendrant un
monoide commutatif dont la série génératrice est fx«(z).

Démonstration : On pose

fX* —1+an

n>1

Les coefficients (a,(a)),,>, tels que

vérifient alors les équations

fila) = ai(a)
fa(@) = ax(a) + ai(a)
fs(a) = a3(a) + az(a)ar(a) + aj(a)

fola) = Zp(n) Hilg...gik a;, (@) ... a;, ()

ou la somme est effectuée sur 'ensemble P(n) des partitions de I'entier n.

Ce systeme peut étre réécrit de la maniere suivante

an(a) = Zp/(n) Hilg,_gik ai, (@) ... a; (@)
ou la somme est effectuée sur I'ensemble
P'(n) = P(n)\ {(n)}

des partitions de I’entier n ayant au moins deux éléments.
Les (a,(a)),s; s’expriment alors en fonction des (ay,)n>1:

Vn € IN*, an —an+z H Qi L Qg

'PN 21< <ig
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ou la somme est effectuée sur I’ensemble P”(n) des partitions de I'entier n faisant intervenir
au moins deux entiers distincts. Ainsi

ar(a) = ay, as(a) = awo, as(a) = ag + asoy
as(@) = ay + azag + asad.
as(@) = as + agaq + azas + azad + asa; + asad.

L’entier a; () est le nombre de lettres de longueur 1 d’un alphabet pondéré engendrant
un monoide commutatif ayant f;(«) mots de longueur 1. L’entier as(«) est le nombre de
mots de longueur 2 qui ne peuvent étre écrits avec les a;(«) lettres de longueur 1. L’ex-
pression de de ag(«) en fonction des «,, met en évidence le fait que les lettres commutent
(cf. le facteur agay).

Plus généralement, on peut montrer, par induction sur n, que la suite (a;(«))1<;j<n est
la distribution de longueurs d’un alphabet pondéré engendrant un monoide commutatif
dont la distribution de longueurs coincide jusqu’au rang n (inclus) avec celle du monoide
libre X™. O

2.3 Extension d’un théoreme de Schiitzenberger

Les distributions de longueurs (a,),>1 des codes sur un alphabet a k lettres sont
caractérisées par I'inégalité de Kraft-McMillan: ) ., a, k™" < 1 (cf. Théoreme 18 p.95).
Schiitzenberger ([Sch65b]) a identifié par des conditions plus fortes celles de ces suites qui
sont distributions de longueurs d'un code circulaire.

Dans ce qui suit, on étend cette caractérisation. Cette généralisation porte sur deux
points. D’une part, on remplace I'alphabet fini par un alphabet pondéré quelconque, ce
qui permet également d’étendre le résultat au cas de deux distributions de longueurs
(Corollaire 5) ; d’autre part, on réduit 'ensemble des valeurs pour lesquelles les inégalités
considérées doivent étre vérifiées, ce qui permet d’établir la décidabilité dans le cas d’une
distribution de longueurs finie (Corollaire 4).

On rappelle 'énoncé du résultat de Schiitzenberger ([Sch65b]).

Théoréme 22 (Schiitzenberger) Une suite d’entiers positifs (cu,)n>1 est la distribution
de longueurs d’un code circulaire sur un alphabet a k lettres si, et seulement si, elle vérifie

Vn > 1 l(a) < 1, (k)

ot 1, (k) est le nombre de classes de conjuguaison des mots primitifs de longueur n sur
un alphabet a k lettres.

L’idée est de substituer, dans I'énoncé du théoreme de Schiitzenberger, a ’alphabet a
k lettres un alphabet pondéré. L’analogie provient du fait que les propriétés de la relation
de conjugaison sont conservées; on étend ainsi sans difficulté la preuve initiale.
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De plus, on réduit I'’ensemble des valeurs pour lesquelles les inégalités sur les classes
de mots primitifs doivent etre vérifiées.

Théoréme 23 Soit (A, \) un alphabet pondéré et soit o = (a)n>1 sa distribution de
longueurs. Une suite d’entiers positifs = (Bn)n>1 est alors la distribution de longueurs
d’un code circulaire Y C AT si, et seulement si,

Vn>1 telque Bu#0  1u(B) < lu(a)

On peut tout de suite noter le corollaire suivant qui montre que, lorsque la distribution
de longueurs [ est une suite finie, on peut décider si les inégalités ci-dessus sont satisfaites.

Corollaire 4 Une suite finie B = (;)1<i<m d’entiers positifs est la distribution de lon-
gueurs d’un code circulaire sur l'alphabet (A, X) de distribution de longueurs o = (ap,)n>1
si, et seulement si,

Vn<m tel que B, #0  1(8) < lu(e).

On peut donc décider si une suite finie est la distribution de longueurs d’un code circulaire
construit sur un alphabet pondéré donné.

Remarque 16 Le fait de ne vérifier les inégalités sur les classes de mots primitifs que
jusqu’au rang m dans le cas d'une suite § = ()1<i<m n'a rien d’évident a priori. En
effet, le plus petit mot circulaire ayant plus d’une factorisation sur un code qui n’est pas
circulaire peut étre plus long que les mots du code. Par exemple, si Y = {ab, cd, bc, da},
le mot circulaire ambigu le plus court, abed, est de longueur 4.

Les inégalités [,,(8) < l,(«), pour tout entier strictement positif n, se déduisent du fait
que Y* C A* et que les relations de conjugaison et de Y-conjugaison ainsi que les notions
de mot primitif et Y-primitif coincident sur Y* car le code est circulaire. Ce résultat est
donné dans la Proposition 22 (p.108).

La construction d’un code circulaire a partir de la série § est basée sur l'utilisation
des suites de Hall. On étend aux alphabets pondérés cette notion et des résultats, qui lui
sont liés, connus dans le cas des alphabets ordinaires.

Soit (A, \) un alphabet pondéré. On dit qu’une suite finie ou infinie est une suite de
Hall sur A si elle peut étre obtenue inductivement de la fagon suivante:

— Soit X; = A. On définit x; comme un mot arbitraire pris parmi les mots les plus
courts (A minimal) de A.

— Si x; et X; sont définis, on pose X;11 = 27 (X; \ ;) et x;41 est un élément arbitraire
de Xi-{—l vérifiant )\(xi—i—l) Z /\(Il)

La suite (X;);>1 est la suite de codes associés & (z;)i>1.
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Chacun des codes X est circulaire. En effet, X; = A est circulaire. De plus, pour tout
entier i, X;11 = HoX; ou H est un code circulaire de la forme z*(X \ z). Comme, d’apres
la Proposition 20 (p.102), le composé de codes circulaires est circulaire, on en déduit par
induction que, pour tout 7, X; est circulaire.

Lemme 10 Soit (z;);>1 une suite de Hall sur un alphabet pondéré A et soit (X;)i>1 la
suite de codes associés. Pour tout n > \(x;),

ln(Xi+1> = ln(A)-

Démonstration : On va montrer que le nombre de classes de conjugaison de mots

primitifs de longueur n (n > A\(x;)) dans A* et celui des classes de mots primitifs de X4

de méme longueur sont égaux. Soient [,(A) et [,,(X;11) respectivement ces deux nombres.
Comme X;;1 C A* et que X;;; est un code circulaire,

De plus, pour tout 7 > 1, tout mot primitif w de A" de longueur supérieure a celle de x;
a un conjugué dans X7, ;.

En effet, en posant o = 1 (le mot vide), I'assertion précédente pour i = 0 signifie que
tout mot primitif de AT appartient a A*.

Soit 7 > 1 et soit w € A* un mot primitif de longueur supérieure a celle de z;. Comme
M) > Mxiz1), AMw) > A(z;—1). D’apres 'hypothese d’induction, il existe un conjugué w’
de w dans X/. Le mot w’ n’appartient pas a x; puisque w’ est primitif et que sa longueur
est strictement supérieure a celle de x;. Il se factorise donc sous la forme

w=urv  on w,veX et wxe(X;\xz).

Son conjugué w” = vux appartient alors a X (X; \ z;) C X7 ,. Le mot w a donc un
conjugué dans X/, ;, ce qui prouve 'égalité

et acheve la preuve du lemme. O

Démonstration : (du Théoreme 23)

Dans ce qui suit, on construit une suite de Hall sur un alphabet pondéré (A, \) telle
qu’il existe une suite extraite de la suite de codes associés ayant comme propriété que le
ieme code a, jusqu’au iéme rang compris, la distribution de longueurs § (le iéme code a
p; mots de longueur j pour tout entier j inférieur ou égal a 7).

Dans ces conditions, Y apparait comme la limite de cette nouvelle suite ou peut étre
défini par ses mots de longueur i qui coincident avec les mots de longueur ¢ du ieéme code
de la suite.



118 CHAPITRE 2. CODES CIRCULAIRES

Pour ce faire, on pose

m
et Om = E €n-

On définit par induction, en partant de la suite (de Hall) vide, une suite de Hall (z;);>1
sur l'alphabet pondéré (A, \).

On suppose qu'une suite de Hall sur A: (z1,22,...,%,,,,) de mots de longueur au
plus m est déja construite de sorte que la distribution de longueurs v de Y, = X, 1
satisfasse

3
—

Yo = Bn 1<n<m.
On a alors
Y1 — Brg1 = lm+1(’Y) - lm+1(5)~
En effet,

1 m+1 d ;
i =g D Z § o ) = Card{y € Y, | A(y) = d}.

Comme

'Yc(ll) = Z YmiYma - - - Ymy»
mi+ma+---+m;=d

les indices m; sont inférieurs a m sauf si d = m+1 et ¢ = 1. On a donc I'égalité de tous les
MONOMES Yy Vimg - - - Ymy = Bmi Bmy - - - Bm,; sauf pour d =m + 1 et ¢ = 1. Par conséquent,

b1 (7) = lmi1(B) = Ymt1 — Bmsa-

D’apres le Lemme 10 (p.117), on a aussi 1'égalité 1,1 1(y) = Lni1(A) car x,,, est un
mot de longueur au plus m (lp1(Y) = L1 (Vi) = lns1(A) = lnyi(@)). On obtient
finalement,

Ym1 = Bmir = lmp1(@) = b1 (8) = €mpr
Le code Y, contient, par suite, au moins €,,.1 mots de longueur m + 1.

On prolonge la suite de Hall déja construite en choisissant, dans Y,,, €,,+1 mots de

longueur m + 1 notés

Lom+1s Lom+2s -+ s Lopir-

La distribution de longueurs ¢ du code associé Y11 = X4, ., vérifie alors
On = Bn pour 1<n<m-+1.

En effet, comme la suite des longueurs des mots de la suite (z;)i<i<s,.,, €st croissante,
les codes X; et X;,; coincident sur tous les mots d'une longueur inférieure a celle de x;.
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Les codes X140, X140,.,, Possedent donc les mémes mots de longueur au plus m (ou
coincident sur I’ensemble des mots de longueur inférieure a n), d’ou 8, = 7, = 3, pour
1<n<m.

De plus, 6,,11 = Bni1 puisque dans le processus de construction du code Y,,,1, on a
supprimé €,,,1 mots de longueur m + 1 au code Y,,,, d’ou

5m+1 = Ym+1 — €m+1 = Bm—‘rl-

On a donc construit une suite de codes circulaires (Y;);>1 telle que Y; et Y;1 coincident
sur I’ensemble des mots de longueur au plus i et telle que Y; ait 5; mots de longueur «.
On définit alors Y par ses mots de longueur ¢ comme suit

{reY [AMz) =i} ={yeYi[Ay) =i}.

Ce code sur A (i.e., Y C AT) est circulaire et a pour distribution de longueurs 5. O

Remarque 17 Si 1 = 0 et sil,(«) > 1,(8) pour 1 < n < m, on a alors nécessairement
I'inégalité 1, 1(a) > l,41(8), ce qui justifie la réduction de l'intervalle pour lequel les
inégalités sur les classes de mots primitifs doivent étre vérifiées et assure la décidabilité
dans le cas ou la suite [ est finie.

Remarque 18 Cette preuve ne permet pas d’établir la rationalité de Y dans le cas ot on
suppose que la suite 8 est IN-rationnelle.

Ezemple 41 Soient k =3 et A= {a,b,c}.
Sipr=1,0=1,083="7,64=10¢et 5; =0 pour i > 5, alors ¢; = 1(3) — [1(8) = 2,
en supprimant a puis b, on obtient le code

Y1 = {c,| ab, ac, b |,a®b, a’c, bab, bac, b*c, a*, a’c, ba®b, ba’c, b’c, . . .}.
Comme €; = 2, en supprimant ab puis ac, on obtient le code

Y, = {c be,| a®b,a’c, bab, bac, b*c, abe, acc |, a®b, a’c,

ba?b, ba*c, b*ab, b*ac, bc, abac, abbe, ache, . . .}

Enfin, comme ¢35 = 0 et ¢4 = 0, Y5 = Y3 = Y,. On obtient le code circulaire Y de
distribution de longueurs (1,1, 7,10) suivant

Y =Y, NA* = {c be,a®b,a’c,bab, bac, b*c, abe, acc, | a®b, d’c,

ba®b, ba’c, b*ab, b*ac, bc, abac, abbe, acbe}
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Le résultat suivant se déduit du Théoreme 23 par morphisme codant.

Corollaire 5 Soit X un code circulaire sur lalphabet (ordinaire) A et soit o« = (v, )n>1 Sa
distribution de longueurs. Une suite d’entiers positifs = (Bn)n>1 est alors la distribution
de longueurs d’un code circulaire Y C X si, et seulement si,

Vi1 telque i #0  L(B) < lu(a)

Démonstration : Comme X est un code, il existe un morphisme codant ¢ : B* — A*
pour X qui induit une bijection d’'un alphabet B sur X. On définit sur B la fonction A
de la facon suivante

Ve e B, Az)=|o(z),

ou |¢(z)| représente la longueur de ¢(z) au sens usuel, i.e., le nombre d’occurrences de
lettres de A dans ¢(z). On obtient ainsi un alphabet pondéré dont la distribution de
longueurs coincide avec celle de X définie sur A.

Par suite, d’apres le Théoreme 23 (p.116), on peut construire un code circulaire Z sur
B* ayant 8 pour distribution de longueur. Comme X et Z sont composables par ¢ et que
X et Z sont eux-mémes circulaires, d’apres la Proposition 20 (p.102), Y = Zo X = ¢(2)
est un code circulaire sur A* et par suite sur X* car Y* C X* et que ces deux codes sont
circulaires.

Enfin, par conséquence directe de la définition de A\, Y a [ pour distribution de lon-
gueurs sur 'alphabet A. O

2.4 Une nouvelle formulation des inégalités

Dans cette partie, on montre que les distributions de longueurs (5,),>1 des codes
circulaires sur un alphabet pondéré de distribution de longueurs (a,),>1 peuvent étre
caractérisées par des inégalité portant directement sur les (,,. Ce résultat met en évidence
le fait que si un code circulaire est fini, les inégalités sur les nombres de classes de mots
primitifs sont nécessairement vérifiées a partir du rang strictement supérieur au plus long
mot du code.

2.4.1 Résultats

On déduit de la construction précédente (Section 2.3 p.115) une expression a coeffi-
cients positifs de 3; + ¢; en fonction des (a;);<i, (55)j<i et (€)j<i, ot € = Li(a) — ().

Proposition 25 Soit A un alphabet pondéré ayant pour distribution de longueurs o =
()i>1 et soit = (Bi)i>1 la distribution de longueurs d’un code circulaire sur A. Alors,
pour tout entier positif n, la somme €, + 3, est un polynome a coefficients entiers positif

en les variables (B;)i<n, (€:)icn (00 € = li(a) — 1;(B)) et ()i<n-
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Le théoreme suivant est alors une conséquence directe de la Proposition 25 et du
précédent théoreme de caractérisation des distributions de longueurs d'un code circulaire
(Théoreme 23 p.116).

Théoréme 24 Soit (A, \) un alphabet pondéré ayant pour distribution de longueurs o =
(evi)i>1 et soit B = (B;)i>1 une suite d’entiers positifs. Alors, il existe une suite (P,),>1 de
polynomes a coefficients entiers positif en les variables (B;)i<n, (€)i<n (0U€; = Li(a)—=1;(5))
et (ei)i<n- telle que les conditions suivantes soient équivalentes

1. la suite = (5;)i>1 est la distribution de longueurs d’un code circulaire sur A.
2. Vn > 1, Bn < P,.

Démonstration : Si 5 est la distribution de longueurs d’un code circulaire, alors, d’apres
la Proposition 25, pour tout entier n strictement positif, il existe des polyndémes vérifiant
les conditions du Théoreme 24 tels que

€n + Bn = Pn
Comme le code est circulaire, d’apreés le Théoreme 23 (p.116), €, est positif. Par suite,
Vn > 1, Bn < P,.

Réciproquement, si
Vn > 1, Bn < Py,

alors €, = P, — 3, est positif. En appliquant le Théoréeme 23 (p.116), on peut construire
un code circulaire de distribution de longueurs . O

On donne maintenant, dans la Section 2.4.2 une méthode directe pour calculer les
polynomes P, a l'aide de laquelle on explicite P, pour les petites valeurs de n. On prouve
ensuite (Section 2.4.3 p.125) de maniére combinatoire la Proposition 25 (p.120).

2.4.2 Calcul direct des premiers polynémes
Codes auxiliaires

On rappelle la maniere dont on a construit une suite de codes circulaires préfixes
(Y:)i>o & partir d’un alphabet pondéré (A, ), suite dont la limite est un code circulaire
de distribution de longueurs § = (5,)n>1 dans la preuve du Théoreme 23 (p.116).

Construction Pour obtenir le code Y circulaire de distribution de longueurs (3,),>1 du
Théoréme 23 (p.116), on construit une suite de codes circulaires préfixes (Y;);>o & partir
de l'alphabet pondéré (A, \) de sistribution de longueurs (o, ),>1. Le code circulaire que
I’'on obtient finalement coincide, pour tout entier 7, sur ’ensemble des mots de longueur
inférieure ou égale a 1, avec Y;.
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La construction des codes (Y;);>o est la suivante Yy = A. Pour tout entier strictement
positif 7, si f;(z) = Zj>1 yi ;20 est la distribution de longueurs du code Y;, le code Y44
est obtenu en supprimant successivement

€ = Yi—1i — Bi = li(a) = 1;(B)
mots de longueur ¢ au code Y;_1: 1, %;2,...,%; et en construisant les codes auxiliaires
Xi,l = SCzl(YiA \ xm),
Xig = 2 o(Xin \ ®i2),

Yi=Xie, = 07 (Xici1 \ i)

1,6;
Si A(x) est la longueur du mot x et si fx est la fonction génératrice du code X, alors
la fonction génératrice fx. du code X' = x*(X \ z) s’exprime en fonction de celle de X

fr(2) = ——(fx(2) — @),

1 — 2A@)

Par conséquent, la suite des fonctions génératrices des codes (Y;);>¢ vérifie la relation de
récurrence suivante, obtenue par applications successives de la formule précédente,

fo(z) = falz) =D a2,

n>1
1 iy -
Vie N, file) = ggme i) = ;u — 21y,
soit () -1
filz) =1+ (11——2)
Ces fonctions génératrices s’écrivent finalement
fa(z) —1

VieIN, fi(z)=1+—= —,
Hj:o(l - Zj)ej

avec la convention ey = 0.
La distribution de longueurs du code circulaire Y est donc donnée par I’expression

fa—1

fr(z) = Bzt =1+ — ou ¢ =li(a)—=1;(B).
i ; [Ljz0(1 = 27) T ’
En posant
1
Y B = : VnelN, E,>0.

>0 [1jz0(1 —27)5
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et en supposant que ’alphabet a pour distribution de longueurs o = (v, )n>1, on obtient
la relation

VYn >0, p,= ZapEn,p — FE, avec Ey=1. (2.6)
p=1

On a

Z E.z-" = H(l — )% = H Z ijzjkf

n=0 j>0 Jj k;>0

= 2 (2 I[P

n>0 Ejlk:]-l =n I

ou

. 1
Vk?jGIN, ij:<6j+k]? )

J
Le calcul des E; donne
El = €1,

e+ 1
E2:<12 )+€2,

€1+ 2
E5:(13 >+61€2+63,

€1+ 3 €+ 1 € +1
E4:(14)+(12)62+€163’+(22 >+Q
+4 +2 +1 +1
o (@ e+ (7 es+e + €164 + €263 + €
5 3 2 2
& +5 €1 +3 ) e1+1\/ea+1 €+ 1
fom (05 7) (1) (05 ) (05 ) () (05 )

€9 —f- 2 €3 + ]_
+€1€2€3 + €165 + 3 + €264 + 9 + €g-

Cas d’un alphabet ordinaire a k lettres

Dans ce cas, la relation (2.6) (p.123) qui donne le nombre de mots de longueur n du
code circulaire construit, s’écrit

Vn > 0, ﬁn = k’En,1 - En et E() = 1.
On obtient, pour les premieress valeurs de i, les polynoémes P;(= f; + ¢;) suivants

P=p+e =kEy—Ei +¢€ =k



124 CHAPITRE 2. CODES CIRCULAIRES

P2:€1(/€—€1;_1>:ﬁ161+<€21>.

()5 e (1) )
P4=((61;2)+€3)51+6252+3(61:2)+(622).
P5:(<611—3)+€2(€1;—1)+<62;—1)+€4>61+6362+4<61;—3)+262<€1;)_1).

et
(435 (1))
€1+ 2 €+ 1 €3
+3€2( 4 >+2( 3 )+(2)

Cas d’un alphabet pondéré quelconque

Quand 'alphabet est pondéré, la relation (2.6) (p.123) s’écrit

Vn >0, fB,= Zoszn_p —FE, avec Ey=1,
p=1

ou (v, )n>1 est la distribution de longueurs de I'alphabet pondéré (A, \).
Le calcul direct des sommes (; + ¢; donne alors, pour les petites valeurs de i, les
polynomes suivants
P=pi+ea=a1Fy— E +e =y,

Py=¢ (51+ (61_1)> +ay =€ + (61> + o,

2 2

+1 +1
P3=<(612 )+62>51+2<613 )—1—610@—1—043-
+ 2 +2 +1
P4:<(€13 >+€3)ﬁ1+6252+3(614 >+<€22>+(612 )062+€1063+Oé4.



2.4. UNE NOUVELLE FORMULATION DES INEGALITES 125

2.4.3 Preuve combinatoire

On donne maintenant une preuve combinatoire de la Proposition 25 (p.120) dans le
cas d'un alphabet ordinaire puis dans le cas d'un alphabet pondéré. Par construction
(p.121), le nombre de mots de longueur n du code Y, est égal a 3, + ¢€,. En étudiant
la maniere dont ces mots sont engendrés, on donne une autre expression de cette somme
qui correspond au polynome P, cherché.

Cas d’un alphabet ordinaire a k lettres

Pour compter le nombre de mots de longueur n du code Y,,_1, on en distingue deux
types distincts:
- les produits de mots qui ont été supprimés a une étape de la construction :

W = WpWp—1 -+ W1

ou les w; (1 <i < p) sont des mots qui ont été supprimés précédemment
- et de tels mots concaténés avec un mot qui appartient lui-méme au code Y,,_; :

W = WyWp—1 * * - W1 Wy, wo € Y1

ot les w; (1 <i < p) sont des mots qui ont été supprimés.

L’ordre dans lequel les mots ont été supprimés induit un ordre total sur ’ensemble
de ces mots (le premier mot supprimé étant le plus petit) et conditionne la structure des
concaténations, la construction étant, de plus, faite au moyen de transformations mettant
en jeu des mots de longueur croissante. Par suite, les produits, préfixes d'un mot du
code ou eux-mémes éléments du code, se décomposent en une suite décroissante (pour cet
ordre) de mots qui ont été supprimés:

Vi, |wit1] = fwil.

Cependant, quand le produit appartient lui-méme au code, le dernier terme est strictement
plus grand que celui qui le précede: c’est-a-dire si w = wyw,—1 - - - wy alors |wq| = |ws| et
wy a été supprimé apres wo.

Plus précisément, les mots de longueur n de la forme w = wpw,_;---w;, ou les w;
(1 < i <p), sont des mots qui ont été supprimés précédemment (et sont, par conséquent,
de longueur strictement inférieure a n) vérifient les conditions suivantes sur les longueurs:

— soit |w; 1| = |wyl,

— soit \wi+1| > ]wz\ et ‘U)prl‘ < |wiwi,1 .. .U)1|.
En effet, dans le cas contraire (i.e. si |wi1| > |ww;_1 ... w1|), wyw;_q ... wy est lui-
méme, soit un mot du code et w est alors un mot de 'autre type que I'on a distingué,
soit un mot que 'on supprime, w fait alors partie des mots précédemment décrits.
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kj — 2 1 1
> i jeme % 1
€ — 7+ 1 €5 — 7
possibilités possibilités

F1G. 2.4 — Suffizes formés a partir des €; mots supprimés de longueur j

On calcule d’abord le nombre de produits de k; éléments de méme longueur qui peuvent
apparaitre dans un tel mot. On peut noter que les éléments intervenant dans un tel produit
peuvent etre répétés, mais leur ordre est déterminé de maniere unique.

Si le facteur associé n’est pas en position de suffixe (i.e., |wi| # j), ce nombre est
¢égal au nombre de combinaisons avec répétitions de k; éléments pris parmi les €; éléments
supprimés de longueur j soit (Eﬁ:]? 1) = Py,

Quand ce produit est en position de suffixe (i.e., |wi| = j), k; est nécessairement
supérieur ou égal a 2 et le dernier élément du produit est strictement plus grand (pour
I'ordre de suppression) que le précédent (Figure 2.4)

Soit i le rang de I’avant dernier élément du produit, alors le nombre de préfixes associés
de longueur k; — 2 est égal au nombre de combinaisons avec répétition de k; — 2 éléments
pris parmi €; — ¢ + 1, soit (ej +kk;?':2i_2) et le nombre de valeurs que peut prendre la derniere
lettre est égal a €; —i. Le nombre de produits de k; éléments de méme longueur en position
suffixe est donc égal a

€;—1 ei—1

. €:+ki—i—2 , 4 €+ k:i—i—2 €4k —2
Ty, = § : ( ’ k,,j_Q )(Ej_l) = (k;—1) § (J k:~]— 1 ) = (k?j—l)< ! k:] )

i=1 J i=1 J J

Par suite, le nombre de mots de longueur n de Y,,_; obtenus par concaténation de
mots supprimés est

Rn: Pk Pka avec
Z H Jp g2 7 iy

P j1<j2<...<Jp

T, =~ )5 et k> 1
Pk:- — (€j+]fjj_1)

J

oll la somme est prise sur I’ensemble P des p-uplets vérifiant les deux conditions suivantes
(la deuxieéme condition exprimant la croissance des longueurs des facteurs):

k—1
Zjlk‘jl =N et Vk,‘, ]k < Zjlk’jl.
l =1

Les autres mots de longueur n du code Y,,_; sont de la forme w = wyw,_1 - - - wiwp ol
les w; (1 < i < p) sont des mots qui ont été supprimés et ot wy est un mot du code Y;,_;
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. . l— .
1<t + Zkzll Jik

jp > > > 1 > 1
[} [} ] [} 1
k[) [} [} ] kll [}
€ip €1
possibilités possibilités
Snfi Bz
possibilités possibilités

Fi1G. 2.5 — Mots formés a partir des mots supprimés et d’un mot du code

qui a été engendré avant la suppression du mot wy. Les w; vérifient alors les conditions
suivantes sur les longueurs (Figure 2.5):

= Vi> 0, |wip] > fwil,
- Vi > 1, ”LUZ‘+1| < |U)Z'U)Z',1 .. .U)l”LUg’.
En effet, si |wi1| > |wyw;_q ... wiwpl, alors wyw;_q ... wjwy est lui-méme, soit un

mot du code et w peut alors étre factorisé sous une autre forme plus courte, soit un
mot que 'on supprime et w est alors un mot du type précédent.

Soit \S,,—; le nombre de produits w,w,_; - - - w; de longueur n—¢ pouvant étre concaténés
avec un mot wy de Y, _; de longueur i, alors

€ + k’j -1
Sp—i = Z H By, ... Py, Py, —avec Py = ( L ’
S i<j1<je<...<Jp J

(les Py, représentent le nombre de combinaisons avec répétitions de k; éléments pris dans
un ensemble de cardinal €;) ot la somme est prise sur ’ensemble S des p-uplets vérifiant
les conditions suivantes (la condition sur jj exprimant les relations entre les longueurs des
facteurs)

k—1
S gk =n—i, i<joet VE>2 ju<it+ Y jikj.
l =1

Le nombre de mots de longueur n, 8, + €,, du code Y,,_; est finalement donné par

Bi+e =k,

vn > 2a Bn + €, = E}Z?J Snfzﬂz + Rn7
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ou |z| = max{n/n < x,n € IN}.

Ezemple 41 (suite cf p.119) Soient k =3 et A = {a,b,c}. On a

Y) = {c, | ab, ac, be |, a®b, a’c, bab, bac, b*c, a*, a’c, ba®b, ba’c, b’c, . . .}

et
€ €
Ba+ € =P, + T = <11>ﬁ1 + (;) = 3.
Y, = {c, be,| a®b,a’c, bab, bac, b*c, abe, acc |, a’b, a’c,
ba’b, ba*c, b*ab, b*ac, bc, abac, abbe, ache, . . .}
et ) .
+ +
B3+ ez = (P, + P,)p1 + T3, = ((612 ) +€2> 51—1-2(613 ) =T.
Y=Y, = {c bc,a*b,a’c,bab,bac,b’c, abe, ace, | a®b, a’c,
ba?b, ba*c, b*ab, b*ac, bc, abac, abbe, ache |, . ..}
et
€1+ 2 €1+ 2 €
Bates = (P, + Py ) 1+ P S+ Ty, +To, = (( ' 3 ) + 63) 51+6252+3< 14 )-I— (22)

Les produits de mots supprimés (soulignés) sont

- pour n = 2: ab,

- pour n = 3: a?b, bab,

- pour n = 4: a3b, ba®b, b*ab, abac.

Les autres mots se décomposent en produits de mots supprimés et d’'un mot ap-
partenant au code, ce dernier est alors en position suffixe (par exemple, pour n = 4,
b.a.c,a’.c,b?.a.c,ab.ac).

Cas d’un alphabet pondéré

Soit (av,)n>1 la distribution de longueurs de 1'alphabet pondéré (A, \).

Le nombre de mots de longueur n du code Y,,_; est comme précédemment égal a 3,,+€,,.
Leur description est identique a la précédente a ceci pres que l'alphabet étant pondéré, il
contient des mots de longueur supérieure a 1, ce qui amene a distinguer un troisieme type
de mots. En effet, les mots de longueur n du code Y,,_; peuvent, dans ce cas, étre de la
forme wyw,_1 - - - wywp ot les w; (1 <1 < p) sont des mots qui ont été supprimés et ot wy
appartient a ’alphabet. De plus, les a; mots de longueur ¢ de I’alphabet étant comptés
parmi les ¢; mots que I'on supprime ou les f5; qui font partie du code, les longueurs des
facteurs vérifient (Figure 2.6)

~ Vi >1, Mwisr) > Mwy),
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. . 1— .
Ji<t + Zkzll Jik

Jp > > o< i
[} [} [} [}
kp [} [} [} kl [} 1
€p €1
possibilités possibilités
S Q@
possibilités possibilités

F1G. 2.6 — Mots formés a partir des mots supprimés et d’un mot de l’alphabet

- Vi > 0, /\(wi—f—l) < /\(wiwi_l R wlwo).
En effet, si AM(w;11) > Mwjw;_q ... wiwg), wyw;_1 ... wiwy est lui-méme, soit un mot
du code, soit un mot que 'on supprime et, w est alors un mot d’un des deux types
étudiés précédemment.

En utilisant le calcul fait pour les préfixes des mots du codes dont le nombre est donné
par le coefficient S,,_; et en tenant compte des relations sur les longueurs des facteurs, on
obtient

Svlm—i = Z H ijp PN th ijl avec ij =

S j1<ja< <y

Ej+l€j—1
k.

J

) et Sy=1,
ou la somme est prise sur ’ensemble S’ des p-uplets tels que
k—1
S gk =n—i, i>goet VE>2, ji<i+ Y ik
r 1=1

Finalement, la somme (3, + €,, égale au nombre de mots de longueur n du code Y,, 1,
s’écrit
pr+ €1 = ay,

Vn > 2, Bn + €, = 22{% Sn-iBli + R + 322 Sn—ii-

ou |z] =max{n|n <z,nec N}et [z] =min{n|n>z,nec N}
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2.5 Mesure et propriétés

On définit une mesure de Bernoulli sur un alphabet pondéré fini, ce qui permet de
donner une condition nécessaire pour qu'une suite d’entiers naturels soit la distribution
de longueurs d’un code. On donne alors une preuve directe du fait que les inégalités sur le
nombre de classes de mots primitifs qui caractérisent les codes circulaires implique cette
condition, qui est une extension de I'inégalité de Kraft-McMillan.

On établit ensuite une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite d’entiers
positifs soit la distribution de longueurs d’un code circulaire maximal sur un alphabet (au
sens usuel) fini. On vérifie enfin que la méthode donnée par Ehrenfeucht et Rozenberg
(Théoreme 20 p.98) pour compléter un code conserve la propriété qui caractérise les codes
circulaires.

2.5.1 Mesure sur un alphabet pondéré fini
Soit (A, A) un alphabet pondéré fini et soit k le nombre réel positif défini par
d kW =1,
acA

alors I'application m qui & a € A associe k=M% est une mesure de Bernoulli positive sur
A, uniforme relativement a la longueur .

Remarque 19 Le nombre réel k est défini par I'egalité

A
RO =Y ek =1,
n=1

a€A

ou a,, = Card {a € A| XNa) =n} et A =maz,ca(A(a)). On en déduit que k est I'unique

solution de I’'équation
A1
A — E ap_nz" = 0.
n=0

Ce réel est donc un nombre d’Handelman, i.e., un nombre dont une puissance entiere est
un nombre de Perron (entier algébrique strictement supérieur aux modules de ses conju-
gués) qui n’a pas de conjugué algébrique réel positif. La preuve de ce résultat est donnée
par le Théoreme 9 (p.56) quand k est lui-méme un nombre de Perron et par le Théoreme
10 (p. 59) quand k est la racine niétme d’un nombre de Perron.

2.5.2 L’inégalité de Kraft-McMillan

La distribution de longueurs d’'un code sur un alphabet fini vérifie nécessairement
I'inégalité de Kraft-McMillan (Théoreme 18 p.95). On étend ce résultat aux codes définis
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sur un alphabet pondéré fini (A, \) et on donne une preuve directe du fait que les inégalités
sur les classes de mots primitifs impliquent 'inégalité de Kraft-McMillan.
L’inégalité de Kraft-McMillan s’étend aux alphabets pondérés sous la forme suivante.

Proposition 26 Soit Y un code sur un alphabet pondéré fini (A, \) et soit k le nombre
réel positif défini par ) . 4 k=M =1, alors

Z <)) <1

yey

ou de facon équivalente

D BkTT<T By=Card{y €Y | Ay) =n}.

n>1

On donne maintenant deux preuves directes du fait que les inégalités qui caractérisent
un code circulaire impliquent 1'inégalité de la Proposition 26.
De la relation (2.6) (p.123) et de la définition de k, soit

A A
Vn >0, B,= Z apby_p, — E, avec Ey=1 et Z ak™™ =1,
p=1 n=1

on déduit
n n—1 E. A . E
—1 4 7 n
wxa Sawioi 8BS -fa
i=1 i=n+1—A j=n+1—1
car

1
E E,2" = —, = VnelN, FE,>0.
n>0 [Ijzo(t = 27)9

La distribution de longueurs (;);>o vérifie donc l'inégalité de Kraft-McMillan.

Un raisonnement élémentaire sur le rayon de convergence de la série 1/(1—>" ., ;")
conduit également au résultat. En effet, en sommant sur I’ensemble des diviseurs d de n
les inégalités dlq(B) < dla(a), comme s, =3_,, dls, on obtient

Vn > 1 $n(B) < sp(a).

De plus, en notant respectivement ﬂ,(f), Bﬁf) le nombre de mots de longueur n de Y* et Y7,
on a

B = gy

< Z %57(;) = Sn(ﬁ)
i=1
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En utilisant la Proposition 24 (p.110), on en déduit que le rayon de convergence de la
série génératrice de Y*,

1 1

fr(2) = 1 — fy(2) T1- 2221 Bizt’

est supérieur ou égal a celui de

fas(z) = an(a)z” = L

A -
R .~
n>0 1—3 7z

soit 1/k, d’ou fy(1/k) < 1.

2.5.3 Maximalité et complétude

Dans ce paragraphe, on établit une caractérisation des distributions de longueurs des
codes circulaires maximaux sur un alphabet fini A qui n’est pas pondéré. On vérifie
également que la méthode générale de complétion d'un code permet de compléter un code
circulaire.

On peut remarquer pour commencer que tout code circulaire maximal sur I’alphabet
A est nécessairement infini, sauf si X = A. En effet, si le code X est fini, alors, d’apres la
Proposition 14 (p.96), pour toute lettre a € A il existe un entier n > 1 tel que a" € X,
comme X est circulaire, n = 1 et par conséquent X = A.

On rappelle une caractérisation des codes circulaires maximaux ([BP85] Théoreme 1.8
p.328).

Proposition 27 Soit X un code circulaire coupant, alors les trois conditions suivantes
sont équivalentes

1. X est complet.
2. X est un code maximal.

3. X est maximal comme code circulaire.

Ezemple 42 L’automate (@, 1,1) (Figure 2.7) reconnait le sous-monoide X* engendré par
le code circulaire maximal

X = (b*b*a)*{a,ba}.

Sa série génératrice est
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F1G. 2.7 — Automate reconnaissant X* ou X = (b*b*a)*{a,ba} est circulaire mazimal

Caractérisation des codes maximaux

On donne ici une caractérisation des distributions de longueurs des codes circulaires
maximaux sur un alphabet fini a k lettres. Ce critere porte sur le comportement asymp-
totique du nombre de classes de mots primitifs.

On rappelle celui du nombre de classes de mots primitifs de A*, quand A est un
alphabet a k lettres.

Propriété 3 Soit (k) le nombre de classes de mots primitifs de longueur n sur un
alphabet (au sens usuel) a k lettres, alors

. nl,(k)
Jm =

= 1.

Démonstration : On a

n
d/n
soit

L,(k
”k( S HEE,
d/n,d#n

Comme k%" < k=2, la valeur absolue de la somme qui apparait dans le membre droit
est majorée par nk~™?2 on en déduit que Y, /n u(%)kd_” tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. O

On établit maintenant une propriété concernant le comportement asymptotique du
nombre de classes de mots primitifs d’un code circulaire sur un alphabet fini.

Propriété 4 Soit X un code circulaire de distribution de longueurs (au,)n>1, alors les
trois limites suivantes sont égales
)

) Sn() . nl, () )
limsup —=% = limsup ——= = limsup ——= = dx.
i el Tk e TRy X
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Leur valeur commune dy est appelée la densité circulaire du code X sur 'alphabet A.

Démonstration : Comme s,(a) = 3", dla() et que

Vd/n, d#n,  dlye)< gk"/Q

on a

ln(a)

lim sup o <limsup ——= < lim sup(n—m) n

) < gy ——

)
n—oo n—oo n—oo kn 4 n—o0 k

soit, en utilisant également la propriété 3 (p.133)

. Sn(“) . ZN(O‘) . ln(a)
| — =1 — 2 =1
o S S s P

ce qui prouve la propriété annoncée. O

La proposition suivante dit qu” un code circulaire X est maximal dans A* si, et seule-
ment si, les comportements asymptotiques du nombre de classes de mots primitifs de X*
et de A* sont du méme ordre.

Théoréme 25 Soit X un code circulaire coupant de distribution de longueurs (ou,)n>1,
alors le code X est maximal sur A ou A est un alphabet a k lettres si, et seulement si, sa
densité circulaire dx dans A* est strictement positive.

Démonstration : On va établir

0x = limsup 5n(@)

> 0.
n—oo k

Si le code coupant X est maximal, d’apres le Théoreme 27 (p.132), il est alors complet.
Comme il est coupant et circulaire, il est également synchronisant (Proposition 19 p.101).
Le code étant coupant, complet et synchronisant, on en déduit, en utilisant la Proposition
18 (p.101), qu’il existe donc deux mots = et y de X* tels que

rA*y C X"
On appelle [ la somme des longueurs des mots x et y, soit | = |z| + |y|. On a alors

vn >0, zA"yC (X*nA",

d’ou
Spi(@) > K"
On en déduit que
Spri(a) _ 1
Vn > 0, Lt Z E
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Par suite, si le code est maximal

1
dl € IN* hglj;ip % > i > 0.

D’autre part, d’apres le Théoréme 27 (p.132), si le code X n’est pas maximal, il n’est
pas complet. Par suite, il existe un mot y de A* de longueur ngy qui n’est facteur d’aucun
mot de X*. Soit w un mot de longueur n > ny dont un conjugué appartient a X*, alors y
n’est pas un facteur de w. En effet, si y était facteur d’'un mot w = uv ayant un conjugué
t = vu dans X*, alors y serait facteur de t> = vuvu. On en déduit que le plus long préfixe
de longueur multiple de ny d'un mot de longueur n dont un conjugué appartient a X*
peut étre codé sur A™ \ {y}. On a alors

dng = |y|, tel que Vn >ng Sp < (kM0 — 1)ln/nolj(nmodno)

ou || = max{n | n < z,n € IN}. On obtient finalement

, Sn(a) , 1
M« — _—ln/mol
s T = 0 )T =0
Par conséquent, si
lim sup sn(@) > 0,
n—o0 k

alors le code peut étre construit maximal, ce qui montre que cette derniere condition est
nécessaire et suffisante et conclut la preuve du Théoreme 25 O
Méthode de complétion

On rappelle pour commencer une propriété connue des codes circulaires (pour la dé-
monstration, on pourra se reporter a [BP85] Proposition 1.7 p.327)

Lemme 11 Si un code circulaire X n’est pas complet, alors il existe un mot y sans bord
de A* qui n'est pas un facteur de X* et tel que X U{y} soit un code circulaire.

On montre, dans ce qui suit, que la méthode générale (Théoreme 20 p.98) de complé-
tion des codes permet également de compléter un code circulaire en conservant cette
propriété.

Proposition 28 Soient X un code circulaire et y € A* un mot sans bord tel que

X* N AyA* =0

et soit U = A"\ X*\ A*yA* alors Y = X Uy(Uy)* est un code circulaire complet.
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Démonstration : Soit V' I'ensemble des mots de A* dont y n’est pas facteur:
V=A"\ A"yA".

Par hypotheése, X* est une partie de Vet U =V \ X*.

On peut remarquer pour commencer que ’ensemble Z = Vy est un code préfixe. En
effet, si 'on suppose vy < vy’ ot v et v’ sont deux mots de V. Comme y est sans bord,
vy est nécessairement un facteur gauche de de v’. Alors v’ appartient a A*yA*, ce qui
contredit I’hypothese v € V. L’ensemble Z est donc préfixe.

On va maintenant montrer que Y est un code circulaire. On suppose le contraire ; pour
cela, soient z; (1 <i<n)ety (1 <i<m)des mots deY et soient p € A* et s € AT
tels que

STax3 .. . TnpP = Y1Y2- - - Ym;

1 = ps.

Si tous les x; (1 < i < n) sont dans X, il en est de méme des y; puisque Y n’est facteur
d’aucun mot de X*. Comme, de plus, X est circulaire cela implique que

n=nm, p=1 =y (1<i<n). (2.7)

On suppose maintenant qu’'un des z; n’appartient pas a X. Soit ¢ le plus petit indice
tel que z; € Y\ X.

o On traite pour commencer le cas ou t # 1.

Comme y ¢ F(X*), z; ¢ F(X*). Par suite I'un des y; est un élément de y(Uy)*, soit
q le plus petit indice tel que y, € y(Uy)*. Alors

SToT3 ... Ty 1Y, Y1y2 .- Yg—1Y € Z,
et sTa3 ... Ti—1 = Y1Y2 - . - Yq—1 Duisque Z est préfixe. On pose
Ty = Yyury ... yugy,

Yqg = Yu1y ... yuiy,
ot les u; (1 <i<1)etleswv; (1 <i<1I)sont des éléments de U.

On suppose z; < y,; comme Z est préfixe, Z* est unitaire a droite , ¢.e.,

u,uv € ZF = v € 2",

Comme U C V, il s’en suit que chaque w;y et chaque v;y est un élément de Z et que
w =v; (1 <i<k). Soit t =uvg,1y...yv, on a

Tpi1 - TP = tYgi1 - - Ym-
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Comme le mot y est un facteur de ¢, il apparait aussi dans z;yq...2z,p. Comme z; =
ps € X et que y est sans bord, 'un des x4, ..., x, appartient a y(Uy)*, soit x, I’élément
correspondant d’indice minimal. Alors @1 ... 2,21y € Z et vy, 1y € Z sont les facteurs
gauches d'un méme mot. Comme Z est un code préfixe, vgy1 = X411 ...x,_1. Par suite
V11 € X* ce qui contredit 'hypothese vy € U.

On suppose maintenant x; > y, ; on obtient de fagon analogue que u; = v; (1 <i <1).
Soit t = uj1 1y ... ug, on a

T4 - TP = Ygg1 -+ Yms

dont on déduit également que nécessairement w41 = Y411 ... Yr—1 et la contradiction entre
w1 € X* et Uhypothese w1 € U.
Par suite, k = [ et 2, = y,, ce qui conduit a I'égalité

STy ...... Tt—1Tp41 -« - TP = Y1+« - Yg—1Yg+1 - - - Ym,y

on obtient alors (2.7) par induction sur la longueur des mots.

o On traite finalement le cas ol z; € y(Uy)*.
Comme

T1T2 ... Tnp = PY1Y2 - - - Ym,

le mot p est facteur droit (et facteur gauche) d’'un mot de Y*.

Si |p| < y, alors p est préfixe de y et suffixe de y195 ... ym. Le mot s a y pour suffixe
et est préfixe de y19s ... y,. Par suite, comme y est sans bord, le mot ps € X*, ce qui
contredit I'hypothese x; € y(Uy)*.

Silp| >y, p=ywy...yu, et s =uy...y ou les u; et upu), sont dans U.

Un autre cas de figure possible est celui ot s est un suffixe de y, on le traite de maniere
analogue au au cas |p| < y.

Comme upu), ¢ X*, I'un des y; appartient a y(Uy)*, soit j le plus petit indice cor-
respondant, comme y est sans bord et que y ¢ F(X*), on a uj, = y;...y;_1, c'est-a dire
uy, € X*; de plus, comme yuy, est un suffixe de 195 ... Yym, que y est est sans bord et
n’est pas facteur de uy, on en déduit que up € X*. On aboutit alors a une contradiction
puisque uxu), ¢ X*.. On en conclut que p = 1 et comme Y est un code, on obtient (2.7).

Il reste & montrer que le code Y est complet. Soit w € A*. On pose

W=vY...yv,, ou n>1 et v € A"\ AyA".
Alors ywy € Y*. Soit (vy,, vy, . .., v;, ) la sous-suite formée des v; appartenant a X*. Alors
ywy = Y1y . .- Yvi,_ YV, Y141y - - Yoi,—1y) - - Vi, (YO 01y - YU Y) €Y,

chaque mot entre parentheses étant un mot de Y. Le code Y est donc circulaire et
complet.O
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Probléme ouvert

La caractérisation des distributions de longueurs des codes circulaires rationnels de-
meure un probleme ouvert. On peut de demander si la caractérisation des codes cir-
culaires s’étend aux codes rationnels sous I'hypothese supplémentaire que la série est

IN-rationnelle :
Soit f(z) = ), 5 an2™ une série IN-rationnelle dont les coefficients vérifient les inégali-

tés

Vn >1 ln(a) < 1, (k),
existe-il alors un code rationnel circulaire sur un alphabet a k lettres dont f est la série
génératrice?
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Chapitre 3

Codes préfixes rationnels

Introduction

Les codes préfixes sont une famille de codes, introduite par Morse. Ces codes sont
caractérisés par la propriété suivante: aucun mot du code n’est le début d’'un autre.
Vérifier qu'un code est préfixe est alors immédiat. De tels codes présentent I'avantage de
permettre un décodage instantané.

Par ailleurs, beaucoup de problemes intéressants de la théorie des codes peuvent étre
étudiés dans le cadre particulier des codes préfixes. Ceux-ci constituent, en un certain
sens, des “modeles” de codes: il est souvent plus facile d’étudier les codes préfixes que
des codes généraux et les raisonnements sont souvent encore valides dans le cas général.

Un code préfixe peut étre représenté par un arbre, dans lequel le nombre de fils d’'un
noeud est au plus égal a la taille de ’alphabet sur lequel est construit le code. Les feuilles
correspondent alors aux mots du code. Les codes préfixes complets X C A* sont ceux qui
ont pour représentation un arbre complet, c’est-a-dire dont les noeuds ont, soit autant de
fils que I'alphabet a d’éléments, soit aucun fils. La représentation graphique est ainsi plus
lisible qu’une simple énumération des mots du code.

On sait, d’apres le théoreme de Kraft-McMillan (Proposition 29 p.144), qu’a partir de
toute suite (a,)n>1 & coefficients entiers positifs telle que

ke N > k<1,
n>1
on peut construire un code préfixe sur un alphabet a k lettres ayant, pour tout entier n,
a, mots de longueur n.

On cherche a caractériser lesquelles parmi ces suites a coefficients entiers sont distribu-
tions de longueurs d’'un code préfixe rationnel sur un alphabet a k lettres. Une condition
nécessaire évidente est que la suite («),>1 soit IN-rationnelle. Mais est-ce suffisant?

D’une maniere générale, si o = ) . 0, 2" est une série IN-rationnelle vérifiant I'inéga-
lité de Kraft-McMillan : -

1
Jk € IN*, tel que af

- <1
k:)_’
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on peut construire un code préfixe rationnel ayant, pour tout n, o, mots de longueur n.
L’alphabet sur lequel est écrit le code a alors éventuellement plus de k lettres. La difficulté
réside dans le fait d’obtenir un code préfixe qui soit rationnel et écrit sur alphabet a k
lettres.

On présente une réponse partielle a cette question: on donne, en utilisant un résultat
de Perrin ([Per89]) sur les arbres rationnels, une condition suffisante pour qu'une série
IN-rationnelle soit la distribution de longueurs d'un code complet sur un alphabet a &
lettres.

Dans la premiere partie de ce chapitre, on donne le mode de représentation d’un code
préfixe sous forme d’arbre.

On met en évidence, dans la deuxieme partie, les liens entre les codes préfixes et une
classe de séries IN-rationnelles liée a des systemes de rééceriture particuliers : les DOL-séries.
On montre que 1’'on peut construire un arbre rationnel a partir de toute série IN-rationnelle
vérifiant 'inégalité de Kraft-McMillan.

La derniere partie est consacrée a la construction, sous une hypothese appropriée, de
codes préfixes rationnels et maximaux sur un alphabet a & lettres.

Dans I’ensemble, ce chapitre regroupe des résultats déja connus. Son but est essentiel-
lement de préciser les données du probleme et les cas de figure que 'on sait traiter.

3.1 Représentation littérale

Ensembles préfixes et préfixiels

On dit qu’un mot v est préfize d’'un mot wu s’il existe un mot w de A* tel que u = vw.
La relation “étre préfixe” est une relation d’ordre partiel sur A*, appelée ordre préfiziel
et notée <.

Si I’alphabet est un ensemble totalement ordonné, on peut définir une relation d’ordre
total sur les mots de A*, appelé ordre lexicographique et noté <,... On a alors

u<v

U <jez U SI
—lex { ou u=zxau',v=uaxbv avec z,u, v €A et a <ib.

Une partie X de A* est préfize si X N X AT = (), i.e. si elle est formée d’éléments deux
a deux incomparables pour 'ordre préfixiel :

Ve, € X, 2<2 = x==2

Si X contient le mot vide 1 alors X = {1}. Dans les autres cas, X est un code.

Exemple 43 Le code de Morse (cf. Exemple 28 p.94) et le code ASCII sont des codes
préfixes.
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Ezxemple 44

Soient A un alphabet et X un langage sur A.

- L’ensemble des éléments de X qui sont minimaux pour 'ordre préfixe, X \ X A™, est
un code préfixe.

- De méme, I'ensemble des éléments de X qui sont maximaux pour 'ordre préfixe

X\ XA =XA\X(A")™'  ennotant XA~ = X(A")™!
est préfixe.

De maniere duale, une partie de A* est dite préfizielle si elle contient les préfixes de
tous ses éléments.

Ezxemple /5 Si X est un code préfixe sur I'alphabet A, alors ’ensemble des mots de A*
qui n’ont aucun préfixe dans X, A* \ X A* est préfixiel.

Soit A un alphabet fini. On peut définir une bijection entre les ensembles préfixes
et les ensembles préfixiels de A* en associant a chaque ensemble préfixe P, I’ensemble
préfixiel, A*\ PA*, formé des mots de A* n’ayant aucun préfixe dans P. Réciproquement,
on associe a chaque ensemble préfixiel P’, I'ensemble préfixe formé des éléments minimaux,
pour l'ordre préfixiel, de A* qui ne sont pas préfixes d'un mot de P’.

Ces deux notions sont étroitement liées a la notion d’arbre.

Arbres

Un arbre T est un triplet (N, r,p) o N est un ensemble non vide, dont les éléments
sont appelés les neuds de I'arbre, r est un élément distingué de N appelé la racine de

I’arbre et p une fonction
p: N\ {r} — N

qui, a un neceud n distinct de la racine, associe un unique noceud appelé son pére et telle
que, pour chaque nceud n de N, il existe un entier positif k£, appelé la hauteur du noeud
n, tel que
pH(n) =r.

On dira qu’'un noeud n est interne s’il existe au moins un noeud n' tel que p(n’) = n, dans
le cas contraire on dira que n est une feuille.

Le vocabulaire utilisé pour qualifier les relations entre les nceuds est emprunté a celui
de la langue courante désignant les liens de parenté. On dit ainsi que n est le fils de p(n)
et que n est un descendant de n’ §'il existe un entier positif k tel que n’ = p*(n).
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adeee
N
AC eaeea
ba-e-
1 b < bbe-e-
bce---

ca

c < cheees
ccm=--

F1a. 3.1 — L’arbre associé a {a,b,c}*

Si n est un neeud de l'arbre T', 'application p induit une application
Pn - Nn \ {n} — Nn;

ou N,, désigne ’ensemble des descendants de n. Le triplet (IV,,, n, p,,) est alors le sous-arbre
de T issu de n.

Dans un arbre, on appelle branche ou chemin d’un noeud n; a un noeud ny toute suite
(n1,nse,...,n;) de noeuds telle que, pour tout i compris entre 1 et k — 1, n; est le pere de
n;+1. De maniére analogue, on appelle branche infinie ou chemin infini d’origine n, toute
suite infinie (n1,ng,...) de noeuds telle que, pour tout i > 1, n; est le pere de n; 1.

Le nombre de fils d'un nceud est 1'arité de ce nceud. L’arité d'un arbre est égale au
maximum des arités de ses nceuds.

On dira qu’'un arbre fini d’arité fixée k est complet si tous ses nceuds internes ont
exactement k fils. On dira qu’un arbre infini est complet si tous ses nceuds internes ont
exactement k fils et si, de plus, a partir de tout noeud, il existe une branche finie menant
a une feuille.

Représentation littérale

On associe a ’ensemble A* des mots écrits sur ’alphabet A un arbre infini étiqueté
de la maniere suivante. L’alphabet est totalement ordonné et les mots de méme longueur
sont classés selon 1'ordre lexicographique. Chaque nceud de I'arbre est étiqueté par un mot
distinct de A*, la racine étant étiquetée par le mot vide. L’ensemble des fils d’un noeud
est muni d’une relation d’ordre totale, les fils sont alors représentés verticalement selon
cet ordre. Les mots de longueur n sont exactement les étiquettes des nceuds de hauteur n
de l'arbre. Si u est un préfixe de v, alors il existe chemin fini du neceud n,, étiqueté par v
au neceud n, étiqueté par v. L’arbre ainsi obtenu est appelé la représentation littérale de
A*.

Ezemple 46 Le monoide libre A* ou A = {a,b,c}
L’ensemble {a, b, c}* des mots écrits avec les lettres a, b et ¢ a pour représentation littérale
I'arbre suivant (Figure 3.1).
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F1G. 3.2 — Représentation littérale du code de Morse

A un langage donné X sur ’alphabet A, on associe alors un sous-arbre de la représenta-
tion littérale de A* en ne conservant que les nceuds qui correspondent a des mots de X,
ainsi que tous les nceuds qui apparaissent dans les chemins menant de la racine a ces
neeuds. L’arbre ainsi obtenu est la représentation littérale du langage X.

Un code X est alors préfixe si, et seulement si, dans sa représentation littérale, les
mots du code sont exactement les feuilles de I'arbre.

Ezemple 47 Le code de Morse (cf. Exemple 28 p.94) a pour représentation littérale I’arbre
ternaire de la Figure 3.2. Le code étant préfixe, ses éléments sont les feuilles de cet arbre.

Dans ce mode de représentation, un langage P C A* est alors préfixiel si tous les
nceuds de ’arbre correspondent a des mots de P.
Si X C A* est un code préfixe, la partie préfixielle P, formée des mots n’ayant pas de
préfixe dans X,
P=A"\ XA"

est représentée par I’arbre obtenu a partir de la représentation littérale de A* en coupant
toutes les branches ayant comme origine un mot de X. Les codes préfixes sur un alphabet
fini sont en bijection avec les parties préfixielles ainsi décrites.
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Codes préfixes rationnels

Un arbre est rationnel s’il ne possede qu’un nombre fini de sous-arbres non isomorphes.
Soit T'= (N, r,p) un arbre, on appelle série génératrice de T' la série formelle

s(1) =Y si2* o k>0, s =Card (p*(r))

k>0

est le nombre de nceuds de hauteur k£ dans 7. Si T" est un arbre rationnel, la série s(7)
est alors IN-rationnelle.

Un code rationnel X est préfixe si, et seulement si, 'automate A = (Q, 1, F, E') non-
ambigu dont X constitue I'ensemble des étiquettes des chemins de premier retour, i.e,
X = X4, peut étre choisi déterministe.

Le code rationnel est préfixe et complet si, et seulement si, 'automate A = (Q, 1, F, E)
peut étre choisi déterministe et complet :

Vpe @, Vae A, 3dlged tel que (p,a,q) € E.

Si le code est rationnel, sa représentation littérale est un arbre rationnel. Il est rationnel
et complet s’il en est de méme de sa représentation littérale.

Un langage rationnel est préfixiel s’il est reconnu par un automate dont tous les états
sont finaux.

Si X est un code rationnel sur un alphabet A a k lettres, sa série génératrice n’est
autre que celle de sa représentation littérale. Sa distribution de longueurs « est alors une
suite IN-rationnelle et a(1/k) < 1, d’apres l'inégalité de Kraft-McMillan (Théoreme 18
p.95).

Probleme

On cherche a établir la réciproque.
Soit a(z) =}, 5 @n2" une série N-rationnelle telle que a(1/k) < 1.

— Existe-t-il un code rationnel préfixe X sur un alphabet a k lettres dont la série
génératrice est a? De maniere équivalente, existe-t-il un arbre rationnel d’arité au
plus k ayant «,, feuilles a la hauteur n?

— Si a(1/k) = 1, le code peut-il étre construit maximal? En d’autres termes, 1’arbre
peut-il étre choisi complet?

Le résultat suivant constitue la deuxieme partie du théoreme de Kraft-McMillan
([McM56]). Il montre que I'on peut construire un code préfixe sur un alphabet a k lettres.
Il permet également d’écarter dans I’étude qui suit les séries réduites a des polynomes, la
rationalité ne posant aucun probleme dans ce cas.
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Proposition 29 Soit a une suite d’entiers positifs telle que

Z k™" < 1.

n>0

Alors, il existe un code préfive X sur un alphabet a k lettres ayant pour distribution de
longueurs () nen -

Démonstration : Soit A un alphabet a k lettres. On définit par induction une suite de
codes (X,),>1 telle que, pour tout n, X,, est une partie de A" de cardinal «, et telle que
I'union de tous les ensembles X, soit un code préfixe.

On choisit arbitrairement o lettres de A pour constituer X, ce qui est possible puisque
a1 < k. On suppose ensuite les n — 1 premiers codes X; construits et on pose

n—1
v, =Jx.

i=1
Le nombre de préfixes “libres” de longueur n est alors

n—1 n—1

Card((A*\ Y, A") N A") = k" =Y " ouk" ™ = k" (1 -y aik_i> .

i=1 i=1

Comme, par hypothese, > "7, a;k™" < 1, on en déduit que

n—1
(1-— Z ik > k™"
i=1

Par suite, le nombre de préfixes libres de longueur n dans A* est supérieur a a,. Il suffit
maintenant d’en choisir «,, pour constituer X, et 'ensemble X, UY,, ainsi obtenu est
préfixe. O

On utilise maintenant la bijection qui met en correspondance tout code préfixe sur un
alphabet A a k lettres avec le langage dont les mots n’ont aucun préfixe dans ce code.

Si X est un code préfixe de distribution de longueurs (a;),>1, la partie préfixielle
formée des mots n’ayant pas de préfixe dans X a alors pour série génératrice

8 = 22,

olt v est la série ) ., a,2". Le probleme présenté ci-dessus peut alors étre reformulé sous
la forme suivante:

— Existe-t-il un arbre rationnel d’arité au plus k dont la série des noeuds internes est
£7 En d’autres termes, existe-t-il un automate reconnaissant la série § ayant un
seul état initial, tous ses états finaux et chacun a l'origine d’au plus k transitions?
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3.2 Fonctions de croissance des DOL-systemes

Les L-systeémes ont été introduits par Lindenmayer ([Lin68]) dans le cadre de préoc-
cupations biologiques. Ce sont des systemes de réecriture parallele : a chaque étape de ce
processus les lettres du mot considéré sont réécrites simultanément. Pour une présentaion
générale de ce sujet, on pourra se reporter a [RS80].

Les DO L-systemes sont des L-systemes déterministes qui peuvent étre définis comme
la donnée d’un alphabet A, d’'un mot w de A* et d’'un endomorphisme h de A*. Le langage
engendré par un tel systeme est alors la suite des mots (R"(w)),,>,-

DOL-séries

La fonction de croissance d'un DOL-systeme est la suite des longueurs des mots du
langage engendré. La série associée est alors une DOL-série (cf. [Sal90],[SST8]).

Ces séries peuvent également étre définies de maniere intrinseque : une série IN-ration-
nelle en une variable r est appelée une DOL-série s'il existe une représentation linéaire
(I, M,c) de r a coefficients dans IN, telle que

Vn >0 r, = IM"c,

ou ¢ est un vecteur colonne ne comportant que des 1. La suite des coefficients (7,,),>0 de
r est appelée une DOL-suite.

Ces suites sont caractérisées par le théoreme suivant, dont la preuve est donnée dans
[SS78] p.104 (Corollaire 7.8).

Théoréme 26 (Soittola) Si (1,),>0 est une suite IN-rationnelle telle que
-VnelN, r,#0
- il existe une constante k telle que, pour tout n, rpi1/r, < k

alors (rp)n>o0 est une DOL-suite.

A Taide de ce résultat, on établit que la série “préfixielle” f = (1 — a)/(1 — kz)
associée a la série a est une DOL-série; comme, de plus, Sy = 1, on en déduit que 'on
peut construire un arbre rationnel dont le nombre de noeuds internes a distance n de la
racine est [3,.

Proposition 30 Soit a(z) = ), -, a,2" une série IN-rationnelle, telle que
Tk e N,  a(-) <1

Alors la série B(z) =Y ,50 Bnz™ = (1 —a(2))/(1 — kz) est
- une DOL-série et By =1,
- la série génératrice des neeuds internes d’un arbre rationnel,
- reconnue par un automate ayant un seul état initial et dont tous les états sont finauz.
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Démonstration : On suppose désormais k > 2.
Soit a(z) =), <, a,2™ une série IN-rationnelle qui n’est pas un polynome et telle que

a(l/k) < 1.
On définit la série associée [ correspondant aux nceuds internes de I'arbre par

n_ 1—a?)
B(z) = Zﬁnz =5

n>0

La suite (,,)n,>0 vérifie alors
Bo=1
et
VYn>1, B,=kBh_1— .
La série 8 est IN-rationnelle.
En effet, soit

P(z
a(z) = (2)

Q(2)
la fonction génératrice de la série o ou P et ) sont des polynomes a coefficients entiers
qui sont premiers entre eux. Alors la série génératrice de la série 5 est donnée par

Q(z) — P(z
sy - QR =PE)
(1—k2)Q(2)
On en déduit que 8 est Z-rationnelle.
De plus,
VnelN, p,>0,
car
Zﬁnz” =(1- Zanz”) Z k2" = Z(k” - Z k" P) 2",
n>0 n>1 n>0 n>0 1<p<n
soit

Bo=k"(1=> k™) >0,

car a(1/k) < 1.

Enfin si a(1/k) < 1, la série § a pour racine dominante k et pour rayon de convergence
1/k.

Dans le cas contraire, comme «(1/k) = 1, le polynéme Q(z) — P(z) est divisible par
(1 —kz) et les racines de la série 8 sont celles de la série «v. Par suite, la série 5 a le méme
rayon de convergence p (p > 1/k) que la série a.

Dans les deux cas, la série 8 est donc IN-rationnelle.

Puisque la série a n’est pas un polynéme et que a(1/k) < 1, les coefficients de la série
B sont tous strictement positifs.
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Comme, de plus,
50 =1 et Vn > 17 ﬁn < kﬁnfla

on en déduit, d’apres le Théoreme 26 (p.146), que la série 8 est une DOL-série.
Par suite, la série § admet une représentation linéaire (I, M, c) a coefficients dans IN,
telle que
Vn >0 r, = IM"c,

ol ¢ est un vecteur colonne ne comportant que des 1. Comme [y = 1, le vecteur-ligne
[ ne contient qu'un seul coefficient non nul égal a 1. L’automate fini associé a cette
représentation linéaire a un seul état initial et tous ses états finaux. Son interprétaion
conduit a un arbre rationnel dont I'arité est égale au maximum des sommes des lignes de
la matrice M. O

PDOL-séries

Les PDOL-séries sont des DOL-séries pariculieres que 1'on peut définir de fagon sui-
vante. Une série r est une PDOL-série, sl existe une représentation linéaire (I, M, c) de
r a coefficients dans IN, telle que

Vn >0 r, = IM"c,

ol ¢ est un vecteur colonne ne comportant que des 1 et M une matrice dont aucune ligne
n’est entierement nulle.

On rappelle une caractérisation de ces séries ([SS78] Théoreme 7.5 p.102): une série
IN-rationnelle r en une variable est une PDOL-série non nulle si, et seulement si, 7(0) > 0
et la série ) o (rn41 — 7)2" est IN-rationnelle.

Proposition 31 Soit a(z) = ), -, a,2" une série IN-rationnelle, telle que

1

Alors la série . )
n  l—alz
pz) = Zﬁnz 11— kz

n>0

est
- une PDOL-série et By =1,
- la série génératrice d’un arbre rationnel dont tout neud a au moins un fils.

Démonstration : D’apres 'étude qui vient d’étre faite, comme a(1/k) < 1, la série
est une DOL-série et a pour racine dominante (et simple) k. Par suite, elle admet une
représentation linéaire (I, M, c) ou [ € IN™™ M € IN™*™ et ¢ € 1™*!| telle que

Vn >0 B, =1IM"c
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et ou la matrice M a pour rayon spectral k.
Comme, de plus, By = 1 et que, pour tout entier n, 3,1 < kf3,, on obtient

ﬁn ~oo bknv

ou b est un entier algébrique positif inférieur ou égal a 1.
On montre maintenant que la série Y . (Bny1 — Bn)2"™ est IN-rationnelle. On a

6n+1 - 671 = (k - 1)ﬁn — Qp.
Comme la série a a pour rayon de convergence 1/\, que 5 a pour rayon de convergence
1/k et que k > \, asymptotiquement,

Les coefficients de la série ), - (Bns1 — B,)2" sont donc positifs. De plus,

n_ Ck(z—1Dalz)+ k-1
Z(ﬁn—i—l - 6n)z = Z ((k - 1)671 - an) = 1— ks )

n>0 n>0

la série est, par suite, Z-rationnelle et a pour racine dominante k puisque a(1/k) < 1. On
a ainsi montré que la série > - (Bnt1 — Bn)2" est IN-rationnelle. Comme, par définition,
By =1, on en conclut que B est une PDOL-série.

La série § étant une PDOL-série, il existe une représentation linéaire (I, M, c) de (3, ou
¢ est un vecteur colonne dont toutes les composantes sont égales a 1 et M est une matrice
dont aucune ligne n’est nulle. L’interprétation en termes d’arbres de ce résultat permet
alors de conclure la preuve. O

Remarque 20 On peut remarquer également que si a n’est pas un polynome, la matrice
M d’une représentation linéaire de f est nécessairement réductible. En effet, I'inégalité,

valide apres un éventuel décalage,
Me < ke

ol le vecteur-colonne ¢ a toutes ses composantes égales a 1, implique que

=1

Comme, d’apres le Théoreme 4 (p.21),

n n
min E m;; < k < max E mij,
j 4 i
=1 =1

et que M est irréductible, I’égalité ne peut étre atteinte a gauche ou a droite que si
toutes les lignes de la matrice M ont méme somme. On en déduit, dans ce cas, que
Vi, >, mi; = k. Ce cas de figure correspond a des arbres dont tous les nocuds in-
ternes, a partir d’une certaine hauteur, ont exactement k fils. Le code préfixe alors associé
est nécessairement fini.
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3.3 Arbres rationnels k-aires

D’apres la Proposition 30 (p.146), on peut construire un arbre rationnel dont la série
génératrice des nceuds internes est

(1 —a(2))

On cherche maintenant a construire un arbre rationnel ayant les mémes propriétés mais
dont 'arité soit bornée par k.

Si le rayon de convergence de la série [ est strictement supérieur a 1/k et que la matrice
de sa représentation linéaire peut étre choisie primitive, on construit un code préfixe sur
un alphabet a k lettres tel que la série génératrice des mots n’ayant pas de préfixe dans
ce code soit .

Théoréme 27 Soit afa) =}, -, an2" une série IN-rationnelle telle que

- dk € IN*, tel que a(1/k) =1

- La série . 8
—alz
2)= —F++=
Ble) = <—1
a une représentation linéaire (1, M, c) a coefficients entiers positifs ou la matrice M
est primitive et ¢ = (1,...,1)".

Dans ces conditions, on peut construire un code rationnel préfize et complet sur un alphabet
a k lettres ayant (ay,)n>1 comme distribution de longueurs.

Construction

Soit

ﬁ (Z ) = Z ﬁnzn
la série IN-rationnelle définie par

(1-a(2))

Blz) = 1—kz

Dans ce qui suit, on montre que [ est la série génératrice des noeuds internes d’un
arbre d’arité au plus k. Par définition méme de 3, la série « est alors la série généra-
trice des feuilles de ’arbre complété T, ce qui prouve que « est la série génératrice d’un
code rationnel préfixe et complet sur un alphabet a k lettres: code dont T est la repré-
sentation littérale. La construction que I'on donne repose essentiellement sur un résultat
(Proposition 32 p.152) établi par Perrin ([Per89]).
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Soit (I, M, ¢) une représentation linéaire de /3 & coefficients dans IN, telle que
Vn >0 B, =1IM"c,

ol M est une matrice primitive de rayon spectral A\ < k et ¢ est un vecteur colonne ne
comportant que des 1. En utilisant le Théoreme 7 (p.25), on obtient, pour tous i et j,

S5 = (1) () s (ot -t

Comme p;;(n) — 0 quand n — oo et que A < k, on en déduit que, pour tout entier n
suffisamment grand,

Mn+1 M
EEs] — F < 0.
On a alors I'inégalité
Vn > ng, M"e < kM"ec.

On effectue le décalage d’indices suivant
Yn >0, Buin, =IM"C ou C = M"c.

On donne dans ce qui suit une construction des f3,, branches de I’arbre ayant pour origine
un neeud de hauteur ng, la partie de ’arbre constituée des chemins de la racine aux nceuds
de hauteur ny pouvant étre construite a la main.

Comme la matrice M est primitive, toutes les composantes de C' sont strictement
positives. On peut, de plus, choisir K minimal, i.e., K —1 < X\ < K, puisque la série « est
de toute facon obtenue en complétant ’arbre obtenu de sorte que tous les noeuds internes
aient k fils. Dans ces conditions, on a

(K —1)C < MC < KC.

Il reste & montrer que I'on peut remplacer le triplet (I, M, C') par un triplet (I, M', C")
tel que la matrice M’ ait la somme des coefficients de chacune de ses lignes majorée par
K et le vecteur colonne C’ ait toutes ses composantes égales a 1. Quitte a augmenter la
taille de la matrice M, on peut la supposer a coefficients dans {0, 1}.
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La construction de cette nouvelle représentation linéaire est due a Perrin ([Per89]) et
utilise essentiellement la technique d’éclatement d’états (JACHS83] et [Mar85]).

Proposition 32 Soit M une matrice irréductible de taille m a coefficients dans {0, 1}.
Soient K un entier positif et C € IN™* un vecteur colonne, tels que

(K-—1)C<MC<KC.
Alors il existe deux matrices R € IN™ et S € IN™*! telles que
1. M=SR
2. C'=S5C" ou C'" € N> 4 toutes ses composantes égales entre elles.
3. la matrice M' = RS satisfait l"inégalité

M'C' < KC'

4. S est inversible a droite.

Remarque 21 On a supprimé par rapport a 1’énoncé I'initial I’hypothese de primitivité de
la matrice M qui n’est pas nécessaire pour établir ce résultat.

La preuve de cette proposition nécessite le lemme suivant.

Lemme 12 Soient kq, ko, . . ., k, des entiers strictement positifs. Alors, il existe une partie
I de{1,2,...,n} telle Y., k; soit divisible par n.
Démonstration : On considere les n sommes partielles k1, k1 + ko, ..., k1 +ko+.. .+ k.
Deux cas peuvent se produire:

- soit ces sommes sont toutes distinctes modulo n, I'une d’elles est alors nécessairement
congrue a 0 modulo n,

- soit deux d’entre elles sont congrues modulo n. Dans ce cas, il existe des entiers ny
et ny tels que

ni no
1 <n; <ng <n, ZkiEZkimodn.
i=1 i=1

Par suite,
n2
Z k; = 0 mod n,
ny

ce qui prouve le résultat annoncé. O

Démonstration : (de la Proposition 32) La méthode consiste a itérer la transformation
suivante de la matrice M. On choisit une ligne ¢ de la matrice M telle que C; soit maximal
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et que, pour au moins un indice j, on ait M;; = 1 et C; < C}, ce qui est possible car la
matrice est irréductible. Soit J I’ensemble des indices j, tels que M;; = 1. Comme

(K-1)C; <) C;
jet
Alors CardJ > K.
On distingue alors deux cas qui découlent du Lemme 12.
1°" cas
37 cJ et J #J tel que ZOj = 0 mod K.
jeJ’
On définit alors les matrices R € IN>™ et § € IN™! ot | = m + 1 par
M,

Idz O(i—l)x(l—i)

t R =
¢ Ri

|

| .

} M
!

| Mooy

Idp—;

O(m—i)xi | :
| Mo

ou M;j est la jieme ligne de la matrice M,

0 sinon 0 sinon

1 pour j7¢€J 1 pour jeJ\J
Ri; = { P J et Riip1y; = { p J \

Par suite, la ‘eme ligne de la matrice M satisfait 1’égalité M; = R; + R;1 de sorte que
M = SR. On définit C" € IN**! tel que C' = SC” en posant

1
Cg:?zcﬁ Cip=Ci = Ci.
jeJ’
On a alors I'inégalité
M'C' < KC'.
26ME g5 L'autre cas de figure est celui on Card J = K et },_;C; =0 mod K.

Comme Zje ;C; < KCj et que les membres de I'inégalité sont multiples de K, on
obtient

G < K(C-1). (3.1)

jeJ
On se ramene alors au cas précédent en introduisant une partition (J',J") de J, la
seule modification est le calcul de Cj,; qui est alors égal a la partie entiere par exces
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de >, Cj/K. Dapres (3.1), Cj,; est strictement positif et le vecteur C” ainsi défini
vérifie I'inégalité
M'C' < KC'

Cette transformation est itérée jusqu’a ce que le vecteur C” ait toutes ses composantes
égales. Par construction, la somme de celles-ci est invariante par la transformation que I'on
vient de décrire, ce qui assure que le résultat annoncé sera obtenu au bout d’un nombre fini
d’éclatements d’états. Enfin, les transformations successives se composent sans difficulté.
Si

M=SR, C=8C"'"M=RS=SR, C=5¢C",

on obtient, en notant S~! I'inverse & droite de S
M=SR=SM'S'=(SS)R'S! et C = (Ss"C",

ce qui conclut la preuve de la Proposition 32. O

On obtient alors une nouvelle représentation (L', M’,C") ou L' =1S. Si
C'=co(l,...,1)", ot c¢y€IN*,

on construit une nouvelle représentation dont le vecteur colonne a toutes ses composantes
égales a 1 en remplacant le vecteur-ligne L’ par le vecteur-ligne ¢yL/. La somme des
composantes coL’ est alors .

On a ainsi construit une représentation linéaire de la série § dont l'interprétation
montre que J est la série génératrice des nceuds internes d’un arbre rationnel d’arité au
plus k. La série « est, par suite, la série génératrice des feuilles de I’arbre complet associé.
En d’autre termes, la série av est la série génératrice d’un code rationnel préfixe et complet
sur un alphabet a £ lettres.

La construction d’un arbre rationnel méme dans le cas irréductible reste un probleme
entierement ouvert. De plus, aucun résultat n’est connu dans le cas des codes préfixes
rationnels qui ne sont pas maximaux.
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