CONCEPTIONS ALGORITHMIQUES
COURS 2

OLIVIER BODINI

RESUME. Cette deuxiéme séance est entiérement consacrée aux applications du principe Diviser
pour Régner. Nous regarderons plus particulierement une application a ’algorithmique numérique
(un algorithme de division récursif), une application a I’algorithmique des graphes (recherche d’un
élément dans un arbre de recherche) et enfin une application a la géométrie algorithmique (trouver
deux points les plus proches dans un nuage).

1. DIVISER POUR REGNER (EN ALGORITHMIQUE NUMERIQUE)

1.1. Division récursive. Le probleme consiste a trouver le quotient et le reste de la division d’un
nombre de n + m chiffres en base 2 par un nombre de n chiffres (en base 2). La division naive
(algorithme divnaif) que l'on apprend a 1’école nécessite O(mn) opérations élémentaires sur des
chiffres (disons multiplications et divisions). On va ici proposer un algorithme plus rapide, qui
repose sur le principe diviser pour régner. Commengons par une remarque de bon sens, les chiffres
de poids fort du quotient dépendent en majeure partie des chiffres de poids fort du dividende et du
diviseur.

Algorithme 1 : RECDIV

Entrées : deux entiers positifs respectivement de n + m et n chiffres en base 2 avec m < n.
Sorties : le quotient et le reste de la division de A par B.

1 RECDIV(A, B)
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si m < 2 alors
| retourner divnaif(A, B);

k= |m/2];
B; = B/Qk;
By := B mod 2F;

(Q1, R1) ZZRECDIV(A/Z%, By);
A/ = 22kR1 + A HlOd 22k — QleBo;
tant que A’ < 0 faire

L Q=01 —1;

A=A +2FB:;

(Qo, Ro) :RECDIV(A//QIC, Bl);
A" .= 28Ry + A’ mod 2* — Qo By;
tant que A” < 0 faire

Qo =Qo—1;
A" = A" + B;
Q:=2"Q1 + Qu;

retourner (Q, A");

Analyse de I’algorithme RECDIV

Preuve de Terminaison :

Par induction sur m. Si m < 2, lalgorithme retourne un résultat. Supposons que pour tout m < ng,
lalgorithme RECDIV(A, B) se termine, alors pour tous A et B avec m = ng, RECDIV(A, B) se
termine aussi car il appelle récursivement deux copies de RECDIV sur des instances plus petites qui
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par hypothese d’induction se terminent.

Preuve de Validité :

Par induction sur m. Si m < 2, l'algorithme retourne le bon résultat. Supposons que pour tout
m < ng, Palgorithme RECDIV(A, B) renvoie le reste et le quotient de A par B, alors dans ce
cas ligne 7, Q1 et Ry sont bien le quotient et le reste de |A/2%%| par By et ligne 12, Qo et Ry
sont bien le quotient et le reste de | A’/2¥| par B;. Posons, A = A/2% = B,Q; + Ry, on ob-
tient A’ := 2%%(A; — B1Q1) + Amod 22F — 28Q,By. Or, A = 22¥(A;) + A mod 22* et 2¥Q,B =
22kQ, B, +2FQ1By. Donc, ligne 8, A’ = A—2FQ, B. Maintenant, A’ < 2*B. En effet, A; = Q,B1+R;
et en utilisant A — 2% +1 < 228 A; et 2°B; < B, on obtient A — 2%* +1 < 22*R; + 2*Q, B. Soit
encore A —2QB < 22F(R; +1) — 1. Or, 2¥(R; + 1) < 2¥B; < B. Ceci montre bien que A’ < 2*B.
Donc, ligne 12, A’ est le reste de A par 22* B;. Par le méme raisonnement, on montre que ligne 13,
A" =A"—QoB et A” < B. Dongc, ligne 17, A” est le reste de A divisé par B. Le couple (Q, A”) est
bien le résultat que 'on veut.

Analyse de la Complezité en nombre d’opérations élémentaires :
Notons D(m,n) le nombre d’opérations élémentaires, on a D(2m,n) = 2D (m,n—m)+2M (m)+O(n)
ou M(n) désigne le coiit d’une multiplication de deux nombres de n chiffres. En fait, les seules
opérations ayant un cout sont les deux multiplications Q1 By ligne 8 et Q¢ By ligne 13. Or, By a m
chiffres et Q1 et Qo ont au plus m + 1 chiffres, d’ott le terme 2M (m) et un nombre fixe d’additions
de nombres d’au plus n + m chiffres dans les deux boucles tant que (on peut voir que les boucles
tant que ne font pas plus de 3 passes.). Cela donne un terme en O(n), le reste découle des deux
appels récursifs. En effet, By a n — m chiffres et A/22F et A’/2* ont n chiffres. Cela donne le
terme 2D(m,n — m). En particulier, si 'on divide un nombre de 2n chiffres par un nombre de n
chiffres, on obtient la récurrence suivante : D(n,n) = D(|n/2], |n/2]|)+2M(n)+ O(n). En utilisant
1n(3)

KARATSUBA pour calculer les multiplications M (n) = O(nlﬁf’é‘)) et le théoréme maitre, on trouve
In(3)
D(n,n) = O(n=®).

2. DIVISER POUR REGNER (EN ALGORITHMIQUE DES GRAPHES)

2.1. Arbres binaires de recherche. L’ensemble AB des arbres binaires étiquetés sur N est défini
inductivement comme suit :
Base : ) € AB
Induction : Si G € AB, D € AB et n € N alors (n,G, D) € AB
Si (n, G, D) est un arbre binaire étiqueté alors G est appelé le sous-arbre gauche et D le sous-arbre
droit de (n,G,D). L’étiquette n de (n,G, D) est appelée la clef de la racine de (n,G,D). Plus
généralement, les nombres présents dans un arbre binaire sont appelés des clefs.
Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire étiqueté dont les étiquettes vérifient la propriété
suivante : Pour tout noeud z, la clef de x est supérieure a toutes les clefs du sous-arbre gauche de
x et inférieure & toutes les clefs du sous-arbre droit de z.

Le probleme que ’on se pose est : étant donnés un nombre x et un arbre binaire de recherche B,
x est-il une clef présente dans B ? On va suivre pour cela le principe diviser pour régner suivant :
Si B est vide, on renvoie NON sinon
Scinder : On divise B en trois parties : la racine, le sous-arbre gauche, le sous-arbre droit.
Régner : Si x est égal a la clef de la racine de B, on renvoie OUI sinon
Si x est inférieur a la clef de la racine de B, on cherche si x est une clef du sous-arbre gauche sinon
on cherche x dans le sous-arbre droit.
Ceci peut s’écrire en pseudo-code de la maniere suivante :
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Algorithme 2 : RECHERCHE(z, B)

Entrées : Une valeur x et un arbre binaire de recherche B.
Sorties : Un booléen indiquant si « est une clef de B.

1 RECHERCHE(z, B)

2 si B = () alors

3 | retourner NON;

4 si z = clefracine(B) alors

5 L retourner OUI,;

6 si z < clefracine(B) alors

7 | retourner RECHERCHE(z sous-arbre gauche(B));

8 sinon
9 | retourner RECHERCHE(z,sous-arbre droit(B));

Analyse de 1’algorithme RECHERCHE

Preuve de Terminaison :
Immédiat, étant donné que ’on fait des appels sur des arbres de plus en plus petits et que si 'arbre
est vide, on s’arréte.

Preuve de Validité :
Sans difficulté par induction.

Analyse de la Complezité en nombre de comparaisons :
Notons T'(h) le nombre de comparaisons pour trouver z dans un arbre binaire de profondeur h,
onaT(0) =0etT(h) <T(h—-1)+1, en effet dans le pire des cas, on appelle récursivement
RECHERCHE sur le plus profond des sous-arbres. Donc T'(h) = O(h). Remarquer que si 'arbre
binaire de recherche est “équilibré”, il peut contenir de 'ordre de 2" clefs. RECHERCHE est donc
un algorithme de recherche en temps logarithmique (si 'arbre est équilibré) et non linéaire tel que
la présentation pourrait le laisser penser.

3. DIVISER POUR REGNER (EN GEOMETRIE ALGORITHMIQUE)

3.1. Recherche des deux points les plus rapprochés dans un nuage de points dans le
plan. Le probleme consiste a trouver les deux points les plus proches dans un nuage de n points
(n > 1 évidement). Il peut y avoir plusieurs points ayant les mémes coordonnées dans ce nuage.

Bien str par les plus proches, I'on entend deux points dont la distance euclidienne est mini-
male. On rappelle & ce titre que la distance entre p1 = (21,y1) et ps = (x2,y2) vaut d(p1,p2) =
V(T —z2)? + (y1 — y2)2

Un algorithme naif consisterait a calculer la distance entre toutes les paires possibles de points
dans L et d’en extraire le minimum. Mais il y a C2? possibilités, ce qui donne un algorithme en
O(n?).

On va montrer qu’il existe un algorithme de type diviser pour régner qui permet de trouver les
deux points les plus rapprochés en O(nIn(n)).

En voici 'idée :
Diviser : Partager le tableau T en deux tableaux T et Tp avec |Ip| = [|T|/2] et |T¢| = [|T]/2].
et tous les points de T ont une abscisse plus petite ou égale & ceux de Tp (Les points de T sont
& gauches ou sur une droite d tandis que des points de Tp & droite ou sur d).
Régner : On résoud récursivement le probléeme des points rapprochés sur T et Tp tant que ils ont
au moins 4 éléments, sinon on résoud naivement.
Fusionner : Soit (Ag, Bg) (resp. (Ap, Bp)) les deux points les plus proches dans T (resp. dans Tp)
et soit (C, D) les deux points les plus proches avec C dans T et D dans Tp. On retourne parmis
ces trois paires, celle qui a la distance la plus petite.

Il nous faut donc pour fusionner, un algorithme spécifique pour calculer si la distance minimale
entre T et T est plus petite que celles dans T et Tp. On va voir qu’il en existe un efficace.
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Structure de données : On va utiliser deux tableaux T X et TY, le premier contient les points
classés par ordre croissant de leur abscisse (plus précisément, par ordre lexicographique sur les
coordonnées (x,y)). Le deuxieéme par ordre croissant sur les ordonnées (plus précisément, par ordre
lexicographique sur les coordonnées inversées (y,x)). Donc, on stoque deux fois trop de données
(chaque point est présent dans les deux tableaux), mais cette structure va nous permettre d’obtenir
un algorithme en O(nln(n)).

Tout d’abord, voici le pseudo-code qui permet de diviser les deux tableaux TX et TY :

Algorithme 3 : SeparePoints

Entrées : les tableaux de points TX , TY.

Sorties : les tableaux scindés To X , TpX , T¢Y , TpY et I'abscisse de la droite d qui sépare
les points.

SeparePoints (T'X,TY)

n := longueur(7TX);

TeX :=TX|[1..|n/2]];

TpX :=TX[|n/2]| + 1..n];

T¢Y := CreerTableau[l..|n/2]];

TpY := CreerTableau[|n/2]| + 1..n];

g:=1,d:=1,;

med := TaX[|n/2]];

pour ¢ allant de 1 a n faire
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10 si TY[i], < med, ou (T'Y[i], = med, et TY[i], < med,) alors
11 | TeYlgl:=TYl[i]; g:=g+1;

12 sinon

13 L TpY[d] :=TY[i];d :=d+ 1;

14 retourner (med,, T¢X,TpX,T¢Y,TpY)

Analyse du pseudo-code SeparePoints

Preuve de Terminaison :
IL n’y a qu'une boucle définie.

Preuve de Validité :
Exercice facile.

Analyse de la Complexité en nombre de comparaisons :
On fait au plus deux comparaisons a chaque passage dans la boucle For de la ligne 9. On a donc
un algorithme linéaire en la taille de I’entrée.

Soit d¢ (resp. dp) la plus petite distance entre deux points de T (resp. Tpp), notons § le minimum
de d¢ et dp. Pour fusionner, il nous faut déterminer s’il existe une paire de points dont I’'un est dans
Ta et Vautre dans T, et dont la distance est strictement inférieure a 4. Il est facile de voir que si
une telle paire existe, alors les deux points se trouvent dans la bande verticale centrée en x = med,,
et de largeur 24.

Nous allons donc devoir construire un tableau TY’, trié selon les ordonnées (nous verrons en
suite pourquoi ce tri), et obtenu a partir de T'Y en ne gardant que les points d’abscisse x vérifiant
med, — 6 < x < med, + §. En voici le pseudo-code :
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Algorithme 4 : BandeVerticale
Entrées : le tableau de points TY , la distance § et I'abscisse med, de la droite d.
Sorties : le tableau TY".

1 BandeVerticale(TY, d, med,,)

2 n := longueur(7TX);

3 j:=1;

4 pour i allant de 1 a n faire

5 si TY[i], > med, — 6 et TY[i], < med, + ¢ alors

6 L TY'[§] :==TYi);

7 j=7+1

8 retourner 7Y’

Analyse du pseudo-code BandeVerticale

Preuve de Terminaison :
IL n’y a qu'une boucle définie.

Preuve de Validité :
Immédiat.

Analyse de la Complexité en nombre de comparaisons :
On fait au plus deux comparaisons a chaque passage dans la boucle For de la ligne 4. On a donc
un algorithme linéaire en la taille de ’entrée.

Nous sommes presque en mesure de donner un pseudo-code efficace pour déterminer s’il existe
une paire de points dont 'un est dans T¢ et 'autre dans T, et dont la distance est strictement
inférieure & 0. Les deux remarques restant a faire sont :

— S’il existe deux points p; = (21, y1) et ps = (z2,y2) de TY” tels que dist(p1,p2) < d et y1 < ya,
alors po se trouve dans le rectangle. R = {(z,y);med, —0 <z <med, +d et yy <y <y; +0}

— R ne peut contenir au plus que les 7 points qui suivent p; dans le tableau TY”.

Ceci nous permet d’écrire le pseudo-code suivant :

Algorithme 5 : DePartEtDAutre

Entrées : le tableau de points TY’ | la distance 4.

Sorties : Un quadruplet (b, P, Py, d) ol b est un booléen qui vaut faux s’il n’y a pas de points
dans 7Y’ & distance inférieur a ¢ et sinon P; et P, sont les coordonnées de deux
points les plus proches dans TY” et § leur distance.

1 DePartEtDAutre(TY”, §)

2 n :=longueur(TY");

3 6min = (5;

4 res:= (FAUX, (0,0),(0,0),0);

5 pour i allant de 1 a n faire

6 ji=1+1;

7 tant que j <n et j < i+ 7 faire
8 d = dist(TY'[i], TY'[j]);

9 si d < 0,4n alors
10 Omin = d;
11 L res := (Vrai, TY'[i], TY'[]], dmin);
12 ji=7+1

retourner res

[
w

Analyse du pseudo-code DePartEtDAutre
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Preuve de Terminaison :
Il y a une boucle définie ligne 5 et emboité dedans un tant que ligne 7, mais celui-ci n’ai jamais
itéré plus de 7 fois & cause du compteur j. Donc I'algorithme se termine.

Preuve de Validité :
Immeédiat si 'on est d’accord avec les remarques.

Analyse de la Complexité en nombre de comparaisons :
On parcourt TY” une fois, et pour chaque point, on fait au plus 7 comparaisons. On a donc un
algorithme linéaire en la taille de I'entrée.

Nous pouvons finalement ecrire un pseudo-code pour la recherche de deux points les plus rap-

prochés :

Algorithme 6 : PlusProches
Entrées : les tableaux de points TX, TY .
Sorties : Deux points & distance minimum et § la distance minimum.
PlusProches(T'X, TY)
si longueur(T X)) < 4 alors

‘ retourner PlusProcheNaif(T X, TY);
sinon
(medy,, Ta X, TpX,TcY,TpY ) := Diviser Points(TX,TY);
(pc0,pcl, 61) := PlusProches(TgX,TgY);
(pp0,ppl, d2) := PlusProches(Tp X, TpY);
si §; < 0o alors

| (po.p1,9) := (pa0, pal, 61);
sinon

| (po,p1,0) :== (pp0,pp1,02);
12 TY' := BandeVerticale(TY, 0, med,);
13 (b, p4, Py, 9") :== DePartEtDautre(TY',6);
14 si b=V RAI alors
15 | (po,p1,96) := (b, P1,0');

16 retourner (1007 b1, 5) ;
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Analyse du pseudo-code PlusProches

Preuve de Terminaison :
Tant que la taille des tableaux est supérieur a 4, elle diminue de moitié a chaque appel recursif et
des qu’elle est inférieur a 4, 'algorithme s’aréte en langant PlusProcheNaif qui n’est pas recursif.
Donc l’algorithme se termine.

Preuve de Validité :
Immeédiat.

Analyse de la Complexité en nombre de comparaisons :
Le nombre de comparaisons effectuées par ’algorithme suit la relation de récurence T'(n) = T'(|n/2])+
T([n/2]) + O(n). Le O(n) vient du fait que DiviserPoints, BandeVerticale et DePartEtDAutre se
font tous les 3 en O(n). Les T'(|n/2]) et T([n/2]) décrivent seulement les appels recursifs ligne 6 et
7. Donc, on a une complexité en nombre de comparaisons qui est en O(nlIn(n)).

Le pré-traitement qui consiste a créer les tableaux triés TX et TY se fait aussi en O(nln(n))
comparaisons avec un algorithme de tri comme tri fusion par exemple.
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