CONCEPTIONS ALGORITHMIQUES
OLIVIER BODINI

RESUME. Nous continuons l’exploration des algorithmes de type Programmation Dynamique.
Nous traiterons grace & ce principe un probléme numérique (multiplications de matrices en-
chainées) et un probléme issu de la théorie des mots (recherche d’une plus longue sous-séquence
commune).

1. PROGRAMMATION DYNAMIQUE APPLIQUEE A L’ALGORITHMIQUE NUMERIQUE

1.1. Multiplications Matricielles Enchainées. Nous allons ici illustrer le principe de la Pro-
grammation Dynamique par un algorithme qui résout le probleme des multiplications matricielles
enchainées. On suppose que 'on dispose d’une séquence (A, As, ..., A,) de n matrices a coeffi-
cients entiers, et que ’on souhaite calculer le produit A;As...A,. Bien évidemment, il y a plusieurs
fagons de faire ce calcul qui dépendent de I'ordre dans lequel on fait les multiplications. Cet ordre
est classiquement déterminé par un parenthésage qui indique les priorités. Par exemple, pour la
séquence de matrices (Aq, Aa, As, A4), le produit A3 As A3A4 peut étre calculé de cing fagons dis-
tinctes : (Al (A2(A3A4))), (Al((AQAg)A4)), ((AlAQ)(A3A4)), ((Al (A2A3))A4), (((AlAQ)Ag)A4) On
parlera alors de produit de matrices entiérement parenthésé (inductivement, un produit entierement
parenthésé est une matrice unique ou le produit entre parentheses de deux produits matriciels
entierement parenthésés). La maniére dont une suite de matrices est parenthésée fait varier le nombre
d’opérations nécessaires pour obtenir le produit. Faisons I’hypothese dans 1’exemple suivant que le
nombre de multiplications d’entiers effectuées pour multiplier deux matrices de dimensions respec-
tives p x g (p lignes et g colonnes) et ¢ X r est pgr (ce qui est le colit de Palgorithme naif de
multiplication de deux matrices).

Pour mettre en lumiere les différents cotits induits par les différents parenthésages d’un pro-
duit de matrices, considérons une séquence (A1, Aa, A3) de trois matrices de dimensions respectives
10 x 100, 100 x 5 et 5 x 50. Si l'on fait le calcul suivant le parenthésage ((A;A3)As3), on effectue
10.100.5 = 5000 multiplications d’entiers pour calculer la matrice produit A; A de dimension 10 X 5,
plus 10.5.50 = 2500 multiplications scalaires pour multiplier cette matrice avec Az, pour un total
de 7 500 multiplications d’entiers. Si on multiplie selon le parenthésage (A;(A2A43)), on effectue
100.5.50 = 25000 multiplications d’entiers pour calculer la matrice produit A; A3 de dimension
100 x 50, plus 10.100.50 = 50000 multiplications pour multiplier A; par cette matrice, pour un total
de 75 000 multiplications scalaires. Le calcul du produit selon le premier parenthésage nécessite donc
10 fois moins de multiplications d’entiers.

Le probleme des multiplications matricielles enchainées peut étre énoncé comme suit : étant
donnée une séquence (A1, As, ..., A,) de n matrices d’entiers ol, pour ¢ = 1,2,...,n, la matrice
A; est de dimension p;_1 X p;, comment parenthéser entierement le produit A; As...A, de facon a
minimiser le nombre de multiplications scalaires.

Notez que, dans le probleme des multiplications matricielles enchainées, on ne multiplie pas les
matrices. On cherche simplement un ordre de multiplication qui minimise le cout. Généralement, le
temps passé a déterminer cet ordre optimal est plus que compensé par le gain de temps que 'on
obtiendra quand on fera les multiplications matricielles proprement dites (par exemple, quand on
fera 7 500 multiplications scalaires au lieu de 75 000).

1.1.1. Sur le nombre de parenthésages différents. Avant de résoudre le probleme des multiplications
matricielles enchainées par le principe de la Programmation Dynamique, vérifions que passer en
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revue tous les parenthésages possibles ne donne pas un algorithme efficace. Soit P(n) le nombre de
parenthésages possibles d’une séquence de n matrices. Quand n = 1, il n'y a qu’une seule matrice et
donc une seule fagon de parenthéser entiérement le produit (Remarquer que 1’on devrait pour étre
cohérent écrire (4;) au lieu de A;). Quand n > 1, un produit matriciel entierement parenthésé est
le produit parenthésé de deux sous-produits matriciels entierement parenthésés, respectivement de
(A1, ..., Ag) et (Ag41,..., An) o k € {1,2,...,n — 1}. On obtient donc la récurrence :

1 sin=1

—_ n—1
PO =9 S p)Pin—k) sin>1
k=1
Le nombre P(n + 1) est appelé le n-iéme nombre de Catalan, on peut montrer que P(n) =
%(2(7?:11)) et que P(n) = O((1/n)®/2)4™. Donc le passage en revue de tous les parenthésages
possibles produit un algorithme exponentiel.

1.1.2. Structure d’un parenthésage optimal. Nous notons A; j aveci < j, la matrice B = A; A;41...A4;.
On rappelle que, pour tout parenthésage du produit 4;A4;,1...4;, il existe une valeur k, telle que ce
produit est le produit entre parentheses de deux sous-produits matriciels entierement parenthésés,
respectivement de (A1, ..., Ag) et (Agt1,..., An). Le colit de ce parenthésage est donc le colit du
calcul de la matrice A;. x, plus celui du calcul de A1), j, plus celui de la multiplication de ces deux
matrices.

Supposons qu’un parenthésage optimal de A; A4, 1...A; soit construit a partir de produits entierement
parenthésés de (Ay,..., Ax) et (Agt1,..., An). Alors, le parenthésage induit de la sous-séquence
<préfixes> (A;, Ait1, ..., Ag) est forcément un parenthésage optimal de (A4;, Ait1, ..., Ax). En effet,
S’il existait un parenthésage plus économique de (A4;, Aiy1, ..., Ar), on pourrait substituer ce pa-
renthésage dans le parenthésage optimal de (4;, A;y1, ..., Ak) et on obtiendrait un autre parenthésage
de (A, ..., A;) dont le colt serait inférieur & 'optimum, ce qui bien évidemment contradictoire. On
peut faire la méme observation pour le parenthésage de la séquence suffixe (Ag41, ..., 4;) induit par
le parenthésage optimal de (A, ..., 4;).

1.1.3. Une solution récursive. Considérons maintenant que le temps de calcul du produit de deux
matrices A et B respectivement de dimensions p X ¢ et ¢ X r soit f(p, ¢, 7). Nous pouvons définir
m(i, j] le nombre minimal de multiplications scalaires nécessaires pour le calcul de la matrice A, ;
récursivement de la maniere suivante. Si ¢ = j, la séquence est constituée d’une seule matrice
A; ; = A;, et aucune multiplication n’est nécessaire pour calculer le produit. Donc, m[i,i] = 0
pour i = 1,2,...,n. Pour calculer m[i, j|] quand ¢ < j, on exploite la propriété que 'on vient de
remarquer dans la section précédente. Supposons que le parenthésage optimal sépare le produit en
(Ai k) (Aky1.5), avec i < k < j. Alors, m[i, j] est égal au colit minimal du calcul des sous-produits
Ai ket Apt1.j, plus le colit de la multiplication de ces deux matrices. Si I'on se rappelle que chaque
matrice A; est de dimension p;_1 X p;, on voit que le calcul de la matrice produit (A4; x).(Ar+1..5)
demande f(p;—1,pk,p;) multiplications scalaires. On obtient donc

m[lv.]] = m[lvk] + m[k + 17]] + f(piflvpkapj)'

Cette équation récursive suppose que l'on connaisse la valeur de k, ce qui n’est pas le cas. Cela dit,
il n’existe que j — ¢ valeurs possibles pour k, a savoir k = 4,7+ 1, ..., 7 — 1. Comme le parenthésage
optimal doit utiliser I'une de ces valeurs pour k, il suffit de toutes les vérifier pour trouver la meilleure.
Notre définition récursive du cotit minimal de parenthésage du produit A; ; est donc :

0 sii=j
mli, j] = { nin. {m[i,k] +mk+ 1,51} + f(pi—1,pk,p;) sii<j

Les valeurs mli, j| donnent les colits des solutions optimales des sous-problemes. Mais cela ne
nous permet pas de reconstruire un parenthésage optimal. Pour permettre la construction d’une
solution optimale, on a besoin de garder en mémoire pour chaque ¢ < j une valeur s[i, j] telle que

m[laj] = m[i7 8[7’7]]] + m[S[Z,j] + 17]] + f(pi—lapkupj)'
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1.1.4. Calcul des cotits optimauz. On va commencer par calculer le cout optimal par une approche
itérative. Le pseudo-code suivant suppose que la matrice A; est de dimension p;_; X p;, pour i =
1,2,...,n. L’entrée est un tableau contenant les dimensions pg, p1, ..., pn. La procédure utilise un
tableau auxiliaire m[1..n,1..n] pour mémoriser les cotits mli, j] et un tableau auxiliaire s[1..n,1..n]
qui mémorise pour chaque ¢ < j un indice k tel que m[i, j| = m[i, k] + m[k + 1, ] + f(pi—1, Pk, Pj)-

Algorithme 1 : ORDRE-CHAINE-MATRICES

Entrées : Un tableau P[0..n] contenant les dimensions po, ..., pn.
Sorties : Rien mais on a rempli les tableaux m et s.
ORDRE—CHAiNE—MATRICES(P)
n := longueur[P] — 1
pour i allant de 1 a n faire

L mli, i) :=0
pour [ allant de 2 & n faire
pour i allant de 1 & n — [+ 1 faire
ji=i+1—=1;mli,j]:=oc;

pour k allant de i & j — 1 faire

q :=mli, k] +mlk +1,j] + f(Pli — 1], P[], P[j]);

W N =

© W N o »

10 si ¢ < mli, j] alors
1 mli, j] = g;
12 s[i, j] = k;

Analyse de I’algorithme ORDRE-CHAINE-MATRICES :
Preuve de Terminaison :
Evident, il n’y a que des boucles prédéfinies.
Preuve de Validité :
L’algorithme commence par V'affectation mli,i] := 0, pour ¢ = 1,2,...,n (colits minimaux pour
les chaines de longueur 1) aux lignes 3-4. Il utilise ensuite la récurrence pour calculer m[é, i + 1]
pour i = 1,2,...,n — 1 (colts minimaux pour les chaines de longueur [ = 2) pendant la premiere
exécution de la boucle des lignes 5-12. Au deuxieme passage dans la boucle, il calcule m[i,i + 2]
pour i = 1,2,....,n — 2 (colits minimaux pour les chaines de longueur | = 3), et ainsi de suite. A
chaque étape, le coiit m]i, j] calculé aux lignes 9-12 ne dépend que des éléments du tableau m][i, k|
et m[k + 1, j] déja calculés. Comme nous n’avons défini mli, j| que pour i < j, seule la partie du
tableau m strictement supérieure a la diagonale principale est utilisée.

Analyse de la Complexité en nombre d’additions :
n n—Il+1i+l—2
On a clairement la valeur suivante pour le nombre d’additions : >~ > > 2. Un simple calcul
=2 i=1 k=i
n n—Il+1i+1—2 .
montre que Y. >. > 2= (n® —n)/3. La procédure ORDRE-CHAINE-MATRICES fait donc
=2 i=1 k=i
O(n?) additions. L’algorithme nécessite un espace de stockage ©(n?) pour les tableaux m et s.
ORDRE-CHAINE-MATRICES est donc beaucoup plus efficace que la méthode en temps exponentiel

consistant & énumérer tous les parenthésages possibles et a tester chacun d’eux.

1.1.5. Construction d’une solution optimale. Bien que ORDRE-CHAINE-MATRICES détermine
le nombre optimal de multiplications scalaires nécessaires pour calculer le produit d’une suite de
matrices, elle ne montre pas directement comment multiplier les matrices. Il n’est pas difficile
de construire une solution optimale & partir des données calculées et mémorisées dans le tableau
s[1..n,1..n]. Chaque élément s[i, j] contient la valeur k telle que le parenthésage optimal fractionne le
produit en (A4;. x).(Ak+1..;). On sait donc que, pour le calcul optimal de A;_ ,,, la derniere multiplica-
tion matricielle sera le produit de A; 41,0 €t A(s1,n]+1)..n- Les multiplications antérieures peuvent

étre calculées récursivement ; en effet, s[1, s[1, n]] détermine la derniére multiplication effectuée lors
du calcul de Ay 41 ) et s[s[1,n]41, n] détermine la derniere multiplication effectuée lors du calcul de
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A(s[1,n)+1)..n- La procédure récursive ci-apres affiche un parenthésage optimal de (4;, Ait1, ..., 4j),
A partir du tableau s calculé par ORDRE-CHAINE-MATRICES et des indices i et j. L’appel initial
AFFICHE-PARENTHESAGE-OPTIMAL(s, 1,n) affiche un parenthésage optimal de (Ayq, ..., A,).

Algorithme 2 : AFFICHAGE-PARENTHESAGE-OPTIMAL
Entrées : Le tableau s et deux entiers.
Sorties : Rien mais on affiche un parenthésage optimal pour le calcul de A;._;.
1 AFFICHAGE—PARENTHESAGE—OPTIMAL(s, i,7)
2 si¢ =7 alors
3 | afficher(”A”;)

4 sinon

5 afficher(” (”);

6 | AFFICHAGE-PARENTHESAGE-OPTIMAL(s, 1, s[i, 5]);

7 | AFFICHAGE-PARENTHESAGE-OPTIMAL(s, s[i, j] + 1, 7);
8 afficher(”)”);

Nous proposons maintenant une version récursive de I'algorithme. Elle est composée de deux par-
tie, une partie initialisation (MEMORISATION-CHAINE-MATRICES) et une partie construction
récursive (RECUPERER-CHAINE).

Algorithme 3 : MEMORISATION-CHAINE-MATRICES
Entrées : Un tableau P[0..n] contenant les dimensions py, ..., pp.
Sorties : m[s, j] le colit optimal du calcul A;_;
MEMORISATION—CHAiNE-MATRICES(P)

n := longueur[P] — 1
pour i allant de 1 a n faire

pour j allant de 1 a n faire

L L mli, j] := oo

U W N =

6 retourner RECUPERER-CHAINE(P,1,n)

Algorithme 4 : RECUPERER-CHAINE

Entrées : Un tableau P[0..n] contenant les dimensions py, ..., p, et deux entiers i et j.
Sorties : m[s, j] le colit optimal du calcul A;_;
RECUPERER-CHAINE(P, i, )

1
2 si m[i, j] < oo alors

3 | retourner mli, j]

4 sinon

5 si ¢ = j alors

6 | | mli,j]:=0

7 sinon

8 pour k allant de i a j — 1 faire

9 ¢ := RECUPERER-CHAINE(P, i, k) +

RECUPERER-CHAINE(P, k + 1,5) + f(P[i — 1], P[k], P[4])

10 si ¢ < mli, j] alors
11 | mli, j] == q; sli,j] =k

12 retourner mli, j]
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Analyse de 1’algorithme :
Preuve de Terminaison :
Il suffit de remarquer que I'on appelle récursivement RECUPERER-CHAINE sur des instances ol
7 — 4 a diminué de 1 .
Preuve de Validité :
Immédiat par définition récursive de m|i, j.
Analyse de la Complexité en nombre d’additions :
Identique a la version itérative.

2. PROGRAMMATION DYNAMIQUE APPLIQUEE A L’ALGORITHMIQUE SUR LES MOTS

2.1. Plus Longue Sous-séquence Commune. Le probléeme de la plus longue sous-séquence com-
mune consiste, étant données deux séquences X = (x1,22,...,Zm) et Y = (y1,92, ..., yn), & trouver
une sous-séquence (suite extraite) commune & X et Y de longueur maximale. Nous allons montrer
que le probleme de la plus longue sous-séquence commune, que ’on notera en abrégé PLSC, peut
étre résolu efficacement grace a la Programmation Dynamique.

2.1.1. Propriété d’une plus longue sous-séquence commune. On pourrait essayer de résoudre le
probleme de la PLSC en énumérant toutes les sous-séquences de X en ordre décroissant suivant leur
longueur et en les testant pour savoir si elles sont aussi des sous-séquences de Y, et en s’arrétant
a la premiere sous-séquence qui vérifie le test. Chaque sous-séquence de X correspond par sa fonc-
tion indicatrice a un sous-ensemble des indices 1,2,...,m de X. Il existe donc 2™ sous-séquences
de X, de sorte que cette approche demande un traitement en temps exponentiel dans le pire des
cas (c’est-a-dire si la PLSC est de longueur 1), ce qui rend cette technique inexploitable pour de
longues séquences. Or, le probleme de la PLSC posseéde une propriété qui va nous permettre de
suivre un principe de Programmation Dynamique. Etant donnée une séquence X = (1, 22, ..., Tm),
on définit le i-éme préfixe de X, pour i = 0,1,...,m, par X; = (21, 22,...,x;). Par exemple, si
X =(A,B,C,B,D, A, B), alors X4 = (A, B,C, B) et X, représente la séquence vide.

Lemme 1. Soient deux séquences X = (x1, T2, ..., Tm) et Y = (Y1,Y2, .-y Yn), €t s0it Z = (21, 22, ..., 2k)
une PLSC de X etY.

(1) Sixm = yn, alors zik = Ty, = Y, €t Zip_1 est une PLSC de X1 et Y.

(2) Si Xy # yn et 2z # T alors Z est une PLSC de X1 et Y.

(3) Si Xy # yn et zg £ yn alors Z est une PLSC de X et Y,,_1.

Preuve.

(1) Si z # xm, on peut concaténer x,, = y, a Z pour obtenir une sous-séquence commune de
X et Y de longueur k+1, ce qui contredit I’hypothese selon laquelle Z est une PLSC de X et
Y. On a donc forcément zx = x,,, = y,,. Or, le préfixe Zx_1 est une sous-séquence commune
de longueur (k — 1) de X,,,—1 et Y,,—1. On va montrer que c’est une PLSC. Supposons, en
raisonnant par ’absurde, qu’il existe une sous-séquence commune W de X,,,—1 et Y,,_1 de
longueur plus grande que k — 1. Alors, la concaténation de ., = y,, & W produit une sous-
séquence commune a X et Y dont la longueur est plus grande que k, ce qui est contradictoire
avec la maximalité de k.

(2) Si z # @, alors Z est une sous-séquence commune de X,,,—1 et Y. S’il existait une sous-
séquence commune W de X,,—1 et Y de taille supérieure a k, alors W serait aussi une
sous-séquence commune de X et Y ce qui contredit I’hypothese selon laquelle Z est une
PLSC de X et Y.

(3) Identique mutatis mutandis au cas 2.
O

La caractérisation du lemme 7?7 montre qu'une PLSC de deux séquences contient une PLSC pour
des préfixes respectifs X’ et Y’ des deux séquences X et Y. Nous dirons que le probleme de la PLSC
possede la propriété de sous-structure optimale. C’est-a-dire que 'on peut construire une solution
optimale a partir de sous-solutions optimales.
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2.1.2. Une solution récursive. Grace au lemme 7?7 nous pouvons construire récursivement une solu-
tion comme suit. Si x,, = y,, on cherche une PLSC de X,,,_1 et Y,,_1. La concaténation de z,, = y,
a cette PLSC engendre une PLSC de X et Y. Si z,, # y., alors on doit alors résoudre deux sous-
problémes : trouver une PLSC de X,,,_1 et Y, et trouver une PLSC de X et Y,,_1. La plus grande
des deux PLSC est une PLSC de X et Y. Comme ces cas épuisent toutes les possibilités, on sait que
I'une des solutions optimales des sous-problémes doit servir dans une PLSC de X et Y. Appelons
cli, j] la longueur d’une PLSC des séquences X; et ;. Si i =0 ou j = 0, 'une des séquences a une
longueur nulle, et donc la PLSC est de longueur nulle. La sous-structure optimale du probleme de
la PLSC débouche sur la formule récursive :

0 sit=0o0uyj=0,
cli,j] = ci—1,7—-1+1 sii>0etj>0etaz;=uy;,
max{c[i,j—1],c[i—1,5]} sii>0etj>0etx; #vy;.
On remarque que, dans cette définition récursive, que la condition z; = y; restreint le nombre de
sous-problemes a considérer. En effet, on considere alors le sous-probleme consistant a trouver la
PLSC de X,,,_1 et Y,,_1 et dans ce cas, on n’a donc pas besoin de trouver une PLSC de X,, ;1 et
Y (ni de PLSC de X et Y,,—1). Il y a donc des sous-problemes qu’il n’est pas nécessaire de traiter
pour répondre au probleme initial.

2.1.3. Calcul de la longueur d’une PLSC. En se rapportant & la définition récursive des c[i, j],
on peut faire appel au principe de la Programmation Dynamique pour calculer les solutions de
manieére itérative. La procédure LONGUEUR-PLSC prend deux séquences X = (21,2, ..., Ty ) €t
Y = (y1,92,...,yn) en entrées. Elle stocke les valeurs c[i, j] dans un tableau c[0..m,0..n] dont les
éléments sont calculés dans lordre des lignes. (Autrement dit, la premiére ligne de ¢ est remplie
de la gauche vers la droite, puis la deuxiéme ligne, etc.) Elle gére aussi un tableau b[1..m,1..n]
pour simplifier la construction d’une solution optimale. Intuitivement, b[é, j|] pointe vers I’élément
du tableau qui correspond & la solution optimale du sous-probleéme choisie pendant le calcul de c[i, j].
A la sortie de I’algorithme c¢[m,n] contient la longueur d’'une PLSC de X et Y.

Algorithme 5 : LONGUEUR-PLSC

Entrées : X et Y deux tableaux contenant respectivement x1,xs, ..., Tm €t Y1, Y2, .., Yn
Sorties : Rien mais on a rempli les tableaux c et b.

1 LONGUEUR-PLSC(X,Y)

2 m := longueur[X];

3 n := longueur[YT];

4 pour i allant de 1 & m faire

5 L cli, 0] :=0

6 pour j allant de 1 a n faire

7 L cl0,4]:=0

8 pour i allant de 1 & m faire

pour j allant de 7 a n faire

10 si z[i] = y[j] alors

11 cliyjli=cli—1,7—1]+1;
12 bli,j]:=" "

13 sinon

14 sicli—1,j] > cli,j — 1] alors
15 cli, jl = c[i — 1,7];

16 bli,jl:="1"

17 sinon

18 cli, jl == c[i,j —1];

19 L bli,jl:=" «"
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Analyse de P’algorithme LONGUEUR-PLSC :
Preuve de Terminaison :
Immédiat.
Preuve de Validité :
Elle découle naturellement de la définition inductive de c[i, j].
Analyse de la Complexité en nombre de comparaisons entre un élément de X et un élément de Y :
Le nombre de comparaisons faites est mn, puisque ’on fait une comparaison & chaque itération des
boucles imbriquées lignes 8-9. On a donc un algorihtme en ©(mn).

2.1.4. Construction d’une PLSC. Le tableau b construit par LONGUEUR-PLSC peut servir a re-
trouver rapidement une PLSC de X = (x1,%2,....,&m) et Y = y1,¥2,...,yn). On commence tout
simplement en b[m,n] et on se déplace dans le tableau en suivant les fleches. Chaque fois que
nous rencontrons une N\ dans 'élément b[7, j], on sait que z; = y; appartient a la PLSC. Cette
méthode permet de retrouver les éléments de la PLSC dans ’ordre inverse. La procédure récursive
suivante imprime une PLSC de X et Y dans le bon ordre. L’appel initial est AFFICHER-PLSC(b, X,
longueur[X], longueur[Y]). La procédure prend un temps O(m + n), puisqu’au moins l'un des deux
indices 7 ou j est décrémenté a chaque étape de la récursivité.

Algorithme 6 : AFFICHER-PLSC

Entrées : Le tableau b, le tableau X et deux entiers i, j
Sorties : Rien mais imprime une PLSC
AFFICHER-PLSC(b, X, 4, j)

sii=0 ou j =0 alors

N =

3 | Stop

4 sibi,j]=" 7 alors

s | AFFICHER-PLSC(b, X,i—1,j — 1);
6 afficher z[i];

7 sinon

8 sibli,j]=" 17 alors

9 | AFFICHER-PLSC(b, X,i—1,j)
10 sinon
11 | AFFICHER-PLSC(b, X,i,j — 1)




