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Devoir de vacances de Programmation Linéaire
(Correction)

A faire pour le 03 Janvier 2012

Soit le programme linéaire :

(max 6x7; + 4dao
s.c dry + bxy < 15 (1)
dry + o < 12 (3)
2r1 + x9 > 2 (4)
x1 , 2 =2 0

Les exercices se rapportent tous au programme linéaire (P) Néanmoins ils sont
indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

Exercice 1 Forme canonique, forme standard et dual (2 points)

1. Mettre le programme linéaire sous forme canonique.
2. Mettre le programme linéaire sous forme standard.

3. Donner le dual (D) du programme linéaire (P).

1. Sous forme canonique :

max 6xq + 4dxy
s.c 4xq + bry < 15
_1 _ < -1
(PC) Qxl 332 —
4xq + X9 < 12
—2$1 — X2 S —2
x1 , w2 = 0
2. Sous forme standard :
max 6z + 4dxy
s.c 44 + bSx9 + x3 = 15
—lu - @ + x4 = -1
(Ps)
4 + X9 + x5 = 12
—2xr1 — X9 + x5 = —2
xy , T2 o, T3 , x4 , x5 , x = 0
3. Le dual (D) de (P).
min  15y1 + y2  + 12y3 + 2y,
S.C 491 + %yQ + dys + 2y > 6
(D) 51 4+ Y2+ oys o+ oy > 4
Y1 ) Y3 ; > 0
y2 ye < 0



ou

min  15y1 — yh + 12y3 — 2y
(D) sc 4y — %yé + 4dys — 2y, > 6
Syi — Yyt oys o — yy > 4
(7 s Yy s U3 ;Y >0

Exercice 2 Résolution graphique (3 points)

Faire la résolution graphique du programme linéaire (P) pour déterminer sa solution optimale
et sa valeur v(P).
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21 4 12 > 2 (4)

x* : intersection entre (1) et (3)

{ 4z + dbxg = 15

dxy + x9 = 12
15 5' '4 15'
12 1 4 12
* _ _ =45 _ 4 * _ _-12 _ 3
=T e 616 T T T T T T g
4 1 4 1
d’ou z* = (‘11—2, %) pour une valeur de %.

Exercice 3 Solutions de base et algorithme primal du simplexe sous forme tableau
(8 points)

Soient x3, x4, x5 et xg les variables d’écart associées aux contraintes (1), (2), (3) et (4).

1. Ezpliciter la solution de base & définie par 1 = 0 et &9 = 1 (i.e. donner les valeurs de

T3, Ty, Ty et Tg). A quelle base cette solution correspond-t-elle ?



4 contraintes — 4 variables en base parmi 6.

C4 = 15 solutions de base potentielles.

T vérifie a I’égalité la contrainte %xl + 29 > 1 donc 24 = 0.

Z correspond & la solution de base associée & x1 = x4 =0
c’est-a-dire 'intersection entre les contraintes z1 = 0 et x4 = 0.
Cette solution correspond a la base B = {9, 23, x5, ¢}

T doit vérifier toutes les contraintes ?

On peut donc se servir de cette propriété pour trouver la valeur de I3, Z5 et Ig.
431 +5T9+ 23 =15 —>T3=15—-5=10

431+ To+T5 =12 > 25=12—-1=11

201 —To+Tg=-2—>a6=-2+1=-1

donc z = (0,1,10,0,11, —1).

. T est-elle une solution de base réalisable ?
Réalisabilité de Z ?
T1=24=0>0

To=12>0
z3=10>0
5 =11>0
mais

T =—1<0

donc T n’est pas réalisable.

. T est-elle une solution de base optimale ¢

Non réalisable donc non optimale.

. Ezxpliciter la solution de base T définie par Ty = 2 et To = 0 (i.e. donner les valeurs de
T3, Ty, Ty et Tg). A quelle base cette solution correspond-t-elle ?

4 contraintes — 4 variables en base parmi 6.

C# = 15 solutions de base potentielles.

T vérifie a I’égalité la contrainte %xl + x5 > 1 donc 24 = 0.

T correspond a la solution de base associée & x9 = x4 =0
c’est-a-dire 'intersection entre les contraintes zo = 0 et x4 = 0.

Cette solution correspond a la base B = {z1,x3, x5, g}

Z doit vérifier toutes les contraintes 7

On peut donc se servir de cette propriété pour trouver la valeur de s, 5 et Zg.
41 +5x0+ 23 =15 —>23=15—-8=7

AT1 4+ To+T5=12 575 =12-8=14
—2j1—f2+f6:—2—>f6:—2+4:2

donc = = (2,0,7,0,4,2).

. T est-elle une solution de base réalisable ?
Réalisabilité de Z ?
To=24=02>0

rT1=2>0
r3=7>0
Zs=4>0
Tg=22>0

T1, T3, T, T¢ > 0 donc T est réalisable.



6. T est-elle une solution de base optimale ?

Optimalité de z 7

7 correspond & la base B = {x1, 13, 75,76}
(on note B & la place de B par abus de langage).
Il faut calculer les coftits réduits des variables hors base

CN—CBBgfljv
4 100 0o L 0 o0
L9000 L 00 112142
B= 2 , detB=75]|0 1 0|=35#0, comB= .
4 01 0 0 0% o0
00 1 .
-2 0 0 1 0 00 3
0 -2 0 0
_>Bfl_1800
0 8 1 0
0 —4 0 1
5 0 2 -2
- ~-1 1 - _
N = B IN = 38
1 0 -7 8
-1 0 3 -4

cB:(ﬁ 00 O)etcN:(4 o)

ev—epBT N = (4 0)-(12 —12)=( -8 12)
Czy >0
donc T n’est pas optimale.

7. Donner une représentation du programme linéaire sous forme tableau associée a l'une des
bases précédentes.

rB IN
B~ I BN
—CBB_lb 0 CN — CBB_lN
0 -2 0 0
Fi_| 1 8 00
0 8 10
0 -4 0 1
15 2
-1 -
b= Bw=| "
12 4
—2 2



Base| b |z x3 x5 a6 | T2 X4
1 2 1 0 0 0|2 =2
T3 7 0O 1 0 O0|-3 8
Ts 4 o o0 1 0|-7 8
Te 2 O 0 0 1|3 -4

—zZle|-1210 0 0O 0 |-8 12

8. Trouver la solution de base optimale. Pour ce faire, appliquer l’algorithme primal du
simplexe en utilisant la forme tableau & partir de la base de la question précédente.

Base| b |z1 x2 =3 x4 T5 Tp
T 2 1 2 0 -2 0 0
T3 7 0 -3 1 8 0 O
T5 4 0 =7 0 1 0
T6 2 o 3 0 -4 0 1

—zZle|-121 0 -8 0 12 0 O

12 > 0 donc x4 entre en base.
% > % donc x5 sort de base.

Base| b |z x2 w3 m4 x5 Tp
T 3 1 14 0 0 1/4 0
T3 3 0 @ 1 0 -1 0
x4 | 1/2]10 —-7/8 0 1 1/8 0
T 4 0O —-1/2 0o 0 1/2 1
—Zle| =18 0 5/2 0 0 -=-3/2 0
% > 0 donc x5 entre en base.
% > % donc x3 sort de base.
4
Base b T1 To T3 Ty T5 T
1 45/16 |1 0 —-1/16 0 5/16 0
T9 3/4 0 1 1/4 0 -1/4 0
T4 37/32 |0 0 7/32 1 -=3/32 0
g 35/8 0 0 1/8 0 3/8 1
—zle | —159/81 0 0 —=5/8 0 -=7/8 0

tous les ¢y < 0 donc optimalité.

x _ (45 3 37 o 35 x _ 159 . .
" = (35,10 55,0, %) et 2" = ==, (cohérent avec exercice 2)

Exercice 4 Forme révisée de l’algorithme primal du simplexe (3 points)

Appliquer Ualgorithme du simplexe sous forme révisée pour résoudre le programme linéaire
(P). Soient x3, x4, x5 et xg les variables d’écart associées aux contraintes (1), (2), (3) et (4).
Utiliser B = {x1,x3,x5,2¢} comme base réalisable de départ.



Sous forme standard :

(max 62
s.c 4z
1
(Ps) 4;11'1
—2561
\ 1

4.%'2

5.%'2

Z2
x2
Z2
x2

Base de départ : B = {1,3,5,6} et N = {2,4}.

— QCalcul des cotits réduits :

4 100
1
s_| 3000
4 010
—2 0 0 1
0 -2 0 0
pa_ |1 8 00
0 8 10
0 —4 0 1

ch:cN—HN:<4 o)-(o ~12 0 o)

~(10)-(12 —12)
:(—8 12)

x4 entre en base.

— Choix de la variable sortante :

D, 1
detB = 5

Bd=N,, —d=B"1N,,

— Calcul des x de départ :

rp = B b=

o O = O
oo

o = O O

— o O O

o O = O

+ x3 = 15
+ @4 = -1
+ x5 12
+ 26 = —2
,563,564,565,56620
1
Lo o 0 10 o0
. 1 4 4 -2
01025750 comB = 0 0l o
00 1 2
0 00 3
-2 0 0
8 0 0
:0—1200)
8 10 (
0 —4 0 1
5 0
1 1
1 0
-1 0
0 0 0 )
0 0 1| | 8
10 o 8
0 1 0 —4

N = N



min {%,% = % — x5 sort de base.

— Changement de base :

B=1{1,3,4,6} ¢t N ={2,5}

ot h=d
r5 0
$1<—561—£C4dx1:2—%><(—2):3
$3<—563—£C4dx3:7—%><8:3
.%'6<—1'6—1'4dx6=2—%><(—4):4
— Calcul des cotits réduits :
4 1 00
1
—-= 010 10
B= 2 det(B) =4 =4  comB=
4 0 00 0 1
-2 0 0 1
00 1 0
1 —1
B-1_ 0 1 0
01 35 0
00 % 1
1
00 3 O
1 0 -1 0
MB=cp T =csB ' =(6000) : -
01 5 0
1
00 5 1
5 0
-1 0
v=ey—1N=(40)=(00 3 0)|
-1 0
“(40)-(4 1)
:(é _§>
2 2
To entre en base.
— Choix de la variable sortante :
00 1 O 5 o
_ 1 0 -1 0 -1 4
Bd= N, -d=B"'N,, = 01 1 o Ll
00 3 1 —1 -

N[ 00|~1

min{%, %} = % — x3 sort de base.
4

— Changement de base :

B=1{1,2,4,6} et N = {3,5}
$2<—%
r3 40

45

16

=

.%'1<—1‘1—1‘2dx1=3—%><

o = O O
(el ST
=N O O



x4<—x4—x2dx4—%—%x—§ %
x6<—x6—x2dx6:4—%x—%:%
— Calcul des cotits réduits
4 5 00 -1 4 1
-1 110 4 5 0 0 16
B = 2 det(B) = — =16#0 comB = s
4 1 00 41 5 —4 3P
-2 =1 0 1 0 0 0
—1 5
? 0 1_61 0
| 100
? 1 ? 0
1 5
? 0 l—q 0
= 0 = 0
MB=cp>M=cpBt=(6400) & 7 & (2 0Z%o0)
= 1 = 0
32 332
s 0 g5 1
1 0
0 0
v=ey—uN=(00)=(30F0)|
0 0

o

(0 0)~(i
(# %)

¢y < 0 donc STOP "optimalité".

| ~—
ol~3
~—

T = (%7 %,0, %,O, %) et z = %. (cohérent avec exercice 2 et 3).

Exercice 5 Phase 1 de I’algorithme primal du simplexe (Bonus : / points)

Appliquer Ualgorithme primal du simplexe pour résoudre le programme linéaire (P) en uti-
lisant un programme linéaire auzilliaire (Py) (phase 1 du simplexe).

forme standard de (Fp) :

max —X0
s.c 4z + bSx9 + x3 = 15
(Po) —5T1 — T2 + x4 — x9 = -1
4xq + X2 + x5 = 12
—2x1 — T9 + x¢ — xm = —2
T , X9 , T3 , T4 , T5 , x5 , x9 => 0

2% = (2,0,0,15,1,12,0)
BY=1{0,3,4,5} et N = {1,2,6}

forme dictionnaire :
T3 = 15 — 41‘1 — 51‘2



$5:12—4£C1—I2

To=2—2x1 — 22 + X¢
.%'42—14-.%'04-%1'14—.%'2:—1—|—(2—21‘1—.%'24—.%'6)4-%1'14-.%'2:1—%.%'14-1'6
w=—r9g=—2+2T1 + 22 — Tg

forme tableau :

Base | b T  To X3 T4 Ty Tg Lo
o 2 2 1 0 0 0 -1 1
rg |15 4 5 1 0 0 0 O
T4 1 @ 0O 0 1 0 -1 0
rs | 12 4 1 0 0 1 0 0

—wl|c | 2 2 1 0 0 0 -1 0

1 entre en base.

min{%, %, %, 17} = % — x4 sort de base.
2 2
Base b T4 X9 X3 T4 Ty  Tg  To
) 2/3 |10 @ 0 —-4/3 0 1/3 1
x3 |37/3] 0 5 1 -8/3 0 8/3 0
1 2/3 |1 0 0 2/3 0 -2/3 0
x5 |28/3] 0 1 0 —-8/3 1 8/3 0
—w|é| 2/3 10 1 0 —4/3 0 1/3 0
To entre en base.
2 37 28
min{$, &, 3} = % — xg sort de base.
Base b T X9 X3 T4 Ty  Xg o
T 2310 1 0 —-4/3 0 1/3 1
T3 9 0 0 1 4 0 1 -5
1 2311 0 0 2/3 0 —=2/3 0
x5 |26/310 0 0 —-4/3 1 7/3 -1
—w|c| 0 0 0 O 0 0 0 -1

B! =1{1,2,3,5} et N' = {0,4,6}
w = 0 — optimalité de Fy.
On a zg hors base et w =0
= solution réalisable de base pour (P).

Phase 2 pour (P)

expression des variables en base en fonction des variables hors base
x1 =3 — 3a4 + g
QL'Q:%—F%&M—%.’EG
xTr3 = 9 — 4.%'4 — Xg
.%'5:%4—%1'4—%1'6

expression de z en fonction des variables hors base
z = 6x1 + 49



_6(———$4+ $6)+4( + $4—§$6)
20+ 374 + x6

Base b 1 T9 T3 T4 Ty Tg
To 2/3 0 1 0 —4/3 0 @
T3 9 0 0 1 4 0 1
1 2/3 1 0 0 2/3 0 -2/3
x5 26/3 |0 0 0 —-4/3 1 7/3

—zZle|-20/310 0O O 4/3 0 8/3

T entre en base.

mln{1717 }— = 2 — 19 sort de base.

wl>—‘|co|w

Base| b |x1 ® x3 x4 x5 g
T 2 0o 3 0 -4 0 1
T3 7 0 -3 1 8 0 0
T 2 1 2 0 -2 0 0
T5 4 0o -7 0 1 0

—ZzZle|-1210 -8 0 12 0 O

La suite est similaire & I'exercice 3 question 8.

12 > 0 donc x4 entre en base.
% > % donc x5 sort de base.

Base| b |z To X3 T4 Xy g
g 4 0o -1/2 0o 0 1/2 1
T3 3 0 @ 1 0 -1 0
1 3 1 14 0 0 1/4 0
x4y [ 1/2]0 —-7/8 0 1 1/8 0
—Zle|-18|1 0 5/2 0 0 =3/2 0
% > 0 donc x9 entre en base.
% > % donc x3 sort de base.
4
Base b T1 T9 T3 Ty x5 T
g 35/8 0 0 1/8 0 3/8 1
T9 3/4 0 1 1/4 0 —-1/4 0
1 45/16 |1 0 —-1/16 0 5/16 0
T4 37/32 |0 0 7/32 1 -=3/32 0
—zZle| —159/8 0 0 -5/8 0 -—-7/8 0

tous les ¢y < 0 donc optimalité.

453037035)6,52*:@

v = (15,10, 55, ¢ (cohérent avec les exercices précédents)



Exercice 6 Algorithme dual du simplexe (Bonus : 4 points)

Si c’est possible, appliquer l'algorithme dual du simplexe pour résoudre le programme linéaire

(P).

Sous forme standard :

max 6x + 4dxo

s.c 4xq + Sx9 + x3 = 15
(P,) ;%5'31 — X2 + x4 = -1
T + X9 + x5 = 12
—2r1 — T9 + 6 = —2
T , T2 o, x3 , x4 , x5 , w = 0

Base | b T To T3 T4 Ty Xg

x3 | 15 4 5 1 0 0 0

g |-1]-1/2 =1 0 1 0 O

rs | 12 4 1 0 0 1 0

¢ |—-1| -2 -1 0 0 0 1

—zle| 0 6 4 0 0 0 O

Question : Peut-on lancer I’algorithme dual du simplexe & partir du tableau précédent 7

Réponse : Non.
Question : Pourquoi ?

Réponse : La condition pour pouvoir utiliser I’algo dual du simplexe est de disposer d’une
base initiale duale-réalisable.

Dans le cas d’une maximisation, une base correspond & une solution duale-réalisable (i.e.
réalisable pour (D)) si :

e toutes les variables duales sont nulles

e toutes les contraintes duales sont satisfaites

Dans le tableau primal associé a (P), ces deux conditions se traduisent par :

e des cotlits réduits non positifs pour les variables d’origine,

e des cotits réduits non positifs pour les variables d’écart.

Ici la base formée par les variables d’écarts n’est pas duale-réalisable. En effet, les cotits réduits
sont > 0.



