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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Probl�ematique
Homomorphisme et coloration
Homomorphismes orient�es et Coloration orient�ee
Homomorphisme mixte et coloration mixte

Coloration et homomorphisme

D�e�nition
Le grapheG admet unek-coloration s'il existe un grapheH
d'ordre k et un homomorphisme deG dansH.

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Probl�ematique
Homomorphisme et coloration
Homomorphismes orient�es et Coloration orient�ee
Homomorphisme mixte et coloration mixte

Coloration orient�ee

D�e�nition
Un graphe orient�e

�!
G = ( V ; A) admet unek-coloration orient�ees'il

existe un graphe orient�e
�!
H d'ordre k et un homomorphisme

orient�e de
�!
G dans

�!
H .

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Probl�ematique
Homomorphisme et coloration
Homomorphismes orient�es et Coloration orient�ee
Homomorphisme mixte et coloration mixte

Coloration orient�ee comme partition sous contraintes

Proposition
Le graphe orient�e

�!
G admet unek-coloration orient�ee s'il existe une

applicationco : V �! f 1; 2; :::; kg v�eri�ant :

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Probl�ematique
Homomorphisme et coloration
Homomorphismes orient�es et Coloration orient�ee
Homomorphisme mixte et coloration mixte

Homomorphisme mixte

D�e�nition
SoientG = ( V ; A; E) et H = ( V 0; A0; E0) deux graphes mixtes
antisym�etriques. Unhomomorphisme mixtede G dansH est une
applicationf : V �! V 0 v�eri�ant :

I f x; yg 2 E =) f f (x); f (y)g 2 E0,
I (x; y) 2 A =) (co(x); co(y)) 2 A0.

bc

bc

bc

bc bc

bc

bc

bc

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Complexit�e
Cas polynomial
Approximation

Complexit�e : Probl�eme g�en�eral

I Probl�emek-Coloration orient�ee
I Entr�ee : Un graphe orient�e

�!
G

I Sortie : Oui / Non
I Question :

�!
G admet-il unek-coloration orient�ee ?

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Complexit�e
Cas polynomial
Approximation

Complexit�e : un cas polynomial

Graphe orient�e multipati complet.

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Complexit�e
Cas polynomial
Approximation

Une nouvelle classe polynomiale

Proposition
La famille des graphes orient�es multipartis complets est
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polynômiale pour le probl�eme dunombre chromatique orient�e.

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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Approximation de la coloration orient�ee

Th�eor�eme [Culus, Demange, 2006]
Il existe un algorithme garantissant un rapport d'approximation
di��erentiel de O(log2(n)=n log(k)) pour les graphes orient�es
k-colorable, soit un rapport d'approximation di��erentielde l'ordre
de O(log(n)=n).
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Polynômes chromatiques

I Rappel des d�e�nitions
I Quelques similitudes et di��erences
I Adaptation d'un r�esultat de Stanley

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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Soit k un entier naturel.

D�e�nition
Soit G un graphe.P(G; k) d�esigne le nombre dek-coloration deG.
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D�e�nition
Soit

�!
G un graphe orient�e.Po(

�!
G; k) d�esigne le nombre de

k-coloration orient�ee de
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D�e�nition
Soit G un graphe mixte.Pm(G; k) d�esigne le nombre de
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Soit G = ( V ; E) un graphe ete = f x; yg =2 E.
I P(G; k) = P(G [ e; k) + P(Ge; k)

Soit
�!
G un graphe orient�e alors...

I Po(
�!
G; k) = ? ? ?

Soit G = ( V ; A; E) un graphe mixte tel queM(G) = G, et
e =2 E, alors nous avons :

I Pm(G; k) = Pm(G [ e; k) + Pm(Ge; k)
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Quelques similitudes
Quelques di��erences
Interpr�etation des coe�cients

Quelques similitudes entre polynômes chromatiques
classique et mixte

SoientG et G d'ordre n.
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Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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SoientG et G d'ordre n.
I P(G; k) et Pm(G; k) sont des polynômes enk d'ordre n
I Le coe�cient dominant est �egal �a 1
I Ils n'ont pas de terme constant
I Le coe�cient de kn� 1 est �j E(M(G)) j
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Pm(G; k) =
P

Z �C (G) (� 1)jZ jP(Id(G; Z); k)
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Polynôme chromatique mixte d'un graphe non connexe :

bc bc

bc bc

Pm(
�!
G ; k) = k4 � 2k3 + k
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Po(
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Th�eor�eme [Stanley, 73]
Soit G un graphe. Il existejP(G; � 1)j orientations acircuitiques
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bc bc bc

jP(G; � 1)j = 4
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Th�eor�eme [Stanley, 73]
Soit G un graphe. Il existejP(G; � 1)j orientations acircuitiques
di��erentes de G.

bc bc bc

P(G; k) = k(k � 1)(k � 2)
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Th�eor�eme [Stanley, 73]
Soit G un graphe. Il existejP(G; � 1)j orientations acircuitiques
di��erentes de G.
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Pour la coloration orient�ee ?

Consid�erons le graphe orient�e
�!
G suivant :

bc bc bc

jPo(
�!
G ; � 1)j = 6

bc bc bc

Pm(M(
�!
G); k) = Po(

�!
G; k) = k(k � 1)(k � 2)
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Quelques similitudes
Quelques di��erences
Interpr�etation des coe�cients

Intrepr�etation deM(G) ?

Th�eor�eme
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Intrepr�etation deM(G) ?

Th�eor�eme
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Intrepr�etation deM(G) ?

Th�eor�eme
Si G est un graphe mixte tel queM(G) = ; , alors jPm(M(G); � 1)j
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C(G) = ;
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Un autre cas particulier

Th�eor�eme
Soit G un graphe mixte tel queC(M(G)) = f f (x; y); (z; t )g g.
Alors jPm(M(G); � 1)j est le nombre d'orientations acircuitiques du
graphe sous-jacentUnd(M(G)) telles que les arcsf (x; y); (z; t )g
soit ont mêmes orientations, soit sont reli�es par un chemin.
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Un autre cas particulier

Th�eor�eme
Soit G un graphe mixte tel queC(M(G)) = f f (x; y); (z; t )g g.
Alors jPm(M(G); � 1)j est le nombre d'orientations acircuitiques du
graphe sous-jacentUnd(M(G)) telles que les arcsf (x; y); (z; t )g
soit ont mêmes orientations, soit sont reli�es par un chemin.

bc bc bc bc bc
x y u t z
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Un autre cas particulier

Th�eor�eme
Soit G un graphe mixte tel queC(M(G)) = f f (x; y); (z; t )g g.
Alors jPm(M(G); � 1)j est le nombre d'orientations acircuitiques du
graphe sous-jacentUnd(M(G)) telles que les arcsf (x; y); (z; t )g
soit ont mêmes orientations, soit sont reli�es par un chemin.

C(G) = f f (x; y); (z; t )g g.

x y u t z
bc bc bc bc bc
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Un autre cas particulier

Th�eor�eme
Soit G un graphe mixte tel queC(M(G)) = f f (x; y); (z; t )g g.
Alors jPm(M(G); � 1)j est le nombre d'orientations acircuitiques du
graphe sous-jacentUnd(M(G)) telles que les arcsf (x; y); (z; t )g
soit ont mêmes orientations, soit sont reli�es par un chemin.

Pm(G; k) = k5 � 4k4 + 5k3 � k2 � k
jPm(G; � 1)j = 10

C(G) = f f (x; y); (z; t )g g.

x y u t z
bc bc bc bc bc
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Orient�es dans le même sens

bc bc bc bc bc
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Quelques similitudes
Quelques di��erences
Interpr�etation des coe�cients

G�en�eralisations �a d'autres cas

Si C(G) = f f (xi ; yi ); (zi ; t i )g ; 1 � i � kg (arcs 2 �a 2 disjoints),
alors le r�esultat est vrai.
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G�en�eralisations �a d'autres cas

Si C(G) = f f (xi ; yi ); (zi ; t i )g ; 1 � i � kg (arcs 2 �a 2 disjoints),
alors le r�esultat est vrai.
Le casG ayant deux composantes connexes, l'une contenant les
sommetsf z; t ; u; vg et l'autre les sommetsf x; yg et tel que
C(G) = f f (x; y); (z; t )g; f (x; y); (u; v)g g a �et�e trait�e...
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Si C(G) = f f (xi ; yi ); (zi ; t i )g ; 1 � i � kg (arcs 2 �a 2 disjoints),
alors le r�esultat est vrai.
Le casG ayant deux composantes connexes, l'une contenant les
sommetsf z; t ; u; vg et l'autre les sommetsf x; yg et tel que
C(G) = f f (x; y); (z; t )g; f (x; y); (u; v)g g a �et�e trait�e...
Pm(G; � 1) = ( � 1)n(j�( G)j � j �( G)j) avec �(G) est l'ensemble des
orientations acircuitiques du graphe sous-jacent �aM(G) telle qu'il
existe un chemin entre la pairef (z; t ); (u; v)g qui est orient�ee dans
le même sens et tel que la pairef (x; y); (z; t )g ne le sont pas.
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Polynôme chromatique orient�e
Bibliographie

Quelques similitudes
Quelques di��erences
Interpr�etation des coe�cients

Un exemple

bc bc

bc bc bc
z t u

x y

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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C(G) = f f (x; y); (z; t )g; f (x; y); (t ; u)g g.
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C(G) = f f (x; y); (z; t )g; f (x; y); (t ; u)g g.
Pm(C(G); k) = k(k � 1)(k � 2)2(k + 1)
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C(G) = f f (x; y); (z; t )g; f (x; y); (t ; u)g g.
Pm(C(G); k) = k(k � 1)(k � 2)2(k + 1) donc Pm(C(G); � 1) = 0 ...

Jean-Fran�cois Culus Coloration orient�ee



Introduction : coloration orient�ee
Approximation du Nombre Chromatique Orient�e
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