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Hamiltonien de Calogero °

HC - HCin ar Hlnter (1)

Hcin = z P Hinter = Z (i(,e—_le))2 +w Z(Xi — ) (2)
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HC - HCin ar Hlnter (1)

ey = Z P Hie = Z (i(le:xl)L +w Y (6 —x)° (2)
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Définitions
Motivations

Hamiltonien de Calogero °

HC - HCin ar Hlnter (1)

ey = Z P Hie = Z (i(le:xl)L +w Z(x,- - x)° (2)

f(xi,...,xn) est symétrique si

f(Xl, ce ,XN) = f(XJ(l), e ,XU(N)), Vo € Sy
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D apparait dans différents problémes :
@ Dynamique de matrices aléatoires dépendant d’un paramétre
@ Méthode de projection de Perelomov-Olshanski
o Généralisation de I'opérateur de Laplace-Beltrami sur un espace de matrice

Transformation canonique du Hamiltonien de Calogero quantique
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D apparait dans différents problémes :
@ Dynamique de matrices aléatoires dépendant d’un paramétre
@ Méthode de projection de Perelomov-Olshanski
o Généralisation de I'opérateur de Laplace-Beltrami sur un espace de matrice

@ Transformation canonique du Hamiltonien de Calogero quantique

Motivations a long terme

@ Explication naturelle des apparitions de D dans ces contextes différents
o Etude des fonctions symétriques utiles dans le probleme de Calogero

@ En particulier, faire le lien avec les polynémes de Jack
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Cas classique : Intégrabilité au sens de Liouville

Définition

|

Un systeme a N degrés de liberté est intégrable s'il existe Fi,..., Fn, N
fonctions des x; et des pj, linéairement indépendantes, vérifiant

{Fi,Fj} =0,Vi,jel,...N (5)

Intégrales canoniques pour le systéme de Calogero ?

1 a 0
=exp | =53 Vii—x)g 5 | T]p (6)
i#j k=1
N
N E Ih—1 = {IH,ZX/(}
22 k=1
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Cas classique : Algebre s/(2,R)

N p?  e(e—1) N 1
T+ = Z ? + 5 Z (X,' — XJ)2 (83)
i=1 ij=1
i#j
N X2
T =) L
> (8b)

T*liX' . (8¢c)
0 — 2 - i Pi

Ces opérateurs vérifient les relations qui définissent I'algébre s/(2,R) :

{To, To}==£Tx+
{T4+, T-} =-2Ty

:DIDEROT

PARIS

M. Deneufchatel Probléme a N corps et fonctions symétriques



Introduction

Différentes preuves de I'intégrabilité du systeme de Calogero Cas classique : Intégrales en involution
Fonctions propres du Hamiltonien de Calogero (cas quantique) Transformation canonique de Hc 1 (cas classique)
Expression de I'Hamiltonien de Calogero en termes des Fonc. Sym. Elém. Transformation canonique de H¢ 2 (cas quantique)
Conclusion

Cas classique : Transformation canonique 1

A—>exp[ad(i)\T1)]~A=Z(i;\7l)n{7_1,--.{7_17/4}} (10)
n=0 :
ntimes

Ti=4(Te +T-) ad(x) -y = {x,y}.
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Cas classique : Transformation canonique 1

A—explad (IAT)]- A= i (i

n=0

{T,... {T1,A}} (10)

ntimes

A)”
n!

Ti=4(Te +T-) ad(x) -y = {x,y}.

Avec 'Ti,l = Ti,l(e = 0), on définit une nouvelle transformation canonique :

T:A—exp [ad (—mﬁ)] [exp[ad (x T)] - A] (11)
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Cas classique : Transformation canonique 1

A—explad (IAT)]- A= Z (i;'\l)n {T,...{Th,A}} (10)
n=0 :
ntimes

Ti=4(Te +T-) ad(x) -y = {x,y}.

Définition
Avec :Fi,l = :Fi,l(e = 0), on définit une nouvelle transformation canonique :

T:A—exp [ad (—mﬁ)] [exp[ad (x T)] - A] (11)

On montre que

T-T.=exp [ad (—i7r7'1)] [explad (7 Th)] - T2] = IXI_VI:Z? (12)
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Cas quantique : Elimination du fondamental

N

el =TT bo—xdom |3 > (13)

1<j<k<N =1

est le fondamental, d'énergie E; = $N((N — 1)e + 1).
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Cas quantique : Elimination du fondamental

N

el =TT bo—xdom |3 > (13)

1<j<k<N =1

est le fondamental, d'énergie E; = 2 N((N — 1)e + 1). On transforme Hc en H
comme suit :

H= 1/1;1 [HC - Eg] g (14)

Le calcul donne :

N
1 0]
H=-=D =
2 +§X/8X/

1
——§D+OE

(15)
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Transformation canonique 2

T = exp —%D exp 1A exp 1x2 (16)
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Transformation canonique 2

Cas classique : Intégrales en involution
Transformation canonique de H¢ 1 (cas classique)
Transformation canonique de H¢ 2 (cas quantique)

Cas quantique : Transformation canonique 2 (cas q

T = exp {f%D} exp [%A} exp {%xﬂ

N 82
avec A = E =5
= 0%

La conjugaison de H par T donne

N N
T HT = Z nj = Za}aj
j=1 j=1

I'intégrabilité du systeme.
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Fonctions monomiales symétriques

mx(x) = Z xl/\”(1J ...x,t"“v) (18)
ocEeSy
x=(xt,...,xn), A= (M1,..., ) € NV, Sy = groupe des permutations de

{1,..., N}, chaque permutation apparaissant une seule fois.
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Fonctions monomiales symétriques

)\(T AG‘
mx(x) = Z X WX (18)
ocEeSy
= (x1,.--,xn), A= (A1,..., ) € NV, Sy = groupe des permutations de
{1 .., N}, chaque permutation apparaissant une seule fois.

o Méme symétrisation que pour les fonctions propres d'un systeme de
bosons.
@ Symétrisation imposée par les divergences éventuellement créées par le

1
terme en exp 272 ;
= (xi —x)

@ Fonctions propres naturellement symétriques.
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m), et opérateurs de création et d'annihilation

Notons :

(x[0) = exp(— 2 wx)

b = Ta}L T 1= exp(f%D)xj exp(%D)

J

(opérateurs qui interviennent dans la premiére transformation canonique).

Fonctions propres

A =mx (67) 10) (19)

indexées par X partition de >, \; de taille N.
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Expression de |'Hamiltonien de Calogero en termes des Fonc. Sym. Elém.
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Conclusion

Remarque

Les fonctions “intéressantes” dans ce probleme sont symétriques.
Pour faciliter cette étude, il est utile d'exprimer les différents opérateurs en
termes des ESF = travail avec ACE.

B & Y (N—k+2)(N—k+1) 0 =, 0
Hc = ZAlmiae/aem - EZ 5 ek_2876k + Z kek876k
I<m k=2 k=1
(20)

avec
Am = (2 - 5/,m) [(N —m+ 1)6/716m_1

min(/—1,N—m+1)

— Z (m—142k)e|—1—kem—1-«
k=1
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Avec des coordonnées invariantes par translation

N
1
Yi=Xi— > X, 7= e(y(x) (21)
j=1
On a
1< & N
HC = —2 Z Bjkia’rja’rk +Z’T’a '
J k=2 =2
1/1 N B
+5 (N + e) ;(N —i+2)(N—i+ 1)7,-_287[
avec

N—-j+1)(k-1 .
By = ( J N)( )77717}—1 + g (k—J —2DTjs1—1Tk—1-1
I>max(1,k—j)
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Conclusion

Revue de quelques propriétés et techniques utiles pour ce probleme

Liens établis entre le probleme physique et les fonctions symétriques

@ Survol de liens entre des problemes de physique différents reliés par les
fonctions ou opérateurs qu'ils font intervenir

N

Initiation a certains algorithmes déja existant pour les fonctions
symétriques (ACE = Sage?)
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Conclusion

Revue de quelques propriétés et techniques utiles pour ce probleme

Liens établis entre le probleme physique et les fonctions symétriques

@ Survol de liens entre des problemes de physique différents reliés par les
fonctions ou opérateurs qu'ils font intervenir

N

Initiation a certains algorithmes déja existant pour les fonctions
symétriques (ACE = Sage?)

@ Lien avec les polyndmes de Jack (Analyse du noyau de D7)

@ Polyndmes de Jack et effet Hall quantique (avec Jean-Gabriel ?)
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