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R�esum�eLes automates cellulaires ont des propri�et�es tr�es di��erentes selon qu'ilssoient en dimension 1 ou 2 d'un point de vue de la calculabilit�e. Apr�es avoird�e�ni une notion de signal, on essaye ici d'analyser la puissance de calculintrins�eque des automates cellulaires en une ou deux dimensions d'apr�es laforme des signaux qu'il est possible de g�en�erer.Mots clef : Automates cellulaires, signaux, g�eom�etrie discr�ete
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1 IntroductionLe travail qui a �et�e e�ectu�e au Laboratoire de l'Informatique du Parall�elismedans le cadre du stage de DEA a port�e sur un mod�ele simple de parall�elisme massif,les automates cellulaires. Les automates cellulaires sont les mod�eles fondamentauxdu parall�elisme synchrone. Ils sont utilis�es pour simuler des syst�emes dynamiquesen physique, ou en biologie de l'�evolution des populations. Ils se rapprochent aussibeaucoup des tableaux it�eratifs et des syst�emes systoliques dans leur mode de fonc-tionnement.De mani�ere informelle, un automate cellulaire est un ensemble de cellules (g�e-n�eralement organis�e en une grille de dimension �x�ee d, ligne, plan, espace Z3), quicontiennent chacune un automate �ni, tous identiques, dont l'�etat change de fa�consynchrone en fonction de l'�etat de ses voisins. Par synchrone, on entend l'existenced'une horloge globale qui commande le changement d'�etat. Parmi les automatescellulaires, on peut citer le jeu de la vie de Conway. Une con�guration est l'�etatde toutes les cellules �a un instant donn�e, et un automate cellulaire transforme descon�gurations en con�gurations. Avec cette fa�con d'envisager la dynamique �emergetout de suite une notion de temps discret.Les propri�et�es algorithmiques des automates cellulaires sont tr�es di��erentes selonque l'on se place dans un mod�ele lin�eaire (unidimensionnel) ou dans un mod�ele plan(bidimensionnel), voire de dimensions encore sup�erieures. C'est l'�etude de cettefronti�ere qui a �et�e la partie la plus importante de ce stage.La fronti�ere entre le plan et la ligne est r�eellement fondamentale. Ainsi, du pointde vue de la calculabilit�e, savoir si un automate cellulaire est bijectif est d�ecidableen temps quadratique pour un automate cellulaire de dimension 1 (voir [?]) etind�ecidable pour un automate de dimension 2 comme expliqu�e dans [?]. C'est doncun point tr�es sensible que cette �etude, qui est fondamentale parce que mal comprise.On s'est int�eress�e plus particuli�erement dans ce rapport �a la notion de signal,qui est une notion naturelle, et �a sa formalisation sur des automates cellulaires. Cegenre de formalisation a d�ej�a �et�e utilis�e, dans [?, ?, ?, ?] et a �et�e �etudi�e plus end�etail dans [?]. Le signal est une notion forte dans les automates cellulaires : c'esten quelque sorte un motif de progression dans les �etats des cellules. On donnera uned�e�nition pr�ecise des signaux, qui servira de support �a tout ce rapport. Beaucoupd'algorithmes peuvent être vus comme de la transmission de signaux, avec des in-teractions n'ayant lieu que lors de leur rencontre (absorption, �emission de nouveauxsignaux).Pour �etudier la puissance des automates cellulaires selon leur dimension, le choixs'est port�e sur la forme des signaux qu'ils sont capables de g�en�erer. Si l'�etude endimension 1 de ces capacit�es a d�ej�a �et�e amorc�ee (dans [?] et [?]), l'ensemble exacten est encore mal connue, bien que l'on connaisse �a la fois des choses possibles etimpossibles �a faire. En dimension 2, aucun r�esultat n'avait �et�e avanc�e �a ce jour.Le jugement que l'on porte sur cette approche doit tenir compte du fait que cesautomates cellulaires ont un fonctionnement particulier sans entr�ee, qui fait que l'onn'�evalue pas la capacit�e de d�ecodage de l'entr�ee par l'automate, mais r�eellement sapuissance de calcul intrins�eque.L'�etude de ce qui est possible en dimension 1 s'est r�ev�el�ee indispensable pourla suite. En e�et, bien des m�ethodes classiques peuvent être �etendues �a plusieursdimensions. De plus, il �etait indispensable de bien connâ�tre les limites de ce quel'on sait faire en dimension 1 a�n de faire remarquer la di��erence ult�erieurement.A la �n de cette analyse, on trouvera notamment un algorithme original et utilepar la suite permettant de construire la tour d'exponentielle de la même fa�con queFischer construisait la fonction qui �a n associe le ni�eme nombre premier dans [?].L'approche des r�esultats en dimension 2 a donn�e des r�esultats nombreux, dontle moindre n'est pas une conjecture qui permettrait de classer exactement les au-3



tomates cellulaires en fonction de leur dimension. Cette conjecture pose un lienentre la hi�erarchie de fonctions d�ecrite par Grzegorczyk dans [?] par exemple, et ladimension n�ecessaire pour calculer la fonction sur un automate cellulaire.La hi�erarchie de Grzegorczyk est en fait une hi�erarchie des fonctions primitivesr�ecursives en fonction du nombre minimal de r�ecurrences n�ecessaire pour calculerla fonction. Les exemples typiques des di��erents �echelons de cette hi�erarchie sontles fonctions d'Ackermann.L'algorithmique cellulaire bidimensionnelle a elle-même amen�e des probl�emes derepr�esentations. Si l'on utilisait habituellement le plan pour exposer les algorithmesunidimensionnels, ce n'est plus directement possible en 2D, qu'il fallait repr�esenteren 3D. Des solutions ont �et�e trouv�ees, et appuient les autre preuves de cette section.On a cherch�e, pour appuyer la conjecture, �a prouver di��erents r�esultats �a la foisde limitation et de possibilit�es sur les automates cellulaires plans. On a notammentconstruit en 2D un signal qu'il n'est pas possible de construire en dimension 1, �asavoir un signal de vitesse n + log?(n). On a par ailleurs montr�e certains r�esultatsd'impossibilit�e en dimension 2, et essay�e de pr�esenter certaines g�en�eralisations �aune dimension quelconque.Un r�esultat annexe mais toutefois int�eressant s'est d�egag�e sur la di��erence devoisinages : lorsque l'on prend en dimension 2 un voisinage �el�ementaire du type devon Neumann, la vitesse maximale des signaux non-lin�eaires comprend au moinsune composante sup�erieure au log log. Tandis que l'on peut faire des signaux �a desvitesses beaucoup plus proches du lin�eaire avec un voisinage �el�ementaire du type deMoore, avec une composante seulement en log?. Cette di��erence montre que dansun r�eseau en grille 4-connect�e on est beaucoup plus limit�e (en puissance de calcul)que dans un r�eseau en grille 8-connect�e. Ceci tient certainement en partie �a la naturedu mod�ele mais provient aussi sans doute d'une di��erence entre les interconnexionssus-cit�ees.
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Dimension 3Dimension 2Dimension 1 Fig. 1 - Voisinages de Moore2 D�e�nitionsDans cette partie, on va donner l'ensemble des d�e�nitions qu'il est utile de bienconnâ�tre pour comprendre la suite. Outre la d�e�nition formelle, on y trouvera�egalement une explication de certains choix qu'il a fallu faire lors de la d�e�nition.2.1 Automates cellulairesD�e�nition 1 (Automate cellulaire) Les automates cellulaires sont des quadru-plets (d;S;N ; �) o�u d est la dimension de l'AC, S est un ensemble �ni d'�etats,r 2 N est le nombre de voisins, N = fz1; z2; : : : ; zrg est un sous-ensemble �ni deZd, voisinage de l'AC, et � est la fonction de transition locale d�e�nie de SN dansS Pour d'autres formalismes, on pourra se reporter �a [?].On distinguera par la suite dans l'ensemble d'�etats un �etat quiescent, telle que�(q; : : : ; q) = q.Dans la suite de ce rapport, le voisinage consid�er�e pour les automates cellulaireslin�eaire est le voisinage (�1; 0; 1), et pour les automates de dimension sup�erieure,le voisinage est l'hypercube de rayon 1 et de dimension d (voisinage de Moore endimension 2). Le voisinage est donc l'hypercube de dimension d de cot�e 3 (voirFigure 1).Les automates cellulaires travaillent sur une con�guration (fonction de Zd dansS), et la transforment en une autre con�guration, l'�etat de chaque nouvelle cellule�etant calcul�e en appliquant la fonction de transition locale au voisinage relatif �a lacellule, de fa�con synchrone. Formellement,G(c(i)) = �(c(i + z1); : : : ; c(i+ zr)). On peut donc �etablir une notion de temps discret, traduisant l'�evolution successivedes con�gurations. L'instant 0 est d�e�ni comme celui de la con�guration d'origine.On veut en fait faire calculer des fonctions �a un automate cellulaire, en lui fai-sant d�ecrire un signal �epousant la forme de la fonction. Mais comme un automatecellulaire travaillant sur une entr�ee, il faut �eviter que la fonction soit encod�ee dansla con�guration initiale de l'automate, r�eduisant alors le travail de l'automate �aun travail de d�ecodage. On consid�erera donc uniquement le cas o�u �a l'instant 0 lacon�guration d'origine est r�eduite �a un ensemble de cellules quiescentes sauf en unpoint (souvent appel�e origine, et qui sera en g�en�eral pris comme origine du syst�emede coordonn�ees). En d'autres termes, cet ensemble �ni sera par la suite en g�en�e-ral r�eduit �a un seul point. On nomme parfois ces automates cellulaires automatescellulaires �a impulsion.On d�e�nit donc la fonction s : Zd � N �! S qui �a une cellule (un jeu decoordonn�ees dansZd) et �a un instant t donn�es associe l'�etat de la cellule au temps t.Un jeu de coordonn�ees (z; t) est un site : c'est en fait un des �el�ements du diagrammeespace-temps du fonctionnement de l'automate.5



2.2 Diagramme espace-tempsLa notion de diagramme espace-temps est indispensable pour bien faire com-prendre les algorithmes employ�es, et aussi pour les d�ecrire. Une notion de diagonale,par exemple, r�ef�erera souvent �a l'�etat d'une cellule dont l'abscisse �evolue de fa�conlin�eaire avec le temps, car c'est graphiquement une diagonale.Un diagramme espace-temps est simplement la superposition (graphique) detoutes les con�gurations. Voici un diagramme espace-temps tr�es simple d'un auto-mate cellulaire qui prend comme �etat le plus fonc�e de ses voisins :
Configuration initiale :

Diagramme espace-temps

T
em

ps

AbcisseUn bon nombre de manipulations de bases sont possibles avec les diagrammesespace-temps. Toutes ces manipulations sont re
�et�ees par une transformation sys-t�ematique de l'automate qui g�en�ere le diagramme. Par exemple, le pliage est uneop�eration qui consiste �a plier (litt�eralement) le diagramme en deux le long d'un axevertical. Il su�t pour cela que chaque cellule du côt�e vers lequel on plie simule �a lafois la cellule d'origine et la cellule pli�ee. La cellule qui, d�evelopp�ee dans le temps(c'est une seule cellule qui forme un axe), est l'axe de pliage simule une seule celluleet n'utilise en fait qu'un seul de ses voisins, comme dans le sch�ema suivant :
De telles transformations seront utilis�ees souvent et sont abondantes dans lalitt�erature. Leur exactitude ne sera pas prouv�ee ici. Un certain nombre d'entre ellessont expliqu�ees plus loin.Il faut toutefois faire attention avec ce genre de transformations, car leur nombredoit rester �ni. Sans cela, le nombre d'�etats n�ecessaire pour faire l'automate seraitin�ni (ainsi, on ne peut pas faire r�ealiser le calcul d'un automate cellulaire par unnombre �ni de cellules, car il faudrait pour cela replier un nombre in�ni de fois lediagramme espace-temps).2.3 SignauxUn support de signal S est un ensemble de sites f(z0; t0); (z1; t0+1); : : : ; (zk; tk)gtel que zi+1 soit dans le voisinage de zi. Un automate cellulaire A g�en�ere un signalS si et seulement si il existe un sous-ensemble SS de ses �etats et un voisinage du6



support V (sur-ensemble du support) tels que :8u 2 V; s(u) 2 SS () u 2 SLa plupart des algorithmes cellulaires peuvent être consid�er�es comme des envoisde signaux, les r�egles n'�etant d�e�nies que pour g�erer les intersections de signaux.L'�etude des signaux constructibles est tr�es importante, car c'est ainsi que l'on bâtitles algorithmes usuels.Un signal est d'une certaine pente lorsqu'il se d�eplace dans le temps suivant unecertaine fonction. Un signal de pente rationnelle se d�eplace suivant une fonctionlin�eaire du temps : par exemple, un signal de pente 2=3 se d�eplace deux coups �adroite et reste un coup sur place. On peut d�e�nir des signaux de pente f (o�u f estune fonction) comme un support de signal S = (f(0); 0); : : : ; (f(n); n); : : :), doncun signal se d�epla�cant �a la vitesse de la fonction.Theor�eme 1 Les signaux �a pente rationnelle, de forme exponentielle ou de formepn+ n ou polynômiale sont constructibles par automate cellulaire.Une autre notion tr�es importante est la notion de temps r�eel, qui est l'ensembledes sites atteints par un signal se d�epla�cant �a vitesse maximale dans toutes lesdirections. On pourra regarder la Figure 10 pour une illustration de diverses notionsde temps r�eel en dimension 2.2.4 Fonctions Fischer-constructiblesD�e�nition 2 (Fischer-constructibilit�e) Soit f une fonction croissante de N!N. On dit que f est d-Fischer-constructible s'il existe un automate cellulaire dedimension d et un sous-ensemble D des �etats de l'automate tel que :s(0; i) 2 D () 9!n 2 N; f(n) = i:Dans la d�e�nition pr�ec�edente, s(0; i) d�esigne l'�etat de la cellule 0 �a l'instant i.On d�eduit de la d�e�nition que f est strictement croissante. Il s'agit de marquer (parun �etat ou un sous-ensemble d'�etats) sur la cellule 0 toutes les images de la fonctionqui est alors dite Fischer-constructible.La d�e�nition originelle de Fischer �etait en dimension 1. Le choix qui a �et�e faitpour l'extension �a plusieurs dimensions a �et�e de calculer dans tout l'espace, etnon pas sur une ligne. On s'attend donc naturellement �a une augmentation de lapuissance de calcul.2.5 Quelques fonctions et notions utilis�eesOn va utiliser dans la suite de ce rapport quelques notations pas toujours usit�ees,et dont on donne ici la d�e�nition :Fonction primitive r�ecursive Les fonctions primitives r�ecursives sont l'imagepar clôture alg�ebrique de l'identit�e, de la projection et du successeur par com-position et r�ecurrence.R�eciproque On d�e�nit la r�eciproque d'une fonction strictement croissante commesuit : f�1(y) = maxfx j f(x) � yg:Couple Fischer-constructible Puisque l'on ne va essayer de Fischer-construireque des fonctions strictement croissantes, on d�e�nit la notion de co-Fischer-constructibilit�e. Par exemple, le logarithme est dit co-Fischer-constructible7



parce que l'exponentielle est Fischer-constructible. Il faut remarquer qu'unemarque �etant faite sur l'axe lors de la construction de la fonction Fischer-constructible �a chaque fois que l'on a un ant�ec�edent di��erent, cela correspondexactement �a marquer sur l'axe toute augmentation de la fonction dans le casde la co-Fischer-constructibilit�e.Notation des it�er�ees On notera f (i) la fonction d�e�nie par f (0) = Id et f (i+1) =f � f (i).Quelques fonctions primitives r�ecursives Ackermann La fonction d'Acker-mann A est une fonction �a deux variables, d�e�nie par r�ecurrence :{ A(n; 0) = 1;{ A(0;m) = 1;{ A(n;m) = A(A(n� 1;m);m� 1):On voit ainsi que A(:; 1) est l'identit�e, A(:; 2) est la multiplication,A(:; 3)est l'exponentiation, etc. La fonction n 7! A(n; n) n'est pas primitiver�ecursive, mais r�ecursive. Le point int�eressant est que chacun des niveauxselon le deuxi�eme indice de cette fonction correspond �a un �etage di��erentde la hi�erarchie de Grzegorczyk.log? Le log? est la fonction de N dans N d�e�nie par : log?(n) = maxfi; log(i) � 1g.C'est la fonction r�eciproque de la tour d'exponentielle (A(:; 4)).log] Le log] est la fonction de N dans N d�e�nie par : log](n) = maxfi; log?(i) � 1g.C'est la fonction r�eciproque de A(:; 5).log]] Le log]] est la fonction de N dans N d�e�nie par : log]] (n) = maxfi; log](i) � 1g.C'est la fonction r�eciproque de A(:; 6).
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Calcul

Zone de délai

Mouvement théorique 

Mouvement réelFig. 2 - D�etournement des signaux par un d�elai3 Signaux en dimension 1Bien que l'�etude des signaux en dimension 1 soit le domaine le plus connu et leplus simple, son �etude reste tr�es importante. Bon nombre des outils de base op�erenten dimension 1 et ont une construction hautement g�en�eralisable �a des dimensionssup�erieures. Comme on va le voir tr�es rapidement, fonctions Fischer-constructibleset signaux sont fortement li�es. On va donc d'abord parler de certaines des propri�e-t�es des fonctions Fischer-constructibles, on �etudiera ensuite les liens entre Fischer-constructibilit�e et signaux, puis on �etudiera plus pr�ecis�ement les limites de ce qu'ilest possible de faire en dimension 1.Une des principales bases de travail est [?], dans lequel on trouve le th�eor�emetr�es important suivant :Theor�eme 2 (Stabilit�e) L'ensemble des fonctions Fischer-constructibles en di-mension 1 est stable par addition, multiplication par un scalaire rationnel, multipli-cation et composition.Le principe de chacune des preuves est une construction g�eom�etrique. Ce th�eo-r�eme fonde l'�etude des signaux, car il donne des propri�et�es de stabilit�e de classe.Ces propri�et�es restent vraies en dimension sup�erieure, car la construction employ�eene d�epend pas de la dimension.3.1 Outils techniquesOn va pr�esenter ici un certain nombre de lemmes et de notions techniquementutiles, qui non seulement permettent d'introduire des m�ethodes de calcul cellulairesur les signaux, mais sont en eux-mêmes souvent utilis�es.Lemme 1 (Signal de d�elai) Il est possible de d�e�nir un signal de d�elai, d'origine(z0; t0), qui se propage �a vitesse maximale vers la droite, qui retarde de 1 la progres-sion de tous les signaux situ�es dans les sites f(z0 + t1; t0 + t2); t1 < t2g par rapportaux signaux situ�es dans les sites f(z0 + t1; t0 + t2); t1 � t2g.Preuve. L'id�ee g�en�erale de la preuve est de propager un signal �a vitesse maximalevers la droite. On s'arrange ensuite pour que tous les signaux qui croisent ce signal(le temps �etant discr�etis�e, on ne manque pas d'intersections) soient retard�es d'untop, ce qui se traduit par une augmentation simple du nombre d'�etats (il su�t depouvoir les m�emoriser pendant un tour). Le signal est ensuite r�e�emis avec un tempsde retard dans la même direction. L'algorithme est d�etaill�e sur la Figure 2. �A la9



Zone de décalage

Fig. 3 - D�etournement des signaux par un d�ecalagepremi�ere �etape o�u une cellule re�coit le signal de gel, elle :{ re�coit les signaux provenant de la droite et du dessous ;{ intercepte les signaux provenant de dessous allant vers la gauche ;{ renvoie les signaux intercept�es vers la gauche ; ceci retarde bien ces signauxpuisqu'ils auraient du être sur la cellule de gauche (voir Sch�ema 2) ;{ transmet le signal de d�elai vers la droite, et m�emorise le reste.�A l'�etape suivante, une cellule gel�ee :{ re�coit les signaux provenant de la gauche et ne re�coit pas les signaux provenantde la droite (intercept�es) ;{ les combine avec les signaux m�emoris�es et en d�eduit les actions �a faire ; �Lemme 2 (Signal de d�ecalage) Il est possible de d�e�nir un signal de d�ecalage,d'origine (z0; t0), qui se propage �a vitesse maximale vers la droite, qui d�ecale versla droite de 1 cellule tous les signaux f(z0 + t1; t0 + t2); t1 < t2g par rapport auxsignaux situ�es dans les sites f(z0 + t1; t0 + t2); t1 � t2gPreuve. Le principe est ici de pousser une partie du diagramme espace-temps versla droite. En fait, chaque cellule recevant le signal de d�ecalage va simuler deuxcellules : celle situ�ee imm�ediatement �a gauche (normalement) et elle-même. Unefois cette phase de d�ecalage pass�ee, la cellule continue son travail en se comportantcomme si elle avait �et�e la cellule de gauche des deux simul�ees. Quant �a l'autre cellulesimul�ee, elle est elle-même prise en charge par la cellule de droite qui re�coit le signalde d�ecalage et se retrouve ensuite dans la colonne de droite.L'algorithme est simple. La cellule recevant le signal de compression charge les�etats indiqu�es par les 
�eches sur la Figure 3, et s'en sert pour passer dans un �etatcompos�e de l'�etat normal qui serait obtenu pour la cellule de gauche et celui obtenupour la cellule de droite.Au top suivant, la cellule r�ecup�ere uniquement la premi�ere partie de l'�etat comme�etant son �etat ant�erieur, la deuxi�eme partie de l'�etat comme �etant son voisin dedroite et son voisin de gauche pour compl�eter. �10



On utilise beaucoup ce genre de transformations sur les diagrammes espace-temps qui o�rent l'avantage d'être des petites `briques' �el�ementaires avec lesquelleson peut �ecrire les algorithmes.Un autre genre de signaux utilis�es : les signaux de destruction. On peut d�etruiretous les signaux (ou un certain sous-ensemble des signaux) dans le cône ayant lepoint d'initiation des signaux pour origine. on envoie simplement un signal se propa-geant �a vitesse maximale et d�etruisant tous les signaux (ou un certain sous-ensemblede signaux) qu'il croise.3.2 Fischer-constructibilit�e et signauxTheor�eme 3 Soit f strictement croissante telle qu'il existe � > 0, tel que f �n(1 + �). On a alors :1. Si f est Fischer-constructible, et qu'il existe � > 0, tel que f � n(1+�), alorson sait construire le signal de pente f ;2. Si f crô�t plus vite qu'une exponentielle asymptotiquement, et qu'il existe unsignal de pente f , alors 2f est Fischer-constructible (et donc f).Preuve. On va traiter les deux cas successivement. Les preuves font toutes deuxr�ef�erence �a la Figure 4.La premi�ere partie du th�eor�eme a d�ej�a �et�e utilis�ee dans [?]. On peut supposer, etce n'est pas restrictif, que tout le calcul s'e�ectue dans la partie droite de l'automate(sinon, on s'y ram�ene par pliage). Ce calcul va Fischer-construire une fonction, c'est�a dire que la cellule 0 va passer dans un �etat sp�ecial �a chaque fois que la fonction�a un ant�ec�edent di��erent. Le graphe de la fonction se d�ecale alors d'une cellule surla droite en même temps qu'il monte. On va se servir des signaux de compressionsus-mentionn�es pour transformer l'axe des temps en le graphe du signal. L'automateest exactement le même que celui qui Fischer-construit la fonction, except�e qu'unecellule dans un des �etats sp�eciaux g�en�ere un signal de compression se propageantvers la droite. Comme toute autre marque aurait �et�e faite apr�es un tel signal, d'apr�esla description qui en a �et�e donn�ee, la marque sera faite une case plus �a droite. Doncle graphe de la fonction se lit comme indiqu�e sur la Figure 4.Notons que ceci ne fonctionne pas dans le cas o�u la fonction est en dessous de(1 + �)n pour tout � positif (ce qui n'est pas par hypoth�ese), car il y a alors unnombre non born�e de cellules qui doivent être compress�ees.Dans le deuxi�eme cas (qui peut certainement être am�elior�e), on cherche �a fa-briquer une fonction Fischer-constructible �a partir d'un signal. On suppose que lapente du signal crô�t plus vite qu'une exponentielle. Cela se traduit par le fait quela fonction ne se d�ecale pas avant un temps double du temps actuel. L'algorithmeemploy�e est clair et ne n�ecessite pas plus d'explications : on initie un signal se diri-geant vers la gauche, de pente f . Au temps 2n, le signal entre en contact pour lapremi�ere fois avec l'axe, comme expliqu�e sur la Figure 4. On se sert de ceci pourfaire une marque. Pendant ce temps, l'automate a continu�e �a calculer normalement.On envoie �egalement un signal de destruction en même temps que la copie du signalpour d�etruire les copies pr�ec�edentes du signal. On Fischer-construit ainsi le doublede la fonction d�esir�ee ; comme le produit d'une fonction Fischer-constructible parun scalaire reste Fischer-constructible, f est donc Fischer-constructible. �Theor�eme 4 (inversion) Si f est une fonction strictement croissante, et qu'ilexiste un signal de pente f , il est possible de construire un signal de pente 2(n +f�1(n)). 11
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Fig. 6 - Calcul de la r�eciproque - signaux r�eelsPreuve. Le principe de cette preuve est de pencher les calculs ; l'�ecart entre l'axedes origines et le signal �etant l'inverse de la fonction, on s'arrange pour reprojetercette distance en la tournant. Pour cela, on pr�esupposera (ce qui n'est pas restrictif)que l'ensemble du calcul se fait dans la partie gauche du diagramme espace-temps ;on pliera le calcul si besoin est. La fa�con de pencher le calcul est de d�ecaler unefois sur deux toute la bande vers la droite pendant que l'on calcule la fonction �ainverser plus n. Il y a deux �gures correspondant �a cet algorithme: la �gure 5 quiest le diagramme espace-temps de l'algorithme id�ealis�e, et la �gure 6 qui repr�esentele même algorithme avec des signaux se d�epla�cant en suivant le r�eseau de cellules. 1L'algorithme complet est comme suit : �etant donn�e un automate qui construitle signal de pente f , on en d�eduit un automate qui construit le signal de pentef(n) + n, 2 et l'on g�ere un compteur binaire sur toutes les cellules : un temps surdeux, on proc�ede �a un d�ecalage vers la droite de l'�etat de l'automate.Si l'on d�enote le signal de pente f(n) + n par S = f(0; f(0)); : : : ; (�k; f(k) +k); : : :g (les coordonn�ees sont n�egatives car on travail sur la demi-ligne gauche),l'image transform�ee sera en f(0; f(0)); : : : ; (f(k)+k�k; 2(f(k)+k)); : : :g ; le temps�etant en tout point du signal �egal �a f(k) + k, on ajoute cette valeur aux deuxcomposantes : �a la composante de temps parce qu'on la double, �a l'abscisse parcequ'on d�ecale la moiti�e du temps. Le signal transform�e est donc l'ensemble de sitesS0 = f(0; f(0)); : : : ; (f(k); 2(f(k)+k)); : : :g. On op�ere en�n une substitution sur lesvariables pour mettre en �evidence la construction : si l'on d�enote par y la valeur def(k), et que l'on op�ere la substitution, on a que tous les sites forment l'ensemblef(f�1(0); f(0)); : : : ; (y; 2(f�1(y)+y)); : : :g, ce qui est exactement le signal de pente2(n+ f�1(n)). �Remarquons que la m�ethode utilis�ee ci-dessus fait que la partie droite du calcul(qui ne contient que des �etats quiescents) est projet�ee sur la partie du plan sousla droite de pente 2 dirig�ee vers la droite. Ainsi, toute cette partie du plan sera1: Attention: dans ces deux sch�emas, les cellules sont repr�esent�ees par les intersections deslignes, et non par les cases.2: C'est toujours possible (utilisation de signaux de d�elais).13



n+log n +log log n +log log log n
n+log n + log log n

n+log n
IdentitéFig. 7 - Calcul de la r�eciproquequiescente (voir Figure 5)3.3 Signaux en dimension 1On arrive l�a �a la fronti�ere de ce que l'on sait faire en dimension 1. On disposeen e�et du th�eor�eme suivant :Theor�eme 5 (Mazoyer) S'il existe un signal de pente f , alors soit f(n) � n de-vient une constante, soit il existe �, tel que f(n) � log�(n).On ne peut donc pas esp�erer calculer l'inverse de 22n , ou plutôt la fonctionn + log logn. On sait calculer en temps 2n + f , sans utiliser la surface en dessousde la droite de pente 2.C'est une limitation importante. Ce stage a prouv�e que la limitation ne tenaitplus d�es lors que l'on calculait en dimension sup�erieure.Il est �egalement possible de voir que l'on ne peut pas rendre le calcul de n+f�1Fischer-constructible en g�en�eral pour f Fischer-constructible ; en e�et, des fonctionsaussi grandes que l'on veut sont Fischer-constructibles (stabilit�e par composition).3.4 Fischer-construction du log?A�n de trouver une v�eritable di��erence entre les fonctions calculables en di-mension 1 et en dimension 2, on va d'abord avoir besoin de Fischer-construire unefonction qui est vraiment plus grande : la tour d'exponentielles. Comme on sait cal-culer un signal en n + f�1(n) pour f 1-Fischer-constructible, on montre ainsi qu'ily a une di��erence stricte entre les deux dimensions.Le principe de la preuve est que le log? augmente de 1 �a chaque fois que l'unedes fonctions flog; log� log; log� log� log; : : :g atteint la valeur 2 pour la premi�erefois. On va donc co-Fischer-construire le log? (ce qui est �equivalent) �a l'aide d'unesuperposition des fonctions log(i) (comme montr�e Figure 7), ce qui donnera lessignaux de la forme g�en�erale :log?(n)X0 log(i)(n) = n + logn+ log � logn+ : : :. Rappelons que 1 � log(log?(n))(n) < 2. Pour i > log?(n), on pose log(i)(n) = 0.On va donc s'attacher �a construire toute cette s�erie de signaux (que l'on nommeraaussi couches car ils sont dispos�es les uns au-dessus des autres), qui se d�eduisentles uns des autres (a�n d'avoir un nombre d'�etats �nis). On fera ensuite quelquechose de sp�ecial pour exploiter le fait que chaque cr�eation d'une nouvelle couche doitse traduire par une augmentation du log? : un signal part de toute g�en�eration denouvelle couche (�a partir de la valeur 2 de la fonction pr�ec�edente) et vient en contactavec la droite de pente 2. Au point d'intersection avec cette droite, on renvoie le14



signal �a vitesse maximale vers l'axe. Si le signal est g�en�er�e dans la colonne n, il yreste jusqu'au temps 2n. L'intersection du signal avec l'axe se fait donc au temps3n, g�en�erant ainsi la co-Fischer-construction de la fonction log? =3.Comme on peut multiplier par un scalaire les fonctions constructibles en res-tant dans la même classe, on peut donc co-Fischer-construire le log?, donc Fischer-construire la tour d'exponentielles.Il est conseill�e pour la suite de la d�emonstration de se r�ef�erer �a la Figure 9.On est assur�e de la correction de cette partie de l'algorithme: chaque nouvellecouche envoie un signal rose, qui est ensuite d�evi�e par la droite de pente 2 (enrouge). La cr�eation de la couche est �emise sur la cellule n, et atteint donc l'axeapr�es r�e
exion au temps 3n. La somme des fonctions Plog?(n)0 log(i)(n) peut êtrefacilement major�ee par 2n (car inf�erieure ou �egale �a n+log2(n)), donc le signal roserencontre e�ectivement le signal rouge.Il reste �a trouver une m�ethode de construction des couches. En fait, les signauxne seront pas exactement les fonctions d�ecrites ; mais ce que l'on garantit est quel'on sera au même endroit lorsque l'on g�en�erera les couches. La di��erence provientdu fait que lorsque l'une des it�er�ees augmente (par exemple, le log log log), toutesles it�er�ees d'ordre inf�erieur augmentent aussi, ce qui entrâ�nerait des di�cult�es pourle d�ecalage �a op�erer, si bien que l'on pr�ef�ere retarder les courbes un peu avant (a�nd'anticiper les d�elais). On se sert pour cela des signaux de d�elai d�e�nis pr�ec�edem-ment, repr�esent�es en noir, et �emis par chaque couche �a chaque fois qu'elle augmente.Pour voir comment cela fonctionne, on peut regarder le Sch�ema 8 qui repr�esentedeux couches successives loin de l'origine.On sait donc produire des courbes d'�ecart constant, et, �a partir de l�a, les interpr�e-ter pour en d�eduire la co-Fischer-construction du log?. Il reste �a donner l'algorithmequi les construit.Toutes les phases de cet algorithme apparaissent Figure 9. L'essentiel est l'exis-tence d'un algorithme qui, disposant en entr�ee d'un top �a chaque fois que la fonctionde base augmente de 2, en d�eduit le logarithme de la fonction de base. Cet algo-rithme a d�ej�a �et�e utilis�e par Mazoyer dans [?]. Le principe en est simple : on compteen binaire le nombre de tops que l'on a re�cu et le premier 1 (d�esignant le nombre detops compt�es) d�esigne exactement le logarithme de la fonction d'entr�ee. Ce syst�emeest repr�esent�e graphiquement par les 
�eches noires (une 
�eche �etant un bit �a 1 dansle compte), et, de fa�con cach�e, un compteur binaire. 3Pour des contraintes d'uniformit�e, et �a cause des cas particuliers, il est n�ecessairede distinguer les fonctions lorsqu'elles sont encore proches ; notamment pour bieng�erer l'intersection du signal bleu clair et du signal gris (qui repr�esente une fonctionen r�egime `permanent'), mais on peut ensuite utiliser les même signaux d�es quel'�ecart entre la nouvelle fonction et l'ancienne atteint 2 ; ce qui correspond d'ailleursexactement au moment o�u l'on g�en�ere la nouvelle fonction.La nouvelle fonction est ainsi repr�esent�ee en bleu clair tant qu'elle ne s'est pasd�ecal�ee de 1 ; elle se d�ecale en même temps que la fonction du dessous, et devient bleufonc�e. Lorsque le signal bleu fonc�e touche le signal gris, le signal gris lui transmet une
�eche (il n'en a pas transmis au bleu clair), et donc la fonction augmente bien d'uncran. Elle passe alors en r�egime permanent, et g�en�ere une nouvelle couche. Ainsi, ona bien les signaux voulus d�es lors que l'on est aux endroits o�u de nouvelles couchessont cr�e�ees. Donc, l'algorithme permet e�ectivement la co-Fischer-construction dulog?.3: Puisque on compte le double des 
�eches, il faut qu'une couche ne retransmette une 
�eche quelorsqu'elle a augment�e de 2 sans �emettre de 
�eche. Ceci alourdissant le dessin, cette partie a �et�ecach�ee). 15
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4 Signaux bidimensionnelsL'introduction d'une dimension suppl�ementaire permet d'augmenter grande-ment les capacit�es des automates cellulaires, car il est possible de tordre beaucoupplus les calculs. Une des applications de ceci est la description d'un algorithme pourfaire des signaux de ratio log? en dimension 2, ce qu'il n'est pas possible de faire endimension 1.4.1 Repr�esentation d'algorithmes cellulaires plansUn des principaux probl�emes a �et�e la repr�esentation des algorithmes que l'onconstruit. En e�et, sur les dessins, on doit porter souvent non seulement les deuxdimensions spatiales de l'automate, mais aussi son �evolution dans le temps ; ce quiporte �a 3 le nombre de dimensions �a repr�esenter. De plus, on doit di��erencier lesdi��erents sites, qui ont des rôles di��erents.La solution adopt�ee est la repr�esentation sous forme tridimensionnelle et encouleur des donn�ees.Le temps devient la hauteur, et est, �a l'instar des diagrammes espace-tempspr�ec�edents, projet�e vers le haut. Ainsi, on obtient pour les voisinages classiques lesch�ema suivant :
Von Neumann

Moore

Ancien état
Nouvel état

T
em

psFig. 10 - Voisinages & temps r�eelCe genre de repr�esentation a ses limites. Par exemple, il n'est pas possible derepr�esenter un bloc \plein", utilisant enti�erement un volume d'espace-temps. Maisle probl�eme devient alors tr�es di�cile, n�ecessitant sans doute des techniques inter-actives.Impl�ementation L'impl�ementation de la repr�esentation a surtout �et�e faite parune interface utilisateur pour g�en�erer facilement des dessins. Un syst�eme simple deprogrammation en Postscript permet de d�e�nir tr�es facilement un type de cellule(taille, couleur principale, couleur auxiliaire, forme (rond ou cube)), et ensuite,17



d'entrer l'�etat des cellules sous forme d'un tableau. Par exemple, h1 [0 0 1 1 1 11.5] def d�e�nit h1 comme �etant le symbole d'une boule blanche et bleue de taillemoyenne, et [[zz qq][zb bz]] prepareplan 0 makeplan indique de construirele carr�e constitu�e des cellules indiqu�ees �a l'altitude de r�ef�erence, l'angle de vue etl'ombrage arti�ciel �etant param�etrables.4.2 Transformer une fonction Fischer-constructible 1D en si-gnal 2DOn veut s'attaquer dans ce paragraphe au probl�eme non r�esolu dans le cas 1D :r�eussir �a construire un signal proche du temps r�eel, par exemple n + f�1(n), o�u fest une fonction qui crô�t rapidement (plus vite que l'exponentielle).Le principe est d'utiliser la relation entre Fischer-constructibilit�e d'une fonctionet co-Fischer-constructibilit�e de sa r�eciproque. Puisque chaque marque sur l'axecorrespond �a une augmentation de 1 de l'inverse, on va laisser des colonnes corres-pondant �a ces marques, calcul�ees en temps r�eel, pour que le signal se d�ecale d�esqu'il en rencontre une.Cette construction se fait donc assez facilement en dimension 2 (voir Figure 11),contrairement �a ce qui se passe en dimension 1.4.3 Hi�erarchie de GrzegorczykLa hi�erarchie de Grzegorczyk est une classi�cation des fonctions r�ecursives pri-mitives en fonction du nombre minimal de r�ecurrences n�ecessaires pour calculer lafonction. On la trouve pour la premi�ere fois dans [?]. Cette hi�erarchie est stricte(il existe des fonctions de tous les niveaux) et est repr�esent�ee en particulier parles fonctions successives d'Ackermann (A(:; n) est de classe n dans la hi�erarchie).Plusieurs r�e
exions nous ont donc amen�e �a �etablir une conjecture, et une partie dutravail e�ectu�e a tourn�e autour de la conjecture suivante :Conjecture 1 Les fonctions d-Fischer-constructibles avec d � 2, sont de classed+ 3 dans la hi�erarchie de Grzegorczyk.Parmi les di��erents �el�ements qui nous font croire �a la v�eracit�e de cette conjecture,il y a une certaine id�ee de ce que peut être le calcul multidimensionnel. L'id�eemâ�tresse est que l'on ne peut faire qu'une seule r�ecurrence par dimension, les petitesr�ecurrences except�ees. Ainsi, rajouter une dimension permet de monter dans l'�echelledes fonctions de Grzegorczyk.La suite de ce chapitre cherche �a montrer divers aspects par lesquels on peutpenser que cette conjecture est vraie.4.4 G�en�eration du log] par automate cellulaire planOn cherche �a prouver que le log] peut être 2-co-Fischer-construit, c'est �a direque la tour de tour d'exponentielles est Fischer-constructible en 2D. La construc-tion toujours valide utilis�ee pour transformer une fonction Fischer-constructible enpermet facilement d'en d�eduire un signal de forme A(n; 3).La m�ethode de construction est fond�ee sur une remarque simple : le log] aug-mente d'une unit�e �a chaque fois que l'on atteint un nouvel �etage de la tour d'ex-ponentielle 2; 22; 2222 ; : : :. On va donc g�en�erer tous les signaux (correspondants auxdi��erentes it�er�ees de la tour d'exponentielle) dans certaines couches de l'espace-temps, un peu comme on a montr�e que le log] �etait co-Fischer-constructible, et l'onfera une marque chaque fois qu'une nouvelle couche sera cr�e�ee. On prend pour fonc-tion f le log? dans le cas du log] (mais on utilisera f pour plus de g�en�eralit�e). Les18
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psFig. 12 - Vue lat�eraledessins sont toutefois r�ealis�es avec une fonction f qui montre plus les cas critiques,le log? �evoluant trop lentement.Dans la repr�esentation lat�erale de l'espace de travail (Figure 12), on voit lam�ethode g�en�erale de formation des diverses couches. Contrairement au log?, onconstruit les couches dans la diagonale. L'algorithme est de construire dans deshyperplans (le premier �etant l'hyperplan du temps r�eel) la fonction f de base.On ne va faire des �etapes de calcul que lorsque l'on re�coit un signal de syn-chronisation provenant de l'hyperplan pr�ec�edent, sinon on se contente de se d�ecalerdans une direction commune (en s'�eloignant de l'axe, voir la Figure 13). Lorsque lazone de calcul n�ecessaire pour la Fischer-construction crô�t, on sur�el�eve la couchede calcul en restant sur place, et l'on envoie un d�elai vers l'axe. Ensuite, un signalde synchronisation est envoy�e vers l'axe principal et donc vers la couche suivante �achaque fois qu'une couche augmente pour lui signi�er de faire une �etape de calculsuppl�ementaire. Ainsi, la premi�ere couche calculera f uniquement lorsque f aug-mente. Donc, au temps n, la premi�ere couche calcule f � f(n). La deuxi�eme couchene calcule que lorsque f � f(n) augmente, et calcule donc f � f � f(n). Les chosesque l'on doit garantir pour que l'algorithme fonctionne sont que :{ la couche i calcule f � : : : � f(n)| {z }i+1 fois ;{ l'espace entre deux couches successives est su�sant pour que le signal syn-chronise toute la couche sup�erieure. Cette espace doit donc être au moins �egal�a la largeur du calcul sur la couche sup�erieure plus un (car la couche doitpouvoir crô�tre en largeur) ;{ la distance de la derni�ere couche au temps r�eel est inf�erieure ou �egale �a n ;{ le nombre d'�etats est �ni.Ces points d�ecoulent naturellement de l'algorithme employ�e. La couche i calculebien ce qui est demand�ee, puisqu'elle applique l'algorithme de calcul de f unique-ment lorsqu'elle re�coit un signal de la couche pr�ec�edente, donc elle calcule f � g(n),o�u g est la fonction calcul�ee �a la couche pr�ec�edente. Par r�ecurrence imm�ediate, cepoint est donc prouv�e.Le deuxi�eme point est facile �a v�eri�er. L'algorithme sp�eci�e que lorsqu'unecouche s'�elargit, elle se d�ecale vers le haut. Ainsi, si l'�ecart est �egal �a la largeurn�ecessaire pour le calcul avant une �etape de calcul, il est toujours �egal apr�es l'�etapede calcul (voir �gures 13 et 14). De plus si la couche inf�erieure monte, elle envoieun signal de d�elai (comme d�ecrit plus haut, voir Figure 14). Donc deux couches ne20



se rapprochent pas. Il faut toutefois que la couche de base (temps r�eel) envoie dessignaux moins d'un temps sur deux, sinon les calculs et les d�elais se chevaucheraient.C'est �evidemment le cas pour f = log?.Une fois les deux r�esultats pr�ec�edents acquis, le troisi�eme point en d�ecoule. Ene�et, l'espace entre la derni�ere couche et le temps r�eel est donc (quand n est letemps auquel aurait �et�e �emis un signal vers l'axe principal qui atteint la couche)f � f(n) + f � f � f(n) + : : :+ f � : : : � f(n)| {z }f] fois . Or cette valeur est inf�erieure ou �egale�a f2(n). Donc si f � pn (ce qui est le cas pour le log?), les couches de calcul neprennent pas trop de place.Le nombre d'�etats n�ecessaires reste �ni : outre les �etats n�ecessaires pour r�ealiserla Fischer-construction de f , multipli�es pour les phases d'�emissions de d�elai et d'at-tente (d�eplacement de la couche sans rien faire), il y a le signal de synchronisation(qui peut aussi être utilis�e pour signi�er la cr�eation d'une nouvelle couche et doncpour faire un top sur l'axe. Il faut un petit nombre de signaux suppl�ementaires, etun syst�eme de signaux de d�elais. Tout ceci utilise donc un nombre �ni d'�etats.La derni�ere �etape de l'algorithme pour obtenir la Fischer-construction d�esir�eeest la suivante : d�es qu'une nouvelle couche de calcul est cr�e�ee, on envoie vers l'axeun signal non intercept�e qui, en arrivant sur l'axe (donc au temps 2n), d�eclenche untop. Conform�ement aux observations sur le log], cela correspond exactement �a co-Fischer-construire la fonction f?(n)=2. Comme les fonctions Fischer-constructiblessont stables par multiplication par un scalaire, on sait construire log](n).On peut donc tr�es vite donner une g�en�eralisation de ce th�eor�eme.Theor�eme 6 Si f est une fonction d-Fischer-constructible croissant moins vite quepn, f � pn, f? est d+ 1 Fischer-constructible.Preuve. En fait, on applique exactement l'algorithme expos�e ci-dessus. Les calculsde chacune des couches se font dans des hyperplans. Les conditions faites sur lafonction permettent d'appliquer l'algorithme sans modi�cations. �Un corollaire imm�ediat est que le log]] est 3-co-Fischer-constructible.4.5 Limitations en 2DIl est important de bien r�eussir �a percevoir que tout n'est pas possible en di-mension 2. Dans le cadre du voisinage de Moore, le stage n'a pas r�eussi �a faire�emerger cette même notion qui permet de faire tourner la d�emonstration de non-constructibilit�e des signaux en dimension 1. Il faudrait en e�et r�eussir �a d�e�nirune notion de p�eriodicit�e qui ne soit pas une p�eriodicit�e, mais plutôt le grain de lafonction (dans l'hypoth�ese o�u la conjecture serait juste).En revanche, la situation dans le cadre du voisinage de von Neumann (voir Fi-gure 10) est l�eg�erement di��erente. Le nombre plus r�eduit de voisin fait que sur lesaxes privil�egi�ees, celles o�u l'on veut propager le signal, les d�ependances sont beau-coup plus fortes que dans le cas du voisinage de Moore. On peut notamment remar-quer que dans von Neumann, la ligne de temps r�eel est ultimement p�eriodique, tandisque dans le cas du voisinage de Moore, c'est une fonction 1-Fischer-constructible.On a donc la proposition suivante :Theor�eme 7 (Limitation en 2D) Pour tout signal S de pente n+ f(n) se pro-pageant dans le plan x = 0, ou bien il existe � tel que f(n) � log�(log�(n)), oubien f est born�ee.Preuve. Appellons D(y; z) l'ensemble des sites f((x; y); z); x 2 Ng. Ce sont les dia-gonales parall�eles au plan d'�equation x = 0. Ce que l'on va montrer, c'est que toutes21



Cellules quiescentes
Diagonale principale
Origine
Signal de synchronisation
Signal de synchronisation
Couche au repos
Couche active

Fig. 13 - La premi�ere couche de calcul22



Cellules quiescentes
Diagonale principale
Origine
Début du signal de synchronisation
Signal de synchronisation
Première couche (repos)
Première couche (active)
Première couche (délai)
Première couche (émission de signal)
Deuxième couche (repos)
Deuxième couche (active)
Deuxième couche (délai)
Deuxième couche (gelée)
Deuxième couche (gelée)
Signal de gel

Fig. 14 - Synchronisation des couches de calcul23



Fig. 15 - Sch�ema des d�ependances des diagonales Dzny �4 �3 �2 �1 0 1 2 3 44 5 14 36 56 68 56 36 14 53 0 4 9 19 21 19 9 4 02 0 0 3 5 8 5 3 0 01 0 0 0 2 2 2 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 0 0Tab. 1 - premiers �el�ements de logq P(y; z)ces diagonales sont ultimement p�eriodiques, et que leur p�eriode ne d�epend que desp�eriodes des diagonales situ�ees en dessous. En e�et, si l'on suppose que toutes lesdiagonales D(y; z) pour z � z0 avec z0 �x�e, sont ultimement p�eriodiques, de p�eriodeP(y; z), alors toute diagonale D(y; z0 + 1) est un automate �ni �a q �etats admettantpour entr�ee 4 suites ultimement p�eriodiques (comme le montre le sch�ema des d�e-pendances 15). La p�eriode P(y; z + 1) peut être calcul�ee par l'�equation r�ecurrentesuivante 4 : P(y; z + 1) = qP(y; z)P(y + 1; z)P(y � 1; z)P(y; z � 1)Il reste donc �a prouver que pour z0 = 0 les diagonales sont ultimement p�erio-diques, ce qui est imm�ediatement vrai puisqu'une seule diagonale n'est pas quies-cente �a z = 0, c'est la diagonale principale qui est de p�eriode q (elle ne d�epend quede l'�etat d'origine et de diagonales quiescentes).Donc toutes les diagonales D(y; z) sont ultimement p�eriodiques.On va maintenant essayer de donner une majoration de la p�eriode. En e�et,si le signal apparâ�t dans un intervalle sup�erieur �a la p�eriode de la diagonale, il yapparâ�tra p�eriodiquement ; et �etant donn�e les d�elais de propagation, on en d�eduitque f est born�ee. On s'aper�coit rapidement que la p�eriode est une fonction stricte-ment croissante en z d�es qu'elle est di��erente de 1. Elle est �egalement strictementd�ecroissante en jyj, et elle est invariante par sym�etrie (si l'on change y en �y). Cesd�emonstrations sont laiss�ees au lecteur, mais les premiers �el�ements de p�eriode peu-vent aider �a une compr�ehension g�en�erale (voir la Table 1). Pour y = 0, on majoreimm�ediatement avec P(0; z) < P5(0; z � 1), ce qui donne P(0; z) < q5Z . Ce quidonne bien la majoration attendue, la p�eriode est en O(22z ), et le signal doit doncse propager plus lentement qu'une logarithme de logarithme. Pour y 6= 0, la mêmemajoration tient, donc le r�esultat est vrai pour n'importe quelle tranche rectilignedans laquelle doit se propager le logarithme. �4: sauf dans le cas o�u toutes les p�eriodes valent 1. Dans ce cas-l�a, toutes les diagonales sontquiescentes, et donc la diagonale r�esultante aussi.24



5 ConclusionDans ce rapport, on a explor�e les puissances de calcul compar�ees des automatescellulaires en une et plusieurs dimensions, surtout du point de vue de la capacit�e �aconstruire des signaux.Les signaux sont une notion di�cile �a d�e�nir. La notion simple qui a �et�e d�e�niedans le cadre de ce rapport apparâ�t parfois peu satisfaisante, lorsque l'on essaye depousser plus loin les interrogations sur l'universalit�e des signaux. Mais, d'un pointde vue algorithmique, on est arriv�e �a une d�e�nition du signal qui est solide, de tellesorte que les signaux aient de bonnes propri�et�es.La notion de Fischer-constructibilit�e et le lien qui peut être fait entre Fischer-constructibilit�e d'une fonction et un signal ayant pour pente la fonction ont �et�eexplor�es. Il ressort que ces deux notions sont intrins�equement li�ees, mais distinctes.On a ensuite essay�e de trouver de mani�ere plus pr�ecise ce qui ne pouvait pasêtre fait en une dimension, et ce qui pouvait être fait. Dans le cadre de ce stage a�et�e notamment d�emontr�e que l'on pouvait construire des r�eciproques de fonctions(2n+f�1(n) exactement), et qu'il n'�etait donc pas toujours possible de transformerun signal en Fischer-construction (alors que l'inverse est toujours possible). C'estune limitation importante. Un autre r�esultat connu �etait que l'on ne peut faire designal allant plus vite que n+ dlog (n)e qui ne soit pas a�ne.La deuxi�eme partie du stage a �et�e d�edi�ee plus sp�ecialement aux automates cel-lulaires plans. Apr�es avoir v�eri��e que les algorithmes et les propri�et�es de classe�etaient conserv�es, il a �et�e montr�e que l'on pouvait faire des signaux �a des vitessessup�erieures �a n+dlog (n)e, en laissant la possibilit�e d'inverser n'importe quelle fonc-tion 1-Fischer-constructible. Un exemple est donn�e en montrant que l'on peut fairedes signaux en n+ log?(n).L'�etude des automates cellulaires plans a �egalement donn�e lieu �a une conjec-ture, sur un lien direct entre la hi�erarchie de Grzegorczyk et la dimension n�ecessairepour Fischer-construire une fonction. Plusieurs arguments viennent �etayer cettehypoth�ese : les limitations du calcul en dimension 1, l'existence naturelle d'un re-pr�esentant dans la bonne classe (la fonction d'Ackermann de niveau n) qui provientd'une g�en�eralisation de l'algorithme original utilis�e en deux dimensions.En�n, certaines limitations du calcul sur automate cellulaire plan viennent re-poser le probl�eme du voisinage. En e�et, on peut d�es la dimension 2 distinguer unedi��erence fondamentale entre les deux voisinages classiques, celui de Moore et celuide von NeumannCe travail d�ebouche sur plusieurs probl�emes ouverts. La d�e�nition du signal enelle-même reste un probl�eme d'importance majeure dans les syst�emes de communi-cations synchrones, et il serait envisageable de voir quelle pourrait être la meilleured�e�nition possible du signal, celle qui correspond le plus �a l'id�ee intuitive que l'ons'en fait.Un autre probl�eme ouvert tr�es important est la r�eponse �a la question pos�ee parla conjecture. Cette conjecture o�re en outre de multiples extensions : d�ependancepar rapport au voisinage et �a la m�etrique employ�es par exemple. La di��erenceentre voisinage de von Neumann et voisinage de Moore au niveau de la puissancede calcul apparâ�t tr�es clairement, donnant ainsi des r�esultats fondamentaux pourl'�etude des syst�emes de calculs it�eratifs. �Etudier la puissance de calcul en fonctionde la taille du voisinage, notamment pour tout ce qui concerne le temps r�eel et cequi s'en approche, est un probl�eme crucial qui devra être pos�e pour les ordinateursde demain.En�n, la possibilit�e de transformer les automates cellulaires en m�ethode simplede programmation et de calcul parall�ele passe par l'utilisation de signaux ; il restedonc crucial de continuer �a �etudier ce domaine.25
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