
1 Projet de recherche pour la ṕeriode 2012-2017

Le projet ci-dessous visèa coordonner et approfondir les liens tout récemment mis̀a
jour entre Combinatoire et Physiqueà la lumìere deśecoles françaises (de rayonnement
international) de
- Combinatoire Alǵebrique
- Combinatoire Analytique
- Informatique Th́eorique
Ce projet s’articule en deux parties : le projet scientifique lui-même (quatre sous-parties)
et la coordination de la recherche.

1.1 Projet scientifique

1.1.1 Alg̀ebre de Hopf et Big̀ebres combinatoires et de diagrammes

Il y a trois familles de ces structures qui sont apparues en Physique Combinatoire et pour
lequelles je propose d’examiner des problèmes ouverts.
Famille Ldiag. — Cette famille est issue deDiag, qui est commutative et co-commutative
(en fait c’est une alg̀ebre de polyn̂omes) qui vient par relèvement d’une formule du
produit d́evelopṕee pour un mod̀ele-jouet de QFT [A]. Deux extensions ontét́e faites :
Ldiag (passagèa un produit non-commutatif) etLdiag(qc, qs, qt) (déformationà trois
param̀etres [?]). La nature des trois param̀etres áet́e élucid́ee dans [?] : qs est une pertur-
bation du coproduit primitif (comme le coproduit de Hoffman, dual du produit de stuffle),
qc est une d́eformation de la structure tensorielle etqt ∈ {0, 1} est un param̀etre booĺeen
(en fait, il y a deux familles̀a 2 param̀etres continus ou formels). Une tentative pour
étendreqt en un param̀etre continu a d́ejà ét́e faite (arXiv :0704.2522v1 [math-ph]) en
utilisant la libert́e deLdiag(qc, qs, qt) en tant qu’alg̀ebre. Nous nous proposons d’utiliser
plus finement cette liberté et d’́etudier combinatoirement la variét́e (alǵebrique) des co-
produits co-associatifs surLdiag pour joindreLdiag = Ldiag(0, 0, 0) et MQSym =
Ldiag(1, 1, 1) (pour lesquelles on a déjà une d́eformation continue en tant qu’algèbres).

Famille Heisenberg-Weyl. — Une deuxìeme famille est apparue lors d’une visite “re-
search in pairs”̀a Oberwolfach (MFO Institute) òu j’ai ét́e invité par Pawel Blasiak. L’id́ee
était de voir si on pouvait coder par des diagrammes le processus d’ordre normal boso-
nique. Les diagrammes qui s’imposent sont les graphes de Heisenberg-Weyl (qui sont
des graphes̀a trois types d’ar̂etes : des demi-arêtes rentrantes et sortantes et des arêtes
compl̀etes internes) [?]. Cette alg̀ebreG de diagrammes (qui est une algàbre de Hopf) se
projette comme alg̀ebre de Hopf sur l’alg̀ebre enveloppante de l’algèbre de Lie (de di-
mension 3) engendrée par{a, a†, e} (une cŕeation, une annihilation et uńelément central)
qui elle-m̂eme se projette (en tant qu’algèbre) sur l’alg̀ebre de Heisenberg-Weyl

HWC = 〈a, a† ; [a, a†] = 1〉C−AAU .

(C − AAU étant la cat́egorie des Alg̀ebres Associatives avec Unité complexes).
Il se trouve queG est gradúee (par le nombre de demi-arêtes1) cocommutative et connexe,
c’est donc (d’apr̀es le th́eor̀eme de Cartier-Milnor-Moore) l’alg̀ebre enveloppante de ses
éléments primitifs pour lequels on n’a encore ni description,ni algorithmique (on peut

1Appeĺe puissance totale en Physique.



coder les graphes sur machine). Je propose d’utiliser le projecteur de Patras-Solomon (le
fameux log∗(I), le logarithme de l’identit́e pour la convolution) qui est ici localement
nilpotent2 pour d́evelopper une telle algorithmique et pouvoir calculerà l’aide de ces
graphes qui codent des processus de réécriture vers les formes normales. D’autre part, on
peut utiliser une alg̀ebre de Heinsenberg-Weyl (avec centre) sur un alphabet infini

〈(a−
i )i≥1, (a

+

j )j≥1, (eij)i,j≥1 ; [ai, a
†
j] = eij; [a±

i , ekl] = 0〉C−AAU .

pour coder l’histoire des réécritures dans le produit deG qui aboutità des “matchings”
entre les graphes de Heisenberg-Weyl (fait, non encore soumis). Je propose aussi d’exami-
ner, dans la mesure du possible, les liens entre ces matchings et les “histoires de fichiers”
pour laquelle l’alg̀ebre ci-dessus pourrait donner unéclairage complémentaire.

Famille WMat. — Il est parfois difficile de rapprocher le monde des algèbres de Hopf
combinatoires d́efinies sur des structures discrètes de type informtique (mots, matrices
d’entiers, permutations, etc.) et les algèbres de Hopf de la physique (qui sont souvent
définies par des diagrammes). Le rapprochement aét́e fait avec succ̀es pour l’alg̀ebre de
Connes-Kreimer d’arbres par l’équipe de Marne-la-Vallée, mais semble difficilèa étendre
directement aux alg̀ebres de Connes-Kreimer de graphes. Une voie prometteuse estde
consid́erer les polyn̂omes connus (Tutte, Symanzik) et de passer par les matroı̈des. Nous
sommes, avec Adrian Tanasa, en train de collaborer avec l’équipe de Marne-la-Vallée
autour d’un mod̀ele-jouet d’alg̀ebre de Hopf (WMat, en cours) qui code,̀a l’intérieur de
mots sur un alphabet infini(xn)n≥0, la fonction rang des matroı̈des (x0 jouant le r̂ole de
vecteur nul). Cet alg̀ebre est modelée sur l’alg̀ebre de Hopf de Crapo-Schmitt [F].

1.1.2 Probl̀eme des moments

SoitH un espace de Hilbert séparable de base hilbertienne|n〉, n = 0, 1, 2, . . .. Pour toute
suite de nombres strictement positifsρ(n), n = 0, 1, 2, . . . (d’origine combinatoire ou
non), on introduit leśetats suivants

|z〉 = N−1/2(|z|2)
∞
∑

n=0

zn

√

ρ(n)
|n〉 (1)

où N (|z|2) est ajust́e de façon que les|z〉 soient unitaires (pour toutz dans un disque3

D ⊂ C centŕe en źero). Leśetats superposés|z〉 sont appeĺesétats coh́erents (ǵeńeralisés)
(CS) de la Ḿecanique Quantique4. Cesétats doivent satisfaire une propriét́e derésolution
de l’unité pour une certaine mesure surD qui, lorsque la mesure est supposée invariante
par rotation (le cas qui intéresse nos recherches), s’écrit

1

π

∫

D⊂C

dz W (|z|2) |z〉〈z| = I =
∞
∑

n=0

(

|n〉〈n|
)

. (2)

2C’està dire que pour tout grapheΓ, la somme

∑

n≥1

(−1)n−1

n
I∗n(Γ)

està support fini.
3Ce disque n’est autre que le disque de convergence de la série entìere

∑∞

n=0
|z|2n/ρ(n) = N (|z|2).

4Les (CS) ont́et́e originellement proposés par Erwin Schr̈odinger cf la note en bas de page dans [?].
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Ceségalit́es sont̀a prendre au sens faible, c’està dire que pour tout couplem,n ∈ N

l’int égrale de〈m|z〉〈z|n〉 par rapport̀a la mesureW (|z|2)dz vautδmn. Une d́ecomposition
polaire du domaine d’intégration montre aussitôt que l’int́egrale est nulle pourn 6= m (à
cause de la ṕeriodicit́e différente des angles dezn et zm). La condition de l’Eq. (2) se
réduit alors̀a l’ensemble infini d’́equations

r
∫

0

xn
[

π
W (x)

N (x)

]

dx = ρ(n), n = 0, 1, 2, . . . . (3)

(r est le rayon deD) qui est pŕeciśement le probl̀eme des moments de Stieltjes (r = ∞)
ou de Hausdorff (r < ∞). Pour ceśetats se posent encore de nombreux problèmes parmi
lesquels

1. l’unicité de la mesure pour lesétats coh́erents (Stieltjes, voir [?])

2. le calcul de la mesure dans le cas de suites combinatoires connues.

Je propose d’utiliser les transformations intégrales pour le point (2) et l’analyse convexe
pour le (1).

1.1.3 Groupes de Lie combinatoires

A) Matrices infinies

Il s’agit de l’étude combinatoire de certains groupes de Lie de dimension infinie apparais-
sant en Physique. En voici un exemple simple.
On consid̀ereà nouveau les oṕerateurs{a, a+}∗ de l’algèbre de Heisenberg-Weyl et un
motw ∈ {a, a+}∗ (une châıne de bosons). D́esignons, comme dans les travaux de Blasiak,
Penson and Solomon [B, C, D, E], parr, s, respectivement|w|a+ (le numbre d’oṕerateurs
de creation), et par|w|a (le numbre d’oṕerateurs d’annihilation) etm = min(r, s), alors
la forme normale dewn est

N (wn) =
nm
∑

k=0

Sw(n, nm − k)(a+)nr−kans−k (4)

ce qui, selon que l’exc̀ese = r − s est positif ou ńegatif s’́ecrit,

(a+)ne

(

∞
∑

k=0

Sw(n, k)(a+)kak

)

or

(

∞
∑

k=0

Sw(n, k)(a+)kak

)

(a)n|e| (5)

Consid́erons, par exemple, la partie supérieure gauche des matrices doublement infinies
(Sw(n, k))n,k≥0.

Pourw = a+a, on obtient la matrice des nombres de Stirling de deuxième esp̀ece.




































1 0 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 1 0 0 0 0 · · ·
0 1 3 1 0 0 0 · · ·
0 1 7 6 1 0 0 · · ·
0 1 15 25 10 1 0 · · ·
0 1 31 90 65 15 1 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

. . .

(6)
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Pourw = a+aa+, on a




































1 0 0 0 0 0 0 · · ·
1 1 0 0 0 0 0 · · ·
2 4 1 0 0 0 0 · · ·
6 18 9 1 0 0 0 · · ·

24 96 72 16 1 0 0 · · ·
120 600 600 200 25 1 0 · · ·
720 4320 5400 2400 450 36 1 · · ·

...
...

...
...

...
...

...
. ..

(7)

pourw = a+aaa+a+, on a



























1 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
2 4 1 0 0 0 0 0 0 · · ·

12 60 54 14 1 0 0 0 0 · · ·
144 1296 2232 1296 306 30 1 0 0 · · ·

2880 40320 109440 105120 45000 9504 1016 52 1 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .

(8)

dans chaque cas la matriceSw est en escalier et il n’est pas difficile de voir que la “mar-
che” estégale au nombre d’annihilations. Dans [?, ?], nous avons traité le cass = 1 (une
seule annihilation), relié ces matrices aux champs de vecteurs sur la demi-droite[0, +∞[
et à leurs conjugúes etétudíe les groupes de transformations de suites associésà ces ma-
trices. Ces groupes sont des groupes de Lie de dimension infinie (Fŕechet) dont l’alg̀ebre
de Lie est une sous algèbre (de Lie) de l’espace des matrices triangulaires inférieures
(doublement infinies)̀a diagonale nulle. Nous proposons d’explorer la combinatoire de
ces matrices plus en détail en particulier d’avoir une correspondancelog ↔ exp satisfai-
sante (comment d́ecrire le “champ de Stirling”, par exemple).
D’autre part nous avons quelques pistes pour les opérateurs diff́erentiels d’ordre suṕerieur
(s > 1), comme les d́erivées de Laguerre [?], mais pas de th́eorie ǵeńerale. Je pro-
pose d’augmenter le corpus des résultats afin (peut-être) d’avoir une vision combinatoire
unifiée de ces groupes (qui sont des groupes d’exponentielles).

B) Groupes de Hausdorff

Soit X un alphabet (totalement) ordonné (fini ou infini) etk un anneau qui contientQ
(pour la combinatoire et les calculs on prend souventk = Q). on munitk〈X〉 de sa
structure d’alg̀ebre de Hopf standard

(k〈X〉, conc, 1X∗ , ∆, ǫ, S)

où conc est la concat́enation,ǫ(P ) = 〈P |1X∗〉 (le terme constant) et, pour toute lettre
x ∈ X ∆(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x (c’est le dual du produit de shuffle). A priori,, pour une
sérieS ∈ k〈〈X〉〉, on a

∆(S) =
∑

w∈X∗

〈S|w〉∆(w)
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qui est une śerie double sur les mots (ne se factorisant pas en géńeral). Les śeries telles
que

∆(S) = S ⊗ S ; 〈S|1〉 = 1

forment un groupe (le groupe de Hausdorff). Ce groupe comprend les solutions d’́equations
diff érentielles de type Drinfel’d [?]. Pour ce groupe, la factorisation de Reutenauer-Schützen-
berger (qui est aussi une résolution de l’unit́e)

∑

w∈X∗

w ⊗ w =
ց
∏

l∈LynX

exp(b̌l ⊗ b′l). (9)

(où LynX est l’ensemble des mots de Lyndon deX∗, b′l est une base de l’algèbre de Lie
libre sur laquelle on construit une base monomiale, de Poincaŕe-Birkhoff-Witt, b′w et bw

est sa base duale) définit un syst̀eme de coordonńees locales. On a donc, pour toute série
de type groupe

∑

w∈X∗

〈S|w〉w =
ց
∏

l∈LynX

exp(〈S|b̌l〉b
′
l). (10)

parce que〈S|u ⊔⊔ v〉 = 〈S|u〉〈S|v〉. Nous proposons de tirer au clair la combinatoire d’une
factorisation semblable qui a lieu pour le stuffle et d’appliquer notre savoir faire dans les
factorisations du monoide libre pour réarranger les produits infinis et, ainsi, obtenir des
résultats sur les fonctions polyzétas [?].

1.1.4 Probl̀emes de rationalit́e

Le dual de Sweedler de l’algèbre de Hopf pŕećedente(k〈X〉, conc, 1X∗ , ∆, ǫ, S) n’est
autre que l’ensemble des séries reconnaissables par automate (à multiplicités dansk) fini
et, lorsque l’alphabet est fini, c’est la clôture rationnelle [?] de k〈X〉. Losque l’alphabet
est infini, c’est la cloture rationnelle des séries homog̀enes de degré 1 (i.e. les sommes
S =

∑

x∈X〈S|x〉 [?]). ceci permet de maı̂triser la combinatoire des duals de Sweedler
(dont on dit souvent qu’on ne peut pas les manipuler car ils sont trop gros) des alg̀ebres
de Hopf de la Physique (qui sont souvent des algèbres libres en tant qu’algèbres)̀a l’aide
de la riche notation de la théorie des langages (somme, produit,étoile). Nous proposons
de d́evelopper une technologie de “calcul de Schützenberger” pour ces dualsà la suite de
[?]).

1.2 Coordination de la recherche

Nous sommes actuellement en discussion Cedric Villani (directeur de l’IHP) pour impĺementer
un nouveau Journal International de Physique Combinatoire (à ma connanisance le pre-
mier). Nous avons d́ejà un « Editorial Board» de 23 noms des meilleurs spécialistes
répartis sur les 5 continents.
Je compte utiliser mon nouvel emploi du tempsà bien piloter ce journal dont je doisêtre
co-́editeur en chef (avec Alan Sokal).
Je consacrerai aussi une partie significative de mon tempsà monter des projets, le plus
possible f́ed́erateurs entre les différenteśecoles de Combnatoire françaises etétrang̀eres
et continueraìa faire rayonner le śeminaire CIP dont je m’occuppe depuis 2002.
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Research project for the 2012-2017 period.

The project below aims at coordinating and at deepening the links quite recently updated
between Combinatorics and Physics in the light of the French schools (of international
audience) of
- Algebraic Combinatorics
- Analytic Combinatorics
- Theoretical Computer Science
This project is divided in two parts : the scientific project itself (four subsections) and the
coordination of the research.

1.3 Scientific project.

1.3.1 Combinatorial and diagrammatic Hopf algebras and Bialgebras.

There are three families of such structures which appeared in Combinatorial Physics and
for which I suggest to examine the open problems.
The Ldiag family . — This family arises fromDiag, which is commutative and co-
commutative (in fact it is an algebra of polynomials) which comes by pulling back from
a product formula which was proposed for a toy-model ‘ of QFT [A]. Two extensions
were made :Ldiag (passage to a non-commutative product) andLdiag(qc, qs, qt) (three-
parameter deformation [?]). The nature of the three parameters was clarified in [?] : qs is
a perturbation of the primitive coproduct (as Hoffman’s coproduct, dual of the stuffle pro-
duct),qc is a deformation of the tensor structure andqt ∈ {0, 1} is a boolean parameter (in
fact, there are two families with 2 parameters, continuous or formal). An attempt to extend
qt as a continuous parameter was already made (arXiv :0704.2522v1 [math-pH]) by using
the freedom ofLdiag(qc, qs, qt) as an algebra. We propose to use more finely this free-
dom and to study combinatorially the (algebraic) variety ofthe co-associative coproducts
onLdiag in order to joinLdiag = Ldiag(0, 0, 0) andMQSym = Ldiag(1, 1, 1) (for
which we already possess a continuous deformation as algebras).

The Heisenberg-Weyl family. — A second family appeared during a visit “research in
pairs” at Oberwolfach (MFO Institute) where I was invited byPawel Blasiak. The idea
was to see if we could code by diagrams the process of bosonic normal ordering. The
diagrams which are lead are the Heisenberg-Weyl graphs (which are graphs with three
types of edges : half ingoing and outgoing edges and internalcomplete edges) [?]. This
algebraG of diagrams (which is a Hopf algebra) provides an onto Hopf mapping on the
enveloping algebra of the Lie algebra (of dimension 3) generated by{a, a†, e} (a creation,
an annihilation and a central element) which admits an onto algebra morphism on the
Heisenberg-Weyl algebra

HWC = 〈a, a† ; [a, a†] = 1〉C−AAU .

(C − AAU denoting the category of complex associative Algebras withUnit).

It turns out thatG is graded (by the number of half-edges5) cocommutative and connected,
it is thus (according to the theorem of Cartier-Milnor-Moore) the enveloping algebra of its

5Called total power in Physics.
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primitive elements for which we have still neither description, nor algorithmics (we can
code the graphs on machine). I suggest to use the projector ofPatras-Solomon (the famous
log∗(I), the logarithm of the identity for the convolution) which ishere locally nilpotent6.
On the other hand one can use a Heisenberg-Weyl algebra (withcenter) generated by an
infinite alphabet

〈(a−
i )i≥1, (a

+

j )j≥1, (eij)i,j≥1 ; [ai, a
†
j] = eij; [a±

i , ekl] = 0〉C−AAU .

to encode the track (story) of rewritings in the multiplication of G. This product gives
rise to “matchings” between Heisenberg-Weyl graphs (done,but not yet submitted). I also
propose to examine, as possible, the links between thses matchings and the “histoires de
fichiers” for which the algebra above could give a complementary lighting.

Famille WMat. — It is sometimes difficult to move closer to the world of combina-
torial Hopf algebras defined on discrete structures of computer science (words, matrices
of integers, permutations, etc.), the Hopf algebras of physics which are often defined by
diagrams. The link was successfully made for the algebra of Connes-Kreimer of trees
by the team of Marne-la-Vallée, but seems difficult to transpose directly to the algebras
of Connes-Kreimer of graphs. A promising way is to consider the known polynomials
(Tutte, Symanzik) and to pass through matroids. We are, withAdrian Tanasa, collabo-
rating with the team of Marne-la-Vallée around a toy-model of Hopf algebra (WMat,
under construction) who codes, within the words on an infinite alphabet(xn)n≥0, the rank
function of matroids (x0 playing the role of null vector). This algebra is modelled after
the Hopf algebra of Crapo and Schmitt [F].

1.3.2 Moment problem

Let H be a separable Hilbert space with Hilbert basis|n〉, n = 0, 1, 2, . . .. For any se-
quence of strictly positive numbersρ(n), n = 0, 1, 2, . . . (of combinatorial origin or not),
we introduce the following states

|z〉 = N−1/2(|z|2)
∞
∑

n=0

zn

√

ρ(n)
|n〉 (11)

whereN (|z|2) is adjusted so that|z〉 be of norm1 (for anyz within some disk7 D ⊂ C

being centered at zero). The mixed states|z〉 are calledgeneralized coherent states(CS)
of Quantum Mechanics8. These states have to satisfy a property ofresolution of unityfor
a certain measure onD which, when the measure is supposed angular invariant (the case
which interests our researches), reads

1

π

∫

D⊂C

dz W (|z|2) |z〉〈z| = I =
∞
∑

n=0

(

|n〉〈n|
)

. (12)

6That is to say for any graphΓ, the sum

∑

n≥1

(−1)n−1

n
I∗n(Γ)

is finitely supported.
7This disk is none other than the disk of convergence of the Taylor series

∑∞

n=0
|z|2n/ρ(n) = N (|z|2).

8The (CS) were originally proposed by Erwin Schrödinger cf the footnote in [?].
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These equalities are to be taken in the weak sense, that is that for any couplem,n ∈ N

the integral of〈m|z〉〈z|n〉 with respect to the measureµ(|z|2)d(z) is equal toδmn. A polar
decomposition of the integration domain shows immediatelythat this integral is zero for
n 6= m (because of different periodicity of the angles ofzn andzm). The condition of Eq.
(12) is then reduced to the infinite set of equations

r
∫

0

xn
[

π
W (x)

N (x)

]

dx = ρ(n), n = 0, 1, 2, . . . . (13)

(wherer is the radius ofD) which is exactly the Stieltjes moment problem (r = ∞) or the
Hausdorff moment problem (r < ∞). For these states remain numerous open problems
among which

1. the uniqueness of the measure for coherent states (Stieltjes, see [?])

2. the computation of the measure in the case of known combinatorial sequences.

I suggest using the integral transforms for point (2) and convex analysis for (1).

1.3.3 Combinatorial Lie groups.

A) Infinte Matrices

It is the combinatorial study of certain Lie groups of infinite dimension appearing in
Physical Combinatorics. A simple example of them is as follows.
We consider again the operators{a, a+}∗ of the Heisenberg-Weyl algebra and a word
w ∈ {a, a+}∗ (a boson string). Let us denote, as in Blasiak, Penson and Solomon’s works
[B, C, D, E], by r, s, respectively|w|a+ (number of creation operators), and by|w|a
(number of annihilation operators) andm = min(r, s), then the normal form ofwn reads

N (wn) =
nm
∑

k=0

Sw(n, nm − k)(a+)nr−kans−k (14)

which, according to the sign ofe = r − s reads,

(a+)ne

(

∞
∑

k=0

Sw(n, k)(a+)kak

)

or

(

∞
∑

k=0

Sw(n, k)(a+)kak

)

(a)n|e| (15)

For example, let us consider the left top corner of doubly infinite matrices(Sw(n, k))n,k≥0.

Forw = a+a, one gets the matrix of Stirling numbers of the second kind.




































1 0 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 1 0 0 0 0 · · ·
0 1 3 1 0 0 0 · · ·
0 1 7 6 1 0 0 · · ·
0 1 15 25 10 1 0 · · ·
0 1 31 90 65 15 1 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

. . .

(16)
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With w = a+aa+, one has




































1 0 0 0 0 0 0 · · ·
1 1 0 0 0 0 0 · · ·
2 4 1 0 0 0 0 · · ·
6 18 9 1 0 0 0 · · ·

24 96 72 16 1 0 0 · · ·
120 600 600 200 25 1 0 · · ·
720 4320 5400 2400 450 36 1 · · ·

...
...

...
...

...
...

...
. ..

(17)

Forw = a+aaa+a+, we get



























1 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
2 4 1 0 0 0 0 0 0 · · ·

12 60 54 14 1 0 0 0 0 · · ·
144 1296 2232 1296 306 30 1 0 0 · · ·

2880 40320 109440 105120 45000 9504 1016 52 1 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .

(18)

In every case the matrixSw is in staircase form and it is not difficult to see that the
“step” is equal to the number of annihilations. In [?, ?], we treated the cases = 1 (a
single annihilation), linked these matrices with the vector fields on the line[0, +∞[ and
their conjugates and studied the groups of transforms of sequences associated to these
matrices. These groups are (Frechet) Lie groups of infinite dimension the Lie algebra of
which is a sub(Lie) algebra of the space of lower triangular matrices (doubly infinite)
with null diagonal. We propose to investigate in more detailthe combinatorics of these
matrices in particular we will aim at obtaining a satisfyingcorrespondencelog ↔ exp

(how describe tha “Stirling field”, for example).
On the other hand, we have obtained some results for higher order differential operators
(s > 1), as Laguerre derivatives [?], but we are far from a general theory. I propose to
amplify the corpus of results in order to (perhaps) have a unified combinatorial vision of
these groups (which are groups of exponentials).

B) Hausdorff groups

Let X be a (totally) ordered alphabet (finite or infinite) andk a ring which containsQ
(for the combinatorics and the calculations we often setk = Q). We endowk〈X〉 with its
standard Hopf algebra structure

(k〈X〉, conc, 1X∗ , ∆, ǫ, S)

Whereconc is the concatenation,ǫ(P ) = 〈P |1X∗〉 (the constant term) and, for any letter
x ∈ X ∆(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x (it is the comultiplication dual of the shuffle product). A
priori, for a seriesS ∈ k〈〈(〉〉X), we have

∆(S) =
∑

w∈X∗

〈S|w〉∆(w)

9



which is a series on pairs of words (not factorizing generally). The set of series such as

∆(S) = S ⊗ S ; 〈S|1〉 = 1

is a group (the Hausdorff group). This group includes the solutions of differential equa-
tions of type Drinfel’d [?]. For this group, the factorization of Reutenauer-Schützenberger
(which is also a resolution of the unity)

∑

w∈X∗

w ⊗ w =
ց
∏

l∈LynX

exp(b̌l ⊗ b′l). (19)

WhereLynX is the set of Lyndon words ofX∗, b′l is a basis of the free Lie algebra on
which we build a monomial basis, of Poincaré-Birkhoff-Witt, b′w (andbw is its dual basis)
defines a system of local coordinates. We thus have, for any group-like series

∑

w∈X∗

〈S|w〉w =
ց
∏

l∈LynX

exp(〈S|b̌l〉b
′
l). (20)

because〈S|u ⊔⊔ v〉 = 〈S|u〉〈S|v〉. We propose to clear up the combinatorics of a similar
factorization which takes place for the stuffle and to apply our knowledge in the factori-
zations of the free monoid to re-arrange the infinite products and, so, obtain results on the
polyzétas functions [?].

1.3.4 Probl̀emes de rationalit́e

The Sweedler’s dual of the previous Hopf algebra(k〈X〉, conc, 1X∗ , ∆, ǫ, S) is none other
than the set of series that are recognizable by finite-statesautomata (with multiplicities in
k) and, when the alphabet is finite, it is the rational closure [?] of k〈X〉. When the alphabet
is infinite, it is the rational closure of the homogeneous series of degree1 (i.e. the sums
S =

∑

x∈X〈S|x〉 [?]). This allows to master the combinatorial of Sweedler’s duals (about
which one often say that they are impossible to manipulate because they are too big) of
Hopf algebras of Physics (which are often free algebras as algebras) by means of the
rich notation of the theory of languages (sum, product, star). This allows to master the
combinatorial of Sweedler’s duals (about which one often say that they are impossible to
manipulate because they are too big) of Hopf algebras of Physics (which are often free
algebras as algebras) by means of the rich notation of the theory of the languages (sum,
product, star).
We propose to develop a technology of “Schützenberger calculus” for these duals after
[?].

1.4 Coordination of research

We are at present in discussion with Cedric Villani (directorof the IHP) to implement
a new International Newspaper of Combinatorial Physics (up to my knowledge, the first
one). We already have an ”Editorial Board” of 23 names, the best specialists distributed
on 5 continents.
I plan to use my new timetable to pilot well this newspaper as co-Editor in Chief (with
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Alan Sokal).
I shall also dedicate a significant part of my time to build projects, as much as possible
federative, between the various schools of French and foreign Combnatorics and shall
continue to make shine the CIP seminar which I am in charge since 2002.

2 Liste des 5 publications les plus significatives.
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Malcev-Neumann sur le groupe ordonnableΓ(X).
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d’annihilation (resp. de création) bosonique ; ces opérateurs satisfont la relation
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