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R E S E A R C H  A R T I C L E  

ETUDE DU TREILLIS DES CONGRUENCES A DROITE 

SUR LE MONOIDE BICYCLIQUE 

G~rard Duehamp 

Communiqu~ par G~rard Lallement 

L'~tude des langages rationnels de A fournit des 

th~or~mes du type :" Un langage Lest reconnu par un 

mono~de ap~riodique fini M si et seulement si Lest sans 

~toile ".Des ~none~s analogues,pour les parties alg~bri- 

ques de A ,ne peuvent se formuler sans precision suppl~- 

mentaire,par exemple sur l'image de L ou la nature de H. 

Ainsi,si Lest reconnu par ~, Lest alg~brique si et 

seulement si Lest rationnel si et seulement sJ Lest 

dOterministe;ou encore:"un langage alg~brique dont le 

mono~de syntaxique est un groupe ab~lien est d~terministe 

si et seulement si le rang du groupe est ~l".(Sa). 

Avec ~ ,un des mono~des infinis les plus simples 

est le mono~de bicyclique (B=~a,b}*/(ab=l) ) (CI-Pr). 

Darts une ~tude r~cente (Ro-Sa),F.Romian et 3.Saka- 

roviteh d~terminent la structure des parties alg~briques 

d ~ t e r m i n i s t e s  de a , b  , q u i  s o n t  s a t u r f i e s  p o u r  l a  

c o n g r u e n c e  e n g e n d r ~ e  p a r  i a  r e l a t i o n  a b = l . k e u r  t e c h n i q u e  

u t i l i s a n t  une  d 6 e o m p o s i t i o n  d e s  c o n g r u e n c e s  ~ d r o i t e  s u r  

g comme b o r n e  s u p ~ r i e u r e  de c o n g r u e n c e s  ~ d r o i t e  p l u s  

simples ~ i l  ~ ta i t  u t i l e  de disposer: 

1) ~'une c l a s s i f i c a t i o n  des congruences ~ dro i te  

de B les plus 61ementaires en periodiques et non 

p6riodiques,classes param~tr~es par des re la t i ons  

d'6quivalenee sur ~.  
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2)de l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  d~compos i t i on  un ique des 

congruences  ~ d r o i t e  en l e u r s  composantes p ~ r i o d i q u e s  et  

a p ~ r i o d i q u e s  max imales .  

3)E d ~ s i g n a n t  l ' e n s e m b l e  des congruences  ~ d r o i t e  

(de B ) , d ' u n e  d e s c r i p t i o n  de la  s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  de 

E e t  de ses i n t e r v a l l e s  r e m a r q u a b l e s , p a r  des c o n d i t i o n s  

s imp les  sur  l es  q u o t i e n t s , a i n s i  que d ' une  r e p r e s e n t a t i o n  

de ees d e r n i e r s .  

Les deux p rem ie res  p a r t i e s  du paragraphe  I I  sent  

eonsacr~es  ~ la  d e s c r i p t i o n  des congruences  ~ d r o i t e  

p ~ r i o d i q u e s  et  a p ~ r i o d i q u e s  ~ l ~ m e n t a i r e s  (A et  P ) , q u i  

sen t  l es  p i e c e s  d~tach~es de n o t r e  d~eompos i t i on  E=AvP,et  

dans la  d e r n i ~ r e  on p r e c i s e  les  e a r a e t ~ r i s t i q u e s  de 

e e l l e - e i  ( u n i e i t ~ , m a x i m a l i t ~ )  .Le pa ragraphe  I I I  es t  

l ' ~ t u d e  des q u o t i e n t s  de B par l es  ~ l~ments de E,ce qu l  

permet  de c o m p l e t e r  1 ' a n a l y s e  du t r e i l l i s , a m o r e ~ e  au 

pa rag raphe  I I .  

I - GENERALITES SUR LES CONGRUENCES A DROITE 

1) N o t a t i o n s  e t  r e p r e s e n t a t i o n  

Eq(X): Dans la  s u i t e  t o u t e s  les  r e l a t i o n s  d ' ~ q u i v a l e n c e  

s e r o n t  i d e n t i f i ~ e s  ~ l e u r  g r a p h e , e t  on n o t e r a  i n d i f f ~ -  

remment xRy ou ( x , y ) E R . S i  X es t  un ensemble ,Eq(X)  d~s igne 

1 ' ensemb le  des r e l a t i o n s  d ' ~ q u J v a l e n e e  sur  X . C ' e s t  un 

t r e i l l i s  eomple t  pour la  r e l a t i o n C , d e  p l us  grand ~l~ment 

XxX et  de p lus  p e t i t  ~ l~ment  AX=~(x ,x ) [  xEXI 

I n t e r v a l l e s :  S o i t  (X ,~)  un ensemble ordonn~.Nous no te rons  

] §  =~xEXlx~a } , ~ , §  la~x~,  ~ , ~  ={xEX a<x<b I ,nous 

d i r o n s  que S~X es t  un segment i n i t i a l ( r e s p ,  t e r m i n a l )  s i  

( W x ~ S ) ( ~ §  ( r e s p .  ( V x c S ) ( ~ , + [ C S ) ) .  

MonoYde b i c y c l i q u e : S o i e n t  x e t  y deux l e t t r e s  e t  

B= ~ , y ~ * / ( x y = l )  l e  mono~de b i c y c l i q u e ; s i  a=x e t  b = y , t o u t  
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~16ment de B s ' ~ e r i t  de fagon unique bPa q .(Cl-Pr) 

Repr6sentation u t i l i s6e :Dans  la su i te ,un  ~l~ment bPa q de 

B sera represente par le point de ~2 de coordonnees (p,q), 

et deux ~l~ments en r e l a t ion  seront j o i n t s  par un segment. 

(E,~):REEq(B) est une congruence ~ droite  ss i  

V (x,Y,Z)6B 3 xRy =>xzRyz . (E,C) est un sous t r e i l l i s  

oomplet de (Eq(B)~).  

2)La r e l a t i on  Rb(P). 

Si pCE,on d ~ f i n i t  Rb (P)aEq(~ )  par :  PiRb(O) p2<=> bP10b p2 

Rb(p) es t  une congruence dans ( ~  et p - ->Rb(p )  est  une 

a p p l i c a t i o n  c r o i s s a n t e  ( E , C ) ~  ( E q ( ~ ) , C ) .  

I I  - STRUCTURE DE (E,C) 

Comme p-->Rb(O) es t  c r o i s s a n t e  A={DEE/Rb(p) = A ~ } e s t  un 

segment i n i t i a l  de E.Afin de param~trer commod~ment les 

~16ments de A,nous noterons 3cEq(~) l 'ensemble des 

r e l a t i o n s  d'~quivalenee sur ~ dont toutes les classes 

sont des i n t e r v a l l e s ; i l  est f ac i l e  de montrer que (3,C) 

est  un sous t r e i l l i s  eomplet de (Eq(~),C). 

l)Le segment i n i t i a l  A. 

PROPOSITION i .  Soit R~J;notons ~(R) la r e l a t i o n  sur B 

d~finie  par : bPla ql @(R) bP2a q2 <=> piR p2 et pl-q1=p2-q2. 

(voir fig.l.) 

Alors: ( i )  ~(R)~A 

(2) R-~ ~(R) est un isomorphisme 3-~ A. 

E__nn p a r t i e u l i e r , e n  notant @I l a r e l a t i o n  ~(IxI U A~) pour I 

un intervalle de ~,on a A=[~,V~]= [~,~] �9 
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F i g . l . L e s  c l a s s e s  d ' 6 q u i v a l e n c e  

non t r i v i a l e s  son t  f i g u r 6 e s  par  un t r a i t  e o n t i n u .  

9 

/ _ 

Classes de R 

/ 

/ /  

/ 
/ 

/ 

~(R) 

PREUVE:(1) I i  s u f f i t  de m o n t r e r  que l a  m u l t i p l i c a t i o n  par  

b a droite conserve la re la t ion  dans le cas oG pl<p2,ce 

qui est t r i v i a l  si ql~ 0 (ear a]ors q2~O) et si q1=O on 

obtient  (bP1+l,bP2a q2-1) qui sont en re la t ion  puisque 

ClR(Pl)~tpl,p ~ donc p2Rpz+l. 

(2) R~sulte du 

LEMME:(1) S o i t  peE.La  r e l a t i o n  a i n s i  d ~ f i n i e :  

pIRI(p) p2 <=> (ql,q.2)e~ 2 bPlaqZP bP2aq2 

est une re la t i on  d'6quivalence sur ~___. 

(2) Si peA alors R1(p)eJ e t  ~(R1(p))=p. 

PREUVE:Seule la t r a n s i t i v i t ~  n 'est  pas imm6diate. El le  
! 

r~su l te  du f a i t  que si bPlaqlpbP2a q2 et bP2aq2pbP3aq3 
! ! 

on a bPlaq1+q2pbP2aq2+q2pbP3aq3+q2,d'oO pIRI(p)P3 

(2)Soi t  peA;supposons bPlaqlpbP2a q2 avee qiSq2. 

On a bP1+q2-qlpb p2 d'oG p1+q2-qiRb(p)p2 et p1+q2-q1=p2 

so i t  pl-q1=p2-q2 ( * ) .So ien t  maintenant p1<pz, t e l s  que 

p iR1(p)p2;(* )  donne q1<q2,donc bPlpbP2a q2-ql et 
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bPz+lpbP2aqz-q1-1 ce qui prouve que p 1 + l R 1 ( p ) p z ; t o u t e s  

les  c l asses  de 0 sont  donc des i n t e r v a l ] e s ; ( * )  montre que 

bPlaqlpbP2a q~ imp l~que(p iR1(p )p2  et  p t - q 1 = p 2 - q 2 ) .  

Inversement ,supposons  la  p r o p o s i t i o n  en t re  paren theses  

v ~ r i f i ~ e ; a l o r s  i l  e x i s t e  une r e l a t i o n  bPZaq{pbP2a q~ 

comme p l - q {=p2 -q~  on se ram~ne ~ bPlaqlpbP2a q2 par m u l t i -  

p l i c a t i o n  ~ d r o i t e  par un a k ou un b k convenab]e .  

F.in de la  preuve du t h ~ o r ~ m e : l l  r e s t e  ~ v o i r  que s i  REJ, 

R I (~ (R) )=R ce qui  r ~ s u l t e  de l ' ~ q u i v a l e n c e :  

bPZaqz~(R)bP2aq2 < = >  pzRp2 et pz-qz=p2-q2 

et de ( * )  dans le  lemme c i - d e s s u s .  

2)Le segment i n i t i a l  P ( r e l a t i o n s  p~r iodJques 

~ l ~ m e n t a i r e s ) .  

S o i t  Cune  congruence d e ( ~ , + ) . N o t o n s  ~(C) l a  r e l a t i o n  

bPzaql~(C)bP2aq2 < = >  pzCp2 et  q1=q2 

Notons encore Co(~)  le  sous t r e i l l i s  complet  de Eq(~)  

des congruences de ( ~ , + ) .  So i t  P = [ ~ ( C ) I C E C o ( ~ ;  form~ 

cet  ensemble poss~de les  p r o p r i ~ t ~ s  s u i v a n t e s :  

PROPOSITION 2 . ( 1 )  POE e t P = [ A B , ~ ( ~ x ~  ~ 

(2) C~>~(C)  es t  un isomorphisme de t r e i l -  

l i s  oomplets  Co (~ )~>P  

(3) Pour ( m , k ) E ~ x ~ *  s o i t  C(m,k) l a  con- 

~r.uenee d ' i n d i e e  m e t  de p~ r iode  k ( d ~ f i n i e .  par :p=q s i  

p<m o_~u q < m , ~ q ( k )  s i n o n ) , A v e c  la  n o t a t i o n  ~(m,k) pour 

~ ( C ( m , k ) ) , o n  a: 

( i )  ( m , k ) - - > ~ ( m , k )  es t  une bijec, tion ~ x ~ * - - > P - ~ & B I  

(ii) V #(mi,ki)= ~(inf(mi),pgcd(ki)) 
ieI 
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( i i i )  A ~ ( m i , k  i )  ~ : A  B s_ii s u p ( m i ) = + ~  ou p p e m ( k i ) = + ~  
i c l  

: ~ ( s u p ( m i ) , p p c m ( k i ) )  s i n o n  

PREUVE:(1)Q(C)  e s t  m a n i f e s t e m e n t  s t a b l e  par  l e s  m u l t i p l i -  

c a t i o n s  ~ d r o i t e  par  a e t  b . P o u r  l a  seconde ~ g a l i t ~  i l  

s u f f i t  de r e m a r q u e r  que s i ~ ( ~ x ~ ) , b P ~ a q l p b P 2 a  qz i m p l i q u e  

q1=q2 dlou bPlpbP2ce qui prouve pc~(Rb(P)) et comme on a 

toujours 1 ' i n c l u s i o n  inverse ceci montre (1) .  

(2)D'apr~s ce qui precede,pour ~ t a b l i r  (2) i l  

s u f f i t  de prouver que pour CECo(~) on a Rb(@(C))=C.Ceci 

r~su l te  des d ~ f i n i t i o n s .  

( 3 ) C o n s i d ~ r o n s  ~ x ~ * , p r o d u i t  des ensembles  o r d o n -  

n~s �9 - a v e (  l a  r e l a t i o n  d ' o r d r e  oppos~e ~ l a  r e l a t i o n  

<- e t  ~ * - a v e (  l a  r e l a t i o n  de d i v i s i b i l i t ~ - ; o n  o b t i e n t  

a u s s i t S t  l ' i s o m o r p h i s m e  de t r e i l l i s  (m ,k ) - - . >  C(m,k)  

~ x ~ *  --> C o ( ~ ) - ~ A ~ I  avec des f o r m u l e s  de bo rnes  i n f .  

e t  sup .  a n a l o g u e s  ~ ( i i )  e t  ( i i i ) . L e  p o i n t  ( i )  s 1 ~ t a b l i t  

pa r  c o m p o s i t i o n  ~ 1 ' a i d e  de (2)  e t  de l ' i s o m o r p h i s m e  

p r e c e d e n t .  

F i g . 2 .  ~ (m ,k )  

q1=q2 I ~ ~ '  

I r 

I I 
I 

0 0 ' 0 0 - ,  
t I 

I I' 

| ' m+~ P2 m+12k m pz  

3) E=PvA 

Dans ee q u i  s u i t  nous a p p e l l e r o n s  s u p p o r t  de ReEq(X) l a  

  onion oon 
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PROPOSITION 3. ( I )  Pour toute pEE,i l  ex is te  une unique 

d&composition p=@(Rb(P)) V @(R) avec RED e t  supp(R) dans 

[O,m+~ s__~i met  k sont t e l s  que Rb(P)=C(m,k). 

(2) @(Rb(P)) est le plus grand &l&ment de 

Ps  .Si  pCA,~(R) est le plus grand 6l&ment de 

t A B , ~ , m + ~ ] ~ B , ~  ,avec m,k comme en ( i ) .  

Rcmarque:Si pEA,J1 n ' y  a p l us ,dans  (1 ) ,aucune  c o n t r a i n t e  

sur supp(R) et  l ' o n  r e t r o u v e  la  PROPOSITION 1 ( 2 ) .  

PREUVE:(1) Existence de la d&composition: 

I i  d~coule de la remarque que l ' e x i s t e n c e  n ' e s t  ~ prou- 

vet que si  p~A (en ee cas Rb(P)~AIq ). 
M r " ]  

S o i t  ~b(R) le  p lus  grand element des 
( ce t  ensemble es t  f i n i ) . O n  a &videmment 

6=@(Rb(P))V~(R)Cp;montrons l ' i n c l u s i o n  r~ciproque. 

Supposons que bPaqlpbP'aq2 et soient  Pl,P2 les  represen- 

t an t s  canoniques de p e t  p' dans ~,m+k-~ ,modulo Rb(P). 

Nous nous plaQons,sans r e s t r e i n d r e  la  g~n~ral i t~,dans le  

cas oO PimP2. 

I er eas:  O<qz-q l<P2-Pl  (voir  seh&ma c i - d e s s o u s ) .  

Posons d=q2-qz a l o r s  bPlpbP2a d d'oG bPl+dpbP2;comme 

2 ~me cas:  q 2 < q i . S o i t  d=q l -q2 ;  

on o b t i e n t , p a r  m u l t i p l i c a t i o n ,  

bPZadpb p2 pu is  bPlpb p2+d d'oG 

pz+d<p2<m+k on a n~cessa i rement  p1+d=p2;pour t o u t  t dans 

LO,d] on a bP l+ tpbP2a  d - t  p u i s  bPZ+ta tpbP2adpbPZ.Cee i  

montre que ~ 1 , p 2 ] C p  et comme*[pl, 2]C*(R) on a done 

bien bPlaqi~(R)bP2a q2 . . . . . .  (P2,q2) 

�9 S Oans ce cas bPa ql ~o$oqb bP'a q2. ', 
ql - - -  I 

Pl P2 
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p2+d-pz=nk aveo n~O et  Fig.3. 2 ~me eas 

m<p~<p2<m+k.D'o~ deux sous-eas 

2 . 1 . n = l . A l o r s  p2-p~+d=k,on a 

bP~ad-lpb p~+I , bPZadDbP2+la 

et,si O<t<d bP~ad-tpb p2+t et 

donc bP2pbPZadpbP2+ta t ce  qui 

montre que ~2,m+~C p (car 

t=p2-m+k<d).Pour t tel que 

m+k-p2<t<d posons p2+t=m+k+u 

on a bm+k+Ua m+k-p2+u pbPZa d , 

comme u varie alors entre 

q~ 

S 

q2 

( 2 . i )  

i i 

1 1 

t 

1 

m Pl P2 m+k 

s=q1+m-p1=q2+m+k-p2 

0 e t  p l -m on o b t i e n t  que ~ , p O C p , N o u s  avons a l o r s  

bP lad~(R)bmad- (pz -m)~bm+kad- (p l -m)~(R)bP2,o6  ~ d~signe 

~(m,k)  qu i  est  i n e l u s e  dans p.On o b t i e n t  bPZad~o~o~b p2 

( ~ = ~ ( R ) ) . P a r  m u l t i p l i c a t i o n  on a bPlaq1#o~o~bP2a q2 d 'o6 
I 

bPaq1~o~o~o~o6b p a q2 

2.2.n>l.Par un raisonnement analogue au precedent,on 

montre que ~,m+k]CP et que bm(~o~) s bma sk pour tout 

Fig.4. 2 ~me eas sc~. On a donc successivement 

bPlad~bma d-(pl-m) puis 3k 

bP2~bm+kam+k-p2~bmam+k-p2 

mais d-(pl-m)-(m+k-p2)=(n-l)k 
2k 

done bmam+k-P2(~o~) n-1 bm+ka u 

avec u=d-(pl-m).Par suite 

bPla d ~o(~o~)n-lo~o~ b p2 k 

3 ~me cas: q2-qz>p2-p1.Posant 

d=q2-ql , on obtient 

b pl p bP2a d d'oG b p2 est congru 

(2.2) 

T l Y ; 
~ T 

Y i 

', 
m m+k 
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bP2a d - ( p 2 - p l )  (modu lo  p ) .On es t  ramen& au eas p r~e~ -  

den t  avec n d - p 2 + p i  e t  b p l  $ bP2a p 2 - p i  ($0~)  n bP2a d 
= k 

( i )  Unicit~ d~e l_~a d~composition: 

Elle es t  ~vidente s i  Rb(p)=A ~ .Sinon,nous n'avons que 

t r o i s  p o s s i b i l i t ~ s :  

ClR(m): [m,m+~ 
CIR(m)= ~ , ~  avec r<m<s~ et CiR(m+k)={m+k} 

CIR(m)=Im,~ et CiR(m+k)=~,m+ ~ avec m~s<t~m+k. 

Les aut res  p o s s i b i l i t ~ s  sont exelues du f a i t  que,sinon, 

Rb( p ) au ra i t  un indice s t r ic tement  i n f e r i e u r  ~ m, 

Les t r o i s  cas sont enti~rement d~termin~s par p. 

Le premier et le  trOisi~me sont t e l s  que l 'ensemble 

U= { bPaq I m<pJm+k} so i t  satur6 par p;dans le premier eas 

U/p est  f i n i  (de card ina l  k ) , t a n d i s  que dans le troisi~me 

U/p est  i n f i n i  (ceei  sera montr~ dans l ' a n a l y s e  des cas) .  

Dans le second cas U n ' e s t  pas saturn.  

ier cas: CiR(m)=~,m+ ~ .V={bPaq I ~p<m} est satur~ par 

~(R) et,comme ~(m,k) indui t  l ' i d e n t i t ~  sur V,les c l a s ses  

de p dans V sont exaetement c e l l e s  de ~.R est  donc e n t i e -  

rement d6terminee par p. Si Pi,P2 ~b'm+~ on a: 

bPia qi p bP2a q2 <=> pi-qi=P2-q2 (mod k) i l  y a donc k 

c l a s se s  d '6quivalenee dans U.(Voir Figure 5) 

2 ~me cas:CiR(m)= ~ , ~  et CiR(m+k)={m+k} avec r<m<s. L e =  

sa ture  de U cont ient  des points  de premiere coordonn~e r .  

Comme pr~e~demment R e s t  enti~rement d~termin~e par la  

t r ace  de p sur V={bPa qj O<p<r} 

U es t  satur~ par ~V@ et Clp(bta q) es t  la  r6union de 
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C 1 = { b U a q + U - t l t < u < m + k }  e t  de C2={bUaq+U+k - t lm<u<s  }.(Voir 

Figure 6).Puisque,pour tout qc~ la classe C1 (bta q) est 
P 

finie, U/p est infini.De plus les entiers set t sont 

e n t i ~ r e m e n t  d ~ t e r m i n 6 s  eomme a b e i s s e s  m i n i m a l e  e t  m a x i -  

male dans une e l a s s e  C l p ( b t a  q) pou r  q s u f f i s a m m e n t  g r a n d .  

CiR(m) e t  C iR(m+k)  s o n t  done e n t i ~ r e m e n t  d 6 t e r m i n ~ e s  par  

p. De p l u s , s u r  V={bPaqIo<p<m ou s < p < t }  , r  i n d u i t  l ' i d e n t i -  

t e  e t ,comme V e s t  s a t u r ~  pa r  ~ , l e s  c l a s s e s  de V/p  s o n t  

oe l les  de 9.R est done d~termin~e par p. 

Fi, .5.Sur le  dessin k=#. 

/ 
/ 
/ 
/ 
/ 

r 

~ m e  Fig.6.Classes du 3 cas. 

�9 ; i ; ; 

�9 O D & �9 

�9 0 Cl 
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Remarque:Si p=r et xpy a lors i l  ex is te  une eha~ne 

X=Xo, . . . . .  ,Xn=Y avee x i ~ i X i + l  et ~ i c { r  la eha~ne 

est de 1ongueur minJmale,Pi+~J+l et la preuve d 'ex is tenee 

donne des bo rnes  pour  n .  

III- QUOTIENTS 

1) R b ( P ) = A ~ .  (peA)  

Soit F ~ l 'ensemble des plus pe t i t s  ~1~ments des R-classes 

( t r i v i a l e s  ou non) ,a lo rs  F={bPaqlpcFo}U{bPlps~ } est un 
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syst~me fondamenta l  de r e p r ~ s e n t a n t s ; c e  qu i  donne i ' a l l u -  

r e  du q u o t i e n t .  

Fig.7.peA , c l a s s e s  

( l e s  ~ l~ments de F sont  

p o r t ' s  par un doub le  t r a i t )  

/ ,  /ii 
/ / 

/ J / / //  
/*  
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( ) ,  / , "  

/ ,  

FLg.8 ,peA ,quo t ien t  

r r 
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b �9 

i �9 i 

p �9 

ii �9 

| �9 

b b b 

O- O. I ' 

2._.)) B/p,consid~r~ eomme B-ensemble,admet une p a t t i e  s tab le  

f i n i e .  

a) D~eompositio n de ~. 

Pour (m,k)e~x~* on d~finit x(m,k)=~[m,m+ ~ V$(m,k) et 

X={x(m,k)l(m,k)~x~*}.B/p ~tant un B-ensemble (automate 

complet) pour l'action ~ droite de B on dira que B admet 

un sous-quotient fini (par O) s'il existe F~,partie 

de B/p,B-stable et finie. On a alors: 

PROPOSITION 4. Soit Esf l'ensemble des peE telles que 

B admette un sous-quotient fini (par p).Soit Ef (~Esf) 

l'ensemble des ~l~ments peE telles que B/p soit fini. 

Alors: 

(i) Esf et Ef sont des segments terminaux de E. 

(ii) Pour que p soit dans Esf,il faut et il suffit qu'elle 
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s o i t  minor@e par un ~l~ment de X.Dans ee eas i l  e x i s t e  

une d~compos i t ion  unique p=x(m,k)V@(R) avee supp(R) dans 

[O,m-~  ;on a a loes P=Xo~=~ox et • es t  le p lus  grand 

','men  , e  

( i 11 )  XCEsf et E f = { x ( O , k ) J k E ~ * } .  

PREUVE:(i) Si pc~ on a une s u r j e c t i o n  canonique 

B / p ~ > B / u  d'oG ( i ) .  

( 1 i )  Si peA a l o r s  p : ~  ;mais ~ = B / ~  es t  s imple 

donc P~Esf. Si p~A a l o r s  p=~(R)V~(m,k) et B/p admet une 

p a r t i e  (non v i de )  s t a b l e  minimale qui  est  W/p avee 

W={bPaqlr<p<m+k},o6 r = i n f ( C l R ( m ) ) . L e  seul  eas o01W/pl 

est  f i n i  ~ tan t  e e l u i  o6 CIR(m)=[m,m+~ ,on a 

p = ~ ( R l ) V ~ , m + ~  V~ (m ' k )=~ (R l )Vx (m ' k )  avee supp(Rl )  dans 

~ ,m-  0 et eec i  de faqon unique.  En remarquant que XCEsf , 

cec i  prouve la  premiere p a r t i e  de ( i i ) .  

Si X (U,v )cp  et PEEsf ,So ien t  m,k l ' i n d i e e  et la 

p~r iode de Rb(P).On a Rb(X(U,V) )=C(u ,v )CC(m,k )  d 'o6  u~m 

et vE~k ee qul  e n t r a i n e  X ( U , v ) C x ( m , k ) ~ p . l l  r e s t e  ~ v o i r  

que p=xo~=#o~ ce qui  r ~ s u l t e  du f a i r  que s i  R,Ss 

sent t e l l e s  que supp(R)~supp(S)=~ a l o r s  RoS=SoR=RVS. 

( i i i )  Si~dans la  d~oomposi t ion p=x(m,k )V~(R) ,on  

a v a i t  m>O91es c lasses  des ~l~ments a q s e r a i e n t  t ou tes  

d i s t i n c t e s  et  B/p s e r a i t  i n f i n i .  

b) S t r u c t u r e  des quo t ie .n ts .  

So i t  ~ 1 'ensemble des p lus  p e t l t s  ~l~ments des R-c lasses  

(p=~(R)ox(m,k) ,comme e i - d e s s u s ) , F = { b P a q l p m ~ }  U {bPlp~m+~ 

est  un syst~me fondamenta l  de r e p r ~ s e n t a n t s ; c e  qui donne 

1 ' a l l u r e  du q u o t i e n t .  
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Fig. 9. pEEsf, classes 
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/ z /" 
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F i g . l O . P e E s f , q u o t i e n t  

6 

3) pEE-Esf-A.  

On a a l o r s :  

CIR(m)= ~,~ et CiR(m+k)={m+k} avee r<m<s<m+k (3.1) 

OU CIR(m)=~ ,  ~ et CiR(m+k)=~,m+ ~ avec m~s<t<m+k ( 3 . 2 )  

( 3 , 1 ) :  S o i t  F 1 ' e n s e m b l e  d e s  p l u s  p e t i t s  e l e m e n t s  d e s  
0 

R-c lasses de ~ , m + k - O ; F : { b P a q l p ~ } U {  bP lpE[O,m+~}  est  

un syst~me fondamental  de r e p r 6 s e n t a n t s . ( F i g u r e s  11 et 12) 

F i g . l l . C a s  3 . 1 , c l a s s e s  

r �9 

o - m u m+k 

Dans la f i g u r e  12,~=C1 (bn) .  
P 

F ig .12 .Cas  3 . 1 , q u o t i e n t  

I , 

I 

I 

| 

o~ 

u 
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( 3 . 2 ) :  S o i t  F 1 'ensemb le  des p lus  p e t i t s  ~I~ments des 
0 

c l a s s e s  de R i d i f f ~ r e n t e s  de ~ , ~  et  ~ , m + ~  ; 

F = { b P a q i p e ~ } U { b t a q l q e ~ } u { b P l O s p s m + k }  est  un syst~me 

fondamenta l  de r e p r ~ s e n t a n t s .  

Fig.13.Cas 3.2,classes 
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Fig.14.Cas 3.2,quotient 
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IV - CONCLUSION 

La s t r u c t u r e  de t r e i l l i s  de E es t  r e p r ~ s e n t ~ e  par l e  

schema F i g u r e  15 c i - d e s s o u s .  Les seu les  congruences  de A 

sen t  $ ~  e t  AB;en e f f e t  s i  ~=$(R) e t  pRp+l a l o r s , p a r  mul- 

t i p l i c a t i o n ,  b P - l ~ b P a , s i  p~O;ce qu i  p rouve que la  seu le  

c l a s s e  de R e s t  ~ .  Si  o~A et  que p e s t  une cong ruence ,  

on d o i t  a v o i r  m=O car  bmpb m+k i m p l i q u e  b m - l O b m + k - l , s i  

m~O.Un ra i sonnemen t  s imp le  montre q u ' a l o r s  p = x ( O , k ) e E f ;  

nous r e t r o u v o n s  a i n s i  l e  r ~ s u l t a t  (C1-Pr  Vol l , c o r  

1 ,32 p . 4 5 ) : l e s  seu l s  monoYdes q u o t i e n t s  de B sen t  B ,H  e t  

ZZ/k77. 
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