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RESEARCH ARTICLE

ETUDE DU TREILLIS DES CONGRUENCES A DROITE
SUR LE MONOIDE BICYCLIQUE

Gérard Duchamp

Communiqué par Gérard Lallement

. *
L'etude des langages rationnels de A fournit des
théoreémes du type :" Un langage L est reconnu par un
monoide apériodique fini M si et seulement si L est sans

".Des énoncés analogues,pour les parties algébri-

étoile
ques de A*,ne peuvent se formuler sans précision supplé-
mentaire,par exemple sur l'image de L ou la nature de M.
Ainsi,si L est reconnu par Z, L est algébrique si et
seulement si L est rationnel si et seulement si L est
déterministejou encore:"un langage algébrique dont le
monoide syntaxique est un groupe abélien est déterministe
si et seulement si le rang du groupe est g1".(Sa).

Avec Z ,un des monoides infinis les plus simples
est le monoide bicyclique (B:{a,b}*/(ab:l) ) (Cl1-Pr).

Dans une étude récente (Ro-Sa),F.Romian et J.Saka-
rovitch déterminent la structure des parties algébriques
déterministes de {a,b}*,qui sont saturées pour la
congruence engendrée par la relation ab=l.Leur technique
utilisant une décomposition des congruences a droite sur
B comme borne supérieure de congruences & droite plus
simples ,il était utile de disposer:

1) 'une classification des congruences a droite
de B les plus élémentaires en périodiques et non
périodiques,classes paramétrées par des relations

d'équivalence sur N,
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2)de l'existence d'une décomposition unique des
congruences a droite en leurs composantes périodiques et
apériodiques maximales.

3)E désignant l'ensemble des congruences a droite
(de B),d'une description de la structure de treillis de
E et de ses intervalles remarquables,par des conditions
simples sur les quotients,ainsi que d'une représentation
de ces derniers.,

Les deux premiéres parties du paragraphe II sont
consacrées a la description des congruences a droite
périodiques et apériodiques élémentaires (A et P),qui
sont les piéces détachées de notre décomposition E=AvP,et
dans la dernieére on précise les caractéristiques de
celle-ci (unicité,maximalité) .Le paragraphe III est
1'étude des quotients de B par les éléments de E,ce qui
permet de compléter 1'analyse du treillis,amorcée au

paragraphe II.

I - GENERALITES SUR LES CONGRUENCES A DROITE

1) Notations et représentation

Eq(X): Dans la suite toutes les relations d'équivalence
seront identifiées a leur graphe,et on notera indiffé-
remment xRy ou (x,y)eR.S5i X est un ensemble,Eq(X) désigne
1'ensemble des relations d'équivalence sur X.C'est un
treillis complet pour la relationtCZ,de plus grand élément
XxX et de plus petit élément AX:{(x,x)[xeX}

Intervalles: Soit (X,<) un ensemble ordonné.Nous noterons

j+,€]={xlex§a} ,[§,+[={xex\a§x},[é,ﬂ :{xeX agxéb},nous
dirons que SCX est un segment initial(resp. terminal) si
(¥xeS) (3+,xJ¢S) (resp. (¥xeS)( [x,»[cS)).

Monoide bicyclique:Soient x et y deux lettres et

* . - -
B:{x,y} /(xy=1) le monoide bicyclique;si a=x et b=y, tout
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€lément de B s'écrit de fagon unique bPa% . (c1-Pr)

Représentation utilisée:Dans la suite,un élément bPa9 de

B sera représenté par le point de N° de coordonnées (p,q),
et deux éléments en relation seront joints par un segment,
(E):ReEq(B) est une congruence a droite ssi

v (x,y,z)eB3 xRy =>xzRyz . (E,C) est un sous treillis
complet de (Eq(B) &£).

2)La relation Rb(p).

Si peE,on définit R, (p)eEq(N) par: piR, (p) py<=> bPIphP2
Rb(p) est une congruence dans (N et p——>Rb(p) est une

application croissante (E,C)— (Eq(N),C).

I1 - STRUCTURE DE (E,C)

Comme p——>Rb(p) est croissante A:{psE/Rb(p):sA}&est un
segment initial de E.Afin de paramétrer commodément les
éléments de A,nous noterons JcEq(N) 1'ensemble des
relations d'équivalence sur N dont toutes les classes
sont des intervalles;il est facile de montrer que (J,C)
est un sous treillis complet de (Eq(N),C).

l)Le segment initial A.

PROPOSITION 1. Soit ReJjnotons w(R) la relation sur B

définie par: bP1a% y(R) bP2a%92 <=> p,Rp, et P1-91=P2-qz.
(voir fig.l.)

Alors: i})'Y(R)EA

(2) R-» Y(R) est un isomorphisme J-» A.

En particulier,en notant ¢, la relation Y(IxIUAL,) I
en =& Lgldtlion ND_Q.UI

un intervalle de Nyjon a A=["1/¢;\Pm]=[AB'YN]‘
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Fig.l.lLes classes d'équivalence

non triviales sont figurées par un trait continu.

Classes de R

PREUVE: (1) Il suffit de montrer que la multiplication par
b a droite conserve la relation dans le cas ou p,<p,,ce
qui est trivial si gqi# 0 (car alors g,#0) et si g;=0 on
obtient (bp1+l,bpzaq2—l) qui sont en relation puisque
clR(pl)D{pl,pa donc p Rpi+l.

(2) Résulte du

LEMME: (1) Soit peE.La relation ainsi définie:

p1R1{p) p2 <=> (qi,q2)eN? pP1a91, pP2,92

est une relation d'équivalence sur N,

(2) Si peA alors Ri(pled et V(R (p))=p.

PREUVE:Seule la transitivité n'est pas immédiate.Elle
]
résulte du fait que si bP1a91pbP2a92 et bP2a92,pP3,93
1 1
on a bplaq1+q2pbp2aq2+q2pbp3aq3+q2,d'o& piR1(p)ps .
(2)soit peA;supposons bP1a915pP2292 3vec q1592.

On a bPI¥927915pP2 q1ol pi+gr-qiR (p)p2 et p1tdz-q1=p:
soit p1-qi1=p2-q2 (*).Soient maintenant pi1<p,, tels que

piR1 (p)p,;(*) donne q,<q,,donc bP1ppP2a92791 et
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bp1+1pbp2aq2—ql-l ce qui prouve que pi+1R;(p)p,jtoutes

les classes de p sont donc des intervalles;{(*) montre que
bP1a%pbP2a92 implique(piRi(p)ps et pi-qi=p2-qz).
Inversement,supposons la proposition entre parenthéses
vérifiéejalors il existe une relation bplaqipbpzaqé

comme pi-ql=pz-q} on se raméne a bP1a91pbP2a92 par multi-

plication a droite par un ak ou un bk convenable.

Fin de la preuve du théoreme:Il reste a voir que si ReJ,

R1(Ww(R))=R ce qui résulte de l'équivalence:

bPrad9ly(R)bP2a%2 <=> piRp, et pi1-qi1=p2-q>

et de (*¥) dans le lemme ci-dessus.

2)Le segment initial P (relations périodiques

élémentaires).

Soit C une congruence de{(N,+).Notons ¢{(C) la relation

bplaqld)(c)pran <=> ple2 et g1=q2

Notons encore Co(IN) le sous treillis complet de Eq(IN)
formé des congruences de (N,+). Soit P:{¢(C)[CECO(N%;
cet ensemble possede les propriétés suivantes:

PROPOSITION 2.(1) PcE et P:[AB,cb(]Nx]N)]

(2) C—>¢(C) est un isomorphisme de treil-

lis complets Co(N)—P

(3) Pour (m,k)eNxN* soit C(m,k) la con=-

gruence d'indice m et de période k (définie par:p=q si

p<m ou qg<m,pEq(k) sinon),Avec la notation ¢(m,k) pour
o(C{m,k)),on a:
(i) (m,k)—>d(m,k) est une bijectionINxm*——>P-{AB}

(ii)iZI¢(mi,ki): ¢(inf(mi),pgcd(ki))
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(iii)i£1¢(mi,ki) {:AB si sup(mi):+co ou ppcm(ki):+w
:¢(sup(mi),ppcm(ki)) sinon

PREUVE: (1)¢$(C) est manifestement stable par les multipli-

cations a droite par a et b.Pour la seconde égalité il

suffit de remarquer que siped (NxN),bP2a915bP2392 fmplique

q1=q2 d'ou bpl bpz

o ce qui prouve pc®(Rb(p)) et comme on a

toujours l'inclusion inverse ceci montre (1).

(2)D'aprés ce qui précéde,pour établir (2) il
suffit de prouver que pour CeCo(N) on a Rb(¢(C)):C.Ceci
résulte des définitions.

(3)Considérons NxN*,produit des ensembles ordon-
nés N -avec la relation d'ordre opposée a la relation
<- et N¥* -avec la relation de divisibilité-;on obtient
aussitot 1'isomorphisme de treillis (m,k)—> C(m,k)
NxN* —> Co(N)—{A]A avec des formules de bornes inf,
et sup. analogues a (ii) et (iii).lLe point (i) s'établit

par composition a 1'aide de (2) et de 1'isomorphisme

précédent,
Fig.2. ¢(m,k)
qi=qz fr-c- - -
l :
) I
o 65—
| :
é 61 m+i 62 miZk
3) E=PVA

Dans ce qui suit nous appellerons support de ReEq(X) 1la

réunion des classes non triviales:supp(R):{xEchl(x)#(ﬂ&_
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PROPOSITION 3. (1) Pour toute peE,il existe une unigue

décomposition p:¢(Rb(p)) V ¥(R) avec Red et supp(R) dans
[p,m+g si m et k sont tels que Rb(p):C(m,k).

{(2) 6(R (p)) est le plus grand élément de

Pﬂ{AB,d .S5i p4A,U(R) est le plus grand élément de

\'.AB’w[O,m+k}]n[AB’p] ,avec m,k comme en (1).

Remarque:Si peA,il n'y a plus,dans (1),aucune contrainte

sur supp(R) et 1'on retrouve la PROPOSITION 1 (2).

PREUVE: (1) Existence de la décomposition:

I1 découle de la remarque que l'existence n'est a prou-
ver que si p¢A (en ce cas Rb(pH:A]\I )
Soit Y(R) le plus grand élément de{AB’¢U)un+Kﬂr\(AB’P]
(cet ensemble est fini).On a évidemment
6:®(Rb(p))Vw(R)Cp;montrons 1'inclusion réciproque.
P,a1,,P" .4 :
Supposons que bYa’lpb® a’'? et soient p;,p, les représen-
tants canoniques de p et p' dans {p,m+k-ﬂ ,modulo Rb(p).
Nous nous plagons,sans restreindre la généralité,dans le
cas ol pi1<pa-

er

1 cas: quz‘Q1§p2'pl (voir schéma ci-dessous).

4 grou bp1+dpbp2;comme

Posons d=q,-q; alors bP1pbP2a
pp+d<py<m+k on a nécessairement p;+d=p;;pour tout t dans
[p,ﬂ on a bp1+tpbp2ad_t puis bp1+tatpbp2adpbp1.Ceci

C R d
montre que qul’pa o et commedtpl’paCIU( ) on a donc

bien bP2a9ly(R)bP2a92, R ALIILEY
] ]
Dans ce cas bPa9l! oovod bP a¥2. :
N q1 -~ ;
2°M¢ cas: q2<q1.50it d=q1-q3;

d

on obtient,par multiplication,
d

"o
bP1a pbp2+d d'ou

obP2 puis bP?

37



DUCHAMP

p2+d-pi=nk avec n+0 et Fig.3. 2 cas
m<p1<pa<m+k.D'ou deux sous-cas (2.1)

2.1.n=1.Alors p,-p;+d=k,on a
pP1ad-lopPetl a1 d ppatly S SR
ad_tpbp2+t et 5.-,__4//ﬁ\

et,si O<t<d bP?!

dpbp2+tat ce qui

donc bP2pbPla
montre que ¢[p2,m+k]CO (car G2t ~---

t=p,-m+k<d).Pour t tel que

m+k-p,<t<d posons pp+t=m+k+u

on a bm+k+uam+k—p2+u pbplad

b
comme u varie alors entre

0 et pi-m on obtient que wEn[)an.Nous avons alors
s

bP1ady(Rypmad-(Pr-m)gpmek d=(pi-m), (rypP2 oy o désigne

#{m,k) qui est incluse dans p.0On obtient bpladwo¢owbp2

S=qi1+m-p1=qo+m+k=-p,

(y=y(R)).Par multiplication on a b?Ya9lyopoubP2a92 drou

bpaq1¢owo¢owo¢bp'aq2.

2.2.n>1.Par un raisonnement analogue au précédent,on

montre que wun,m+k]Cp et que bm(\bodJ)s bmaSk pour tout

. . eme
seN. On a donc successivement Fig.4., 2 cas

bplademad'(pl_m) puis 3k (2.2)

e -~

bpzwbm+kam+k—p2¢bmam+k-p2

mais d-(py=m)=-(m+k-pp)=(n-1)k

2k |-- - -

donc bmam+k-p2(wo¢)n—l bm+kau

avec u=d-(p,-n) .Par suite
pP 1,4 wo(wo¢)n_lo®ow pP2 )
3°M€ cas: q,~q1®”p,-p;.Posant

d=q,-q; , on obtient

bPL bP2ad drou bP2 est congru m m+k
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3 bP2ad-(p2-p1) (modulo p).0n est ramené au cas précé-

dent avec n=97P2*P1 o pP1 v bP23P27PL ()" pP25d

k
(1) Unicité de la décomposition:
Elle est évidente si Rb(p):AF!.Sinon,nous n'avons que
trois possibilités:
ClR(m):En,m+@

ClR(m):[r,% avec r<m<s et CIR(m+k):{m+k}

ClR(m):{m,g et ClR(m+k):{},m+@ avec m<s<t<m+k.
Les autres possibilités sont exclues du fait que,sinon,
Rb(p) aurait un indice strictement inférieur a m,
Les trois cas sont entiérement déterminés par p.
Le premier et le troisieme sont tels que l'ensemble
U= { bPad [m§p§m+k} soit saturé par pj;dans le premier cas
U/p est fini (de cardinal k),tandis gque dans le troisieme
U/p est infini (ceci sera montré dans l'analyse des cas).
Dans le second cas U n'est pas saturé.

1°Y cas: Clﬁ(m):ﬁp,m+a .V:{bpaq}(§p<m} est saturé par
Y(R) et,comme ¢6(m,k) induit 1'identité sur V,les classes
de p dans V sont exactement celles de y.R est donc entie-
rement déterminée par p.Si pl,ng[p,m+@ on a:

bP1a9t 5 bP2392 <=5 p,-gi=p,-g, (mod k) il y a donc k
classes d'équivalence dans U,(Voir Figure 5)
Zéme cas:ClR(m):[},% et ClR(m+k):{m+k} avec r<m<s.lLe
saturé de U contient des points de premiére coordonnée r.
Comme précédemment R est entierement déterminée par la
trace de p sur V={bPa9| O<p<r}

Béme cas:ClR(m):{b,g et ClR(m+k):Y},m+k) avec m<s<t<m+k.

U est saturé par ¢Vy et Clp(btaq) est la réunion de
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C1:{buaq+u—t|t§u§m+k} et de CZ:{buaq+u+k_t|m§u§s }.(Voir
Figure 6).Puisque,pour tout geNla classe Clp(btaq) est
finie, U/p est infini.De plus les entiers s et t sont
entiérement déterminés comme abcisses minimale et maxi-
male dans une classe Clp(btaq) pour gq suffisamment grand.
ClR(m) et ClR(m+k) sont donc entierement déterminées par
p.De plus,sur V={bPa9]0<p<m ou s<p<t} ,¢ induit 1'identi-
té et,comme V est saturé par y,les classes de V/p sont
celles de Y.R est donc déterminée par p.

Fig.5.Sur le dessin k=4, Fig.6.Classes du 3°M€ cas,
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Remarque:Si p=¢Vy et xpy alors il existe une chalne

X=X 3eeseayX Ty AVEC X U.X

o et ui€{¢,¢};si la chalne

i+1

est de longueur minimale,ui%u et la preuve d'existence

i+l
donne des bornes pour n.

III - QUOTIENTS
1) Ry(p)=by- (peA)

Soit F_ l'ensemble des plus petits éléments des R-classes

(triviales ou non),alors F={bpaqlpeFo}U{bp]psll} est un
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systeme fondamental de représentants;ce qui donne l'allu-
re du quotient.

Fig.7.peA ,classes Fig.8.peA ,quotient
(les €léments de F sont

portés par un double trait) ' ,

APl

e, e, | et
T

2) B/p,considéré comme B-ensemble,admet une partie stable

finie.

a) Décomposition de p.

Pour (m,k)eNxN* on définit y(m,k)=y @ Vo(m,k) et

U“m+
X={x{(m,k)|(m,k)e NxIN*}.B/p étant un B-ensemble (automate
complet) pour l'action a droite de B on dira que B admet
un sous-quotient fini (par p) s'il existe Fi@,partie

de B/p,B-stable et finie.On a alors:

PROPOSITION 4, Soit Esf l'ensemble des peE telles que

B admette un sous-quotient fini (par p).Soit Ef (cEsf)
1'ensemble des éléments peE telles que B/p soit fini.
Alors:

(i) Esf et Ef
(ii) Pour que p soit dans E_.,il faut et il suffit qu'elle

sont des segments terminaux de E.
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soit minorée par un élément de X.Dans ce cas il existe
une décomposition unique p=x{m,k)Vy{(R) avec supp(R) dans
[@,m-i};on a alors p=yoy=yoy et y est le plus grand
élément de [AB,d(1X.

(1i1) XcE . et Ef:{x(O,k)]ksN*}.

f
PREUVE: (i) Si pep on a une surjection canonique
B/p—>B/u d'olu (i).

(ii) Si peA alors pcw]l;mais E:B/lJJ]N est simple
donc piEsf. Si p¢A alors p=U(R)Vo(m,k) et B/p admet une
partie (non vide) stable minimale qui est W/p avec
W:{bpaq]r§p§m+k},ob r=inf(Clp(m)).Le seul cas ol|W/p|
est fini &tant celui ou CIR(m):[p,m+@ ,on a
pzw(Rl)Vpr,m+@ Vo(m,k)=y{R1)Vy(m,k) avec supp(R:) dans
E,m—i] et ceci de fagon unique.En remarquant que XcESf,
ceci prouve la premiére partie de (ii).

Si y{u,v)ep et peEsf,soient my,k 1'indice et la
période de Rb(p).On a R (x(u,v))=C(u,v)€C(m,k) d'ol u>m
et veNk ce qui entraine y{u,v)cyx(m,k)ecp.Il reste a voir
que p=yxoy=pod ce qui résulte du fait que si R,SeEq(Y)
sont telles que supp(R)Nsupp(S)=@¢ alors RoS=SoR=RVS.

(iii) Si,dans la décomposition p=x(m,k)VU(R),on
avait m>0,les classes des éléments a¥ seraient toutes
distinctes et B/p serait infini.

b) Structure des quotients.

Soit ﬁ)l'ensemble des plus petits éléments des R-classes
(p=y(R)oyx(m,k),comme ci-dessus),F:{bpanps%} U {bp]pgmﬂq
est un systéme fondamental de représentants;ce qui donne

1'allure du quotient,
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Fig.9.pEEsf,classes Fig.lO.peEsf,quotient

3) pe:E-Es

-A.

£

On a alors:

ClR(m):(},é et ClR(m+k):{m+k} avec rgm<s<m+k (3.1)
ou ClR(m):Ep,Q et ClR(m+k):I},m+@ avec m<s<t<m+k (3.2)
(3.1): Soit F l'ensemble des plus petits éléments des
R-classes de Y_O,nwk—l];F:{bpaqtpaFo}U{ bp]pe[O,m+k]} est
un systeme fondamental de représentants.(Figures 1l et 12)

Fig.ll1.Cas 3.1,classes Fig.l2.Cas 3.1l,quotient

) :
i

l
I
I
|
I
0

v
o

ce

Dans la figure 12,ﬁ:c1p(b“).
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(3.2): Soit F 1l'ensemble des plus petits éléments des
classes de R,différentes de [m,s] et E:,m+k];
F:{bpaq]pe%}u{btaqlqu}U{bp10§p§m+k} est un systeme
fondamental de représentants.

Fig.13.Cas 3.2,classes Fig.l4.Cas 3.2,quotient

AONNNNNN

N

NSNS

N

s t m+k 7
b

R-classes

IV - CONCLUSION
La structure de treillis de E est représentée par le
schéma Figure 15 ci-dessous.lLes seules congruences de A
sont Yy et Agsen effet si Y=p(R) et pRp+l1 alors,par mul-
tiplication, bp-lwbpa,si pf0;ce qui prouve que la seule

classe de R est N. Si p4A et que p est une congruence,

m+k m+k-1
’

on doit avoir m=0 car b"pb implique bm_lob si
m$0.Un raisonnement simple montre qu'alors p:x(O,k)sEf;
nous retrouvons ainsi le résultat (C1-Pr Vol I,cor,
1,32 p.45):1les seuls monoides quotients de B sont B,Z et

Z/k1L.
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