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Préambule

Ce mémoire présente mes activités scienti�ques depuis ma thèse d'infor-
matique, dirigée par Valérie Berthé et soutenue en décembre 2007. L'objec-
tif est de montrer mon aptitude à conduire de façon autonome une recherche
originale de qualité et à encadrer des travaux doctoraux.

Je remercie chaleureusement Philippe, Lorenzo, Nicolas et Joshua d'avoir
accepté de donner leur avis éclairé sur mes travaux. Je remercie également
tous les membres du jury pour leur participation. Je suis en�n très redevable
de la garantie 10 ans post-thèse (le �SAV Berty�).

Intitulée pavages, fractions continues et géométrie discrète et située à l'in-
terface des mathématiques et de l'informatique, ma thèse montrait comment
des objets étudiés en théorie des sytèmes dynamiques - les substitutions géné-
ralisées - combinés avec des problématiques venues de la théorie des nombres
- les fractions continues multidimensionnelles - s'appliquent à un problème
de géométrie discrète - la génération et reconnaissance de plans discrets. Ces
travaux et les publications correspondantes [1, 7, 14, 15, 16] ne seront pas
présentés dans ce mémoire.

J'ai depuis lors e�ectué un glissement vers l'interface physique via l'étude
des quasicristaux. Si des notions comme pavages, substitutions ou géométrie
discrète sont restées centrales, ce glissement m'a entraîné vers de nouvelles
thématiques : calculabilité et propriétés algébriques des règles locales, géné-
ration aléatoire de pavages et temps de mélange de chaîne de Markov. Ces
travaux ont fait l'objet de publications en revues [3, 5, 6, 9, 13, 20] ou actes
de conférence [4, 8, 11, 12, 17, 19, 21]. Ce sont eux qui sont présentés dans
ce mémoire.
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Ma recherche post-doctorale a notamment été conduite dans le cadre de
deux projets que j'ai pilotés :

� le projet PEPS CNRS StochasFlip de 2009 à 2010 ;
� le projet ANR QuasiCool de 2013 à 2017.

J'ai également co-organisé plusieurs évènements scienti�ques en relation
avec mes recherches post-doctorales :

� le mois thématique Math-Info: Towards New Interactions en février
2010 au CIRM à Marseille (cinq semaines) ;

� l'école CIMPA Tilings and Tessellations en août 2015 à Ispahan, Iran
(deux semaines) ;

� le mois thématique Transversal Aspects of Tilings en juin 2016 à Olé-
ron (quatre semaines) ;

� deux workshops franco-russes en juin 2010 et juin 2013.

Ces neuf années depuis ma soutenance de thèse ont été l'occasion de
découvrir plusieurs environnements de recherche : d'abord lors d'un séjour
post-doctoral de six mois à l'institut Sobolev de Novosibirsk (Russie) puis, à
la suite de mon recrutement au CNRS en octobre 2008, deux ans au sein du
Laboratoire d'Informatique Fondamentale de Marseille, suivis d'une année à
l'unité mixte internationale du CNRS à Moscou (Russie) et en�n au sein du
Laboratoire d'Informatique de Paris Nord depuis octobre 2011.

En�n, j'ai la chance, le plaisir et la charge de co-encadrer deux doctorants
(russes tous les deux) : Alexandra Ugolnikova depuis novembre 2013 (soute-
nance prévue en décembre 2016) et Ilya Galanov depuis septembre 2016.

http://www.cnrs.fr/insmi/spip.php?article277
http://www.agence-nationale-recherche.fr/?Project=ANR-12-JS02-0011
http://www.lirmm.fr/arith/wiki/MathInfo2010-fr/MathInfo2010
http://isfahan.sciencesconf.org/
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Introduction

Un puzzle est un ensemble de pièces qui doivent être assemblées en res-
pectant l'emboîtement des pièces et la continuité du dessin (Fig. 1). Quant
au �ip, il désigne habituellement une �gure acrobatique consistant à tourner
sur soi-même lors d'un saut. Quel rapport avec l'informatique, ou même la
science en général ?

Figure 1 � Le puzzle Pentaplex (à gauche) est basé sur deux tuiles apério-
diques découvertes et brevetées par le mathématicien et physicien britannique
Sir Roger Penrose [Pen78, Pen79]. Le puzzle Eternity 2 (à droite), dû au bri-
tannique Lord Christopher Monckton et doté jusqu'en 2010 d'un prix de deux
millions de dollars à qui le résoudrait, o�re une accroche e�cace pour tout
exposé grand public sur l'indécidabilité ou la NP-complétude en moyenne du
problème des dominos [Ber66, Lev86].
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2 INTRODUCTION

Les puzzles soulèvent en fait un problème de transfert d'information :
comment des contraintes locales (l'emboîtement des pièces) se propagent de
proche en proche pour forcer une structure particulière à une échelle globale
(en l'occurrence le dessin promis sur la boîte). Dans ce qui suit, les termes de
pavage et de tuile seront préférés à ceux de puzzle et de pièce 1. Nos tuiles
seront toujours des compacts de Rn et nos pavages des recouvrements de tout
ou partie de Rn par des copies isométriques d'intérieurs disjoints de ces tuiles.

Ce problème de transfert d'information est omniprésent en informatique,
par exemple, pour déduire du voisinage d'une page web son importance glo-
bale sur internet [BP98], ou encore pour essayer de prédire le comportement
d'un automate cellulaire à partir de ses règles locales d'évolution [Wol02].
Plus spéci�quement, nous nous plaçons ici dans la perspective des travaux du
logicien Wang [Wan60, Wan61], lequel cherchait un algorithme pour décider
si un ensemble �ni de tuiles (semblables à celles Fig. 1, à droite) permettait
de paver le plan tout entier. Ce problème des dominos est indécidable [Ber66],
la preuve reposant sur deux ingrédients essentiels de ce mémoire :

� la simulation d'une machine de Turing par des tuiles ;
� l'existence de tuiles pavant le plan mais jamais périodiquement (Fig. 2).

Dans ce cadre, l'objectif est de comprendre comment cette apériodicité,
c'est-à-dire la propriété globale de paver sans jamais paver périodiquement,
peut être forcée par des contraintes locales.

Ce problème de transfert d'information apparaît aussi naturellement en
physique des matériaux, le rôle des tuiles étant joué par des atomes et celui
des contraintes locales par leurs interactions énergétiques. En particulier, la
découverte en 1982 des quasicristaux a été déterminante [SBGC84]. Leur
structure ordonnée mais apériodique (Fig. 3) interdisant en e�et la descrip-
tion habituelle par réseau cristallin, les pavages ont rapidement été propo-
sés comme modèle [LS84], plus précisément les pavages quasipériodiques,
apériodiques mais tels que tout motif �ni réapparaît à distance bornée de
n'importe quelle point (une sorte de régularité plus faible que la périodi-
cité). L'objectif théorique est alors de déterminer les structures possibles.
Le lecteur intéressé par les aspects physiques pourra consulter, par exemple,
[SD91, Jan96].

1. Pour éviter une mésaventure semblable à celle de ce célèbre astronome turc qui, en
1909, a candidement présenté habillé à l'orientale sa découverte de l'astéroïde B 612. . .
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Figure 2 � Les pavages de Penrose sont les pavages du plan par deux tuiles
en forme de losange aux indentations spéci�ques. Ils sont quasipériodiques.

Figure 3 � Un quasicristal et son image par un microscope électronique.



4 INTRODUCTION

Les pavages sont aussi étudiés en dynamique symbolique, à la frontière des
mathématiques et de l'informatique. La dynamique symbolique est une sorte
de version discrète des systèmes dynamiques (voir, par exemple, [LM95]).
L'espace est partitionné en un nombre �ni de régions R1, . . . , Rk et la tra-
jectoire d'un point x sous l'action d'une transformation T est codée par un
mot in�ni sur {1, . . . , k} dont la nème lettre indique dans quelle région tombe
T n(x). On étudie alors ce mot (et ses décalés lettre à lettre) dans le but d'en
tirer des informations sur la trajectoire originale. L'exemple archétypal est
celui des mots sturmiens (évoqués au chapitre 2), où T est une rotation ir-
rationnelle du cercle partitionné en deux (voir, par exemple, [PF02, chap. 6]).

Les pavages de Rn rentrent dans le cadre de la dynamique symbolique
multidimensionnelle. Rappelons ici, en suivant la terminologie de [Rob04] 2,
les quelques notions fondamentales utilisées dans ce mémoire (nous avons
essayé de nous limiter au strict nécessaire). Un espace de pavages est un
ensemble de pavages fermé par translation (les ouverts de la topologie étant
les pavages identiques sur une même boule centrée à l'origine). Il peut aussi
être dé�ni comme l'ensemble des pavages ne contenant aucun des motifs �nis
d'un ensemble donné, appelésmotifs interdits. Un espace de type �ni est
alors un espace de pavage qui peut être dé�ni par un ensemble �ni de motifs
interdits. C'est donc un ensemble de pavages dé�ni par des contraintes lo-
cales. Un espace so�que est un espace de pavage image d'un espace de type
�ni par un "recodage local", c'est-à-dire une fonction continue qui commute
avec les translations (autrement dit, un automate cellulaire). On peut le voir
comme dé�ni par des contraintes locales qui s'autorisent des "décorations"
que le recodage e�acera ensuite. En�n, l'espace des pavages obtenu par clô-
ture de l'ensemble des translatés d'un pavage est appelé son enveloppe. Par
abus, on dira qu'un pavage est de type �ni ou so�que si son enveloppe l'est.

Illustrons très simplement ces notions en dimension un.

1. Considérons deux tuiles a et b. Le motif interdit ba, seul, dé�nit l'es-
pace de type �ni formé des pavages où un b n'est jamais suivi d'un a.
L'enveloppe de tout pavage de cet espace est égale à l'espace entier,
sauf celle du pavage qui n'a que des a (resp. b). Ce dernier est la limite
de tout autre pavage translaté in�niment vers la droite (resp. gauche).

2. Les habitués de la dynamique symbolique traduiront dans leur langage préféré.
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2. Considérons toujours deux tuiles a et b mais interdisons les motifs
banb pour n ≥ 1. Cela dé�nit l'espace des pavages où les b forment au
plus un bloc, éventuellement précédé ou suivi de tuiles a. Il n'est pas
de type �ni car sinon il contiendrait un pavage avec deux blocs de b
espacés d'un bloc de a plus grand que le plus grand motif interdit.

3. Considérons trois tuiles a, b et c. Les motifs interdits ba, ca et cb
dé�nissent un espace de type �ni formé des pavages avec un bloc de
b (éventuellement vide) précédé de tuiles a et suivi de tuiles c. Le
recodage local a→ a, b→ b, c→ a envoie cet espace de type �ni sur
l'espace précédent, qui est donc un espace so�que.

Le dernier espace de pavages peut aussi être dé�ni comme les chemins d'un
automate �ni (avec un état par tuile et une transition de x à y quand xy
n'est pas interdit). Ce lien avec les automates est plus général [BP97] mais
semble limité à la dimension un (sauf exception, Fig. 4).

Figure 4 � Parcourir un pavage de Penrose de tuile en tuile en entrant et
sortant à chaque fois par deux côtés parallèles revient à faire chemin in�ni
dans cet automate �ni. Les losanges blancs (resp. bleus) alternent alors dans
deux orientations selon le sens des transitions horizontales (resp. verticales).
Les indentations sont des décorations qui forcent cette alternance, laquelle
caractérise des pavages tous apériodiques : les pavages de Penrose généralisés
[PK87, Soc90]. Parmi eux, les pavages de Penrose correspondent à une façon
spéci�que de croiser deux parcours dans une tuile.
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Les pavages apparaissent encore dans d'autres domaines comme la théo-
rie spectrale ou la cohomologie (le lecteur intéressé pourra se reporter, par
exemple, aux ouvrages [BG13, FHK02, Sad08, Sen95]), sans compter leur as-
pect esthétique cher à Penrose [Pen74] utilisé jusqu'en architecture (Fig. 5).
Ces aspects ne seront pas abordés dans ce mémoire.

Figure 5 � À gauche, détail d'une mosaïque d'environ 17000 pièces ornant
la façade d'une école coranique à Ispahan. À droite, vue partielle d'un parquet
parisien d'environ 3000 pièces représentant un pavage de Penrose [18].

Il y a donc bien de la science derrière les puzzles. Qu'en est-il des �ips ?
De manière générale, un �ip est une opération élémentaire qui permet de pas-
ser d'un objet à un autre au sein d'une même classe. Ça peut, par exemple,
être l'opération sur les graphes triangulés qui consiste à changer la diagonale
d'un quadrilatère par l'autre diagonale (voir, par exemple, [Pou14]). Ou bien
l'opération sur les pavages par dominos introduite par Thurston [Thu89] qui
consiste à e�ectuer un quart de tour à un bloc 2×2 formé par deux dominos.
Ici nos �ips consisteront essentiellement à retourner un hexagone pavé par
trois losanges (Fig. 3.1 page 37). Le �ip permet d'intégrer les pavages précé-
dents dans un ensemble plus large de pavages, dits aléatoires, où la théorie
des probabilités s'invite naturellement. Ceci a notamment un intérêt du point
de vue modélisation des quasicristaux, car le �ip correspond à un phénomène
local de réorganisation atomique [LCCG96] à la base d'un processus global
de réorganisation [EMH+14] (voir aussi [Hen91] pour un survol du modèle
des pavages aléatoires en physique des matériaux). On retrouve donc encore
une fois ce lien entre local et global.
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Terminons par une rapide présentation de la structure de ce mémoire.
Soulignons que les références bibliographiques numériques correspondent à
mes publications, tandis que les références alphanumériques correspondent
aux publications d'autres auteurs.

Le chapitre 1 dé�nit les pavages substitutifs (Sec. 1.1) et présente en
section 1.2 le résultat obtenu avec Nicolas Ollinger [17] qui montre que
ces pavages substitutifs sont so�ques. La section 1.3 résume ensuite
nos premiers travaux avec Valérie Berthé et Mathieu Sablik sur les
liens entre S-adicité, calculabilité et so�cité [8].

Le chapitre 2 commence par introduire les pavages canoniques, notam-
ment ceux qui sont planaires (Sec. 2.1). La section 2.2 présente ensuite
les travaux réalisés avec Mathieu Sablik, [20, 21], qui conduisent à une
caractérisation des pavages planaires so�ques en termes de calculabi-
lité. La section 2.3 détaille notre collaboration avec Nicolas Bédaride
et les résultats [3, 4, 5, 6] qui jalonnent notre quête d'une caractérisa-
tion dans le cas des pavages planaires de type �ni.

Le chapitre 3 s'intéresse à l'action du �ip sur les pavages canoniques
�nis du plan. La section 3.1 correspond aux travaux [9, 12, 13], réalisés
avec Olivier Bodini, Michael Rao, Damien Regnault et Éric Rémila,
qui décrivent la structure conférée par l'opération de �ip à l'ensemble
des pavages. La section 3.2 est dédié aux �ips aléatoires, qui sont reliés
Section 3.3 avec les motifs interdits du chapitre 2 à travers les résultats
obtenus avec Olivier Bodini et Damien Regnault [10, 11, 19].

Certaines problématiques qui ont occupé un temps non négligeable de mon
activité de recherche ces dernières années (comme l'entropie des ensembles
de pavage ou le problème de l'assemblage tuile à tuile d'un pavage) ne sont
pas abordées ici faute de résultats tangibles. C'est la vie !
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Chapitre 1

Pavages substitutifs

1.1 Substitutions

Une substitution sur les mots est une application qui envoie chaque
lettre d'un alphabet donné sur un mot et chaque mot sur la concaténation
des images des lettres qui le forment. Par exemple, la substitution σ dé�nie
par σ(a) = ab et σ(b) = a permet d'engendrer des mots de plus en plus
longs :

a
σ−→ ab

σ−→ aba
σ−→ abaab

σ−→ · · ·

On associe naturellement à une substitution ses mots limites, qui sont les
mots biin�nis (i.e., des suites de lettres indexées par Z) in�niment désub-
stituables, c'est-à-dire qui admettent une suite in�nie de préimages par la
substitution (on parle aussi d'ensemble limite).

Comment étendre cette notion aux pavages en dimension deux (ou plus) ?
S'il est facile de dé�nir une application qui envoie chaque tuile sur un motif
formé de plusieurs tuiles, il n'y a par contre plus de concaténation naturelle
de ces motifs.

Une solution simple est de se restreindre aux mots bidimensionnels,
i.e., les suites de lettres indexées par Z2, et d'envoyer chaque lettre sur un
rectangle a × b de lettres. La lettre en position (x, y) est alors envoyée sur
le rectangle en position (ax, by), c'est-à-dire qu'on déforme linéairement la
grille Z2 et qu'on remplit chaque case déformée par un motif image (Fig. 1.1).

9



10 CHAPITRE 1. PAVAGES SUBSTITUTIFS

Figure 1.1 � Chaque lettre (un carré de couleur) est envoyée sur un rectangle
2×3, ce qui s'itère naturellement et dé�nit une substitution. Un pavage limite
est représenté Fig. 1.5, à gauche.

On peut procéder de même si l'on dispose d'une déformation linéaire et
de tuiles (pas nécessairement carrées) telles que chaque tuile, une fois défor-
mée, peut être exactement remplacée par un motif formé des tuiles originales.
La �gure 1.2 présente un exemple avec une homothétie et une seule tuile (à
isométrie près). On peut même envisager que le motif image d'une tuile ne
coïncide pas exactement avec la tuile déformée, mais il faut alors garantir
qu'il n'y ait ni trou ni recouvrement après remplacement a�n de bien obtenir
un pavage. La �gure 1.3 donne un tel exemple, tiré de la famille des substi-
tutions d'Arnoux-Ito [AI01, AIS01]. Le fait que l'image de tout pavage soit
un pavage n'a rien d'évident, c'est un de mes résultats de thèse [7].

DILATE DIVISE

Figure 1.2 � Une homothétie de rapport deux suivie d'un remplacement par
quatre tuiles (en forme de chaise dit-on) dé�nissent une substitution sur les
pavages par cette tuile. Un pavage limite est représenté Fig. 1.5, au centre.
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Figure 1.3 � Une substitution d'Arnoux-Ito. Elle agit sur un pavage par
losanges par une transformation linéaire suivi d'un remplacement par des
losanges originaux. Bien que le remplacement d'une tuile ne coïncide pas
exactement avec la tuile déformée, on montre que c'est bien une action sur
les pavages par losanges. Un pavage limite est représenté Fig. 1.5, à droite.

Une solution vraiment générale devrait idéalement reposer sur une no-
tion de concaténation multidimensionelle. C'est ce que propose la notion
de substitution combinatoire ou substitution topologique), introduite
par plusieurs auteurs avec autant de formalismes di�érents [ABS04, BH13,
PF03, PFS14]. L'idée de base est naturelle : en plus de dé�nir l'image d'une
tuile, on dé�nit les positions respectives des images de deux tuiles voisines.
L'image d'un pavage est alors obtenue en parcourant les tuiles de proche
en proche et en plaçant l'une par rapport à l'autre leurs images respectives.
Toute la di�culté est d'assurer la cohérence d'une telle dé�nition : la posi-
tion de l'image d'une tuile ne doit pas dépendre du parcours qui a conduit
à cette tuile. Un de mes résultats de thèse [15] montre que toute substi-
tution d'Arnoux-Ito peut être dé�nie comme ça (et donne un exemple de
substitution combinatoire qui va au delà des substitutions d'Arnoux-Ito), ce
qu'illustre la �gure 1.4.

Mots ou pavages limites dé�nis par substitution ont une structure hiérar-
chique forte qui permet de prouver des propriétés mathématiques avancées
(spectrales, dynamiques ou topologiques, voir par exemple [BG13, Sad08]).
La propriété qui va nous intéresser dans la suite est l'apériodicité.
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Figure 1.4 � Une substitution combinatoire. À gauche sont données les
images de deux tuiles voisines, avec leurs positions relatives. À droite, ces
règles de substitution sont utilisées pour construire l'image d'un petit motif.
Cela dé�nit en fait la même action que la substitution d'Arnoux-Ito Fig. 1.3.

Figure 1.5 � Exemples de pavages limites dé�nis par substitution.
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1.2 Règles locales

La notion de substitution permet de dé�nir, en tant que limite, des pa-
vages apériodiques 1. Cependant, les tuiles de ces pavages limites peuvent
généralement former bien d'autres pavages, en particulier des pavages pério-
diques qui ne nous intéressent guère. Peut-on caractériser ces pavages limites
par la façon dont leur tuiles peuvent s'assembler localement ?

Peut-on par exemple dé�nir l'ensemble des pavages limites comme un
espace de type �ni, c'est-à-dire comme l'ensemble des pavages qui évitent
un ensemble �ni de motifs �nis ? La structure hiérarchique de ces pavages
fait qu'on peut alors se ramener à des motifs très simples, formés de tuiles
partageant un même point (on parle de vertex-atlas). En e�et, s'il existe un
pavage hors de l'ensemble limite qui évite ces motifs simples, alors plus on
itère la substitution plus grande est la taille minimale du motif qui apparait
dans le pavage obtenu sans apparaître dans les pavages limites. La �gure 1.6
illustre ceci. Il s'agit de cas plutôt exceptionnels (on peut notamment citer
les pavages de Penrose, voir [Sen95, chap. 6]).

Qu'en est-il si l'on se donne un nombre �ni de couleurs qui permettent de
faire jouer à une tuile autant de rôles di�érents ? De manière équivalente, on
peut préferer indenter les tuiles ou colorier leurs arêtes. En d'autres termes,
l'ensemble limite est-il un espace de type so�que ? La �gure 1.7 montre que
c'est le cas de l'ensemble limite dé�ni par la substitution de la �gure 1.2. Cet
exemple, dû à Joshua Socolar ([Sen95, p. 236]), fait partie des quelques rares
exemples connus di�érenciant un nombre raisonnable de tuiles (comme les
pavages de Penrose [Pen78], celui de Robinson [Rob71] ou ceux dus à Am-
mann [AGS92]). Cet exemple illustre bien l'idée clef, qui est de di�érencier
les tuiles a�n que tout pavage admette une préimage qui soit un pavage par le
même jeu de tuiles, lequel admet donc à son tour une préimage par le même
jeu de tuiles et ainsi de suite. En d'autres termes, les tuiles sont di�éren-
ciées de sorte à ce que les méta-tuiles qu'elles forment (i.e., les motifs images
de ces tuiles par la substitution) leur soient combinatoirement équivalentes,
c'est-à-dire qu'il y a une bijection entre ces tuiles et méta-tuiles qui préserve
les possibilités d'adjacences � on parle d'auto-simulation.

1. Sauf dans certains cas particulier où il existe un pavage admettant plus d'une pré-
image, comme dans le cas de la substitution σ(a) = σ(b) = ab dont les mots limites sont
tous périodiques.
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Figure 1.6 � À gauche, un pavage périodique par la tuile en forme de chaise
qui n'est clairement pas dans l'ensemble limite de la substitution Fig. 1.2 (il
n'admet même pas d'antécédent par la substitution). Pourtant, son image
par la substitution est un pavage (au centre) dont tous les petits motifs
formés de tuiles partageant un même point se retrouvent dans tout pavage
limite (un exemple de chaque motif, à isométrie près, est mis en valeur). En
itérant la substitution (à droite), on obtient des pavages qui ne sont toujours
pas limites mais qui nécessitent des motifs de plus en plus grands pour être
distingués des pavages limites. L'ensemble limite de la substitution Fig. 1.2
n'est donc pas de type �ni.

La première méthode générale pour construire à partir d'une substitu-
tion un jeu de tuiles qui s'auto-simule a été proposée en 1989 par Shahar
Mozes dans le cas des substitutions rectangulaires [Moz89]. Une méthode
générale pour les substitutions qui dilatent les tuiles par homothéties et les
redécoupent exactement en tuiles originales (comme la subsitution Fig. 1.2)
a été proposée en 1998 par Chaim Goodman-Strauss [GS98] Avec Nicolas Ol-
linger, nous avons donné une méthode générale dans le cas des substitutions
combinatoires, sous une �bonne� hypothèse :

Théorème 1 ([17]) L'ensemble limite d'une bonne substitution combina-
toire est so�que.
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Figure 1.7 � La tuile en forme chaise est indentée de sorte à donner 8 pièces
de puzzle di�érentes (en haut à gauche). Les pavages obtenus en emboîtant
correctement ces pièces puis en les remplaçant toutes par la tuile initiale en
forme de chaise sont alors exactement les pavages limites de la substitution
de la �gure 1.2. On montre en e�et que tout pavage par ces 8 pièces est aussi
un pavage par les 8 méta-pièces représentées en bas. Ceci montre déjà que
tout pavage par ces pièces admet une préimage. Mais on a en fait bien mieux,
car ces méta-pièces peuvent être remplacées par des pièces originales dilatées
d'un facteur deux. Il existe en e�et une bijection entre les indentations des
pièces originales et des méta-pièces (représentée en haut à droite) qui conserve
les possibilités d'emboîtement. La préimage peut donc à son tour être vue
comme un pavage par les 8 pièces originales. L'argument peut donc être
répété ad libitum pour obtenir une suite in�nie de préimages.
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En particuler, ce résultat englobe strictement les précédents. Cependant, à
mon sens, son intérêt n'est pas tant ce gain de généralité que la simpli�cation
conséquente du formalisme et de la preuve. Sans prétendre juger un article
au poids, soulignons que l'article de Mozes fait 48 pages, celui de Goodman-
Strauss 43 pages 2 et le notre 11 pages, dont véritablement 2 pages de preuve.

Notre approche consiste à distinguer le problème de la géométrie et celui
de la combinatoire. Le problème de la géométrie est en quelque sorte évacué
dans l'hypothèse �bonne� substitution. Il reste alors la combinatoire, dont le
principe est commun aux méthodes générales mentionnées ci-dessus. Il est
facile de di�érencier les tuiles pour ne permettre que des pavages qui ad-
mettent au moins une préimage, c'est-à-dire pour forcer le premier niveau de
la hiérarchie. Mais à cette di�érenciation des tuiles correspond une di�éren-
ciation des méta-tuiles (puisqu'elles sont faites de tuiles di�érenciées). Donc
pour simuler ces méta-tuiles avec les tuiles, il va falloir une deuxième étape
de di�érenciation. . . Le procédé semble alors conduire à une di�érenciation
sans �n sur chaque tuile, donc un nombre in�ni de tuiles. Cependant, on
utilise le fait que les méta-tuiles sont plus grosses que les tuiles pour éta-
ler l'information relative à ces di�érenciations et limiter ainsi l'information
circulant dans chaque tuile. Le problème devient alors de synchroniser les
di�érentes informations qui auraient dû se trouver au même endroit mais ont
été dispersées à travers les méta-tuiles. C'est la façon dont l'information est
étalée et synchronisée qui di�érencie les méthodes ci-dessus.

La description précédente est très informelle, mais il est di�cile d'être
plus précis sans entrer dans des détails très techniques (qui sont dans [17]).
Si nous avons grandement simpli�é et raccourci la preuve, elle reste néan-
moins assez subtile : c'est une construction explicite de point �xe, avec les
problèmes d'auto-référencement délicats qui vont avec. Et c'est bien souvent
seulement en cherchant à di�érencier explicitement les tuiles d'un exemple
concret de substitution qu'on se rend véritablement compte de son degré de
compréhension de la construction générale.

En particulier, on verra au chapitre suivant pourquoi il serait très intéres-
sant d'arriver à traiter le cas des substitutions de Brun, représentées Fig. 1.8.
Le théorème précédent ne s'applique en e�et pas directement car ce ne sont

2. En fait 77 pages dans sa version longue disponible sur la page web de l'auteur.
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pas des �bonnes� substitutions : elle ne font que très peu grossir les tuiles
(et encore, pas toutes). Elles dé�nissent peut-être néanmoins des ensembles
limites so�ques.

Conjecture 1 L'ensemble limite des substitutions de Brun est so�que.

Figure 1.8 � Les substitutions de Brun sont les deux substitutions d'Arnoux-
Ito décrites ici comme des substitutions combinatoires par leur action sur le
petit motif de gauche (qui a la particularité d'avoir des tuiles adjacentes
de toutes les façons possibles, donc son image caractérise la substitution
combinatoire � à condition de répérer chaque tuile et son image par une
couleur qui lui soit propre).

1.3 S-adicité

Étant donné un ensemble �ni de substitutions, un pavage est dit S-adique
s'il existe une suite in�nie de pavages telle que l'un soit la préimage du suivant
par une des substitutions données (voir notamment le survol [BD14] pour le
cas des mots, et les articles [PFS14] ou [7] pour le cas des pavages). Le cas
d'un pavage limite, considéré dans les paragraphes précédents, correspond
simplement au cas d'un ensemble réduit à une unique substitution.

Un paramètre important d'un pavage S-adique est sa suite directrice,
c'est-à-dire le mot in�ni formé de la suite des substitutions utilisées. En
particulier, existe-t-il des liens intéressants entre les propriétés d'une suite
directrice et celles des pavages S-adiques correspondants ?
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Dans un travail en commun avec Valérie Berthé et Mathieu Sablik [8],
nous avons examinés quelques-unes de ces liens, en particulier concernant
l'e�ectivité, une notion calculatoire qui arrive assez naturellement avec les
règles locales, comme on le verra plus en détail dans le chapitre suivant. De
manière générale (voir [Wei00]), un fermé e�ectif d'un espace métrique X
est un ensemble fermé A ⊂ X tel qu'il existe un algorithme qui énumère des
boules rationnelles 3 dont l'union est égale au complémentaire de A. L'énu-
mération est a priori in�nie, l'important étant qu'un point hors de A sera
un jour ou l'autre éliminé par l'algorithme. Sous certaines hypothèses sur
l'ensemble de substitutions (propriété de bonne croissance), on montre

Théorème 2 ([8]) Un ensemble fermé de pavages S-adiques est e�ectif si
et seulement s'il peut être dé�ni par un fermé e�ectif de suites directrices.

Un des buts est de généraliser aux substitutions combinatoires le résul-
tat suivant, démontré dans le cas des substitutions rectangulaires (dont la
structure permet de faire circuler l'information plus simplement) :

Théorème 3 ([AS14]) Un ensemble de pavages S-adiques dé�nis par un
fermé e�ectif de suites directrices est so�que.

3. Boules de centre et de rayon rationnels, les rationnels étant un sous-ensemble dense
dénombrable de X tel que la distance entre deux rationnels est calculable.



Chapitre 2

Pavages canoniques

2.1 Planarité et règles locales

Dans sa plus simple variante, la méthode de coupe et projection consiste
à couper le plan euclidien par une droite D. Plus précisément, on sélectionne
les segments unités de Z2 qui sont inclus dans la bande D+ [0, 1]2 (Fig. 2.1)
puis on les projette orthogonalement sur D pour obtenir un pavage 1 par
deux types de tuiles : les projections des segments horizontaux et verticaux.
Recodé sur deux lettres, c'est un mot sturmien [Lot02, chap. 2].

Figure 2.1 � Coupe du plan par une droite, i.e., pavage planaire 2→ 1.

1. Il faut en fait supposer que D ne contient pas de point entier, sinon la bande contient
un carré qui crée des superpositions quand on projette.

19



20 CHAPITRE 2. PAVAGES CANONIQUES

Cette méthode a été introduite dans [DB81] par De Bruijn pour les pa-
vages de Penrose puis généralisée dans [GR86, DB86] (voir [Sen95, chap. 2]
ou [BG13, chap. 7] pour une présentation plus récente).

Si E est un sous-espace a�ne de Rn de dimension d tel que E ∩ Zn = ∅,
on appelle pavage planaire de pente E le pavage obtenu en sélectionnant
les faces d-dimensionnelles des cubes unités de Zn qui sont incluses dans le
cylindre E + [0, 1]n, puis en les projetant orthogonalement sur E. Un tel pa-
vage est dit de dimension d et de codimension n− d, ce qu'on résume en
disant que c'est un pavage n→ d. Il est apériodique si E ne contient pas de
droite rationnelle et quasipériodique dans tous les cas.

On peut étudier les motifs d'un pavage planaire via sa fenêtre, qui est
simplement la projection orthogonale de E+[0, 1]n sur un espace E⊥ perpen-
diculaire à sa pente E. On montre en e�et qu'à chaque motif P du pavage
correspond une région polygonale de sa fenêtre telle que, pour tout point
x de Zn, la projection de x sur E⊥ tombe cette région si et seulement un
motif P apparaît dans le pavage à l'endroit où x se projette dans E (voir,
par exemple, [BG13, chap. 7]).

Par exemple, les pavages d'Ammann-Beenker sont des pavages planaires
4 → 2. Leurs pentes sont les plans a�nes de R4 parallèles au plan vectoriel
engendré par

(
√

2, 1, 0,−1) et (0, 1,
√

2, 1).

Ils sont non-dénombrables (continuum de plans a�nes) mais ils ont tous les
mêmes motifs �nis. La �gure 2.2 illustre cet exemple.

Plus généralement, on appelle pavages canoniques n → d l'ensemble
de tous les pavages pouvant être formés avec les mêmes tuiles que les pavages
planaires n→ d. Parmi eux, quels sont les pavages planaires caractérisés par
leurs motifs d'une taille donnée ? C'est par exemple le cas des pavages de
Penrose (Fig. 2.3) même si, pour des raisons de cardinalité (continuum des
pentes vs dénombrabilité des motifs �nis), c'est nécessairement une exception.

À côté de la classique distinction entre règles locales colorées ou non, une
seconde distinction a été introduite par Levitov [Lev88] pour les pavages pla-
naires. Elle repose sur la notion suivante.
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Figure 2.2 � Un pavage d'Ammann-Beenker (à gauche, vue partielle) et sa
fenêtre (à droite). Chaque région de la fenêtre correspond au motif représenté
dedans. La fréquence d'un motif est proportionnelle à l'aire de sa région.

Figure 2.3 � Les pavages de Penrose sont, parmi les pavages faits avec les
mêmes tuiles, exactement ceux sans aucun de ces 7 motifs (à isométrie près).

Un pavage quasiplanaire de pente E et d'épaisseur t ≥ 1 est un
pavage canonique obtenu en projetant une variété d-dimensionnelle formée
de faces de cubes unités de Zn et incluse dans le tube E+ [0, t]n. En d'autres
termes, le pavage est autorisé à �uctuer plus ou moins autour de E selon la
valeur de t. Pour t = 1, on retrouve la notion de pavage planaire.

On dit alors qu'un pavage planaire de pente E admet des règles locales
faibles s'il existe r ≥ 0 et t ≥ 0 tel que tout pavage canonique dont les
motifs de diamètre r sont des motifs de ce pavage est lui même un pavage
quasiplanaire de pente parallèle à E et d'épaisseur t. On parle de règles
locales fortes quand t = 1. La �gure 2.4 illustre ceci.



22 CHAPITRE 2. PAVAGES CANONIQUES

Figure 2.4 � Un pavage planaire 7 → 2 (en bas). Levitov [Lev88] a mon-
tré qu'il n'admettait pas de règles locales fortes. Socolar [Soc90] a montré
qu'il admettait pourtant des règles locales faibles : elles consistent à forcer
dans chaque bande l'alternance d'une tuile et de sa symétrique (trois dessins
en haut à gauche, les pointillés indiquant que jusqu'à 10 tuiles autres que
celles représentées peuvent se trouver à cet endroit). Les hexagones formés
de trois tuiles di�érentes peuvent alors ��ipper� (en haut à droite) sans violer
l'alternance, ce qui laisse le pavage �uctuer autour de E.

2.2 La barrière du calcul

Cette section est consacrée au cas des règles locales colorés. Nous allons
voir que la notion de calculabilité arrive naturellement pour caractériser les
pentes des pavages planaires admettant de telles règles locales.

Rappelons qu'un nombre réel est calculable s'il existe un programme qui,
étant donné un paramètre entier n, calcule la nème décimale de ce nombre.
En particulier, l'ensemble des nombres réels calculables est dénombrable.
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Que la calculabilité joue ici un rôle n'est pas une surprise pour un in-
formaticien, car les pavages sont en e�et capables de simuler une machine
de Turing (c'est une des clefs de la preuve de l'indécidabilité du problème
du domino de [Ber66]). Le retentissement de [HM10] (qui donne une carac-
térisation calculatoire d'un invariant de systèmes dynamiques symboliques)
montre que c'est peut-être plus surprenant en mathématiques, où l'on ne
manipule généralement que des nombres calculables 2. Ici, ce sont les pentes
calculables, i.e., engendrées par des vecteurs dont les coordonnées sont toutes
des réels calculables, qui jouent un rôle particulier :

Théorème 4 ([21]) Un pavage planaire admet des règles locales faibles co-
lorées si et seulement si sa pente est calculable.

C'est une équivalence, qui va bien plus loin que tous les précédents résul-
tats (notamment [AGS92, DB81, Kat88, Le97, LP95, LPS92, PK87, Soc89,
Soc90]), lesquels ne dépassent pas le cas de pentes algébriques (ce qui est
aussi le cas des pavages planaires substitutifs car leur pente est un espace
propre de la matrice entière qui associe à chaque type de tuile le nombre de
tuiles de chaque type dans son image). La preuve est assez technique mais le
principe, illustré Fig. 2.5 dans le cas 3→ 2, est relativement simple.

Toujours avec Mathieu Sablik, nous avons étendu le résultat précédent
au cas d'un ensemble de pentes. Nous avons encore obtenu une caractérisa-
tion dans laquelle c'est toujours la calculabilité qui joue un rôle clef, plus
précisément la notion de fermé e�ectif déjà introduite Section 1.3 :

Théorème 5 ([20]) Un ensemble de pavages planaires a des règles locales
faibles colorées si et seulement si l'ensemble des pentes est un fermé e�ectif.

En particulier, l'ensemble de toutes les pentes possibles formant un fermé
e�ectif, un corollaire de ce théorème est que l'ensemble de tous les pavages
planaires admet des règles locales faibles colorées. Le principe de la preuve
est similaire à celle du théorème précédent, mais il faut en plus synchroniser
les pentes des bandes de di�érentes directions (Fig. 2.6).

2. Car comment, par exemple, dé�nir π autrement que par un moyen de le calculer, ne
serait-ce que comme rapport du diamètre d'un cercle et de son périmètre ?
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Figure 2.5 � Un pavage canonique 3 → 2 (en haut à gauche) est déformé
pour donner un mot bidimensionnel (en haut à droite). Les lignes du mot
correspondent à des bandes du pavage. Ce sont des mots sturmiens, tous de
même pente. Il sont localement indistingables, mais di�érents. En particulier,
le passage d'une ligne à la suivante est subtile, et il n'est pas clair que l'en-
veloppe de ce mot bidimensionnel soit so�que. Pour contourner ce problème,
on décompose ce mot en un mot dont les lignes sont toutes identiques à un
même mot sturmien (en bas à gauche) et le mot qui code la di�érence avec
le mot initial (carré bleu pour une case à obscurcir, jaune pour une case à
éclaircir). On montre grâce au résultat de [AS13, DRS12] que l'enveloppe
du premier est so�que. On montre que le deuxième fait toujours partie des
mots qui alternent carrés jaunes et bleus dans chaque ligne, lesquels forment
un ensemble so�que. Le produit cartésien de ces deux ensemble so�ques dé-
�nit donc un ensemble so�que qui contient le mot bidimensionnel initial. Il
contient aussi d'autres mots (à cause du degré de liberté donné par le codage),
mais on montre qu'ils ne sont jamais très loin (d'où des règles locales faibles
et non fortes). Pour caractériser la pente du pavage original, il faut procéder
ainsi sur les trois directions de bandes, i.e., sur trois mot bidimensionnels
obtenus en déformant le pavage di�éremment.
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Figure 2.6 � Chaque bande de ce pavage �uctue autour d'un mot sturmien
dont la pente ne dépend que de la direction de la bande. Il faut assurer que
si α et β sont les pentes de bandes de directions di�érentes, alors (α, β) est
dans le bon fermé e�ectif. Pour cela, on encode le mot sturmien de pente β
sur les bandes de pente α (ce sont les 0 et 1 dessinés sur les tuiles), les règles
locales véri�ant alors que (α, β) est dans le fermé e�ectif exactement de la
même façon qu'elles véri�aient que α était une pente acceptable. Ce mot
sturmien de pente β est ensuite di�usé dans le pavage (��ls� rouges ou verts)
jusqu'aux bandes dans l'autre direction, qui peuvent alors véri�er qu'elles
sont bien elles-mêmes de pente β.

Ces deux constructions donnent des règles locales intrinsèquement faibles
à cause des �uctuations permises sur les bandes. Il faudrait un autre ingré-
dient pour espérer obtenir des règles fortes.

Cet autre ingrédient pourrait être celui des substitutions de Brun, repré-
sentées Fig. 1.8 au chapitre précédent. En e�et, j'ai montré dans ma thèse
(voir [7]) que l'ensemble limite de ces substitutions est l'ensemble des pavages
planaires. Si cet ensemble s'avère so�que (Conjecture 1), alors un produit car-
tésien avec les règles locales faibles précédentes donnerait des règles locales
fortes. La conjecture 1 entraîne donc logiquement la conjecture suivante

Conjecture 2 Un ensemble de pavages planaires admet des règles locales
fortes colorées si et seulement si l'ensemble des pentes est un fermé e�ectif.



26 CHAPITRE 2. PAVAGES CANONIQUES

2.3 La barrière algébrique

Cette section est consacrée au cas des règles locales non colorés. C'est un
travail en commun avec Nicolas Bédaride depuis 2011, qui a donné lieu à une
série publications [3, 4, 5, 6] et est toujours en cours. Sans couleur, la situation
change complètement : la calculabilité cède en e�et place à l'algèbre.

2.3.1 Grassmanniennes

Soit E un sous-espace de Rn de dimension d et M une matrice n×d dont
les colonnes forment une base de E. Les coordonnées grassmanniennes 3

de E sont dé�nies (à constante multiplicative commune près car elles sont
projectives) comme les Cd

n mineurs d × d de M . Elles caractérisent E et ne
dépendent pas de la base choisie. On note Gi1,...,id la grassmannienne obtenue
à partir des lignes i1, . . . , id de M .

L'ensemble des sous-espaces de Rn de dimension d formant une variété
algébrique de dimension d(n− d), des réels Gi1,...,id ne sont pas toujours des
grassmanniennes. Ils le sont si et seulement s'ils ne sont pas tous nuls et
véri�ent les relations de Plücker, dé�nies pour 1 ≤ k ≤ d par

Gi1,...,idGj1,...,jd =
d∑
l=1

Gi1,...,idGj1,...,jd︸ ︷︷ ︸
échanger ik et jl

,

où, par convention, transposer deux indices d'une grassmanniennes revient
à changer son signe, et une grassmannienne avec deux indices égaux est nulle.

Les pavages o�rent une interprétation naturelle des grassmanniennes. En
e�et, après avoir divisé les grassmanniennes par leur norme 1, la valeur abso-
lue de Gi1,...,id donne la fréquence de la tuile Ti1,...,id dans le pavage planaire
de pente E, où Ti1,...,id est la tuile obtenue en projetant sur E une face unité
engendrée par les vecteurs ~ei1 , . . . ~eid de la base canonique de Rn.

Par exemple, les grassmanniennes des pavages d'Ammann-Beenker, cal-
culées à partir de la base de leur pente donnée Section 2.1, sont

G12 = G14 = G23 = G34 = 1 et G13 = G24 =
√

2.

3. Une introduction plus complète aux coordonnées grassmanniennes peut être trouvé
dans [HP94, chap. 7].



2.3. LA BARRIÈRE ALGÉBRIQUE 27

Elle véri�ent la seule relation de Plücker non triviale qui existe dans ce cas :

G12G34 = G13G24 −G14G23.

On en déduit aussi que ces pavages contiennent 2
√

2 carrés pour 4 losanges.

2.3.2 Coïncidences

Une coïncidence d'un sous-espace a�ne E de Rn de dimension d est
un point de la fenêtre qui appartient à la projection de n − d + 1 faces
n− d− 1-dimensionnelles de cubes unités de Zn. Lorsqu'on modi�e la pente
d'un pavage planaire, la rupture d'une coïncidence correspond à l'apparition
d'un nouveau motif. Les �gures 2.7 et 2.8 illustrent ceci pour n = 2 et d = 1.

Introduite dans [5], la notion de coïncidence relie donc la combinatoire
d'un pavage planaire et la géométrie de sa pente. Plus précisément, si un
pavage planaire admet des règles locales non colorées, alors sa pente est ca-
ractérisée par un nombre �ni de coïncidences.

fenêtre

fenêtre

fenêtre

Figure 2.7 � Coupe de R2 par une droite E. Si un point de Z2 se projette
sur la face gauche ou inférieure du carré qui dé�nit la bande E+ [0, 1]2, alors
il est suivi d'un segment respectivement horizontal ou vertical (à gauche).
S'il se projette sur la face droite ou supérieure de ce même carré, alors il est
suivi d'un segment respectivement horizontal ou vertical (au centre). Le carré
partitionne donc la fenêtre en trois régions, chacune associée à un motif formé
de deux segments (à droite). Plus généralement, les projections des segments
unités à coordonnées entières dans [0, k] découpent la fenêtre en 2k+1 régions
qui correspondent aux motifs de taille 2k.
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fenêtre fenêtre fenêtre

Figure 2.8 � Coupe de R2 par une droite. La fenêtre est partitionnée en
trois régions, chacune associée à un motif formé de deux segments (à gauche).
Tourner la droite modi�e leurs tailles, et lorsque la pente atteint 45◦, la région
associée aux deux segments verticaux se réduit à un point (une coïncidence
marquée par une étoile, au centre) : le motif disparaît ! Tourner plus casse la
coïncidence et crée une nouvelle région, donc un nouveau motif (à droite).

Considérons une coïncidence. C'est la projection de points ~x0, . . . , ~xn−d
de Rn ayant chacun au plus n−d−1 coordonnées non entières. Notons Q(G)
le corps des fractions rationnelles dont les indéterminées sont les grassman-
niennes de E. Soit ~u1, . . . , ~ud une base de E, qu'on peut toujours choisir de
sorte à ce que les coordonnées de ~ui soient dans Q(G). Le fait que les ~xi se
projettent sur un même point se traduit par

~x0 − ~xi =
d∑

k=1

λik~uk, i = 1, . . . , n− d,

qu'on peut voir comme un système linéaire de n(n−d) équations à coe�cients
dans Q(G) dont les inconnues sont les λik et les coordonnées potentiellement
non entières de chaque ~xi. Le nombre total d'inconnues est

d(n− d) + (n− d+ 1)(n− d− 1) = d(n− d) + (n− d)2 − 1 = n(n− d)− 1,

soit une de moins que le nombre d'équations. L'existence d'une solution (la
coïncidence) se traduit donc par une relation sur les coe�cients de ces équa-
tions, i.e., une équation algébrique sur les grassmanniennes de E.

Par exemple, une coïncidence d'un plan de R4 se traduit par une équation
quadratique à coe�cients entiers de la forme (à permutation des indices près)

aG14G23 − bG13G24 + cG12G34 + dG24G34 + eG14G34 + fG14G24 = 0.
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En particulier, si un pavage planaire admet des règles locales non colorées,
alors l'ensemble �ni de coïncidences qui caractérisent sa pente se traduit par
un système d'équations algébriques sur les grassmanniennes de sa pente. On
retrouve ainsi la �barrière algébrique� découverte par Le :

Théorème 6 ([Le97]) Si un pavage planaire admet des règles locales (faibles
ou fortes) non colorées, alors sa pente est algébrique.

Cette condition nécessaire n'est cependant pas su�sante. Par exemple, les
pavages d'Ammann-Beenker sont des pavages planaires de pente algébrique,
et même quadratique car ses grassmanniennes sont dans Q(

√
2), mais ils

n'admettent pas de règles locales non colorées ([Bur88], voir aussi [5]). Peut-
on trouver une condition nécessaire et su�sante ?

2.3.3 Sous-périodes

Le cas des pavages canoniques de codimension 1 est assez simple : un pa-
vage planaire n→ n−1 admet des règles locales non colorées si et seulement
si sa pente est rationnelle (voir, par exemple, [Lev88]). C'est en codimension
supérieure que la situation se complique.

Ceci nous a conduit, dans [6], à introduire les ombres d'un pavage ca-
nonique de codimension d : ce sont les pavages de codimension 1 obtenus
en choisissant d + 1 des directions des arêtes de leurs tuiles parmi les Cd

n

directions possibles, puis en contractant toutes les arêtes dans les autres di-
rections. En d'autres termes, en voyant un pavage canonique comme une
variété d-dimensionnelle de Rn (chaque direction d'arête de tuile correspon-
dant à un vecteur de la base canonique de Rn), ses ombres sont les pavages
de codimension 1 obtenus par projection sur l'espace engendré par d+ 1 vec-
teurs de la base canonique (Fig. 2.9).

L'idée était de chercher à comprendre un pavage canonique de grande co-
dimension à partir de ses ombres de codimension 1. Or il s'est avéré que des
exemples classiques comme les pavages d'Ammann-Beenker ou de Penrose
avaient des ombres très particulières : elles sont toutes périodiques (Fig. 2.9).
Nous avons alors introduit la notion de sous-période d'un pavage cano-
nique : c'est une période minimale d'une ombre de ce pavage.
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Figure 2.9 � Les ombres d'un pavage d'Amman-Beenker sont périodiques.

Nous avons montré qu'on peut forcer un pavage canonique à avoir une
sous-période donnée en interdisant un nombre �ni de motifs �nis [6]. Ainsi,
à l'instar des coïncidences, les sous-périodes relient la combinatoire d'un pa-
vage planaire à la géométrie de sa pente.

Dans le cas d'un pavage planaire de pente E, une sous-période se tra-
duit par une relation linéaire entière entre d+ 1 grassmanniennes de E dont
les indices sont prennent au plus d + 1 valeurs di�érentes. En particulier, il
est facile de véri�er si les sous-périodes d'un pavage planaire caractérisent
sa pente, ou du moins un nombre �ni de pentes. On parle de sous-périodes
déterminantes.

Par exemple, les pavages d'Ammann-Beenker ont quatre sous-périodes :

G12 = G14, G12 = G23, G14 = G34, G23 = G34.

Soulignons que G13 = G24 n'est pas une sous-période car les indices des grass-
maniennes utilisées prennent quatre valeurs di�érentes. Ces sous-périodes ne
sont pas déterminantes car le système polynomial formé par ces quatre équa-
tions et la relation de Plücker a pour solutions (en normalisant à G12 = 1) :

G12 = G14 = G23 = G34 = 1 et G13G24 = 2.
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C'est une hyperbole de l'espace des plans de R4 (qui est de dimension 4).
Le pavage d'Ammann-Beenker correspond à G13 = G24, les autres étant en
fait les pavages de Beenker [Bee82]. La �gure 2.10 représente une branche de
cette hyperbole, paramétrée par t = G13 (l'autre branche est identique).

On a vu que les pavages canoniques de codimension 1 ont des règles locales
si et seulement si leur pente est rationnelle, ce qui s'avère être équivalent à
avoir des sous-périodes déterminantes. C'est encore le cas pour les pavages
4→ 2 (tels les pavages de Beenker), aussi appelés pavages octogonaux :

Théorème 7 ([3, 6]) Un pavage planaire octogonal admet des règles locales
faibles non colorées si et seulement si ses sous-périodes sont déterminantes.

Plus précisément, on prouve dans [6] que si un pavage planaire a des
sous-périodes déterminantes alors il admet des règles locales faibles non co-
lorées (résultat qui est en fait déjà plus ou moins contenu dans [Lev88]), et
on prouve la réciproque dans [3] (ce qui répond à une conjecture de [Le95]).

Un autre cas générique est celui des pavages d'ordre 2n, qui sont les
pavages planaires de dimension 2 dont la pente est engendré par les vecteurs

(cos(2kπ/n))0≤k<m et (sin(2kπ/n))0≤k<m,

avec m = n si n est impair ou m = n/2 sinon. Le nom de ces pavages
vient du fait qu'ils ont une symétrie rotationnelle locale d'ordre 2n, i.e.,
l'ensemble de leurs motifs �nis est stable par rotation d'angle π/n (mais pas
forcément le pavage entier lui-même). Nous en avons déjà vu : les pavages
d'Ammann-Beenker (Fig. 2.2) sont d'ordre 8, ceux de Penrose (Fig. 2) d'ordre
10, et celui Fig. 2.4 d'ordre 14. Socolar a montré qu'ils admettaient des règles
locales faibles non colorées quand n était impair [Soc90]. Nous avons montré
qu'ils n'en n'admettaient pas pour n pair [5]. Nous avons aussi montré que
leur sous-périodes étaient déterminantes si et seulement si n était impair [6].
D'où, au �nal :

Théorème 8 ([Soc90],[5, 6]) Un pavage d'ordre 2n a des règles locales
faibles non colorées si et seulement si ses sous-périodes sont déterminantes.

Mentions encore quelques exemples isolés véri�ant cette caractérisation :
les pavages icosaédraux [2] ou un pavage dodécagonal cubique [6]. Tout ceci
nous conduit à nous demander si cette caractérisation n'est pas générale :
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Figure 2.10 � Les pentes des pavages de Beenker forment une hyperbole. Les
pavages d'Ammann-Beenker (|t| =

√
2) minimisent la proportion de carrés.
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Conjecture 3 Un pavage planaire admet des règles locales faibles non colo-
rées si et seulement si ses sous-périodes sont déterminantes.

L'implication directe est un problème a priori purement algébrique : une
pente caractérisée par des coïncidences (un nombre �ni d'équations algé-
briques qu'on montre être homogènes de degré n − d) est-elle toujours ca-
ractérisée par ses seules sous-périodes (au plus d× Cd+1

n équations linéaires,
sans oublier dans les deux cas d'ajouter les relations de Plücker, soit encore
au plus d × (Cd

n)2 équations algébriques homogènes de degré d) ? L'impli-
cation réciproque est, elle, géométrique : un pavage avec des sous-périodes
déterminantes est-il nécessairement planaire ?

2.3.4 Planarité

Plus généralement, on peut se demander à quelle condition les pavages
canoniques partageant un ensemble donné de sous-périodes sont tous pla-
naires, c'est-à-dire quand est-ce que des sous-périodes forcent la planarité.
Cela peut en e�et arriver pour des sous-périodes non déterminantes.

C'est par exemple le cas des pavages d'Ammann-Beenker ([Kat95], [4]) :
ses sous-périodes ne sont pas déterminantes mais il n'y a que des pavages
planaires qui peuvent avoir ces sous-périodes (Fig. 2.11).

Figure 2.11 � Un carré et un losange indentés qui forment exactement les
pavages dans les bandes desquels les losanges alternent. Ce sont les pavages
canoniques qui ont les quatre sous-périodes des pavages d'Ammann-Beenker,
c'est-à-dire les pavages de Beenker (Fig. 2.10). Ce qui montre au passage que
l'ensemble des pavages de Beenker est so�que, ce qu'on savait déjà grâce au
théorème 5 mais avec un nombre de tuiles sans commune mesure !



34 CHAPITRE 2. PAVAGES CANONIQUES

Nous avons montré dans [6] que les sous-périodes des pavages d'ordres 2n
pour n pair caractérisent une famille à un paramètre de pentes et forcent la
planarité pour n multiple de 4 ou 6. On retrouve Ammann-Beenker (ordre 8)
pour n = 4. Le cas n = 6 est connu sous le nom de pavage dodécagonal. Dans
ces deux cas, certains pavages sont périodiques (ceux dont la grassmannienne
G13 est rationnelle). À partir de n = 8, par contre, on obtient un continuum de
pavages planaires tous apériodiques ! Au delà du cas n impair et de nmultiple
de 4 ou 6, nous conjecturons que les sous-périodes des pavages d'ordre 2n
forcent en fait toujours la planarité :

Conjecture 4 Les sous-périodes des pavages d'ordre 2n forcent la planarité.

Peut-on aller plus loin ? Quelques essais non publiés (voir, par exemple,
Fig. 2.12) nous conduisent à conjecturer :

Conjecture 5 Un ensemble de sous-périodes forcent la planarité si et seule-
ment si les seules variétés di�érentiables dont les espaces tangents ont tous
ces sous-périodes sont des variétés a�nes.

Figure 2.12 � Les sous-périodes des pavages de Penrose sont déterminantes
et forcent la planarité. Elles correspondent en fait à deux alternances indé-
pendantes dans les bandes, une pour chaque type de losange (Fig. 4 p. 5).
Les trois tuiles ci-dessus sont indentées de sorte à former les pavages où les
losanges �ns alternent tandis que les losanges gras son libres. Il s'agit d'une
sorte d'hybride entre les tuiles originales de Penrose et celles de la �gure 2.11.
Cela revient à ne garder que la moitié des sous-périodes originales. On montre
facilement que ces sous-périodes caractérisent une famille à deux paramètres
de pentes. On montre aussi que toute surface di�érentiable de R5 dont les
plans tangents sont dans cette famille à deux paramètres est elle-même un
plan. Peut-on en déduire que ces tuiles ne forment que des pavages planaires ?
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2.3.5 Épaisseur

Dans ce qui précède, toutes les conditions su�santes pour l'existence de
règles locales non colorées concernent des règles locales faibles. Les preuves
sont de plus très qualitatives et ne donnent pas de borne explicite sur l'épais-
seur des pavages quasiplanaires permis par ces règles faibles.

Dans [Lev88], Levitov donne une condition nécessaire pour qu'un pavage
canonique de dimension 2 ait des règles locales non colorées fortes : la SI-
condition. Cette condition revient à dire que toutes les ombres du pavage ont
au moins une sous-période � on dit que les sous-périodes sont complètes.
Bien que n'ayant guère d'éléments pour étayer cela, nous conjecturons

Conjecture 6 Un pavage planaire admet des règles locales fortes non colo-
rées si et seulement si ses sous-périodes sont complètes et déterminantes.

Une conséquence de cette conjecture, si elle s'avère vraie, serait qu'il n'y a
pas de di�érence entre règles locales non colorées fortes et faibles dans le cas
des pavages octogonaux, car dans ce cas des sous-périodes déterminantes sont
nécessairement complètes. C'est cependant faux pour des pavages canoniques
plus généraux, comme l'a montré l'exemple Fig. 2.4.
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Chapitre 3

Dynamique de �ips

3.1 Graphe des �ips

Étant données d+ 1 tuiles d'un pavage canonique n→ d qui ont en com-
mun un sommet, la région qu'elles pavent s'avère admettre exactement un
autre pavage par ces mêmes tuiles (obtenu en translatant chaque tuile par le
vecteur commun aux d autres tuiles). Un �ip est l'opération élémentaire qui
passe de l'un à l'autre (Fig 3.1).

Figure 3.1 � Flip en dimension 2 (à gauche) et 3 (à droite, vue explosée).

Les �ips agissent sur les pavages canoniques, qu'ils soient in�nis (pavage
de l'espace entier) ou �nis (pavage d'une région compacte). On associe à un
pavage (ou à la région qu'il pave) son graphe des �ips : c'est le graphe non-
orienté dont les sommets sont les pavages de la même région, deux sommets
étant reliés si les pavages correspondants di�èrent d'un �ip. La �gure 3.2
illustre le cas d'un petit pavage 3→ 2.

37
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Figure 3.2 � Graphe des �ips d'un pavage 3→ 2 avec 12 tuiles.
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En particulier, le graphe des �ips de la �gure 3.2 est connexe. Avec Olivier
Bodini et Éric Rémila, nous avons donné dans [13] une condition nécessaire
et su�sante pour que deux pavages n → 2 du plan entier soient reliés par
une suite (possiblement in�nie) de �ips. Cette condition s'exprime en termes
d'ombre, dans un sens similaire mais di�érent des ombres dé�nies au cha-
pitre précédent (page 29) : il s'agit ici des projections du pavage sur l'espace
engendré par deux vecteurs de la base canonique (au lieu de trois).

Théorème 9 ([13]) Soient P1 et P2 deux pavages n → 2. Alors P1 peut
être transformé en P2 par une suite (potentiellement in�nie) de �ips si et
seulement si les ombres de P2 sont incluses dans celles de P1.

Un premier corollaire est que les pavages planaires sont toujours reliés par
des �ips (sauf dans le cas dégénéré d'une pente avec une coordonnée grass-
mannienne nulle, c'est-à-dire que certaines tuiles ne sont pas utilisées). Ceci
provient du fait que ces pavages ont des ombres toutes égales à R2 tout entier.

Un deuxième corollaire est la connexité du graphe des �ips d'un pavage
n→ 2 d'une région compacte sans trou (cette hypothèse de simple connexité
est cruciale pour la connexité du graphe). Ce résultat, connu depuis [Ken93] 1,
découle ici du fait que l'ombre d'un pavage �ni ne dépend que de la région
qu'il pave.

Un troisième corollaire, dû au caractère constructif de la preuve, est que
le diamètre du graphe des �ips d'un pavage n→ d avec N tuiles est au plus
dN3. Cette borne n'est cependant sans doute pas optimale, en tous cas pas
en petite codimension comme nous allons voir.

Pour étudier plus �nement le graphe des �ips, nous avons introduit avec
Olivier Bodini et Éric Rémila [12] une distance de Hamming sur les pa-
vages n→ 2, voir Fig. 3.3. Elle s'avère donner des informations précises sur
les �ips en codimension 1 ou 2 :

Théorème 10 ([9, 12]) La distance de Hamming entre deux pavages 3→ 2
ou 4→ 2 d'une même région est égale au nombre minimal de �ips les reliant.

1. Cette preuve comporte cependant une erreur.
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+ -

Figure 3.3 � Les tuiles d'un pavage n → 2 forment des bandes faites
de losanges qui partagent tous une même direction d'arête (trois sont ici
matérialisées par des lignes continues). Trois bandes qui se coupent forment
un triangle (ici teinté en jaune) auquel on peut assigner dans chaque pavage
un signe, selon que deux bandes données se coupent d'un côté ou de l'autre
de la troisième bande. La distance de Hamming entre deux pavages est le
nombre de triangles dont le signe est di�érent dans les deux pavages (ici 15).

Figure 3.4 � Deux pavages 5 → 2 d'une même région. Leur distance de
Hamming est 32. Les �ips possibles (tuiles teintées) forment des triangles qui
ont chacun le même signe dans les deux pavages. Toute suite de �ip reliant ces
pavages commencera donc par inverser un triangle qui devra ultérieurement
être remis dans sa position initiale. La plus courte suite sera en conséquence
de longueur au moins 34 (ce qui est le cas ici).



3.2. FLIPS ALÉATOIRES 41

On déduit de ce théorème une borne (atteinte) sur le diamètre du graphe
des �ips d'un pavage 3 → 2 ou 4 → 2 avec N tuiles. Ce dernier est respec-
tivement inférieur à (N/3)3/2 et

√
2(N/3)3/2. La borne générique dN3 pour

les pavages n→ 2 n'est donc pas optimale. Et en codimension supérieure ?

La combinatoire devenant de plus en plus compliquée, nous avons cher-
ché une preuve par ordinateur avec Michael Rao [9], ce qui nous a permis de
véri�er les codimensions 1 et 2 mais nous a �nalement révélé un exemple mon-
trant que ce résultat pouvait être faux dès la codimension 3, voir Fig. 3.4. Il y
a donc une sorte d'obstruction qui n'apparaît qu'à partir de la codimension 3.

Mentionons que dans le cas des pavages 3→ 2, aussi appelés pavages par
dimères et tout particulièrement étudiés (voir, par exemple, [DTF14, Ken00]),
le graphe des �ips a une structure de treillis distributif [Pro93]. Ce n'est plus
le cas pour les pavages 4→ 2, mais le graphe des �ips peut néanmoins être vu
comme un ordre gradué, c'est-à-dire qu'on peut associer à chaque pavage un
entier, son rang, qu'un �ip modi�e toujours exactement d'une unité [CR06].
Et en codimension supérieure ?

Nous n'avons considéré ici que la dimension 2. En dimension supérieure la
situation se complique encore. En e�et, dès la dimension 3 même la connexité
du graphe des �ips n'est pas toujours assurée [DD05].

3.2 Flips aléatoires

Les �ips permettent d'e�ectuer sur les pavages canoniques des marches
aléatoires qui, outre leur intérêt en physique (modélisation), peuvent servir à
générer des pavages typiques a�n d'en observer les propriétés. Formellement,
soit M∞ la chaîne de Markov 2 à temps discret dont l'action sur chaque
pavage du graphe des �ips consiste à

1. choisir au hasard 3 un �ip, i.e., une con�guration formée de d+1 tuiles ;

2. choisir au hasard un sommet x du pavage ;

3. si la con�guration choisie apparaît en x, e�ectuer le �ip correspondant.

2. Le sens de l'indice ∞ du nom de la chaîne deviendra clair Section 3.3.
3. Sauf précision contraire, tous les choix "au hasard" seront uniformes.
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Cette chaîne est apériodique car la probabilité de ne rien faire est strictement
positive. Elle est irréductible pour d = 2 car le graphe des �ips est connexe.
Elle a donc une unique distribution stationnaire pour d = 2, qui est uniforme
car il y a autant de chance de faire un �ip que de le défaire au pas suivant.

La convergence d'une chaîne de Markov ergodique (i.e., apériodique et
irréductible) vers sa distribution stationnaire π sur l'espace Ω se mesure par

d(t) := max
x∈Ω

1

2

∑
y∈Ω

|P t(x, y)− π(y)|,

où P t(x, y) est la probabilité que la chaîne partie de x soit en y après t pas.
Bien qu'exponentiellement rapide en t, cette convergence peut être lente à
cause de sa dépendance en le nombre |Ω| d'états. Aussi s'intéresse-t-on au
comportement asymptotique quand |Ω| → ∞ du temps de mélange 4 :

τmix := min{t | d(t) ≤ 1/4}.

Il s'agit en quelque sorte de la "demi-vie" de la chaîne : la distance à la dis-
tribution stationnaire est en e�et divisée (au moins) par 2 tous les τmix pas.

Une borne inférieure très simple du temps de mélange est la moitié du
diamètre de Ω. En e�et, si après t pas au plus la moitié de l'espace a été
visité, alors d(t) ≥ 1/2 et donc t < τmix. Mais un petit diamètre ne signi�e
pas nécessairement un mélange rapide, comme l'illustre le cas d'école Fig. 3.5.

Figure 3.5 � Deux cliques de taille n reliées par un pont. Le diamètre
de ce graphe est 3 mais son temps de mélange est Θ(n2). Une distribution
initialement concentrée sur un point mettra en e�et longtemps à se répartir
dans l'autre clique à cause du rôle de goulot d'étranglement joué par le pont.

4. Le lecteur souhaitant plus de détails peut se référer au très complet [LPW09].
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Le cas des dimères est encore une fois le mieux connu. Le mélange est
alors polynomial en la taille du pavage 5 � on parle de mélange rapide.
Précisément, le temps de mélange d'un pavage canonique 3→ 2 de N tuiles
est en O(N5/2 logN) [LRS01, Wil04], et même en O(N2 logN) si le bord est
plat, i.e., peut être dessiné sur un pavage planaire [CMT12, LT15].

Ces bornes sur les dimères ont été obtenues essentiellement par couplage,
ce qui consiste à faire évoluer en parallèle deux copies d'une chaîne de Markov.
L'idée est que lorsqu'elles coalescent, on ne peut plus les distinguer selon leur
état de départ : le biais initial a été "oublié". Formellement, on prouve

τmix ≤ max
x,y∈Ω

E(min{t | Xt = Yt, X0 = x, Y0 = y}),

où (Xt, Yt) peut être n'importe quel couplage de la chaîne considérée. La
subtilité vient du choix de ce couplage, i.e., de la corrélation des évolutions
des états couplés.

Un exemple très simple pour illustrer ceci : voici deux couplages de la
marche aléatoire sur n points du cercle qui reste sur place avec probabilité
1/2, ou saute équiprobablement à gauche ou à droite sinon :

1. faire exactement la même chose sur les deux états couplés ;

2. quand l'un saute l'autre reste sur place.

Dans les deux cas, malgré la corrélation entre états couplés, chacun vu iso-
lément suit la loi de la marche aléatoire. Cependant, seul le second couplage
pourra coalescer un jour (en temps moyen Θ(n2)). Il y a couplage et couplage !

Pour les dimères, le couplage utilisé consiste à choisir un type de �ip et un
sommet x du réseau triangulaire, puis d'essayer de faire ce même �ip en x sur
chacun des deux pavages couplés. Ceux-ci ne sont pas toujours tous les deux
modi�és 6 : l'un peut rester sur place tandis que l'autre s'en rapproche. . . ou
s'en éloigne, ce qui est une des di�cultés pour borner le temps de coalescence.

Les sommets d'un pavage n → 2 ne formant plus un réseau pour n ≥ 4,
le couplage précédent ne se généralise pas naturellement. Pour contourner ce
problème, j'ai modi�é la chaîneM∞ pour dé�nir la chaîneMt

∞ consistant à

5. Donc logarithmique en la taille du graphe des �ips car on montre que le nombre de
pavage d'une région compacte est exponentiel en le nombre de tuiles (sauf cas dégénérés).

6. Ce qui évite l'écueil du premier exemple de couplage de la marche sur le cercle.
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1. choisir au hasard un signe σ, positif ou négatif ;

2. choisir au hasard un triangle T du pavage (Fig. 3.3) ;

3. inverser T par un unique �ip si possible et s'il est de signe σ.

Il y a alors un couplage naturel qui consiste à choisir même signe et même
triangle dans les pavages couplés. De plus, Mt

∞ est identique à M∞ à un
ralentissement près, dû au fait qu'il y a plus de triangles que de sommets 7.
Ce ralentissement est cependant polynomial car il y a O(N3/2) triangles pour
N sommets. DoncMt

∞ mélange rapidement si et seulement siM∞ aussi.

Dans le cas des dimères, les simulations Fig. 3.6 suggèrent un temps de
coalescence polynomial pour ce couplage de Mt

∞, ce qui est conforme avec
le mélange rapide deM∞, donc deMt

∞. Mais les simulations Fig. 3.7 sug-
gèrent un temps de coalescence exponentiel dans le cas des pavages 4 → 2.
Peut-on en conclure que Mt

∞, donc M∞, mélangent lentement les pavages
4→ 2 ? Sur la base de simulations et d'arguments heuristiques, Destainville
conjecture le contraire [Des01, Des02]. Peut-être est-ce notre couplage qui est
problématique ? Peut-être faudrait-il modi�er di�éremment la chaîneM∞ ?

n 4 5 6 7 8 9 10 11
essais 6203 3130 1856 1170 1078 1055 1032 1023

écart type 631 1668 3340 7095 12248 19836 29176 47734
moyenne 1193 3326 7332 14909 26642 44554 70171 110219
bπn4 log ne 1115 3160 7295 14678 26758 45289 72338 110294

Figure 3.6 � Nombre de �ips faits avant coalescence d'un couplage deMt
∞

partant de deux pavages 3→ 2 extrémaux de l'hexagone de côté n.

n 1 2 3 4 5 6
essais 78025 65373 23573 11369 597 445

écart type 19 689 8419 88617 1322492 29196970
moyenne 21 920 10369 95348 1241423 27538962

b1
3

log(moyenne)e 1 2 3 4 5 6

Figure 3.7 � Nombre de �ips faits avant coalescence d'un couplage deMt
∞

partant de deux pavages 4→ 2 extrémaux de l'octogone de côté n (Fig. 3.8).

7. L'accélération due au fait qu'il peut y avoir plus de deux types de �ips est négligeable.
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Figure 3.8 � Couplage de Mt
∞ sur deux pavages octogonaux. On devine

facilement qui provient de qui après f = 3000 �ips. C'est plus di�cile après
300000 �ips, et impossible après 30 millions, quand les pavages ont coalescé.
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3.3 Flips contextuels

3.3.1 Principe

Nous combinons ici le graphe des �ips avec les motifs �nis du chapitre 2.
Étant donné un ensemble �ni de motifs �nis, on appelle énergie d'un pavage
canonique �ni le nombre de ces motifs qu'il contient. Pour T > 0, on dé�nit
alors la chaîne de MarkovMT qui consiste à

1. choisir au hasard un �ip ;

2. choisir au hasard un sommet x du pavage ;

3. s'il est possible, faire le �ip en x avec probabilité min(1, exp(−∆E/T )),
où ∆E est la variation d'énergie du pavage quand on fait ce �ip.

Le paramètre T , bien sûr appelé température, quanti�e le rôle des motifs.
Pour T → ∞ on retrouve la chaîne M∞ de la section précédente, dé�nie
sans référence à aucun motif. À l'inverse, pour T → 0, on obtient une chaîne
notéeM0 qui s'interdit tout �ip augmentant strictement l'énergie du pavage.

La chaîneMT est en fait un classique de la mécanique statistique : c'est
l'algorithme de Metropolis-Hastings pour échantillonner le graphe des �ips
selon la mesure de Gibbs

µ(x) :=
1

Z
exp(−E(x)/T ),

où E(x) est l'énergie du pavage x et Z est un facteur de normalisation ap-
pelé fonction de partition du système. Une méthode tout aussi classique pour
converger vers les pavages d'énergie minimale est alors le recuit simulé, qui
consiste à modi�erMT en faisant varier la température avec le temps jusqu'à
T = 0 (la chaîne n'est donc plus homogène).

Généralement, le recuit simulé doit diminuer T exponentiellement lente-
ment ([Haj88, BS12]). Remarquablement, il semblerait qu'ici la combinaison
de propriétés du graphe des �ips et des motifs caractérisant des pavages pla-
naires permettent de simplement �xer T = 0 du début à la �n, ce qui corres-
pond à e�ectuer une bête descente de gradient grâce àM0. Plus précisément,
nous allons essayer dans ce qui suit d'étayer la conjecture suivante.

Conjecture 7 Pour un ensemble �ni de motifs �nis forçant la planarité,
M0 converge rapidement vers un ensemble de pavages d'énergie minimale.
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3.3.2 Deux lettres et dimères

Avec Olivier Bodini et Damien Regnault, nous avons d'abord considéré le
cas d'un mot sur deux lettres (pavages 2 → 1) avec pour motifs dé�nissant
l'énergie ceux constitués de deux lettres identiques consécutives [11]. Un �ip
échange deux lettres di�érentes consécutives, à l'exclusion de xyxy → xxyy
qui augmente strictement l'énergie. Il existe un mot d'énergie nulle si et
seulement s'il y a autant de lettres de chaque type, et il y en a alors deux :
ce sont ceux qui alternent les deux types de lettres. Nous avons montré :

Théorème 11 ([11]) Pour les motifs formés de deux lettres identiques consé-
cutives,M0 converge rapidement, si possible, vers un mot d'énergie nulle.

Avec Damien Regnault toujours, nous avons ensuite considéré le cas des
pavages par dimères avec pour motifs dé�nissant l'énergie ceux constitués de
deux losanges adjacents identiques à translation près [19]. On distingue alors,
selon leurs tuiles voisines (le "contexte"), 16 �ips di�érents dont 5 interdits
(Fig. 3.9). Les pavages d'énergie nulle sont les pavages planaires avec au-
tant de losanges dans chacune des trois orientations possibles (leur existence
dépend du bord de la région). Nous avons montré (voir aussi Fig. 3.10) :

Théorème 12 ([19]) Pour les motifs formés de deux dimères identiques ad-
jacents,M0 converge rapidement, si possible, vers un pavage d'énergie nulle.

+2
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+6 +2 +2

+4

-6

-4

-2

0

0

-2

0

0 0

0

Figure 3.9 � Les �ips sur un pavage par dimères et leur action sur l'énergie
quand elle est égale au nombre de paires de losanges adjacents identiques.

Les preuves des deux théorèmes ci-dessus sont relativement techniques.
Elles consistent à trouver une bonne métrique qui permette de montrer que
la distance entre deux pavages couplés diminue en moyenne. Dans le cas des
dimères, nous avons majoré le temps de coalescence de deux pavages par celui
d'une sorte d'enveloppe convexe de ces pavages qui permet de les régulariser.
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Figure 3.10 � Action deM0 sur un pavage par dimères à bord plat typique
(de gauche à droite). L'énergie est la somme des périmètres des amas de
même couleur. Elle diminue d'abord très rapidement avec la disparition des
petits amas. Les gros amas centraux sont ensuite progressivement érodés,
l'érosion semblant proportionnelle à une sorte de "courbure discrète".

Les régions pavées considérées sont compatibles avec un pavage d'énergie
nulle, ce qui est le cas le plus simple à simuler carM0 se stabilise dès qu'elle
tombe sur un pavage d'énergie nulle au lieu de continuer à errer sans �n dans
l'ensemble des pavages d'énergie minimale.

Remarquons que M0 n'est pas irréductible (sauf bord ou motifs dégé-
nérés pour lesquels tous les pavages ont la même énergie). Il s'agit en fait
un système dynamique à trou, le trou étant l'ensemble des pavages d'énergie
minimale. On préfère souvent décrire un tel système par ses distributions
quasistationnaires, i.e., conditionnées au fait de ne pas être tombé dans le
trou (les distributions stationnaires sont juste l'enveloppe convexe des pa-
vages d'énergie minimale).

Soulignons que la planarité des pavages d'énergie minimale semble jouer
un rôle clef. Par exemple, si on dé�nit au contraire l'énergie comme le nombre
de lettres ou losanges di�érents adjacents, alorsM0 se stabilise très rapide-
ment sur un pavage qui n'est pas du tout d'énergie minimale (Fig. 3.11) : un
véritable recuit simulé devient nécessaire !



3.3. FLIPS CONTEXTUELS 49

Figure 3.11 � Si on dé�nit l'énergie comme le nombre de losanges di�érents
adjacents, alors le "cube plein" et le "cube vide" sont les pavages d'énergie
minimale (parmi ceux ayant ce bord). Cependant, partant d'un pavage quel-
conque, M0 se stabilise rapidement sur un pavage d'énergie généralement
bien plus grande (comme les trois représentés ici).

3.3.3 Beenker et Penrose

Plusieurs milliards de �ips sur les pavages de Beenker et Penrose m'ont
convaincu que la conjecture 7 était véri�ée pour ces pavages [10]. Évidem-
ment ça ne fait pas une preuve, laquelle reste un objectif majeur. De plus,
ces simulations (un exemple est donné Fig. 3.12) sont à prendre avec du recul.

Un premier problème est de trouver le "pire" pavage, i.e., celui queM0

mettra le plus longtemps à corriger (en moyenne. . . ). Un bon candidat est un
pavage d'énergie maximale, mais il n'est pas si simple d'en trouver un avec
un bord qui soit compatible avec un pavage d'énergie nulle, i.e., un bord des-
sinable sur un pavage de Beenker ou de Penrose selon le cas considéré. Nous
avons aussi considéré l'alternative (justi�ée par les motivations physiques
sous-jacentes) consistant à partir d'un pavage typique, i.e., tiré uniformé-
ment au hasard, mais c'est alors le problème du temps de mélange deM∞
qui revient par la fenêtre ! De plus, le temps de correction dépendra aussi de
ce pavage initial tiré au hasard, ajoutant de l'incertitude à de l'incertitude. . .

Ce qui semble certain, c'est que la correction est possible, i.e., il existe
dans le graphe des �ips un chemin qui réduit l'énergie à zéro sans jamais
l'augmenter. Même ceci reste à démontrer pour Beenker ou Penrose !
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Que le temps de correction soit polynomial semble aussi très probable car
son écart type est assez faible (de l'ordre de 20% de sa moyenne, soit beau-
coup moins que celui du temps de coalescence du couplage de Mt

∞ étudié
Section 3.2), et sa moyenne colle bien à un modèle asymptotique de l'ordre
de N3/2 (resp. N2) pour un pavage typique (resp. de grand énergie) de N
tuiles (les tracés en échelle log-log sont visiblement linéaires).

N 842 1044 1240 1427 1538 1725 1922
essais 9999 5134 2932 1629 997 414 264
σmix 10393 13715 19916 25562 31545 46831 53184
µmix 14472 18730 27367 34505 42552 65215 73676

b 1
2016

N5/2e 10204 17469 26857 38157 46015 61303 80333
σcor 236 303 424 502 604 802 991
µcor 1305 1683 2325 2817 3343 4587 5248

b 1
125
N3/2 logNe 1317 1876 2488 3132 3541 4272 5097

Figure 3.12 � Action deM0 (etM∞) sur les pavages d'Ammann-Beenker.
On part de P0, un morceau de N tuiles d'un pavage d'Ammann-Beenker
(pour avoir des bords compatibles). Un essai consiste alors à calculer une
trajectoire (Pt)t≥0 sous l'action mélangeante deM∞, tout en mesurant pour
chaque t le temps mis par M0 pour corriger le pavage Pt, et ceci jusqu'à
ce temps de correction soit à peu près stabilisé (l'idée étant qu'il ne dépend
alors plus trop de Pt � le temps mélangeant semble alors ici polynomial, ce
qui va plutôt dans le sens de la conjecture de Destainville mentionnée en
�n de section 3.2). Ce tableau donne l'écart-type et la moyenne du nombre
de �ips faits lors de la phase mélangeante (σmix et µmix) et de la phase de
correction (σcor et µcor), cette moyenne étant faite sur tous les essais. Un
modèle asymptotique est proposé pour chacune de ces moyennes.
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