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RÉSUMÉ.La recherche de communautés est un problème important dans le domaine des réseaux
complexes. La modularité est probablement la mesure de qualité de partitionnement la plus po-
pulaire pour la détection de communautés. Malheureusement, elle présente un défaut, nommé
limite de résolution, qui tend à faire disparaître les petites communautés d’autant plus que le
graphe est grand. L’algorithme de Louvain, parmi d’autres,procède par fusion de communau-
tés pour optimiser la modularité. Nous présentons une condition de fusion qui a pour objet
d’empêcher les fusions incorrectes. L’évaluation expérimentale sur 20 graphes générés montre
que cette technique, appliquée à l’algorithme de Louvain, réduit fortement les effets de la limite
de résolution.

ABSTRACT.Community detection is an important issue in the field of complex networks. Mod-
ularity is probably the most popular measure of clustering quality for community detection.
Unfortunately, it presents a defect, called resolution limit, which tends to make disappear the
small communities especially as the graph is large. The algorithm of Louvain proceeds by
merge of communities to optimize the modularity. We presenta merge condition which aims
to prevent wrong merges. The experimental evaluation on 20 generated graphs shows that this
technique, applied to the algorithm of Louvain, strongly reduces the effects of the resolution
limit. The merge condition can also be used in other algorithms based on community fusion.

MOTS-CLÉS :heuristique, détection de communautés, graphes de terrain, réseaux complexes,
partitionnement de graphe, modularité, optimisation combinatoire, limite de résolution
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1. Introduction

Certains réseaux formés par l’activité humaine ou observésdans la nature pré-
sentent des caractéristiques topologiques non triviales qui les distinguent fondamen-
talement de réseaux plus simples, en particulier ceux constitués aléatoirement par des
modèles mathématiques. De par leurs propriétés communes, ces réseaux font l’objet
d’études indépendamment de leur origine depuis une dizained’années, sous la déno-
mination deréseaux complexesou graphes de terrain. Une de ces propriétés remar-
quable est la présence de zones de forte densité décrites comme des groupes, modules
ou communautés selon les applications (par exemple, grouped’individus au sens so-
ciologique [MOR 34] ou ensemble de protéines interagissantentre elles [ITO 01] en
biologie). De manière informelle, une communauté est définie comme un ensemble
d’éléments du réseau fortement connectés à l’intérieur du groupe et faiblement connec-
tés à l’extérieur. L’étude de la structure communautaire sucite une intense activité
de recherche pour visualiser et comprendre la dynamique d’un réseau à différentes
échelles.

La modélisation par un graphe fournit un support à l’étude des réseaux complexes,
en identifiant un élément du réseau à un nœud et un lien entre deux éléments à une
arête, si l’on considère un graphe non orienté. Dans la plus simple des formulations,
chaque nœud n’appartient qu’à une seule communauté, un découpage en communauté
étant une partition de l’ensemble des nœuds. Dans un grapheG = (V,E), muni d’un
ensemble den nœudsV et d’un ensemble dem arêtesE, nous notons une partition
en communautésP = {C1, C2, ..., Ck}. Les communautés peuvent être définies lo-
calement, par un critère d’existence par exemple, ou globalement par une fonction de
qualité de partition. Ce problème proche du partitionnement de graphe, s’en distingue
par la méconnaissance a priori du nombre de communautés et dela taille de celles-ci.

Il existe une grande variété de mesures de qualité de partitionnement. La plus
utilisée est la modularité, introduite par Newman en 2004 [NEW 04]. Dans une com-
munautéC, les arêtes ayant leurs deux extrémités dans la communauté sont dites
internes et leur nombre est notél(C). La somme des degrés des nœuds appartenant
à C est nommée degré de communauté et notéd(C). A partir de ces définitions, la
modularitéQ(P) s’écrit :

Q(P) =
∑

C∈P

(

l(C)

m
−
(

d(C)

2m

)2
)

(1)

Cette mesure globale ouvre la voie aux algorithmes d’optimisation pour la dé-
tection de communautés. Le problème étant NP-difficile [BRA08], les heuristiques
deviennent indispensables dès que le graphe atteint une centaine de nœuds. Parmi les
nombreuses méthodes d’optimisation deQ, les approches fondées sur une recherche
locale par déplacement de nœud et fusion de communautés sontles plus efficaces et
rapides. Une d’entre elles, l’algorithme de Louvain [BLO 08], qui utilise une tech-
nique multi-niveau, offre un compromis intéressant entre l’optimisation et la rapidité
de calcul, avec une complexité constatée sur des graphes peudenses enO(m).
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Anneau de 10 3-cliques

Une clique par communauté

Q = 0.65

Anneau de 10 3-cliques

Deux cliques par communauté

Q = 0.675

Figure 1. Illustration de la limite de résolution. À partir d’un anneau de dix 3-cliques
reliés deux à deux par un seul lien, la partition naturelle associe une communauté à
chaque clique avec une modularité d’environ 0.65. La modularité peut être amélio-
rée en regroupant les cliques par deux, ce qui pourtant constitue manifestement une
partition erronée.

Malheureusement, la modularité souffre d’un défaut qui s’aggrave avec l’augmen-
tation de la taille du graphe, nommé limite de résolution et établi par Fortunato et
Barthemely en 2007 [FOR 07]. L’optimisation de la modularité conduit, dans cer-
taines conditions, à faire disparaître les petites communautés. La démonstration des
auteurs portent sur des cas extrêmes de cliques connectées entre elles de façon mini-
male, par exemple un anneau de cliques reliées par paires parune seule arête (voir la
Figure 1). Dans ce cas, si le graphe est suffisamment grand, les cliques de taille in-
férieure ou égale à

√
m sont fusionnées avec d’autres cliques alors qu’elles devraient

être identifiées comme des communautés. Ce phénomène est aussi observé dans des
situations plus réalistes, par exemple avec des graphes et des partitions générés aléa-
toirement [LAN 08,LAN 09].

L’algorithme de Louvain procède en deux phases : une phase deconstitution d’une
partition avec la procédure VM (vertex mover, [SCH 08]), puis une phase de re-
groupements des communautés aux niveaux supérieurs, assimilables à des fusions
de communautés. En exécutant l’algorithme avec des graphesgénérés par le modèle
LFR [LAN 08], le nombre de communautés obtenu à l’issu de VM est plus grand
que le nombre de communautés de la solution, alors qu’il devient plus petit après la
phase de fusion de Louvain. Il en va de même pour les petits communautés qui gros-
sissent et deviennent trop grandes après cette seconde phase. C’est la manifestation la
plus évidente de la limite de résolution. Même si intrinsèquement l’optimisation de la
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modularité engendre ce défaut, nous pouvons conjecturer que certaines fusions sont
erronées alors que d’autres sont justifiées.

Notre idée est d’établir un critère local de fusion de communautés. A partir de
deux communautésC etC′ et du sous-grapheC ∪ C′ qu’elles engendrent, ce critère
est vrai siC etC′ doivent être fusionnées et faux sinon. Les graphes LFR nous per-
mettent d’apprécier la performance d’un tel critère car nous pouvons vérifier d’après
la partition solution si deux communautés doivent ou non être fusionnées. Notre idée
intuitive est de fonder le critère de fusion sur la modularité calculée pour la partition
{C,C′} dans le sous-grapheC ∪ C′. L’idée sous-jacente est que deux communautés
doivent être réunies si elles ne constituent pas séparémentdeux modules forts, c’est-
à-dire si leur modularité est faible. Malheureusement, selon nos tests préliminaires, il
n’existe pas de corrélation significative entre la valeur demodularité pour la partition
(C,C′) et la décision juste de fusionnerC etC′. En revanche, la modularité paramé-
triqueQλ [REI 06] révèle une corrélation d’autant plus forte que le paramètreλ, qui
désigne la résolution à laquelle le graphe est partitionné,est proche de0.25.

2. Formulation

2.1. Formule générale

Soit deux communautésC et C′ de la partitionP définie dans le grapheG =
(V,E). NotonsGC,C′ = (C ∪ C′, EC,C′) le sous-graphe deG engendré par le sous-
ensemble de nœudsC ∪C′. EC,C′ est l’ensemble des arêtes de ce sous-graphe et son
cardinal est notée pour simplifier les formules. Le degré d’un nœudv dans un sous-
grapheS quelconque deG est notéd(v, S) et se définit comme le nombre d’arêtes de
S incidentes àv. Le degré de communautéd(C, S) est alors défini comme la somme
des degrésd(v, S) des nœudsv appartenantC, soitd(C, S) =

∑

v∈C d(v, S). Cette
définition préalable permet d’écrire la modularité paramétrique de la partition{C,C′}
dans le grapheGC,C′ :

Qλ(C,C
′) =

l(C) + l(C′)

e
− λ

d(C,GC,C′ )2 + d(C′, GC,C′)2

4e2
(2)

Pour un paramètreθ compris entre 0 et 1, le critère de fusionMλ,θ(C,C
′) que

nous proposons, s’écrit :

Qλ(C,C
′) < θ (3)

Cela signifie que les communautésC etC′ sont fusionnées si la modularité de para-
mètreλ de la partition{C,C′} dans le sous-grapheC ∪ C′ est strictement inférieure
au seuilθ.

Pour caractériser les valeurs deθ, nous devons tout d’abord reformuler le critère
en réduisant le nombre de variables.
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2.2. Reformulation

Notonsdout(C) le degré externe de la communautéC, c’est-à-dire le nombre
d’arêtes ayant une extrémité dansC et l’autre en dehors. Nous avonsd(C) = 2l(C)+
dout(C) car en calculant la somme des degrés des nœuds deC, les arêtes internes
sont comptées deux fois. Dans le contexte du sous-grapheGC,C′ , les arêtes comptées
dansdout(C) relient nécessairement un nœud deC à un nœud deC′, soitdout(C) =
dout(C

′) = l(C,C′), le nombre des arêtes reliantC et C′. Nous en déduisons trois
relations importantes pour la suite, dans le contexte de deux communautésC et C′

engendrant un sous-grapheGC,C′ :










d(C,GC,C′) = 2l(C) + l(C,C′)

d(C′, GC,C′) = 2l(C′) + l(C,C′)

l(C) + l(C′) + l(C,C′) = e

(4)

Commed(C,GC,C′) = e+ l(C)− l(C′) etd(C′, GC,C′) = e− l(C) + l(C′), la
modularité se réécrit :

Qλ(C,C
′) =

l(C) + l(C′)

e
− λ

4e2
(

(e + l(C)− l(C′))2 + (e− l(C) + l(C′))2
)

=
l(C) + l(C′)

e
− λ

2e2
(l(C)− l(C′))2 − λ

2
(5)

Dans cette forme, l’expression de la modularité ne conserveque trois variables :
l(C), l(C′) et e = |EC,C′ |.

2.3. Expression deθ

Pour borner le paramètreθ, nous considérons des cas extrêmes, en partant du prin-
cipe quee, le nombre d’arêtes du sous graphe engendré parC ∪C′, est constant et en
faisant varierl(C) ou l(C′) entre 0 ete, le maximum possible.

2.3.1. Borne supérieur deθ

Supposons que les communautésC etC′ ne soient pas connectées, c’est-à-dire que
l(C,C′) = 0. La troisième égalité dans (4) donnel(C)+l(C′) = e soit l(C)−l(C′) =
2l(C)− e. La modularité écrite en 5 devient :

Qλ(C,C
′) = 1− λ

2e2
(2l(C)− e)2 − λ

2

=
−2λl(C)2

e2
+

2λl(C)

e
+ 1− λ (6)

La valeur dee étant donnée, la modularité peut être vue comme une fonctionde
la variablel(C) définie sur{0, ..., e}. Cette fonction est croissante sur l’intervalle
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[0...e/2] et décroissante sur[e/2...e]. Pourl(C) = 0 et l(C) = e,Qλ(C,C
′) = 1−λ.

Nous avons doncQλ(C,C
′) ≥ 1− λ. Le critère de fusion, qui s’écritQλ(C,C

′) < θ
doit toujours être négatif car, dans la situation d’hypothèse (l(C,C′) = 0), C etC′ ne
doivent jamais être fusionnées. Il faut donc choisirθ de façon à ce queQλ(C,C

′) ≥ θ,
quelque soitC et C′ non connectées. Cela est vérifié siθ ≤ 1 − λ car dans ce cas
Qλ(C,C

′) ≥ 1− λ ≥ θ.

2.3.2. Borne inférieure deθ

A l’inverse ici, considérons queC etC′ sont connectées, donc quel(C,C′) > 0.
Cette hypothèse nous assure que les communautés peuvent être fusionnées. Consi-
dérons de plus que la communautéC′ contient seulement un nœud et donc aucune
arête interne :l(C′) = 0. Il en résulte quee = l(C) + l(C,C′) et, selon la première
hypothèse,l(C) < e. La modularité utilisée dans le critère de fusion devient :

Qλ(C,C
′) = − λ

2e2
l(C)2 +

l(C)

e
− λ

2
(7)

Comme précédemment, la modularité peut être vue comme une fonction de la va-
riablel(C) définie sur{0, ..., e}. Dans l’intervalle[0...e], cette fonction est strictement
croissante avec pour borne−e/λ pourl(C) = 0 et 1 − λ pourl(C) = e. Donc, dans
l’intervalle de variation del(C), comme de plus par hypothèsel(C) < e, nous avons
Qλ(C,C

′) < 1−λ. Dans la situation d’hypothèse, où une communautéC′ ne contient
qu’un nœud, il est souhaitable par principe de n’interdire aucune fusion avecC′ de fa-
çon à ce que toutes les situations de fusion deC′ avec d’autres communautés voisines
soient examinées pour trouver une fusion de gain de modularité maximum. Donc, le
critère de fusion doit être positif et il faut choisirθ de sorte queQλ(C,C

′) < θ ce qui
est vérifié siθ ≥ 1− λ car dans ce casQλ(C,C

′) < 1− λ ≤ θ.

La première hypothèse de connexion deC et C′ fait que, dans le cas de non
connexion, c’est-à-dire sil(C,C′) = 0, soit l(C′) = e, la fusion est rejetée. Ce n’est
pas préjudiciable car il est inutile que le critère autoriseune fusion qui, par principe,
n’est pas viable.

2.3.3. Valeur deθ

Nous avons ainsi borné le paramètreθ selon deux cas particuliers où la réponse
du critère de fusion est imposée. Il en résulte que la seule valeur acceptable deθ est
1− λ, soit un critère de fusionMλ(C,C

′) qui s’écrit simplement :

Qλ(C,C
′) < 1− λ, avecλ > 0 (8)

3. Étude générale

Le critère de fusion étant posé avec un seul paramètreλ, nous souhaitons étudier
dans quelles conditions et pour quelles valeurs deλ, ce critère opère correctement
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et en particulier atténue la limite de résolution. L’idée générale est qu’il fonctionne
comme un filtre préalable avant l’examen du gain de modularité obtenu par la fusion
de deux communautés.

Nous aurons besoin pour la suite d’une écriture du critère defusion sanse au
dénominateur :

l(C) + l(C′)

e
− λ

2e2
(l(C)− l(C′))2 − λ

2
< 1− λ

2e(l(C) + l(C′)) − λ(l(C)− l(C′))2 + (λ− 2)e2 < 0 (9)

3.1. Valeurs deλ admissibles

Interrogeons nous sur la valeur minimale de la modularité paramétriqueQλ(C,C
′),

d’après sa forme générale écrite en 5. Posonsl(C)− l(C′) = h, h variant de−e à e.
La modularité paramétrique devient :

Qλ(C,C
′) =

2l(C)

e
− h

e
− λ

2e2
h2 − λ

2
(10)

Pourh constant, cette fonction del(C) est croissante, donc son minimum est atteint
pourl(C) = 0 et vaut−h/e−λh2/(2e2)−λ/2. Il y a ainsi un minimum pour chaque
valeur deh possible. Sous la condition quel(C) = 0, h peut varier de−e à 0. La
fonctionf(h) = −h/e− λh2/(2e2)− λ/2 est toujours négative, puisqueλ ≥ 0, et a
la forme d’un polynôme du second degré, avec un coefficient demonôme de plus haut
degré négatif. Donc sur l’intervalle[−e...0] son minimum est soitf(−e), soit f(0),
c’est-à-dire soit1 − λ, soit−λ/2. En comparant ces deux valeurs, le minimum des
deux, c’est-à-dire le minimum absolu deQλ(C,C

′) est−λ/2 si λ < 2 et1−λ sinon.
Dans ce dernier cas, le critère est toujours faux car la modularité paramétrique doit
être strictement inférieure à1 − λ. Ainsi, le critère de fusion est opérant uniquement
si λ < 2.

3.2. Communautés mal formées

Le critère le plus faible d’existence d’une communauté [HU 08] exige que celle-
ci ait au moins deux fois plus d’arêtes internes que de liens partagés avec n’importe
quelle autre communauté. Dans la situation réduite à deux communautésC etC′, cette
condition nécessite que2l(C) et2l(C′) soit strictement supérieur àl(C,C′).

Plaçons nous du point de vue d’une seule des deux communautés, par exempleC,
la situation étant symétrique. Selon le critère d’existence de communauté, deux cas
peuvent se présenter.

1) La communautéC est bien formée :2l(C) > l(C,C′). La condition de fusion
doit opérer pleinement sans préjuger de sa valeur. A la limite, lorsquel(C,C′) = 1,
pouvons-nous exiger que la fusion soit interdite (voir la section 5).
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2) La communautéC est mal formée :2l(C) ≤ l(C,C′). Dans ce cas la prévention
de la limite de résolution n’est pas utile car la fusion est a priori légitime. Il faut
systématiquement autoriser la fusion pour reporter la décision de fusion effective sur
la recherche du gain de modularité maximum.

Recherchons dans quelle condition le critère de fusion est toujours vrai si2l(C) ≤
l(C,C′). Notonsl(C,C′) = hl(C) avech ≥ 2. Commee = (1 + h)l(C) + l(C′), la
condition de fusion devient :

[(2λ− 2)h+ 4λ]l(C)l(C′) + [(λ − 2)h2 + (2λ− 2)h]l(C)2 < 0

[(2λ− 2)h+ 4λ]l(C′) + [(λ− 2)h2 + (2λ− 2)h]l(C) < 0

[(2λ− 2)h+ 4λ]l(C′) < [(2 − λ)h2 + (2− 2λ)h]l(C) (11)

La condition doit être vraie quelque soit les valeurs del(C) et l(C′) qui sont
positives. Cela est rendu possible si les deux conditions suivantes sont réunies :

{

(2λ− 2)h+ 4λ < 0

(2− λ)h+ 2− 2λ > 0
(12)

La première inéquation est équivalente àh < 4λ/(2 − 2λ) si λ ≥ 1 ou h >
4λ/(2 − 2λ) si λ < 1. La première est impossible car siλ ≥ 1 alors4λ/(2 − 2λ)
est négatif ce qui obligeh à être négatif. Il resteh > 4λ/(2 − 2λ). Selon le même
raisonnement que précédemment, commeh ≥ 2, cette inéquation est rendue toujours
vraie en prenantλ de sorte que2 > 4λ/(2 − 2λ), soitλ < 1/2 (compatible avec la
condition initialeλ < 1).

Le second inéquation est équivalente àh > (2λ − 2)/(2 − λ) si λ ≤ 2 (l’autre
alternative est impossible car toujours inférieur à 2). Parle même procédé, on obtient
λ < 3/2.

Les deux conditions devant être vérifiées, la plus restrictive prime et il est donc
nécessaire queλ < 1/2 pour que toute communauté mal formée passe le filtre du
critère de fusion.

4. Validation expérimentale

Nous avons établi que la condition de fusionQλ(C,C
′) < 1 − λ est efficace si

0 < λ < 1/2. La borne inférieure est incontestable car la condition serait toujours
vraie et donc non discriminante siλ était négatif. En revanche la borne supérieure
est soumise à une hypothèse qu’il est préférable de vérifier expérimentalement. Nous
avons donc choisi de tester les valeurs deλ de0 à 1 par pas de0.1. La valeurλ = 0
représente l’absence de condition puisqueQ0 est toujours inférieur ou égal à1. La
valeurλ = 1 correspond à un critère fondé sur la modularité standardQ1 = Q.

Nos tests consistent à appliquer la condition de fusion à l’algorithme de Louvain
sur 20 graphes artificiels LFR de caractéristiques variées :n de 80 à 100000,m de
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200 à presque un million,mixing parameterµ (donnant la moyenne des parts d’arêtes
externes de nœud) de 0.3 (communautés bien définies) à 0.85 (communautés très fai-
blement définies), degrés et tailles variables de communautés, différentes situations
représentées (graphes peu denses, graphes très denses, distributions étendues de tailles
de communautés, etc). Le critère de fusion intervient dans la second phase de l’algo-
rithme de Louvain pour interdire ou autoriser l’examen d’une fusion qui sera effective-
ment effectuée si son gain de modularité est maximum. La validation de la condition
de fusion par les graphes générés est pertinente car la partition de référence permet
de mesurer, par les similarités NMI (information mutuelle normalisée [DAN 05]) et
NID (distance d’information normalisée [VIN 10]), la justesse de la partition trouvée
pour chaque graphe. Les partitions sont d’autant plus proches que la valeur NMI ou
NID est proche de 1. En complément de ces mesures globales, nous nous attachons à
observer trois indicateurs structurels : le nombre de communautésk, la taille de la plus
petite communautémin|Ci| et la taille de la plus grande communautémax|Ci|. Pour
chaque graphe de test, nous avons généré 100 instances avec un ordre des nœuds aléa-
toire. Pour tous les tests présentés, la grandeur (NMI, NID,k, max|Ci| et min|Ci|)
associée à un graphe est la moyenne de ces valeurs sur les 100 instances.

15

16

17

∑ NMI

∑ NID

13

14

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

λ

Figure 2. Pertinence de la condition de fusion. Les similarités NMI etNID sont mesu-
rées entre les partitions trouvées par l’algorithme de Louvain avec condition de fusion
(paramètreλ en abscisse) et les partitions de référence. Les valeurs de NMI et NID,
entre 0 et 1, sont sommées pour les 20 graphes testés, soit uneamplitude de 0 à 20 en
ordonnée.

La figure 2 représente la somme de NMI et de NID pour les 20 graphes de test,
selon le paramètreλ. Les deux grandeurs augmentent fortement deλ = 0 àλ = 0.3
pour diminuer ensuite moins rapidement mais continument jusqu’àλ = 1. La condi-
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tion de fusion améliore nettement l’algorithme de Louvain (λ = 0) quant à la justesse
des partitions produites, comparées aux solutions de graphe artificiel. D’après les ré-
sultats détaillés par graphe, non publiés, entreλ = 0 etλ = 0.3 la NMI est augmentée
pour tous les graphes, avec une moyenne d’augmentation absolue de0.08. L’augmen-
tation relative moyenne est de11.5%. C’est une amélioration très significative compte
tenu du caractère logarithmique de la NMI.

Sur la figure 3, nous observons qu’à l’issue de la première phase VM, le nombre
de communautésk est trop grand par rapport à la solution car des fusions manquent.
En revanche, la second phase de l’algorithme de Louvain (λ = 0) procède à un trop
grand nombre de fusions de sorte quek devient trop petit. Les meilleurs résultats sont
obtenus dans l’intervalle0.2 < λ < 0.4. Nous avons constaté, dans le détail par
graphe non publié ici, que l’essentiel des erreurs avec le meilleur paramètreλ = 0.3
sont dues à seulement un tiers des graphes.

Observons enfin dans la même figure la plus grande et la plus petite communauté
qui sont des indicateurs structurels importants car il peuvent révéler de manière si-
gnificative la limite de résolution. On constate qu’avec Louvain (λ = 0), la taille de
plus petite communauté est huit fois plus grande que la taille attendue, ce qui traduit
bien la disparition des petites communautés. La valeur la plus juste, proche du ratio
1, est obtenue pourλ = 0.2. Ce ratio diminue pour des valeurs deλ plus grande,
aggravant l’erreur. Un autre enseignement, tout aussi important, est fourni par le ratio
de plus grande communauté qui dénote une erreur importante (valeur trois fois plus
grande) quelque soit le paramètreλ et même dès la première phase VM. Ainsi, l’heu-
ristique VM souffre de la limite de résolution en constituant des communautés trop
grandes, erreur qui ne peut pas être réparée par la seconde phase de fusion. Là encore,
indiquons que cette erreur ne se manifeste que pour seulement un tiers des graphes.

5. Limite de résolution

Cherchons à quelle condition le critère de fusion est faux dans le cas de deux
communautésC et C′ reliées par seulement une arête. A partir de l’écriture 9 du
critère de fusion, avec la conditionl(C,C′) = 1, soit e = l(C) + l(C′) + 1 et en
posantl(C′) = hl(C), nous obtenons la condition de fusion fausse suivante :

(4λl(C) + 2λ− 2)h+ 4λl(C)2 + 4(λ− 1)l(C) + λ− 2 ≥ 0 (13)

Plaçons nous dans le cas oùC est la plus petite communauté sans perte de généralité
(inversion deC′ etC dans le cas contraire), donc sih ≥ 0. L’expression du critère est
de la formeAh+B avecA = 4λl(C)+2λ−2 etB = 4λl(C)2+4(λ−1)l(C)+λ−2.
Dans l’hypothèse oùh = 0, le signe deB est le signe de2(l(C)+1)(2λl(C)+λ−2)
par factorisation, soit le signe de(2λl(C)+λ− 2) puisquel(C)+1 est positif. Donc,
dans l’hypothèse où h est nul, le critère de fusion est faux si(2λl(C) + λ − 2) ≥ 0,
soit l(C) ≥ 1/λ− 1/2. Si maintenanth augmente (h est positif), la fonctionAh+B
doit être croissante pour qu’elle reste positive, doncA doit être positif, soitl(C) ≥
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Figure 3. Erreurs sur le nombre de communautés, la taille de la plus petite et de la
plus grande communauté. Pour chacune de ces grandeurs, le graphique représente la
moyenne, sur l’ensemble des graphes, du rapport entre la valeur trouvée et la valeur
de la solution. Ainsi la moyenne de 1 constitue un comportement idéal de l’algorithme
qui trouve la valeur attendue. Ces ratios sont représentés par rapport au paramètreλ
placé en abscisse et pour l’algorithme VM (première phase deLouvain).

1/(2λ) − 1/2. Des deux conditions,l(C) ≥ 1/λ − 1/2 et l(C) ≥ 1/(2λ) − 1/2, la
première est plus stricte carλ > 0.

Le critère de fusion ne s’appuie que sur le nombre d’arêtes dela communautéC
et non sur sa densité. Pour imposer que la fusion soit interdite et que donc le critère
soit faux, si les deux communautés à fusionner sont reliées par seulement une arête, il
faut que la plus petite communautéC vérifie l(C) ≥ 1/λ − 1/2. Si λ s’approche de
zéro, la condition n’est vraie que pour des valeurs del(C) de plus en plus grandes, ce
qui n’est pas souhaitable. Si l’on souhaite interdire les fusions pour toute communauté
telle quel(C) >= K, il faut λ ≥ 2/(2K + 1). Une valeur raisonnable estK = 3 qui
exigeλ ≥ 2/7 ≈ 0.285. Dans ce cas, les communautés qui ont une arête externe et au
moins trois arêtes internes ne seront jamais fusionnées. Ilest important de noter queC
n’est pas nécessairement une clique. Nous touchons là un point important concernant
l’implantation de cette condition de fusion dans un algorithme. La limite de résolu-
tion est atténuée spécialement dans le cas des communautés denses reliées par une
seule arête à ne pas fusionner. Mais la fusion de deux communautés peu denses re-
liées par une seule arête sera tout aussi bien bloquée de façon probablement indue. Il
est donc indispensable que les communautés soumises à ce critère de fusion soit "bien
formées" avec une densité aussi forte que possible. En cela,l’application du critère à
un algorithme qui procède d’abord par déplacement de nœuds (procédure VM) puis

11



par fusion, comme Louvain, est recommandée. Alors qu’un algorithme comme Fast-
Greedy [CLA 04] qui fusionne dès le départ, avec des communautés minuscules et
faibles, ne gagnera sans doute pas à utiliser la condition defusion.

6. Conclusion

Nous avons présenté un critère discriminant les fusions de communautés perti-
nentes, à utiliser dans un algorithme de détection de communautés dans les réseaux
complexes. Cette condition s’appuie sur la modularité de paramètreλ calculée pour
chaque paire de communautés à fusionner. Elle a une portée générale et peut s’appli-
quer à n’importe quel algorithme qui procède à des regroupements de communautés en
optimisant la modularité. Son objectif est de réduire l’impact de la limite de résolution,
défaut reconnu de l’optimisation de la modularité, qui se traduit dans ce type d’algo-
rithme par des fusions incorrectes conduisant à des communautés trop grandes. Une
application à l’algorithme de Louvain sur un échantillon d’une vingtaine de graphes
générés montre son efficacité pour un paramètreλ aux alentours de 0.3. Pour cette va-
leur deλ, la mesure moyenne de similarité, égale à 0.774 sans la condition de fusion
passe à 0.858 avec, l’idéal étant de 1. L’erreur relative moyenne sur le nombre de com-
munautés passe avec la condition de fusion de−62% à−16%. Cette technique n’est
efficace qu’à la condition que les communautés examinées pour la fusion soient préa-
lablement bien constituées avec une densité significative.L’algorithme de Louvain s’y
prête particulièrement bien.
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