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Résumé : Le Staker Crane Problem est un problème de tournées impliquant l'utilisation d'ununique véhiule. Nous nous intéressons ii à la résolution de sa version préemptive et asymétrique.Cette résolution repose tout d'abord sur des résultats théoriques permettant de modéliser les solu-tions du problème sous forme d'arbre et de se ramener ainsi à un problème peu ontraint. Ensuiteette représentation est utilisée pour réaliser une heuristique de onstrution gloutonne ainsi qu'unereherhe loale simple et e�ae. En�n des résultats expérimentaux on�rment l'e�aité de etteapprohe et l'impat de l'hypothèse de préemption.Mots-Clés : Staker Crane Problem, relais, tournée de véhiules, reherhe loale, heuristique.1 IntrodutionLes problèmes de Ramassage et Livraison (Pikup and Delivery), qui onsistent à plani�er le trans-port de biens ou de personnes depuis un n÷ud origine jusqu'à un n÷ud destination en utilisant unensemble donné de véhiules, ont été largement étudiés. Plusieurs variantes ont été onsidérées, voir[7℄ et [26℄ pour des études et méthodes de résolution de es problèmes. Parmi tous les problèmes deRamassage et Livraison, le Staker Crane Problem est aratérisé par le fait de disposer d'un uniquevéhiule, ne transportant qu'une demande à la fois. Ce problème tire son nom des grues-portiquesutilisées notamment pour le hargement ou déhargement des navires. Ces grues ne peuvent manipu-ler qu'un onteneur à la fois, il faut don porter une attention partiulière à l'ordre des hargementset déhargements pour minimiser les déplaements de la grue.Le Staker Crane Problem (SCP) peut se dé�nir de la manière suivante : étant donnés un graphe

G dont les ars sont valués par des longueurs (ou oûts) depuis un n÷ud "dép�t" spéi�que et unensemble de demandes K, il s'agit de déterminer la tournée d'un unique véhiule V de telle sorte que
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ROADEF 2010 - Toulousehaque demande k ∈ K soit transportée de son n÷ud origine ok à son n÷ud destination dk. Chaquedemande k est assoiée à une harge unitaire et le véhiule V ne peut transporter plus d'une hargeà la fois. Il s'agit don trouver une tournée Γ dans G, la plus ourte possible, qui ommene et �nitau dép�t et permettant à V de satisfaire toutes les demandes. Dans le SCP préemptif (SCPP),haque harge peut être déhargée en n'importe quel n÷ud du graphe avant d'être rehargée. Ceproessus peut être e�etué plusieurs fois avant que la harge arrive au n÷ud destination. On parlede SCP asymétrique lorsque la fontion qui à tout ar (x, y) fait orrespondre un oût Dist(x, y)est asymétrique.Le SCP a tout d'abord été introduit par Frederikson et al. dans [19℄, sous sa forme symétrique etnon préemptive. Ces auteurs fournissent une preuve de sa NP-omplétude en utilisant une rédutionà partir du problème du Voyageur de Commere (Traveling Salesman Problem, TSP). Ils fournissentégalement un shéma d'approximation 9/5 pour e problème. Atallah et Kosaraju [5℄ ont été lespremiers à traiter le as préemptif pour le SCP symétrique. Ils ont étudié à la fois le as préemptif etnon préemptif dans le as où le graphe sous-jaent est un hemin élémentaire ou un yle élémentaire.Ils ont prouvé que dans les deux as le problème se résout en un temps polynomial. Frederiksonet Guan [17℄, [18℄ ont étudié les versions préemptives et non préemptives du SCP symétriquedans le as où le graphe sous-jaent est un arbre. Plusieurs variantes du problème de Ramassageet Livraison prohes du SCP ont été étudiées. On peut mentionner le problème du Voyageur deCommere qui orrespond au SCP non préemptif et dans lequel il n'y a pas de ontrainte de apaité(voir [28, 14, 27℄). La version asymétrique du TSP a été traitée par des approhes polyhédrales,des algorithmes de oupes et branhements (branh and ut) [3, 4, 6, 21℄, et par des heuristiques[10, 20, 24℄. Hernández-Pérez et González [22℄ se sont intéressés au TSP ave ontraintes de apaité.D'autres ontraintes ont été onsidérées relatives à l'ajout de fenêtres de temps [26℄, à des relationsde préédene imposées par les demandes [15℄, [16℄, à une politique de hargement de type LIFO [11℄.Le as où haque demande possède plusieurs origines et destinations, et dans lequel, toute hargeramassée à une origine de la demande peut être utilisée pour livrer n'importe quelle destination deette même demande, a également été onsidérée. Cette extension, appelée le problème d'éhange(Swapping Problem), [1, 2, 8, 9℄, appartient à la lasse des problèmes de Ramassage et Livraisonmulti-origines et multi-destinations (many-to-many Pikup and Delivery problems), voir [7℄. Leproblème ave transbordements, orrespondant au transport d'une demande à l'aide de plusieursvéhiules, a été étudié dans [13, 23, 25℄.Nous nous intéresserons ii au Staker Crane Problem Préemptif et Asymétrique, que nous note-rons SCPPA. Nous ommenerons par donner une formulation du problème, puis nous montreronsqu'il est possible de modéliser les objets solutions sous forme d'arbres. Nous verrons que ette for-mulation permet à la fois une résolution par programmation linéaire en nombres entiers et par desheuristiques de onstrution et reherhes loales fournissant des résultats numériques de bonnequalité que nous présenterons en dernière partie.2 Desription formelle du SCPPA2.1 Notations préliminaires sur les listesSoit Γ = {x1, . . . , xn} une liste onstituée d'objets xi, i ∈ {1, . . . , n}.� Pour tout élément x = xi de Γ, nous noterons SuccΓ(x) (resp. PredΓ(x)), le suesseur xi+1(resp. prédeesseur xi−1) de x dans Γ, et par RgΓ(x) le rang de x dans Γ. Une tournée onstituéed'un unique élément x est notée {x}, et une tournée vide est notée ∅. Le premier (resp. dernier)



Une résolution du Staker Crane Problem préemptif et asymétriqueélément de Γ est noté First(Γ) (resp. Last(Γ)). Le nombre d'éléments de Γ est noté |Γ|.� On appelle sous-tournée de Γ une tournée Γ′ telle que Γ′ = {xi1 , . . . , xip
} ave i1 < · · · < ip.� On notera ⊕ l'opérateur de onaténation qui transforme deux séquenes Γ = {x1, . . . , xn}et Γ′ = {y1, . . . , yn} en une unique séquene Γ⊕ Γ′ = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn}.� On appelle oupe de Γ une déomposition de Γ en une onaténation Γ′ ⊕ Γ′′.� Soient xi et xj deux éléments de Γ tels que i = RgΓ(xi) ≤ j = RgΓ(xj). On appelle segmentde Γ la sous-liste {xi, . . . , xj} de Γ qui est dé�nie par tous les z tels que i ≤ RgΓ(z) ≤ j.2.2 Modélisation du SCPPANous rappelons que le SCPPA peut se dé�nir de la manière suivante :� étant donné un graphe G, un véhiule V e�etue une tournée dans G a�n de satisfaire unensemble K de demandes. Chaque demande k ∈ K est exprimée à l'aide d'un ouple (ok, dk) den÷uds de G, tel que ok est l'origine de la demande k, dk est la destination de la demande k, et

V doit transporter exatement une unité de harge de ok vers dk ;� la apaité de hargement de V est égale à 1 ;� le véhiule V est autorisé à traiter une demande de manière préemptive : lors du transportd'une harge C1 il peut s'arrêter à un noeud x quelonque du réseau, déharger C1, traiter uneautre demande, puis revenir en x reharger C1. Un tel n÷ud x est appelé relais pour la demande
k ;� V doit ommener et �nir sa tournée à un dép�t, le n÷ud assoié est noté Depot. La tournéedoit être la plus petite possible au sens de la fontion oût Dist dé�nie dans la partie 1.Notons X l'ensemble des n÷uds du graphe. Les n÷uds origine et destination d'une demandepouvant être utilisés omme relais, on duplique es noeuds a�n de les rendre tous di�érents suivantleur fontion (dép�t, origine, destination ou relais). On peut ainsi déomposer X de la manièresuivante : X = {Depot} ∪XO ∪XD ∪XR où :

XO = {ok, k ∈ K} ;
XD = {dk, k ∈ K} ;
XR ontient une opie de Depot, XO et XD et éventuellement un ensemble de relais.Ave un alul des plus ourts hemins, on fait en sorte que e graphe soit omplet et sa desriptionse ramène à une matrie de distane Dist. On suppose que ette fontion oût, non symétrique,

Dist satisfait les inégalités triangulaires et qu'elle est telle que Dist(x, x′) = 0 si x′ est une opiede x.La �gure 1 (a) illustre un graphe à quatre n÷uds "physiques" {a, b, c, d} et deux "demandes".On notera que les ars du graphe sont en traits ontinus tandis que les demandes sont symboliséesà l'aide de �èhes en pointillés. Ainsi le n÷ud origine (o1) de la demande 1 est situé en a, et len÷ud destination (d1) en b. Quant à la demande 2, son n÷ud origine (o2) est situé en d et sonn÷ud destination (d2) en b. La matrie à droite de e graphe donne pour haque ouple (x, y)de n÷uds "logiques" le oût Dist(x, y). Elle illustre également la déomposition de X en X =
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{Depot} ∪XO ∪XD ∪XR.

(a) (b)Fig. 1 � (a) Problème à 4 sommets et 2 demandes (symbolisées par les �èhes en pointillés) ; (b)Matrie des oûts (Dist) assoiée après dupliation des sommets2.3 Liens labellisés, tournées et tournées validesOn représente le déplaement du véhiule V d'un n÷ud x à un n÷ud y de X grâe à un lienlabellisé : un lien labellisé est un triplet r = (x, y, k), où x et y sont dans X et k est un label del'ensemble {0} ∪K, x (resp. y) est noté Start(r) (resp. End(r)) et k est appelé le label de r, noté
Label(r). La signi�ation de k est alors que V est vide si k = 0 et ontient la harge assoiée à lademande k sinon. Une tournée dé�nie sur X est don une suite Γ de liens labellisés.Pour une telle tournée Γ et un label k ∈ {0}∪K, on note Γk la suite des liens labellisés qui dérivenaturellement de Γ en onsidérant dans Γ uniquement les liens labellisés r tels que Label(r) = k.Le oût de Γ est donné par Cout_tournee(Γ) =

∑

r∈Γ

Dist(Start(r), End(r)).Il est lair qu'une tournée ainsi dé�nie ne représente pas forément une solution du SCPPA. Ilfaut pour ela qu'elle représente le déplaement d'un véhiule qui traite toutes les demandes k ∈ Kde manière appropriée. Une telle tournée est dite valide, e qui signi�e que :� pour haque ouple (r, r′ = SuccΓ(r)) de liens labellisés onséutifs dans Γ on a End(r) =
Start(r′) ;� Start(First(Γ)) = End(Last(Γ)) = Depot ;� haque n÷ud x ∈ XO ∪XD appartient à 2 liens labellisés r et r′ = SuccΓ(r) ;� le n÷ud Depot appartient uniquement à First(Γ) et Last(Γ) ;� pour haque demande k ∈ K la sous-tournée Γk assoiée est telle que :
• Start(First(Γk)) = ok ;
• End(Last(Γk)) = dk ;
• pour haque ouple (r, r′ = SuccΓk

(r)) de liens labellisés onséutifs dans Γk on a End(r) =
Start(r′).La �gure 2 montre une tournée valide Γ = { (Depot, o1, 0), (o1, x, 1), (x, o2, 0), (o2, y, 2), (y,

o3, 0), (o3, x, 3), (x, d1, 1), ( d1, y, 0), (y, d2, 2), ( d2, 0, x), (x, d3, 3), (d3, Depot, 0)}. Les valeurssur les ars indiquent l'ordre de parours.



Une résolution du Staker Crane Problem préemptif et asymétrique

Fig. 2 � Exemple de tournée valideLe SCPPA peut alors être posé de la manière suivante : étant donnés l'ensemble des n÷uds Xet la matrie des oûts Dist, aluler une tournée valide Γ de oût minimal.3 Résultats struturauxLe SCPPA est un problème di�ile à traiter en se basant sur la représentation usuelle de la notionde tournée du fait des ontraintes qui pèsent sur es tournées et de l'hypothèse de préemption. Nousallons ii établir quelques résultats qui permettront de nous ramener à un problème moins ontraintdans lequel l'objet inonnu est un arbre.3.1 Théorème de restritionSoit Γ une tournée valide. Pour haque lien labellisé r = (x, ok, 0) dans Γ, nous notons σΓ(r)l'unique lien labellisé (dk, y, 0) également dans Γ. De même, si x est un n÷ud de XR tel qu'il existeun lien labellisé r = (y, x, k), k ≥ 1 dans Γ, alors on notera σΓ(r) le premier triplet r′ = (x, z, k)qui existe dans Γk. Remarquons que σΓ(r) n'est dé�ni que pour ertains liens r (eux de la forme
(x, ok, 0) et eux de la forme (y, x, k), k ≥ 1).On dira que deux liens labellisés r et r′, pour lesquels σΓ(r) et σΓ(r′) sont dé�nis, se reouvrentsi RgΓ(σΓ(r′)) > RgΓ(σΓ(r)) > RgΓ(r′) > RgΓ(r).On peut alors établir le théorème de restrition dont la signi�ation est que l'on peut restreindrela reherhe de solutions optimales pour le SCPPA à un sous-domaine dont les éléments sontdes tournées valides dotées de propriétés additionnelles qui nous permettent de les représenter demanière très simple.Théorème 1 (Théorème de restrition) Soit Γ une tournée optimale pour le SCPPA, telleque :� (A) : |Γ| est le plus petit possible ;� (B) : Le nombre de liens labellisés r dans Γ tels que Label(r) 6= 0, est le plus petit possible, (A)étant supposé satisfait.Alors les 4 assertions suivantes doivent être satisfaites :� (S1) : Γ ne doit pas ontenir 2 ourrenes du même lien labellisé r = (x, y, k), ave k 6= 0 ;� (S2) : Γ ne doit pas ontenir 2 liens labellisés onséutifs r et r′ tels que Label(r) = Label(r′) ;� (S3) : Γ ne doit pas ontenir 2 liens labellisés r et r′ qui se reouvrent ;



ROADEF 2010 - Toulouse� (S4) : Γ ne doit pas ontenir 2 liens labellisés r et r′ tels que End(r) = End(r′) et qui soienttous deux de label non nul.Nous ne fournissons pas la preuve de e résultat ii (voir [29℄ pour la démonstration).3.2 Arbre-Reformulation du SCPPALe théorème préédent nous onduit à réduire nos reherhes lorsqu'on traite le SCPPA à destournées valides qui satisfont les propriétés (S1) à (S4). Nous nommerons de telles tournées destournées fortement valides. La �gure 3 (a) montre la tournée de la �gure 2 transformée en tournéefortement valide sans auune perte au niveau du oût.
Fig. 3 � Tournée de la �gure 2 transformée en tournée fortement valideAinsi résoudre le SCPPA revient à trouver une tournée fortement valide et de oût minimum.Nous allons voir maintenant omment une tournée fortement valide peut être représentée ommeun arbre, e qui nous fournira les bases pour l'algorithme résolvant le SCPPA que nous introduironsdans la partie suivante.On appelle arbre biparti ordonné un arbre T tel que :� Ses n÷uds peuvent être ordonnés en deux lasses A et B de telle manière que la lasse A a ses�ls dans la lasse B et vie versa ;� Pour haque n÷ud x dans T qui n'est pas une feuille (n÷ud terminal) l'ensemble des �ls asso-iés à x est ordonné linéairement et dérit sous forme de liste.On dira qu'un arbre T biparti ordonné est onsistant ave le SCPPA dé�ni par l'ensemble Kdes demandes et par l'ensemble X des n÷uds ((X,K)-onsistant) si :� Un n÷ud dans T peut être identi�é soit par une demande k ∈ K (nous pourrons ainsi parlerd'un n÷ud demande), soit par un n÷ud dans {Depot} ∪ XR (nous parlerons alors d'un n÷udrelais). Notons que tous les n÷uds demande existants doivent apparaître dans T alors qu'il peutn'y avoir que quelques (voire auun) n÷uds parmi les n÷uds relais dans T . Les n÷uds relais de

T forment l'ensemble des n÷uds relais atifs de T , noté Actif(T ) ;� La raine de T est le Depot et les feuilles sont des n÷uds demande ;� Pour haque demande k, son ensemble de �ls linéairement ordonné RelaisT (k) (qui peut-êtrevide) est omposé de n÷uds relais atifs et son père PereT (k) est dans Actif(T ) ;� Pour haque n÷ud relais x, son ensemble de �ls linéairement ordonné DemandeT (x) est om-posé de n÷uds demande et son père PereT (x) est dans K.Pour un tel arbre biparti ordonné T , on peut dé�nir un oût Cout_arbre(T ) de la manièresuivante :



Une résolution du Staker Crane Problem préemptif et asymétrique� Pour haque n÷ud demande k ∈ K, on pose :Si k est une feuille CoutDemande,T (k) = Dist(ok, dk) ,sinon CoutDemande,T (k) = Dist(ok, F irst(RelaisT (k))) + Dist(Last(RelaisT (k)), dk)+∑

x∈RelaisT (k),

x 6=Last(RelaisT (k))

Dist(x, SuccRelaisT (k)(x)) ;� Pour haque n÷ud x ∈ {Depot} ∪XR, on pose :
CoutRelais,T (x) = Dist(x, oF irst(DemandeT (x))) + Dist(dLast(DemandeT (x)), x)+∑

k∈DemandeT (x),

k 6=Last(DemandeT (x))

Dist(dk, oSucc(DemandeT (x),k) ;� Finalement le oût de T s'érit : Cout_arbre(T ) =
∑

k∈K

CoutDemande,T (k)+
∑

x∈Actif(T )

CoutRelais,T (x).En exemple, on donne les oûts assoiés à l'arbre représenté �gure 4 (b) :
CostDemande,T (1) = Dist(o1, x) + Dist(x, d1) ;
CostDemande,T (2) = Dist(o2, d2) ;
CostDemande,T (3) = Dist(o3, d3).Le oût des relais s'érit :
CostRelais,T (x) = Dist(x, o2) + Dist(d2, x) ;
CostRelais,T (Depot) = Dist(Depot, o1) + Dist(d3,Depot) + Dist(d1, o3).Les résultats suivants vont permettre de transformer le SCPPA en un problème de reherhed'arbre spéi�que, plus faile.Théorème 2 Il y a une bijetion nommée Arbre entre les tournées fortement valides et les arbresbipartis ordonnés (X,K)-onsistants. De plus, pour toute tournée fortement valide Γ assoiée à unarbre T on a Cout_arbre(T ) = Cout_tournee(Γ). Voir [29℄ pour la démonstration de e théorème.Une tournée fortement valide et l'arbre biparti assoié sont représentés �gure 4.

(a) (b)Fig. 4 � (a) Tournée fortement valide ; (b) Arbre assoiéCorollaire 1 Résoudre un problème SCPPA signi�e trouver un arbre biparti ordonné T onsistantave X,K et tel que Cout_arbre(T ) est le plus petit possible.L'intérêt de e dernier résultat est lairement de nous fournir une formulation du SCPPA grâeà des arbres bipartis, ette formulation étant moins ontrainte que le problème original. On noteraque les �ls d'une demande orrespondent aux sommets relais sur laquelle elle-i est rehargée. Les�ls d'un sommet relais atif x orrespondent aux demandes transportées sur le iruit partant de
x.



ROADEF 2010 - Toulouse3.3 Formulation du SCPPA ave un programme linéaire en nombres entiersConstruisons tout d'abord un graphe auxiliaire G = (X∗, E) :� X∗ = X ∪X∗
R ∪ {Depot∗}, où X∗

R est une opie de XR et Depot∗ est une opie de Depot ;Pour haque n÷ud x dans XR, on note x∗ sa opie dans X∗
R. De même, pour haque origine

x = ok dans XO, on note x∗ le n÷ud dk assoié dans XD.� E = {(Depot, x), x ∈ XO} ∪ {(x,Depot∗), x ∈ XD} ∪ {(ok, dk), k ∈ K} ∪ {(dk, ok), k 6= k′ ∈ K}
∪{(x, y), (y, x), x ∈ XO, y ∈ XR} ∪ {(x, y)(y, x), x ∈ X∗

R, y ∈ XD} ∪ {(x, y), x ∈ X∗
R, y ∈ XR}.Chaque ar e = (x, y) ∈ E possède une longueur Dist∗(e) = Dist(x, y).Nous rappelons qu'un hemin γ d'un tel graphe G est une suite de n÷uds telle que, pour haquen÷ud x dans γ, le ouple (x, Succγ(x)) dé�nit un ar de E. Une tournée fortement valide Γ peutêtre transformée en un hemin Γ∗ de G de telle sorte que :� (S5) : Γ∗ ommene en Depot et �nit en Depot∗ et Γ∗ est un hemin élémentaire .-à-d. qu'ilvisite haque n÷ud au plus une fois ;� (S6) : pour haque demande k ∈ K, Γ∗ visite ok et dk dans et ordre, et pour haque relais

x ∈ XR, Γ∗ visite x si et seulement s'il visite x∗, et dans e as, il le fait dans et ordre ;� (S7) : pour haque ouple (x, y), x 6= y, dans XR ∪XO l'impliation suivante doit être vraie :
RgΓ∗(x) < RgΓ∗(y) ET RgΓ∗(y) < RgΓ∗(x∗)⇒ RgΓ∗(y∗) < RgΓ∗(x∗)On appelle ette ondition la ondition de non reouvrement ;� (S8) : Cout_Tournee(Γ) =

∑

x∈Γ∗,x 6=Depot∗

Dist(x, SuccΓ∗(x)).Il vient alors à partir du théorème 1, qu'une tournée fortement valide peut être représentée d'unemanière qui nous permette d'établir un programme linéaire en nombres entiers. Ce modèle impliqueun veteur �ot z = (ze, e ∈ E) à valeur dans {0; 1}, un veteur rang R = (Rx, x ∈ X) à valeursentières, et un veteur de déision t indexé sur les ouples (x, y), x 6= y, (x, y) ∈ XR ∪XO à valeurdans {0; 1}. Ces veteurs ont la sémantique suivante :� ∀e ∈ E, ze = 1 ssi l'ar e est dans γ ;� ∀x ∈ γ,Rx est égal au rang de x dans γ ;� ∀(x, y), x 6= y, (x, y) ∈ XR ∪XO :
tx,y = 1 ssi Rgγ(y) < Rgγ(x∗) ;
tx,y = 0 ssi Rgγ(x∗) < Rgγ(y) ;On peut alors traduire les propriétés (S5) . . . (S8) à l'aide de es veteurs et on obtient le pro-gramme linéaire suivant (pour haque ontrainte la propriété qu'elle traduit est notée entre paren-thèses) :Veteurs inonnus :� z = (ze, e ∈ E), à valeur dans {0, 1} ;� R = (Rx, x ∈ X), entier positif ;� t = (tx,y, x 6= y, (x, y) ∈ XR ∪XO), à valeur dans {0, 1} ;Critère de performane :� Minimiser ∑

e∈E

DIST ∗(e).ze (S8) ;Contraintes :� z est un veteur �ot, qui satisfait les lois de Kirhho� à haque n÷ud sauf en Depot et Depot∗ ;� Le �ot entrant, induit par z, en Depot (respt. Depot∗) est égal à 0 (respt. 1), tandis que le �otsortant assoié est égal à 1 (respt. 0) (S5) et (S6) ;� Dans haque n÷ud de XD ∪XO, le �ot entrant induit par z est égal à 1 (S5) et (S6) ;� Dans haque n÷ud de XR ∪ X∗
R, le �ot entrant induit par z est au moins égal à 1, et le �ot



Une résolution du Staker Crane Problem préemptif et asymétriqueentrant en x est égal au �ot entrant en x∗ (S5) et (S6) ;� Pour haque demande k ∈ K, on a Rok
≤ Rdk

− 1 (S6) ;� Pour haque relais x ∈ XR, on a Rx ≤ Rx∗ − 1 (S6) ;� Pour haque ar e = (x, y) ∈ E :
ze + (Rx + 1−Ry)/|X

∗| ≤ 1 (traduit l'impliation ze = 1⇒ Rx + 1−Ry ≤ 0) ;� Pour haque ouple (x, y), x 6= y, x, y ∈ XR ∪XO (S7) :
tx,y + (Ry + 1−Rx∗)/|X∗| ≤ 1 (traduit l'impliation tx,y = 1⇒ Ry + 1−Rx∗ ≤ 0 (I1)).
tx,y + (Ry − 1−Rx∗)/|X∗| ≥ 0 (traduit l'impliation tx,y = 0⇒ Ry − 1−Rx∗ ≥ 0 (I2)) ;
tx,y + (Ry∗ + 1−Rx∗)/|X∗| ≤ 1 (traduit l'impliation tx,y = 1⇒ Ry∗ + 1−Rx∗ ≤ 0 (I3)).Notons que le veteur t sert à traduire la ondition de non reouvrement. Les deux premièresinégalités (I1) et (I2) donnent la sémantique de t : tx,y = 1 signi�e Ry < Rx∗ (I1) et tx,y = 0 signi�e

Rx∗ < Ry (I2). La troisième inégalité (I3) interdit la on�guration suivante : Rx < Ry < Rx∗ < Ry∗dans laquelle on a reouvrement. En e�et si Ry < Rx∗ , il vient de (I3) que Ry∗ < Rx∗. De même,en inversant les r�les de x et de y, on obtient Rx < Ry∗ ⇒ Rx∗ < Ry∗ . Don si on a Ry < Rx∗

(I3) donne que les seuls rangs possibles pour y∗ et x sont tels que : Ry < Ry∗ < Rx < Rx∗ ou
Rx < Ry < Ry∗ < Rx∗ .Remarquons également que (I1) et (I3) sont redondantes. En e�et si Ry∗ < Rx∗ alors Ry < Rx∗ar par dé�nition Ry < Ry∗ .4 Heuristiques à base d'arbres pour le SCPPANotation préliminaire : L'opérateur d'a�etation sera noté←. Ainsi x← y signi�e que la variable
x reçoit la valeur de y. Dans un soui de simpli�ation on appelera simplement relais un n÷ud relaiset demande un n÷ud demande.Les algorithmes dérits et testés ii se déduisent failement de la représentation à l'aide d'arbresdes solutions optimales du SCPPA obtenues dans la partie 3.2. Ces algorithmes sont de simplesalgorithmes gloutons et algorithmes de desente basés sur deux types d'opérateurs : opérateursd'insertion et opérateurs de transformation loale.4.1 Solution initialeLes opérateurs d'insertion opèrent sur un arbre biparti ordonné T , onsistant ave l'ensemble desn÷uds X et ave un sous-ensemble K ′ de l'ensemble des demandes K. T est alors un arbre partielomprenant uniquement les demandes de K ′. Ces opérateurs insèrent une demande k ∈ K \K ′ dans
T . On utilisera deux opérateurs :� Insert-simple : ses paramètres sont un relais atif x dans {Depot}∪XR, et une oupe (l1, l2)de la séquene DemandeT (x) = l1⊕l2. Il insère la demande k dans ette oupe : DemandeT (x)←

l1 ⊕ {k} ⊕ l2. Cet opérateur onsiste à insérer la demande k dans la tournée. Celle-i est alorstransportée sans relais après la dernière demande de l1 et avant la première demande l2 ;� Insert-ave-relais : ses paramètres sont une demande k′ ∈ K ′, une oupe c = (l1, l2) de lasuite RelaisT (k′), et un relais non atif x. Cet opérateur ommene par insérer le relais {x} dansla oupe c : RelaisT (x)← l1⊕{x}⊕ l2. Par onséquent x devient atif. Puis il insère la demande
k : DemandeT (x) ← {k}. Cet opérateur onsiste à insérer la demande k dans la tournée. Pour



ROADEF 2010 - Toulouseela, le véhiule déharge la demande k′ au sommet x, va ensuite à l'origine ok de la demande ket la transporte à sa destination dk. Il revient en�n au sommet x pour reharger la demande k′et ontinue son trajet.Nous pouvons alors proposer un premier algorithme SCPPA-Insertion (voir l'algorithme 1) d'in-sertion glouton, basé sur une arbre-représentation du problème, pour résoudre le SCPPA : l'arbre Test onstruit en utilisant les opérateurs d'insertion. T est tout d'abord initialisé à la raine {Depot}.Les demandes sont insérées séquentiellement (dans un ordre aléatoire), en hoisissant à haque foisla meilleure insertion possible dans l'arbre partiel T au sens de Cout_arbre(T ). Pour éviter destests inutiles nous utilisons un système de �ltrage a�n de s'orienter plus rapidement vers les jeuxde paramètres u intéressants. Cela peut être fait en utilisant, pour haque ouple de n÷uds (x, y)dans XR, des ensembles V (x) et V (y) de voisins de x et y, le milieu z de x et y et en imposant desonditions entre es variables au moment où l'on alule les di�érents omposants de u.Algorithme 1 : SCPPA-InsertionDé�nir aléatoirement un ordre ρ sur les demandes de K ;
T = {Depot} ;Pour k ∈ K suivant l'ordre ρ faireChoisir un opérateur d'insertion I et le jeu de paramètres u assoié tels que l'insertion de kdans T via I(u) induise une augmentation du oût Cout_arbre(T ) la plus faible possible ;Appliquer I(u) à T ;Il est lair que l'algorithme 1 d'insertion s'intègre parfaitement dans un shéma de type Monte-Carlo dérit par l'algorithme 2.Algorithme 2 : SCPPA-Insertion ouplé à un shéma de type Monte-CarloParamètre : ∆ ;Pour i = 1 à ∆ faireExéuter SCPPA-Insertion ;Garder le meilleur résultat ;4.2 Algorithme de desenteLes opérateurs de transformation loale opèrent sur un arbre biparti ordonné T , onsistant avel'ensemble des n÷uds X et l'ensemble des demandes K et ils le modi�ent. On utilisera six opéra-teurs :� Remplae-relais : ses paramètres sont un relais atif x et un relais non atif x′. Il remplae xpar x′ ;� Deplae-relais : ses paramètres sont deux demandes k et k′, un segment l de RelaisT (k) etune oupe c = (l1, l2) de RelaisT (k′). Il supprime l de RelaisT (k) et l'insère dans la oupe c. Onsuppose pour utiliser et opérateur que k ne domine pas k′ dans T 'est-à-dire k ne doit paspouvoir être obtenu à partir de k′ grâe à une suite d'appliations de l'opérateur Pere ;� Deplae-relais-l : ses paramètres sont une demande k, un segment l de RelaisT (k) tel que
RelaisT (k) = l3⊕ l⊕ l4 et une oupe c = (l1, l2) de l3⊕ l4. Cet opérateur supprime l de RelaisT (k)et le réinsère dans la oupe c : RelaisT (k)← l1 ⊕ l ⊕ l2 ;



Une résolution du Staker Crane Problem préemptif et asymétrique� Deplae-demande : ses paramètres sont deux relais atifs di�érents x et x′, un segment l de
DemandeT (x) et une oupe c = (l1, l2) de DemandeT (x′). Il supprime l de DemandeT (x) etl'insère dans la oupe c. Si DemandeT (x) devient vide, le relais x est alors supprimé de T etdevient non atif. On suppose pour utiliser et opérateur que x ne domine pas x′ ;� Deplae-demande-l : ses paramètres sont un relais x, un segment l de DemandeT (x) tel que
DemandeT (x) = l3 ⊕ l ⊕ l4 et une oupe c = (l1, l2) de l3 ⊕ l4. Cet opérateur supprime l de
DemandeT (x) et le réinsère dans la oupe c : DemandeT (x)← l1 ⊕ l ⊕ l2 ;� Deplae-demande-relais : ses paramètres sont un relais atif x, un relais non-atif y , unedemande k, un segment l de DemandeT (x) et une oupe c = (l1, l2) de RelaisT (k). l est suppriméde DemandeT (x), inséré dans DemandeT (y) (y devient don atif), y étant inséré dans c. Si
DemandeT (x) devient vide (as où l = DemandeT (x)) alors x devient non atif. On supposepour utiliser et opérateur que la demande k n'est dominée par auune des demandes k′ dans l.Les opérateurs de transformation loale nous permettent de onstruire un algorithme de des-ente SCPPA-Desente dérit par l'algorithme 3 : on onstruit tout d'abord un arbre T aveSCPPA-Insertion. Ensuite on herhe à l'améliorer ('est-à-dire réduire Cout_arbre(T )) en ap-pliquant des transformations loales suessives à l'aide des opérateurs dérits préédemment (voirinstrution (I1) dans l'algorithme 3). L'e�aité de l'algorithme dépend en grande partie du hoixde l'opérateur I à appliquer et de son jeu de paramètres u. Le nombre de hoix envisageables étanttrès grand, on évite de tester tous les paramètres possibles pour haque opérateur : on utilise donun méanisme de �ltrage similaire à elui proposé dans le adre de SCPPA-Insertion. On introduitde plus une valeur seuil H tel que plus H est petit plus le domaine de reherhe des paramètresest grand. H déroît alors au fur et à mesure des itérations permettant ainsi d'agrandir l'espae dereherhe à haque fois que la reherhe dans l'espae restreint par H a éhoué.Algorithme 3 : SCPPA-DesenteInitialiser l'arbre T ave SCPPA-Insertion ;Initialiser la valeur seuil �ltrante H ;stop ← faux ;tant que stop = faux faireReherher (en utilisant le �ltre H) un opérateur I et un jeu de paramètres u tels quel'appliation de I(u) sur T réduise Cout_arbre(T ) (I1) ;si la reherhe a éhoué alors H ← H/2 ;si H devient trop petit alors stop ← vrai ;5 Résultats expérimentauxLes algorithmes dérits dans la setion préédente ont été implémentés en C++ (le ompilateurutilisé est elui de Visual Studio 2008), testés sur PC Intel Xeon, 1.86GHz, 3.25 GO de Ram.Nous nous sommes onentrés sur plusieurs points :� la apaité de SCPPA-Insertion et SCPPA-Desente à trouver de manière rapide des solutionsprohes de l'optimal théorique ;� les aratéristiques des solutions : nombre de relais dans la solution ('est-à-dire impat del'hypothèse de préemption).Dans e but nous avons réalisé plusieurs tests. Nous avons utilisé les instanes de la librairie TS-PLIB (voir http ://omopt.i�.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/) pour fournir les ensembles



ROADEF 2010 - Toulousede n÷uds X et la matrie de distane Dist, les ouples origine / destination étant hoisis aléatoire-ment parmi les n÷uds de X. Nous avons traité des instanes omportant de 20 à 300 n÷uds et de 10à 100 ouples origine / destination. Les instanes aléatoires ont été résolues de manière exate parun algorithme de oupes et branhements à l'aide d'un programme linéaire similaire à elui donnédans la setion 3.3.Nous avons tout d'abord testé l'algorithme SCPPA-Insertion ouplé au shéma Monte-Carlo ave
∆ = 100. Les résultats sont présentés dans le tableau 1.Nous utilisons les notations suivantes :� dem. : nombre de demandes ;� som. : nombre de sommets ;� inst. : nom de l'instane ;� ref : valeur de la solution optimale obtenue grâe au programme linéaire ;� min : valeur de la meilleure solution obtenue parmi les ∆ itérations de SCPPA-Insertion ;� éart : éart en % entre ref et min ;� rel. : nombre moyen de relais atifs dans les solutions produites par SCPPA-Insertion ;� pu : temps moyen en milliseondes d'une exéution de SCPPA-Insertion.dem. som. ref. min. éart (%) rel. pu (ms)11 46 24 654 25 023 1.5 0.06 < 1511 46 21 395 21 424 0.14 0.43 < 1523 94 318 959 325 027 1.9 0.95 < 1523 94 315 118 322 908 2.47 0.53 1559 238 318 099 337 259 6.02 0.36 78Tab. 1 � Tests de SCPPA-Insertion ouplé au shéma Monte-Carlo ave ∆ = 100, réalisés sur 5instanes obtenues à partir des instanes de la TSPLIB en hoisissant aléatoirement les demandes(tous les n÷uds, hormis le dép�t, sont don soit l'origine d'une demande, soit la destination et lesrelais doivent être hoisis parmi eux-i)Le tableau 2 montre les résultats sur des instanes RELn que nous avons onstruites de façon àe que la solution optimale omporte des relais atifs, testant ainsi la apaité de l'algorithme à lestrouver. Elles omportent les aratéristiques suivantes :� l'instane omporte n n÷uds, n/2 relais et ((n/2)− 1)/2 demandes ;� sa valeur optimale est ∑

k∈K

Dist(ok, dk), et la solution optimale est telle que tous les relais sontutilisés.La �gure 5 visualise sur un plan une tournée solution d'une instane de type RELn (ave n = 26),ainsi que son arbre assoié. En haque point {A . . . G} du plan sont positionnés di�érents n÷udsde l'ensemble X : les n÷uds origines sont notés oi, i = 1 . . . 6, les n÷uds destinations sont notés
di, i = 1 . . . 6 et le n÷ud relais représenté est l'unique relais atif noté r. Les valeurs sur les ars dela tournée indique l'ordre de parours.Cette heuristique nous permet d'obtenir des solutions d'assez bonne qualité de manière très ra-pide. Cependant on remarque que l'heuristique est de moins en moins e�ae à mesure que lenombre de relais atifs augmente.Le seond test onsiste à exéuter SCPPA-Desente à partir d'une solution fournie par SCPPA-Insertion.On notera :� dem. : nombre de demandes ;� som. : nombre de sommets ;
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(a) (b)Fig. 5 � (a) Tournée solution d'une instane "RELn" ; (b) Arbre assoiéinst. ref. min. éart(%) rel. pu (ms)REL62 11 843 13 045 10.1 0.11 < 15REL110 17 464 19 554 12.0 0.35 16REL158 21 053 24 235 15.1 0.54 31REL182 22 323 26 321 17.9 0.54 47REL230 24 142 28 117 16.5 0.91 78REL326 26 036 30 734 18.0 1.76 141REL374 26 494 32 077 21.1 2.87 187REL422 26 775 32 830 22.6 3.39 250REL518 27 042 33 773 24.9 5.92 375REL566 27 098 33 664 24.2 6.86 453Tab. 2 � Tests de SCPPA-Insertion e�etués sur 10 instanes "RELn"� ref : valeur de la solution optimale obtenue grâe au programme linéaire ;� min : valeur de la solution obtenue après l'appliation SCPPA-Desente ;� éart 1 : éart en % entre ref et la valeur de la solution initiale produite par SCPPA-Insertion ;� éart 2 : éart en % entre ref et min ;� rel. : nombre de relais atifs dans la solution produite par SCPPA-Desente ;� pu : temps moyen en seondes de l'exéution de SCPPA-Desente.dem. som. ref. min. éart 1 (%) éart 2 (%) rel. pu (s)11 46 24 654 24 654 10.3 0 1 0.111 46 21 395 21 914 5.0 2.4 1 0.0523 94 318 959 322 879 5.7 1.2 2 2.023 94 315 118 316 362 5.1 0.4 5 0.759 238 318 099 31 913 9.5 0.25 4 103Tab. 3 � Tests de SCPPA-Desente ; réalisés sur 5 instanes obtenues à partir des instanes de laTSPLIB en hoisissant aléatoirement les demandes (tous les n÷uds, hormis le dép�t, sont don soitl'origine d'une demande, soit sa destination, et les relais doivent être hoisis parmi eux-i)On peut tout d'abord remarquer que l'éart entre préemption et non préemption est très di�é-rent suivant la manière dont ont été générées les instanes. Bien que notre algorithme de desenteSCPPA-Desente n'utilise auun des méanismes habituels de ontr�le destinés à gérer les optimaloaux (reherhe tabou, reuit simulé . . .), on peut onstater que les opérateurs qui dérivent denotre représentation en arbre fournissent de très bons résultats dans des temps de alul très ourts.



ROADEF 2010 - Toulouseinst. ref. min. éart 1 (%) éart 2 (%) rel. pu (s)REL62 11 843 11 953 16.7 0.9 4 0.04REL110 17 464 17 583 27 0.7 8 0.34REL158 21 053 21 053 29.9 0 12 1.5REL182 22 323 22 605 20.8 1.2 14 2.9REL230 24 142 24 225 28.4 0.34 18 8.4REL326 26 036 26 279 19.3 0.93 26 25REL374 26 494 26 626 26.6 0.49 30 39REL422 26 775 26 851 33.1 0.28 34 78REL518 27 042 27 067 37 0.09 42 232REL566 27 098 27 211 33.1 0.4 46 328Tab. 4 � Tests de SCPPA-Desente e�etués sur 10 instanes "RELn"6 ConlusionNous avons traité ii un problème de Ramassage et Livraison ave des demandes préemptives etdes ontraintes de apaité et nous avons montré qu'il était possible de le transformer en un problèmede onstrution d'arbre peu ontraint, de telle sorte que nous puissons le résoudre grâe à de simpleset e�aes algorithmes de onstrution gloutonne et de desente. Il serait intéressant d'étendreette approhe présentée ii dans un ontexte spéi�que, et d'en déduire des approhes e�aespour traiter les problèmes de préemption dans des problèmes de tournées ou d'ordonnanementplus généraux.Référenes[1℄ S. Anily, M. Gendreau, G. Laporte. The preemptive swapping problem on a tree. Tehnialreport, Les Cahiers du GERAD, G-2005-69, 2006.[2℄ S. Anily, R. Hassin. The swapping problem. Networks, 22(4) :419-433, 1992.[3℄ N. Asheuer, L. Esudero, M. Grötshel, M. Stoer. A utting plane approah to the sequentialordering problem (with appliations to job sheduling in manufaturing). SIAM Journal onOptimization, 3 :25-42, 1993.[4℄ N. Asheuer, M. Jünger, G. Reinelt. A Branh & Cut algorithm for the Asymmetri TravelingSalesman Problem with Preedene Constraints. Computational Optimization and Appliations,17 :61-84, 2000.[5℄ M.J. Atallah, S.R. Kosaraju. E�ient Solutions to Some Transportation Problems with Appli-ations to Minimizing Robot Arm Travel. SIAM Journal on Computing, 17 :849, 1988.[6℄ E. Balas, M. Fishetti, W. Pulleyblank. The preedene onstrained asymmetri traveling sales-man problem. Mathematial Programming, 68 :241-265, 1995.[7℄ G. Berbeglia, J.F. Cordeau, I. Gribkovskaia, G. Laporte. Stati pikup and delivery problems : alassi�ation sheme and survey. TOP : An O�ial Journal of the Spanish Soiety of Statistisand Operations Researh, 15(1) :1-31, July 2007.[8℄ C. Bordenave, M. Gendreau, G. Laporte. A branh-and-ut algorithm for the preemptive swap-ping problem. Tehnial Report CIRRELT-2008-23, 2008.[9℄ C. Bordenave, M. Gendreau, G. Laporte. Heuristis for the mixed swapping problem. TehnialReport CIRRELT-2008-24, 2008.[10℄ S. Chen, S.Smith. Commonality and geneti algorithms. Tehnial Report CMU-RI-TR-96-27,Robotis Institute, Carnegie Mellon University, Pittsburgh, PA, Deember 1996.
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