2

Les langages réguliers

et
les automates finis.

Ce chapitre est consacré a I'étude des langages réguliers (aussi qualifiés de rationnels) qui jouent un
grand role dans la théorie des langages, et a celle des automates finis qui permettent de les reconnaitre.
En compilation, la définition des langages réguliers comme interprétation des expressions régulieres
constitue la “spécification lexicale”, les automates finis, quant a eux, sont essentiels pour |’analyse lexicale
mais ils jouent aussi un réle dans les méthodes d’analyse syntaxique que nous étudierons plus tard.

Dans toute la suite

les alphabets sont supposés finis

et cette hypothese joue un role essentiel.

1 — Les langages réguliers.

On appelle opérations réguliéres, les trois opérations suivantes sur les langages :

— réunion finie,
— concaténation,
— itération.

On peut donner la définition des langages réguliers de la facon suivante :

Les langages réguliers

Un langage est dit régulier ssi on peut le construire, a partir de langages finis, par un nombre fini
d’applications d’opérations régulieres.

Mais nous allons reformuler cette définition de facon plus formelle avant de donner des exemples.

Techniquement, il est intéressant de considérer un langage régulier comme l'interprétation d'une expres-
sion réguliére; pour écrire ces expressions, nous utilisons les symboles suivants :

0,lesz € A, +, -, * etles parentheses ( et ).

Les expressions régulieres
EReg(A) estI’ensemble des expressions définies par application des clauses inductives suivantes :
(@) © € EReg(A) pourtoutz € A,

(b) @ € EReg(A),
(c) siae € EReg(
(

(d) siac € EReg

Yet3 € EReg(A) alors (a + 3) € EReg(A),
A)et3 € EReg(A) alors (a- 3) € EReg(A),
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(e) sia € EReg(A) alors a* € EReg(A).

Les parentheses déterminent entierement la facon dont une expression réguliere a été construite a partir
du symbole () et des éléments de A. Ceci signifie qu'une expression réguliere admet une lecture unique, ce
qui permet de raisonner par induction sur 'ensemble F'Reg(.A). La premiére application de ce principe
d’induction est la définition d’une interprétation I : EReg(A) — P(A*) des expressions réguliéres par
des langages.

I est définie par les clauses inductives suivantes :

(@) I(z) = zpourtoutx € A, (langage dont le seul élément est le mot a une seule lettre x)
(b) I1(0) =0, (langage vide)
© I((a+0)) =I(a)+1(8), (réunion de langages)
d I{(a-B)) = I(a)I(B), (concaténation de langages)
(e I(a*) =1I(a)* (itération d'un langage)

Les langages réguliers

C A* est un langage régulier sur A ssi il existe une expression réguliere o € EReg(A) telle que
= I(«); on dira alors que « est une expression réguliére de L.

Les propriétés de la somme, de la concaténation et de l'itération (cf. chapitre 1) montrent qu’en fait,
chaque langage régulier admet une infinité s’expressions régulieres!

La définition des langages réguliers permet de caractériser I'ensemble qu’ils forment d'une fagon plus
directe :

Propriété des langages réguliers

Lensemble Reg(.A) des langages réguliers sur A est le plus petit qui vérifie :
a) = € Reg(A) pour toutz € A,
b) 0 € Reg(A),
c) siL € Reg(A)et M € Reg(A)alors L + M € Reg(A),
d) siL € Reg(A) et M € Reg(A)alors LM € Reg(A),
e) siL € Reg(A)alors L* € Reg(A).

Une expression réguliére est, littéralement, une présentation formelle d’'un langage régulier : elle définit Ia
forme (ou le motif) qui sert de modele aux mots du langage en question.

1y a peu de différence entre une expression réguliere et son interprétation; il est courant de faire
( des inductions, soi-disant sur les langages réguliers : en fait, il s’agit bien d’inductions sur les
expressions réguliéres qui sont représentées par leur interprétation ...

De méme, il est courant de négliger certaines parenthéses dans I'écriture d’'une expression réguliere :
celles qui, compte tenu des conventions habituelles pour en réinstaller, ne peuvent pas en modifier
I'interprétation.

Exemples de langages réguliers et d’expressions régulieres.

« Lelangage vide ) C A* est régulier.

o Le langage ¢ C A*, interprétation de I'expression réguliere ()* est régulier. On utilise souvent £ pour
désigner I'expression réguliere ()* elle-méme.

« Un langage réduit & un seul mot est régulier. En particulier tout x € A est un langage régulier.

o Toutlangage fini est laréunion d’une famille finie de langages a un seul mot : c’est pourquoi un langage
fini est régulier.

« Rappelons que nous ne considérons que des alphabets A finis : ceci sert a assurer que A C A* lui-
méme est un langage régulier.
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« En appliquant la cloture de Reg(.A) par itération, on déduit du point précédent que A* C A* est
régulier.

« Pour toute expression réguliere « et tout entier n, on peut définir o’ par récurrence sur n : le résultat
est une fagon d’écrire une expression réguliere.

¢ On peut évidemment donner une expression réguliere de langages plus particuliers que ceux qui
précedent. Par exemple, pour 'alphabet A = {a, b} comportant deux symboles distincts :

- 0,¢,a,b,A=a-+bet A* = (a + b)* définissent des langages réguliers déja décrits,

- A™ = (a + b)™ est une expression réguliére de I'’ensemble des mots de longueur n,

- (e + A)™ = (¢ + a + b)™ est une expression réguliere de I'ensemble des mots de longueur < 7,

- A"(e+ A)" = (a+ b)™(e + a + b)™ est une expression réguliere de 'ensemble des mots dont la
longueur est comprise entre m et m + n,

- enfin, voici un exemple plus spécial : ((¢ + a)b)*(e + a) est une expression réguliere du langage
formé des mots qui ne comportent pas le facteur aa (cf. exercice 1).

Ce dernier exemple est un peu plus délicat a justifier que ceux qui le précedent : les automates que nous
étudierons par la suite permettent de calculer des expressions régulieres de facon plus systématique (en
I'occurrence, cf. les exercices 8 et 10).

Attention.

« Il existe des langages sur A qui ne sont pas réguliers, des que A # () (cf. 'annexe et I'exercice 5).

. n peut construire des langages qui sont réguliers, mais pour lesquels on ne peut pas trouver
effectivement d’expression réguliére (cf. section 6.2.2).

1.1 - Equations linéaires a coefficients réguliers.

Nous avons vu, au chapitre 1, que la plus petite solution d'un systéme d’équations linéaires se calcule
a partir de ses coefficients, par application d’opérations régulieres : or, ces opérations transforment des
langages réguliers en des langages réguliers. On a donc:

Propriété
La plus petite solution d’un systéme d’équations linéaires a coefficients réguliers est constituée de lan-
gages réguliers.

De plus, on peut remarquer que le calcul de cette solution (par la “méthode de Gauss”) est effectif, lorsque
le systéme est fini, comme dans la section 4.2 du chapitre 1.

Un cas important est celui ou les coefficients sont des langages finis : c’est lui qui nous sera utile dans la
démonstration du Théoréme de Kleene (cf. section 3.2).

2 — Automates déterministes et complets (ADC).

Nous allons d’abord donner une définition relative a un monoide quelconque, puis, nous la spécialiserons
au monoide (A*, -, €) des mots sur un alphabet fini .A.

Action d’'un monoide

Soient () un ensemble et (D, x, ¢) un monoide.

Une action de (D, x, e) sur @ est une application. : @ x D — @ qui vérifie :
qe€=4¢g
qe(x xy) =(qex)ey

quels que soientq € Q,z € Dety € D.
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Remarques.

Les éléments de I'ensemble () s’appellent souvent des états. Par ailleurs, il est intéressant de considérer ()
comme un alphabet : les états sont alors des symboles. Dans ce qui suit, ces symboles sont souvent des
entiers naturels avec lesquels il faut prendre les précautions d’'usage (cfla section 1.1 du chapitre 1). Nous
appliquerons a () toutes les conventions faites a propos des alphabets, par exemple, Q@ = 0+1+2+4+3+4
représente {0} + {1} + {2} + {3} + {4} = {0, 1,2, 3,4} et non pas la somme, au sens arithmétique du
terme!

Exemple.

Lorsque 'on prend ¢ = D, on a une action naturelle g« z = g X z. En effet, il suffit d’appliquer la
définition d’'un monoide pour écrire: g. e = gxe = getge(xxy) = gx (xXy) = (¢XT)XY = (qe ) ¢ y.
Nous n’utilisons que les actions du monoide (A*, -, £) des mots sur un alphabet fini .A.

Propriété principale

Toute application . : Q x A — @ s’étend de facon unique en une actions : QQ x A* — Q.

Cette propriété est une proche parente de la propriété principale de A* énoncée dans la section 5.2
du premier chapitre. Contentons—nous de dire que l'action ¢ peut se définir de la fagon suivante, par
récurrence :

1) gee =q

2) gsux = (qgsu) o 2.
Vocabulaire et convention.
Nous dirons que I'application s est I'action définie par « et nous la noterons simplement » : la propriété
principale nous y autorise.
Avec cette convention, la seconde condition que doit vérifier « pour étre une action est

qo(uv) = (gou)ev

pour tout u, v € A*. La vérification de cette propriété est un peu longue (voyez la démonstration analogue
qui a été faite pour la propriété principale de A*).

La récurrence définissant I’action correspond a une procédure récursive. Par exemple :

qeabba = (qeabd)ea (par 2)
= ((geab)eb)ea (par 2)
=(((gea)eb)ed)ea (par 2)
=((((ge€)ea)eb)eb)ea (par 2)
=(((gea)eb)eb)ea (par 1)

Les égalités justifiées par 2) sont des appels récursifs. Dans la derniere expression, tous les « ont enfin leur
sens d’origine : il ne reste plus qu’a effectuer les calculs.

On éviterait les appels récursifs en remplacant 2) par g « xu = (g« ) « u utilisable lorsque I'on construit les

mots par adjonction d’occurrences a gauche : ceci est évidemment correct et peut quelquefois se montrer
intéressant.

Exemple.

Lorsque I'on fait agir le monoide (A*, -, €) sur I'ensemble A* lui-méme (cf. 'exemple précédent), I'action
naturelle est la concaténation A* x A* — A* dontlarestriction 4* x A — A* est simplement I'opération
d’adjonction d'une occurrence a droite!

La propriété principale est importante car elle permet de donner de bonnes représentations d'une action
«de (A*, -, €) sur un ensemble Q :

— Laction « peut se définir par une table sur laquelle on reporte la valeur de g « x al'intersection de la
ligne ¢ € @ et dela colonne = € A : cette table est finie lorsque @ I'est (ce que nous supposerons
définitivement un peu plus bas).
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— Le graphe de transition est une représentation géométrique dont la lecture est plus immédiate (du
moins, lorsque ) et A n'ont pas trop d’éléments). Ce graphe est constitué de nceuds et d’arétes
étiquetés :

— un neceud @ pour chaque g € Q;

— une aréte pour chaque g € @, chaque z € Aetr = q.x.
Exemple 1.
Onprend A=a+betQ=0+1+2+3+4.

=W N = O
S| W | = || =
= =W | Ww (O

Remarquez qu’il n’est pas nécessaire de préciser 'orientation d'une aréte dont I'origine et l'extrémité sont
confondues. Une autre convention consiste a coller plusieurs étiquettes sur une aréte pour en représenter

. R . R P Y .
plusieurs de méme origine et méme extrémité, par exemple représente le couple
T
d’arétes e .
Y

Chemins dans un graphe de transition.

Choisissons un état ¢ € (). Chaque u € A* détermine un chemin unique ch(q,u) € Chem(q, q+u) (cf.
la section 7 du chapitre 1) que I'on peut définir pour tout u par la récurrence suivante :

- ch(g,e) =g,
- soitch(q,u) = xravecxy € Q* etr = q+u, etsoits = r«x alors
ch(q,uz) = ch(q,u) - rs = ch(q,u)s.

Si, dans I'exemple précédent, on choisit ¢ = 0, on a ch(0, abab) = 01331 : la premiere lettre du mot sert
ala fois a déterminer 'aréte a parcourir et a payer ce parcours; le mot se trouve raccourci et on peut ainsi
poursuivre son chemin jusqu’a épuisement de ses lettres.

Une facon commode pour sélectionner des mots est, un point de départ étant fixé, de leur demander
d’atteindre I'un des points d’arrivée, eux aussi fixés a I'avance : cette épreuve se passe dans un objet du
type suivant.

Les ADC

Un automate déterministe et complet (en abrégé ADC) est la donnée d’'un 5-uplet A = (Q, A, ., qo, F)
ou:

— (@ estun ensemble, (d’états)
— A est un alphabet fini,

- «:Q x A — @ estune application, (ce qui définit une action)
- qo € Q estl'entrée, (ou état initial)
- F C @ estl’ensemble des sorties. (ou états finaux)

Langages réguliers et AF. M.M Institut Galilée 2004



50 Chapitre 2

Commentaires.

e ¢z est une abréviation pour ¢ 2T lorsqu'un second automate B sera en cause dans une méme
question, on pourra utiliser I'abréviation ¢ - x pour ¢ « x, mais, lorsque I'action de B est une extension (ou
B

une restriction) de celle de A et qu'une confusion n’est pas a craindre, on préférera conserver la notation
qel.

o Les qualificatifs “complet” et “déterministe” viennent du fait qu’a chaque mot « correspond un et un
seul chemin partant d'un état donné ¢ dans le graphe de transition : ceci sera précisé par la suite.

Exemple 1 (suite).

On peut compléter I'exemple 1 de telle facon a définir un ADC, par exemple en choisissant'entrée ¢y = 0
et la seule sortie ' = 2. Voici la table de cet ADC : elle comporte une colonne pour les informations
d’entrée (—) et sorties («—).

e/s

qea qeb

B lw | N |- |o v
O | W | [N | =

0
3
3
1
1

Langage reconnu par un ADC
Le langage reconnu par un ADC A sur A est L(A) C A* définipar: “u € L(A)ssigoou € .
Deux ADC A et A’ sont dits équivalents ssi L(A) = L(A').

L(A) est donc 'ensemble des mots qui définissent des chemins partant de I'entrée ¢y et aboutissant a
I'une des sorties.

2.1 - Etats accessibles d’'un ADC.

11 est tres clair que, dans 'ADC de I'exemple 1, aucun chemin partant de gy = 0 ne passera par I'état 4 :
cette observation conduit naturellement a poser la définition suivante.

Les états accessibles

q € Q est accessible ssi il existe u € A* tel que ¢ = ¢g « u.

Désignons par Acc I'ensemble des états accessible de A. 1l est clair que Acc est le plus petit ensemble qui
vérifie :

- qo € Acc,

- pour toutq € Accettoutx € A:qex € Acc.
Cette observation est suffisante pour construire 'TADC A’ = (Q’, A, «, qo, F’) suivant :

— Etats. Q' = Acc, (I'ensemble des états accessibles dans A)
— Entrée. qo, (état initial de A)
— Action..: Q' x A — @Q’, (larestrictionde « 2 Q")
- Sortie. F' = FNQ, (sorties accessibles de A).

Par construction, tous les états de A’ sont accessibles a partir de ¢q et, comme tout chemin partant de g
ne passe que par des états accessibles, ona L(A’) = L(A).
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Propriété

Tout ADC est équivalent a un ADC dont tous les états sont accessibles.

LADC A’ ainsi construit s’appelle la partie accessible de A : c’est la seule partie utile lorsque 1'on ne
s'intéresse qu'a L(A).

3 — Automates finis déterministes et complets (AFDC).

Si I'on n'impose aucune condition supplémentaire, tout L C A* est reconnu par un ADC approprié (cf.
I'annexe). La condition qui est utile a notre probléme est

I'ensemble () des états est fini

et nous la supposons vérifiée dans toute la suite de ce chapitre : un ADC dont 'ensemble des états est
fini est appelé un automate fini déterministe et complet, ce que I'on abregera en AFDC. Rappelons que
I'alphabet A, lui-méme, est supposé fini, ce qui assure que le nombre des arétes d'un AFDC est fini.

3.1 - Etats accessibles d'un AFDC.

Les définitions données dans la section précédente sur les ADC s’adaptent au cas fini : langage reconnu
par un AFDC, AFDC équivalents, états accessibles. Par exemple, on a la propriété :

Partie accessible d'un AFDC

Tout AFDC est équivalent a un AFDC dont tous les états sont accessibles.

Le calcul de Acc est maintenant possible en un nombre fini d’étapes!
o Accse calcule de proche en proche comme la “limite” de la suite I/; définie par la récurrence suivante :

- Uo = qo,
- Uit :Uio(E-f—A) =U; +U; . A

La seconde clause, ou 'on a utilisé I'extension de I’action aux langages, peut aussi s’écrire :
q € U1 881 “q € U; ouilexister € U;etx € Atelsqueq =rez”
pour toutq € Q.
o La suite U;, qui est une suite croissante de parties de 1’ensemble fini (), est stationnaire; plus
précisément, il existe N < |Q | tel que ¢ > N implique U; = Uy : il est clair que Uy = Acc.

Exemple 1 (suite).

En appliquant la construction par récurrence a I’exemple 1, il vient successivement :
Uy =0
U =0+0.a+b)=0+0ea+0.0=0+14+0=0+1
Us =0+1+(0+1)e(a+bd)=0+1+2+3
Us=04+1+24+3+0+14+2+3)e(a+b) =Us

Onadonc Acc=0+1+4+2+4 3.

LAFDC A’ obtenu en ne conservant que les états accessibles se présente ainsi :
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e/s q gea qeb

— 0 1 0
1 2 3

— 2 1 3
3 3 1

o La construction précédente de I'ensemble est effective. La voici, présentée sous la forme d'un algo-
rithme, qui pourra servir d’exemple a tous les calculs analogues que nous verrons par la suite :

Calcul de Acc

Acc := q0
tant qu’il existe q € Acc non marqué faire
sélectionner q € Acc non marqué
pour x parcourant A faire
Acc := Acc + q .« X
fin
marquer q
fin

Dans cet algorithme, on marque les états apres les avoir traités, pour éviter un nouveau calcul a leur sujet,
qui serait complétement inutile et ne permettrait pas a I’algorithme de terminer!

Remarque.

Lalgorithme précédent permet de décider si £L(A) = () puisque cette propriété est équivalente a Acc N
F=4.
3.2-Le théoréeme de Kleene.

Ce théoreme fait le lien entre les langages réguliers et les langages reconnus par les AFDC : c’est le résultat
essentiel de la théorie et c’est aussi la base des méthodes d’analyse lexicale.

THEOREME (Kleene)

Pour tout . C A* les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) L estrégulier.
(b) Il existeun AFDC A tel que L = L(A).

La preuve du fait que (a) implique (b) consiste en la construction d'un AFDC a partir d'une expression
réguliere et ne sera faite qu’a la section 5.

Vérifions 'autre implication : soit A = (Q, A, , qo, F') un AFDC, nous allons montrer que £(A) est
I'une des composantes de la solution d'un systéme d’équations linéaires a coefficients réguliers (plus
précisément, finis), satisfaisantla condition d’unicité : c’est donc un langage régulier.

Pour tout ¢ € () on considére 'ensemble Rec(q) des mots reconnus par 'AFDC A(q) = (Q, A, ¢, F)
obtenu en prenant I'état ¢ € () comme entrée dans A au lieu de ¢o. Ceci revient a écrire : “u € Rec(q) ssi
qelU S F".

On a les propriétés suivantes : quels que soient g € Q, x € Aetu € A*

- € € Rec(q)ssiq € F;
- zu € Rec(q) ssizu € xRec(qex).
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La premiere est évidente et la seconde vient des équivalences successives :

xu € Rec(q) ssiqe(zu) € F (définition de Rec(q))
ssi(qez)eu € F (définition d’une action)
ssiu € Rec(qex) (définition de Rec(q « x))

ssizu € xRec(qex)

En utilisant le fait que tout élément de .A* est ou bien € ou bien de la forme zu pourunz € Aetunu € A*
(adjonction a gauche, pour une fois!), on peut écrire :

ZmReC(q.x) +¢e sigeF,

Rec(q) = { =<4

Z xRec(qex) sinon.
€A

Lensemble des égalités correspondant a tous les ¢ € @ est un systeme d’équations linéaires dont les
inconnues sont X, = Rec(q) et dont les coefficients sont réguliers (¢ et des sommes finies d’éléments
de A); de plus, il n'y a aucune inconnue dont le coefficient contient € (la condition d’unicité est donc
vérifiée) : L(A) = Rec(qp) est un langage régulier d’apres le résultat de la section 1.1.

Exemple 1 (suite).

Le systeme d’équations correspondant a 'TAFDC A’ de 'exemple 1 précédent est :

Xo = bXg + aXy

Xl = aXQ + bX3
Xy = aXq + bX3 + €
X3 = bX1 + an

Ce systeme a été résolu dans le premier chapitre : la seule composante de la solution qui nous intéresse ici
est X, qui est le langage reconnu par A’ :

L(A") =b*a(aa + ba*b + aba*b)*a.

4 — Automates finis (AF).

L’action d’'un AFDC est définie par une application « : QQ x A — @ qui, a chaque g € @ et chaque z € A
associe donc un et un seul état g+ x. Or, pour démontrer la réciproque du théoreme de Kleene, il faut
construire un AFDC a partir d'une expression réguliere : lorsque 1'on tente de faire une telle construction,
il est facile d’obtenir un objet, représentable par un graphe de transition, mais il est bien rare que ce soit
celui d'un AFDC!

Pour tenir compte de cet echec potentiel, on est conduit a considérer des actions non nécessairement
déterministes et complétes, c’est-a—dire des applications

QX A= P(Q)
Avec une telle action, g« x est un ensemble, pas nécessairement réduit a un élément, c’est-a—dire qu’il
peut aussi :

— ou bien étre vide : 'AF n’est alors pas complet,

— ou bien comporter plusieurs éléments : 'AF n’est alors pas déterministe.
Lorsque que I'on accepte qu’'un automate ne soit pas déterminsite, il est normal de ne plus se restreindre
au cas d'une entrée unique, mais d’accepter aussi un ensemble d’entrées.

Lintérét des automates finis ainsi obtenus tient surtout au fait qu’ils sont en général plus facile a concevoir
que les AFDC; par ailleurs, nous verrons que I'’on peut transformer un tel automate en un AFDC équivalent,
et ce, de facon effective.
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Ceci meéne a la définition qui suit :

Les AF
Un automate fini (en abrégé AF) est la donnée d'un 5-uplet A = (Q, A, .+, I, F) ou:
- (@ est un ensemble fini, (d’états)
— A est un alphabet fini,
- «:Q x A — P(Q) est une application, (une action non nécessairement DC)
- I C Q estl’ensemble des entrées, (ou états initiaux)
- F C @ estI’ensemble des sorties. (ou états finaux)

o La table définissant« : @ x A — P(Q) devra maintenant comporter des parties de I'ensemble des
états Q) :

— lensemble vide sera évidemment noté (),

- I'ensemble {¢} constitué du seul élément ¢ € () sera simplement noté g,

- plus généralement, 'ensemble {q1, ..., ¢, } comportant n > 1 éléments sera noté de la facon qui
nous est maintenant habituelle: ¢; + - - - + q5,.

« Les constituants du graphe de transition d'un AF sont les suivants :

— un neeud @ pour chaque ¢ € Q;

— une aréte pour chaque q € @, chaque z € Aetchaquer € q.x.

« Le fonctionnement d'un AF est essentiellement le méme que celui d’'un AFDC.

SiA =(Q,A,. I, F)estun AF et u € A* on dira encore que u € £(A) lorsque u est capable de définir
un chemin qui part d'une entrée ¢ € I et qui aboutit a I'une des sorties. Cependant, on observe que les
tentatives pour construire un tel chemin peuvent étre multiples : certaines d’entre elles peuvent échouer,
d’autres au contraire peuvent réussir, mais de facons diverses!

Nous allons tout d’abord adapter la notion de cheminement au cas des AF : la notion obtenue est
traditionnellement appelée dérivation.

4.1 - Dérivation dans un AE.
Toutes les définitions qui suivent sont relativesa un AF A = (Q, A, .+, I, F).
« Une configuration est un couple (¢, u) € Q x A*.

o Une transition est un changement de configuration en un seul pas : une transition “cotite” (ou “con-
somme”) une lettre.
Une transition se définit, pour tout g € ) et toutr € ), par:
(q, zu) % (ryu)ssir € qex
quels que soientu € A* etz € A.

o Une dérivation de longueur i, notée (q, u) -~ (r,v) est un enchainement de 4 transitions successives

A
qui se définit par récurrence sur i :
0: (¢q,u) % (q,u) (pas de transition)
i i+ 1: (gu) % (s,w) % (r,v) (une transition de plus)

o On définit la relation % entre configurations par :

(q,u) % (r,v) ssiil existe une dérivation (g, u) % (r,v).
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o Lorsqu'il 0’y a pas d’ambiguité sur I'’AF A qui est en cause, on note - et -*— au lieu de % et %.

Langage reconnu par un AF
Le langage reconnupar un AF A = (Q, A, ., I, F)est L(A) C A* défini par
u € L(A)ssiilexiste s € T etr € Ftels que (s, u) % (r,e).

Deux AF A et A’ sont équivalents ssi L(A) = L(A’).

On peut maintenant préciser la notion de chemin : la suite des états par lesquels passe une dérivation

(q,u) -~ (r, €) définit un élément de ch(q, u) , c’est-a—dire un chemin que I'on peut parcourir en partant

deI'état g, en utilisant correctement les caracteéres de wu.
AF particuliers.

AFD : Un AF est dit déterministe ssi

— son ensemble d’entrées comporte au plus un élément;

- et, quels que soient ¢ € Q) etz € A, g+ x contient au plus un élément.
AFC: Un AF est dit complet ssi

— son ensemble d’entrées comporte au moins un élément;

— et, quels que soient ¢ € Q et x € A, ¢ « x contient au moins un élément.
Les AF qui sont a la fois déterministes et complets sont donc les AFDC que nous avons introduits
initialement et que nous avons qualifiés par anticipation; en tout cas, on ne devra pas oublier qu'un AF
peut étre un AFD et méme un AFDC!
1l est facile de vérifier que, pour tout u € A* ettoutq € Q :

- ch(q,u) contient au plus un élément lorsque A est déterministe,
- ch(q, u) contient au moins un élément lorsque A est complet.

Remarque.

] oit A un AF sur A et soit I3 un alphabet tel que .A C 13, alors il est facile de considérer A comme un
S45 AF sur B. Mais, si A est un AFC (en particulier un AFDC) et si B # A alors I'AF sur B dont il vient
d’étre question n’est plus complet, car ¢ « = est vide pour & € B — A (il reste déterministe sil I'était).

Exemple 1 (suite).

Dans un AFDC, r € .z équivaut a r = .z, quels que soient ¢ € Q,r € Q etz € A. Dans cette

situation, on voit que pour tout ¢ € @ et tout u € A*, il existe une dérivation unique (¢, u) |-~ (g + u,€),

etquei = |u/. Par ce qui précede, il est clair que lorsqu'un AF A est déterministe et complet, la définition
de L(A) est bien équivalente a celle qui a été donnée pour les AFDC.

Dans 'exemple 1 précédent, on peut écrire la dérivation suivante
(0, abab) 11— (0« @, bab) = (1,bab) - (1+b,ab) = (3,ab) - (3ea,b) = (3,b) - (3+b,¢) = (1,¢)

Exemple 2.

Soient A =a+bet@ =0+ 1+ 2+ 3 et considérons 'AF A tel que I = 0 et F' = 3 présenté par sa table
et représenté par son graphe de transition.

o ch(0,aa) = 0.
Ceci signifie que l'on n'a (0,aa) -~ (g,€) pour aucun état ¢ : en effet on peut effectuer la transition

(0, aa) - (1, a), mais il n’est pas possible d’aller plus loin puisque 1 +a = ().

e ch(0,abba) = 01133 + 01333.
Voici la dérivation définissant le chemin 01133

(0, abba) - (1,bba) - (1,ba) - (3,a) - (3,¢)
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e/s q gea geb
— 0 1 2
1|0 1+3
2 [ 243 | 0
— 3 3 3
AF del'exemple 2.

« Toutes les tentatives pour construire un chemin ne sont pas nécessairement fructueuses, par exemple
(0, abba) - (1, bba) - (1, ba) -— (1, a) tombe sur une impasse puisque 1 «a = {).

4.2 - Détermination.

On peut simuler toutes les tentatives pour construire un chemin de facon plus systématique en con-
sidérant I'extension

:P(Q)x A—P(Q)
aux ensembles d’états de I'application .« : @ x A — P(Q), obtenue par préservation des sommes, c’est—

a—dire, définie par
Sex = Zs oI

ses
pour toute S C Q ettoutx € A.

Cette application s’étend a son tour de fagon unique en une action « : P(Q) x A* — P(Q) de A* sur
I'ensemble P(Q), par la récurrence

- S.ee=15,

- Seuxr=(Seu).z,
pour toute S C @, toutu € A* ettoutx € A.
Propriétés.
Soit A = (Q, A, ., 1, F) un AF alors, pour toutu € A*:

1) pourtoute S C Q ettoutr € Q :

r € Seu ssiilexistes € S tel que (s,u) = (r,¢€),
2) ue L(A) ssi (Ieu)NF #0.

La preuve de 1) se fait par récurrence (voir, ci-dessous, la figure illustrant I'exemple 2).
« Dans un sens, faisons une récurrence sur les mots :
- r € S.¢ signifie simplement r € S : en prenant s = r, on a bien une dérivation (s, &) -2 (r, ¢)!

- Supposons la propriété vraie pour u € A* (quel que soit S!) et soitz € A:
sir € Se(ux)alorsr € (Seu)ex, cest-a-direr € TexpourT = Seu:onadoncunt € S.utel
que r € t.x.La derniére remarque signifie que I'on a une dérivation (¢, z) |1 (r, €); par ailleurs,
I'hypothese de récurrence appliquée a t € S« u nous donne une dérivation (s,u) H— (t,¢). On

peut conclure en considérant la dérivation composée : (s, ux) - (t, ) - (r, €).

« Lautre implication se montre par récurrence sur la longueur des dérivations. . .

La propriété 2) est une conséquence simple de 1) et des définitions.
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En fait, nous venons de démontrer que les AF savent reconnaitre les mémes langages que les AFDC :

Propriété de détermination

Tout AF est équivalent a un AFDC.

Plus précisément 'AFDC DC(A) défini ci-dessous, est équivalent aI'AF A = (Q, A, ., I, F’) : 'opération
DC s’appelle la détermination (ou déterminisation) de A.

DC(A)

DC(A) estla partie accessible de 'AFDC (@', A, , qj), F') suivant :
— EBtats. S € Q'ssiS C Q,
— Action. « : Q' x A — @', 'extension de . aux ensembles d’états,
- Entrée. ¢{ =1,
— Sorties. S € F'ssiSNF # 0.

Le fait que DC'(A) est équivalent & A est exprimé par les propriétés ci-dessus.
La construction de DC(A) est effective. Les états accessibles sont les seuls qui nous intéressent : leur
calcul se fait de proche en proche a partir de I, en suivant les lignes de I’algorithme de la section 3.1.

Exemple 2 (suite).

La figure montre toutes les tentatives pour construire un chemin défini par un mot u a partir de I'état 0O,
dans I'AF de I'exemple 2, et la méme tentative dans I’AFDC correspondant : c’est une bonne illustration
pour suivre la démonstration de la propriété 1) ci-dessus.

0 1
b b b b

b 3 b 3 b 3 a 3

A ¢® - B b E b E b E b E a G

Exemple 2 avec u = abbbba.

La construction de DC(A) est présentée dans la figure ci-dessous.
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e/s S Sea | Seb
— A=0 B c
B=1 D E
C=2 F D
D=1 D D
— E=1+4+3 G E
— F=2+3 F G
— G=3 G G

4.3 - Les états productifs d'un AE

La notion d’état accessible dans un AFDC (section 3.1) s’adapte sans probléme au cas des AF : il n’est pas
nécessaire d’y revenir ici.

Une notion duale est celle d’état productif : un état est productif s’il existe un chemin qui en part et qui
mene a une sortie.

Les états productifs
q € Q est productifssi il existe u € A* tel que (gou) N F # 0.

(qeu) N F # (signifie évidemment qu'il existe r € F tel que (g, u) B2 (1, €).

Il est clair que I'’ensemble Prod des états productifs de A est le plus petit ensemble qui vérifie :

- I C Prod,
- pour tout g € @, s'il existe x € A tel que (g« x) N Prod # D alors g € Prod.

Cette observation est suffisante pour construire 'AF A’ = (Q’, ., I’, F') suivant :

- Etats. Q' = Prod, (I'ensemble des états productifs de A)
— Entrées. I' = 1 N Prod, (I'ensemble des entrées productives)
— Action.. : Q' x A — @/, (qox = (g+x) NProd)
- Sorties. F'.

Par construction, tous les états de A’ sont productifs et, comme tout chemin aboutissant en F' part d'un
état productif,ona L(A') = L(A).

Propriété

Tout AF est équivalent a un AF dont tous les états sont productifs.

Il est facile de vérifier que Prod est la limite de la suite croissante stationnaire I{; définie par la récurrence
suivante :

-Uy=F,

— ui+1 =U; -(E + .A)il =U; +U; CATL
Dans la seconde clause, on a utilisé I'extension aux langages de I’action inverse d'un élément de A sur un
état, . ' C @, définie par

reqextssig€ron.

Cette construction permet de calculer effectivement Prod et d'imaginer un algorithme qui décide si
L(A) = 0, car cette condition équivaut a I N Prod = .
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Attention.

Lorsque A est un AFDC, I'AF équivalent, dont tous les états sont productifs, n’est généralement pas
complet. En effet :
- on peut avoir gg & Prod,
— il peut y avoir des états accessibles qui ne sont pas productifs : par exemple, dans un AFDC obtenu
par détermination d'un AF, I'état () (I'état D dans I'exemple 2 précédent) peut étre accessible, mais
il n’est jamais productif.

5 — Des AF encore moins déterministes.

1l est fort utile d’aller encore plus loin dans le non déterminisme en admettant des e-transitions, c’est-a—
dire des transitions gratuites! On obtient ainsi les e-AF, qui permettent de faire aisément les constructions
utiles pour la démonstration de la fin du théoreme de Kleene et qui, de plus, interviendront de facon es-
sentielle dans un algorithme d’analyse syntaxique que nous étudierons par la suite. En voici la définition :

Les e-AF

Un e-automate fini (en abrégé -AF) est la donnée d’'un 5-uplet A = (Q, A, 4, I, F) ot Q, A, I et F sont
comme précédemment, maisou d : Q x (¢ +.A4) — P(Q).

o Un AF est un e-AF tel que 6(q, ) = () pour tout q.

o Endehors de ce cas, la table définissant § doit maintenant comporter une colonne pour les valeurs des
d(q,¢).
o Les constituants du graphe de transition d’'un e-AF sont les suivants :

— un neceud @ pour chaque ¢ € Q;

— une aréte pour chaque ¢ € @, chaque x € € + Aet chaquer € §(q, ).

Nous allons les étudier succintement, montrer qu’ils sont capables de reconnaitre les mémes langages que
les AE

5.1 —-Dérivation dans un c-AE.

Toutes les définitions qui suivent sont relatives a un e-AF A = (@, A, J, qo, F') : elles sont les adaptations
naturelles des définitions relatives aux AE

« Une configuration est un couple (¢, u) € @ x A*.

o Une transition est un changement de configuration en un seul pas : une transition “cotite” (ou “con-
somme”) au plus une lettre.
Une transition se définit, pourq € Q,r € Q,x € ¢ + Aetu € A*, par:
(g, zu) % (ryu)ssir € §(q, x).
On parle d’e—transition lorsque = = ¢ et de transition sur x lorsque = € A.
o Une dérivation de longueur i, notée (q, u) |;—' (r,v) est un enchainement de ¢ transitions successives
qui se définit par récurrence sur :

0: (q,u) I% (q,u) (pas de transition)
i—i+1: (q,u) % (s,w) % (r,v) (une transition de plus)

 Unee-dérivation est une dérivation de la forme (g, u) % (r,u) : c'est donc ou bien une dérivation de
longueur nulle ou bien une dérivation constituée d’e-transitions.

o On définit la relation % entre configurations par :

(q,u) % (r,v) ssiil existe une dérivation (g, u) % (r,v).
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o S'il 'y a pas d’ambiguité sur I's—AF A qui est en cause, on note —— et - au lieu de |1;—' et %.

Précisons la notion de chemin : la suite des états par lesquels passe une dérivation (q,u) |-*— (r,¢)
définit un élément de ch,(u) , c’est-a—dire un chemin que 'on peut parcourir en partant de 1'état g, en
utilisant correctement les caracteres de u. Une définition par récurrence peut se faire en suivant celle de
la dérivation.

Langage reconnu par un c-AF
Le langage reconnu par un e-AF A = (Q, A, 6, I, F) noté L(A) C A*, est défini par

u € L(A)ssiilexiste s € I etr € F tels que (s, u) % (rye).

Deux e-AF A et A’ sont équivalents ssi L(A) = L(A').

Exemple 3.

Onprend A=a+bet@Q=0+1+2+3+4.

Le—AF A tel que g = 0 et F' = 0 est présenté par sa table et représenté par son graphe de transition :
A comporte des e-transitions. La notion de chemin est encore moins déterministe que dans I’exemple
précédent car les e—transitions ne consomment aucun caractere. Par exemple

ch(0, ab) = 034 + 0340 4 03401 + 0113 + 01234 + 012340 + 0123401

est constitué de chemins qui n’ont pas tous la méme longueur. Voici une dérivation définissant le chemin
012340:

(0, ab) - (1, ab) = (2,0) = (3,0) - (4,€) - (0,¢)

6(g,e) | d(g,a) | d(q,b)

=W N = o R
S| | =W

5.2 - Détermination.

Les e-AF savent reconnaitre les mémes langages que les AFDC.

Propriété de détermination

Tout e-AF est équivalent a un AFDC.

Nous allons construire un AFDC DC'(A) équivalent aune-AF A = (Q, A, 6, I, F') donné : cette opération
s’appelle la détermination (ou déterminisation) de A.

Les états de DC(A) sont des parties de @ qui, dans le cas o il existe effectivement des e~transitions, ne
peuvent pas étre quelconques. En effet, si « désigne 'opération servant a définir 'action de DC(A) et si
S C @ estun état de DC(A), on devra avoir S .c = S, c’est-a-dire 6(s,e) C S pour tout s € S : ceci
signifie que S doit étre close par e-transition.

Précisons cette notion de cléture dans A

e Lacloture de ¢ € @ est'ensemble cl(q) C @ défini par:
r € cl(q) ssi(g, e) F— (r,).
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o cls’étend atout S C (@, par préservation des sommes : c/(S) = ch(s).
ses

« Deméme, § s’étend a toute S C @, par préservation des sommes : §(.5, z) = Z(S(s, x)
seS
Définition. S C () est dite closessicl(S) = S.
On peut remarquer que :
~ Lexistence de la dérivation triviale (¢, ) -2 (g, €) signifie que 'ona ¢ € cl(q);

— (estclos;
- pourtoutq € Q ettoute S C Qclose: g € Sssicl(q) C S;
- ¢cl(S) est close pour toute S C Q.

Nous pouvons maintenant définir DC(A) :

61

DC(A)
DC/(A) est la partie accessible de 'AFDC (Q’, A, «, g}, F’) suivant :
— Etats. S € Q'ssiS C @ et S est close;
- Action. « : Q' x A — Q' estdéfinie par S« = cl(§(S, x));
- Entrée. g}, = cl(I);
— Sorties. S € F'ssiSNEF # (.

Exemple 3 (suite). e/s | ¢ cl(q) 5(g,a) | d(q,b)
Reprenons notre précédent exemple 3. - 0 0+1 3 0
Pour calculer la table de DC(A), il est 111 149 3
commode de remplacer la colonne des va-

leurs de 6(q, ) par celle des cl(q) dans la 2| 2+3 4 0
table de A. 3 3 0 4
Voiciles actionssur B =142+ 3: 4 0+1+4 0 0

Bea =c(14+2)4+c(4)+0=04+1+2+3+4;
Bob =cl(3)+0+cl(4)=0+1+3+4.

Le calculde DC(A) se fait en partant de A = ¢I(0) : ceci donne la table et le graphe de transition suivants:

e/s S Sea | Seb
- A=0+1 B C
B=1+2+3 D E
C=3 F G
— D=0+1+2+3+4 D E
— E=0+1+3+4 B E
F=10 F F
— G=0+1+4 B C
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5.3 - Démonstration de la propriété de détermination.

La propriété L(DC(A)) = L(A) n'est pas parfaitement évidente bien qu’elle soit tres analogue a celle du
cas des AE

Propriétés.

Soient A = (Q, A, d, I, F) une-AF et Q' I'ensemble des parties closes de Q) alors, pour toutu € A* :
1) quels que soient S € Q' etr € Q :

r € Seussiilexiste s € S tel que (s,u) = (r,¢€),
2) ue L(A)ssi(cl(I)eu)NF # 0.

Démonstration de 1).

Désignons cette propriété par P(u).
Démonstration de P(e) :

- d’'un coté, il est clair que sir € Salorsona (s, €) |2~ (r,¢) avec s = 7!

- deTautre, (s,e) = (1, ) signifier € cl(s), ce qui implique r € S puisque S est close.

Démonstration de P(x) pour z € A : les définitions permettent d’écrire les équivalences successives
suivantes

re€ Sexssirecd(d(S,x))
ssi il existe ¢ € (5, ) telque r € cl(q)
ssi ilexistet € Setq € d(t,x) telsque r € cl(q)
ssi il existe s € S tel que (s, z) - (r,¢€)

La derniere équivalence mérite une petite explication :
— il est facile de descendre, en composant (t, ) — (q,¢) et gj

une dérivation (¢,¢) |- (r,¢) : il suffit alors de prendre .
s = t pour conclure; , |
- réciproquement, décomposons une dérivation (s,z) |- |
(r, €) pour mettre en évidence la transition sur x : :
D (s,2) - (t, @), J
2) (t,z) = (q,¢),
3 (@)1 (re),
Lexistence de la dérivation 1) implique ¢t € S'lorsque s € S, Js

puisque S est clos, celle de 2) implique ¢ € (¢, x) et enfin, r
celle de la dérivation 3) implique r € cl(q).

Il est maintenant facile de montrer que P(u) implique P(ux).
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/bf 4
/a,' 3 L&
0 ‘5 0
Lg/a' 2 L’f Exemple 3 (suite).
1 a 1 La figure ci-contre montre toutes les tentatives pour
\ construire un chemin défini par le mot v = ab a par-
1 \b‘ tir de I’état 0 dans 1'e-AF de I’exemple 3, et, les mémes
3 tentatives dans '’AFDC équivalent.
b
A—2—B c
Démonstration de 2).

Rappelons que u € L(A) ssiil existe s € T etr € F tels que (s, u) =~ (r,¢€).
Nous allons vérifier successivement les deux implications :
o Soients € I C cl(I)etr € F telsque (s,u) |~ (r,¢). P(u) implique alors que r € cl(I) «u et donc
quer € (cl(I)«u) N F : cet ensemble n’est donc pas vide!
« Réciproquement, soit 7 € (cl(I)eu) N F':
- P(u) appliquée a cette situation signifie I'existence d'un ¢ € cl(I) tel que (¢, u) |-~ (1, €).
- t € cl(I) signifie 'existence d’'un s € I vérifiant (s, ) -~ (¢, ¢), et donc (s, u) = (¢, u).
Il ne reste plus qu'a composer ces dérivations pour conclure.

Ceci termine la démonstration de la propriété de détermination car la propriété 2) signifie exactement que
L(DC(A)) = L(A).

5.4 - Fin de la démonstration du théoréeme de Kleene.

Il nous reste a démontrer que (a) implique (b) dans le théoreme :

THEOREME (Kleene).
Pour tout L, C A* les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) L estrégulier;
(b) il existe un AFDC A tel que L = L(A).

Pour cela il faut construire un AFDC reconnaissant L pour chaque langage régulier L : en fait, nous
construisons un e-AF (4 une seule entrée) A = (Q, A,0,qo, F') reconnaissant L et la propriété de
détermination fera le reste.

Cette construction se fait par induction sur la définition des langages réguliers (pour étre rigoureux, il
faudrait utiliser des expressions réguliéres).

1) L = 0:ilsuffit que F' = () pour que L(A) = ), par exemple ~—@;

2) L = x pourx € A: A acomme graphe de transition 0 & ° ;
3) L = L1 + Ly ot Ly estreconnu par A; = (Q1,.4, 1,41, F1) et Ly par As = (Q2, A, 02, ¢2, F»), on
peut supposer sans perte de généralité que Q1 N Q2 = (). A est défini par:

- Q = qo + Q1 + Q2 ol1 o est un nouvel état;
— qo estle nouvel état qui vient d’étre introduit;
- ¢ prolonge 01 et d2 par 6(qo, €) = q1 + g2;
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- F=F + Fs.

4) L = L1 Lo ot L; et Ly sont comme ci-dessus. A est défini par :
-Q=01+Q2;
- 4o = q1;
- ¢ prolonge 41 et 62 par 6(q,e) = d1(q, &) + q2 pour tout ¢ € Fi;
- F=F.

5) L = L} ou L; est comme ci-dessus. A est défini par :

- @ = qo + @1 ol gy est un nouvel état;

— qo estle nouvel état qui vient d’étre introduit;

- 4 prolonge 01 par d(qo, €) = q1 et §(q, &) = d1(q, &) + qo pour tout ¢ € Fi;

- F= q0-
On vérifie sans difficulté que ces constructions sont correctes, c’est-a—dire que 'on abien £(A) = L dans
chaque cas.

Remarques.

« Les e—transitions jouent un réle essentiel dans le cas de la concaténation : lorsqu'’il a pénétré dans A,
un chemin ne doit pas pouvoir entrer a nouveau dans A; !

« On peut faire une remarque analogue a propos de l'itération : on ne peut pas conserver ¢; comme
entrée de A car celle—ci est aussi une sortie, or la présence éventuelle d’'une boucle autour de ¢;, permet-
trait alors de reconnaitre des mots qui ne sont pas dans Lj.

« La construction relative a L.; 4+ Lo aurait été simplifiée si I'on ne s’était pas limité a une seule entrée
(il suffisait alors de juxtaposer les deux e-AF) mais celles qui sont relatives a L1 Lo et L] auraient été
notablement compliquées.

' es e-AF reconnaissant respectivement L; et Lo dans les constructions ci-dessus, ne sont pas
v supposés avoir d’autres propriétés! Ceci est intéressant dans la pratique de cette méthode, car celle-
ci a la facheuse tendance a introduire de nombreuses e-transitions, rendant la détermination du résultat
final tres périlleuse. On aura intérét, au cours d’'une construction, a simplifier des résultats intermédiaires,
par exemple par détermination. D’autres constructions, intéressantes a des titres divers, sont proposées
dans les exercices 18 et 19.

Effectivité du théoreme de Kleene.
La démonstration du théoréeme de Kleene est basée sur des algorithmes. On peut donc préciser I'énoncé
de ce théoréme en signalant que :

il existe une correspondance effective entre les expressions réguliéres et les AFDC.
Il n'est pas possible d’étendre ce résultat aux langages réguliers eux-mémes, comme on le verra dans la
section 6.2.2.
5.5 — c-AF et systemes d’équations linéaires.

Le systeme d’équations linéaires, analogue a celui qui nous a servi a faire la preuve du fait que (a) implique
(b) dans le théoreme de Kleene, peut encore s’écrire dans le cas plus général des e—AE C’en est une
transposition facile mais qui pose des problemes techniques plus délicats (cf. exercice 20) : nous nous
contenterons ici d’énoncer les résultats.

Soit A = (Q, A, 6, I, F') un e-AE Pour tout g € () on considére I'ensemble Rec(q) des mots reconnus par
I'e-AF A(q) = (Q, A, 0, q, F') obtenu en prenant un état ¢ € () comme unique entrée dans A. On a alors,
en étendant Rec aux ensembles d’états :

Z xRec(6(q,x)) +e sige F,
Rec(q) _ r€e+A

Z xRec((6(q,x)) sinon.

r€e+A
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Lensemble des égalités correspondant a tous les ¢ € (@ est un systeme d’équations linéaires dont les
inconnues sont X, = Rec(q) : nous admettrons que les Rec(q) constituent la plus petite solution de
ce systeme (qui ne vérifie plus la condition d’unicité des qu'’il y a effectivement des e-transitions!). Par
ailleurs, £L(A) est Rec([I), calculé dans la plus petite solution du systéme ci-dessus (cf. exercice 20).

Exemple 3 (suite).

Le systeme correspondant a I'e—AF de ’exemple 3 est le suivant :
Xo =X1+aX3+e¢
X1 = a(X1 + XQ) + ng
Xo = X3+aXy
X3 =bX,y
X4 = Xo
Sa plus petite solution se calcule par la méthode exposée dans la section 4.2 du premier chapitre.

6 — Constructions sur les AFDC.

Toute construction sur les AFDC, est transposable aux langages réguliers, grace au théoréme de Kleene.
Nous allons voir les plus importantes dans cette section.

6.1 — Role des sorties d’un AFDC.

Dans la section précédente, on a considéré tous les choix possibles de I'entrée dans un AFDC. Dans la
présente section, on va agir de méme a 1’égard des sorties.

(Q, A, ., qo) étant fixé correctement, considérons, pour tout F* C Q 'AFDC A(F) = (Q, A, ., qo, F),
alors:

Propriétés.

1 LA0) =0,
2) L(A(Q)) = A7,
et, pour tout F' C Qettout G C Q:
3) LIA(F+ Q) = L(A(F)) + L(A(GQ)),
4) LIA(FNG)) =LA(F)) NLA(GQ)),
5) L(A(F)) =L(A(F)),
oitF estle complémentaire de I par rapport a  etZ(A(F)) celui de £(A(F)) par rapport a A*.

1) et 2) sont parfaitement évidentes. 3) est un application directe des définitions; en effet, pour tout
u € A%, on a successivement :

u€ LIA(F+G))ssi gpeu € F+G

ssi goeu € Fougpeu € G

ssi u € LIA(F))ouu € LIA(G))

ssi u € LIA(F)) + L(A(GQ))
et de méme pour 4) en remplagant les disjonctions par des conjonctions. En remarquant que, pour F' C )
et F/ C @, la propriété F' = F équivaut a la conjonction “F + [’ = Q et F N ' = ()” et en faisant
une remarque analogue pour les parties de .A*, on déduit la propriété 5) des quatre précédentes (cette
propriété peut aussi se démontrer directement!).

En appliquant le théoreme de Kleene, on obtient deux propriétés importantes des langages réguliers :

Propriétés des langages réguliers
Soient L et M deux langages réguliers sur A, alors :

— le complémentaire de L est un langage régulier,
- l'intersection L N M est un langage régulier.
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En effet, il suffit d’appliquer la propriété 5) qui précede a un AFDC reconnaissant L pour vérifier la
premiere propriété. Pour la seconde : si L et M sont réguliers, leurs complémentaires L et M le sont aussi,
ainsi que N =L + M. Le complémentaire de /N est encore régulier or, on sait queN = L N M!

6.2 - Produit ’AFDC.
La construction du produit de deux AFDC est importante et simple.
Le produit A x B = (Q, A, , qo, F) des AFDC A = (Q*4, A’A’ q{?, FA)etB = (QB, A, e q&, FB) est
I'AFDC défini de la facon suivante :
Etats. Q = Q* x QB,

Action. (p,q) .z = (p 1T x) pour tout p € Q2 et tout ¢ € QB,
Entrée. qo = (¢8*,q5),

Sorties. F = FA x FB,

Le calcul des états de A x B, effectué de proche en proche a partir de '’entrée, donne la partie accessible
de cet AFDC.

La propriété la plus évidente de cette opération est L(A x B) = L(A) N L(B).
En effet, pour chaque u € A*:
u€ LAXB)ssi ggou € F
ssi (gf,q8)ouec FAx FB
C(A B A B
L] L] F F
ssi (4" g undo g u) € F7 X

ssi qé“AUEFAetqg‘].gueFB

ssi u€ L(A)etu € L(B)
ssi uwe L(A)NL(B)

Ceci redonne le résultat précédent sur l'intersection de langages réguliers, mais d'une facon qui est
certainement plus intéressante. Voyons une application importante de cette construction.

6.2.1 — Algorithme de Moore.
Soient A et B deux AFDC sur A et A x B leur produit.

Propriété.
L'égalité L(A) = L(B) équivaut a la propriété :
(1) pour tout état (g, r) accessiblede A x Bona q € FA ssir € FB.

Un algorithme de comparaison issu de cette propriété est facile a imaginer : tester ’équivalence sur chaque
nouvel état obtenu lors du calcul de la partie accessible de A x B.

La propriété est facile a vérifier car (1) équivaut au fait que, pour tout u € A%, on a g* su € FA ssi

e suE FB, cest-a—dire,u € L(A) ssiu € L(B).

6.2.2 — Action d'un langage.
Laction d'un AFDC s'étend aux langages : pour tout ¢ € Q* ettout M C A*, ¢ H M C Q™ est défini par:
s € qAMssiilexistev € M telque s = q4v
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Propriété.
SiM = L(B) alors :
sSEq R M ssiilexister € F'B tel que (s, r) soit accessible dans A x B a partir de (¢, ¢&)

pour tout s € Q™.
En effet, 'existence d'un r € F'B vérifiant la condition équivaut a celle d'un v € A* tel que ¢& sVE FB

ets =gq 2 v, ce qui est bien équivalenta s € ¢ R M.
Remarque.

Lorsque M est quelconque, g H M reste bien défini, mais il se peut qu'on n’'ait aucun moyen pour le

calculer effectivement!
Application : Quotient d'un langage par un autre.

Pour tout L C A* et tout M C A* on définit M 'L C A* par
w € M~ Lssiil existev € M tel que vw € L

pour tout w € A* (cf. exercice 1.12).
Propriété.
Si L est régulier alors M 'L I'est aussi.

Pour vérifier cela, considérons un AFDC A = (Q, A, ., qo, F) telque L = L(A), et posons I = gy« M,
alors 'AF
M—1A = (Q, A, e, 1,F)

reconnait le langage M ~! L. En effet, on a les équivalences suivantes :

we LM LA) ssi (def. de L(M~1A))
ilexiste s € gy « M telque sew € F
ssi (def.de gge M et s = qg « V)
ilexistev € M tel que (qpov) e w € F
ssi (defde A)
vw € L
Remarque.

Lorsque M estrégulier et que I'on dispose d'un AFDC le reconnaissant alors on peut effectivement calculer
I'AF M ~A.

W% 1 M est quelconque, M 'L est encore régulier, mais il se peut qu’on n'ait aucun moyen pour
calculer effectivement M ~' A, ni méme aucun automate reconnaissant M ~! L, bien qu’on sache
qu’il en existe!

7 — Minimisation des AFDC.

Parmi les AFDC reconnaissant un langage régulier donné L, il en existe dont le nombre d’états | Q) | est le
plus petit possible (car un ensemble d’entiers, non vide, a un plus petit élément). Nous montrerons dans
I'annexe qu’il n’en existe qu'un seul, au renommage pres des états, que 1'on appelle 'TAFDC minimal de L.

Dans la présente section, nous décrivons la construction de 'AFDC minimal Min(A) = (Q’, A, s, ¢}, F')
équivalent a un AFDC A = (Q, A, ., qo, F') donné : la justification de cette construction est donnée en
annexe. Notons qu’elle ne s’applique que lorsque tous les états de A sont accessibles (I'élimination des
états inaccessibles est déja une étape vers la minimisation!). Il nous faut tout d’abord rappeler une notion
qui joue un grand role ici.
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Partition d’'un ensemble.

« Une partition IT d’'un ensemble Q # () est un découpage de Q, c’est-a—dire un ensemble de parties
II C P(Q) qui vérifie:

- pour toute S € I1: S # 0;
- pour toute S € ITettoute T € I1: S =T ouSNT = 0;
- pour tout ¢ € Q, il existe S € Il telleque g € S.

Un élément d’'une partition s’appelle souvent une classe.

« Soit IT est une partition de @ alors, tout ¢ € () appartient a un élément de II et a un seul que 'on
notera [¢] (la classe de ¢). Pour toute S € Il et tout ¢ € @ on a donc la propriété :

[q) = Sssig € S.

7.1 - Constructionde (Q’.

Q' estla partition IT de @ calculée par I'algorithme suivant.

Dans celui—ci, on utilise 'action réciproque (dans A) g. = ! C Q dex € Asurg € Q qui est définie par:
re€qex tssirer =g
et son extension a toute S C (), qui vérifie évidemment la propriété :

reSexlssirexr eS.

Calcul d’'une partition de ()

_ [{Q} siF=QoulF =0,
o Lavaleur initiale de 11 est Il = { (F,Q—F} sinon.
o tantqu'ilexiste S € 11, T € Il etx € A tels que
S1=SN(Tex 1 )#DetSo=8—(Tex™)#0

on raffine Il en remplacant S par les deux classes S et Ss.

Lalgorithme se termine puisque ’ensemble () est fini; ceci se produit dés que la condition d’entrée dans
la boucle n’est plus satisfaite, c’est-a—dire lorsque 'on a

) SN(Tez ) =0ouSCTex?
pour toute S € II, tout T € Il et tout z € A.

7.2 - Construction de PAFDC minimal équivalenta A.

LAFDC minimal Min(A) équivalent a 'TAFDC A = (Q, A, ., qo, F') dont tous les états sont accessibles
est défini par :

Min(A)

Min(A) est'AFDC (Q’, A, s, ¢, F’) suivant :
— Etats. Q' est la partition IT calculée par 'algorithme ci-dessus.
- Action. [q] oz = [q+ z].
— Entrée. ¢, = [qo).
- Sorties. [q] € F'ssig € F.
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Commentaires.

o Pour que cette définition soit celle d'un AFDC, il faut évidemment que I’action soit bien déterminée,

c'est-a-dire que [g+x] = [rez] lorsque [g] = [r] : ceci est une conséquence de la propriété (7) de la
partition IT. En effet, posons S = [g] = [r] et T = [g+x]: S et T sont des éléments de IT qui vérifient
)ges,
2)res,

3) gox € T (ce qui équivautaqg € T oz~ 1).
Il faut montrer que [rez] = T.

1) et 3) impliquent ¢ € S N T .2 ! : cette intersection n'est donc pas vide et, pour satisfaire (1) il est
nécessaire que S C T L dotur € Tox ! grice 4 2), ce qui est bien équivalenta [r.z] = T.

« La définition de F’ pourrait encore s'écrire : [q] € F” ssi[q] C F.Eneffet, ¢ € F équivauta [q] C F
puisque la partition Q' est un raffinement de la partition initiale : les éléments d’une classe sont ou bien
tous dans F’, ou bien tous en dehors de F'.

Exemple.

Nous allons “minimiser” 'AFDC dont le graphe de transition est présenté ci-dessous.

e e e , PP 0
La partition initiale est 'ensemble des classes définies par =:

I={0+51+2+3+4}

Ona (0+45)sa~! = 0+5, qui ne permet pas de raffiner II, puis
(0+5)eb"t =243,

qui permet de raffiner [Ten :

M={0+51+4,2+3}.

Enfin

(14+4)eat=1+4(1+4) b1 =0+5,
(24+3)eat=2+3(2+3)b1=1+4

ne permettent plus de raffiner la partition, on a donc
Q' =TM={0+5,1+4,2+3}.

La table de Min(A) se calcule alors facilement :

e/s S Soa | Sob
B=1+4 B C
C=2+3 C A

Remarque.

Le calcul de Min(A) est effectif. Ceci permet de concevoir un algorithme capable de décider si L(A) =
L(B), basé sur la comparaison de Min(A) et Min(B).

8 — Annexe : les ADC et Palgorithme de minimisation.

Les automates déterministes et complets (ADC) ont été définis a la section 2 : dans tout le début de cette
annexe, nous ne supposerons pas que I’ensemble de ses états est fini. Par contre, nous supposerons que
tous les états sont accessibles a partir de I'entrée, dans tous les ADC que nous considérerons dans cette
annexe.
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8.1 —- Comparaison des ADC.
Soient A = (Q, A, ., qo, F) et B = (R, A, 0,79, G) deux ADC, sur le méme alphabet fini .4, et dont tous
les états sont accessibles, alors :
Un morphisme f : A — B est une application f : Q — R qui vérifie les conditions suivantes :
D f(qo) =ro,
2) pourtoutq € Qettoutz € A: f(qgez) = f(q) o,
3) pourtoutq € Q:q € F'ssi f(q) € G.
Les propriétés d'un morphisme d’ADC qui nous intéressent sont les suivantes :
a) f(geu)= f(q) o upourtoutq € Qettoutu € A*,
b) L(A) = L(B),
c) f estune application surjective.
d) Pour chaque couple A, B d’ADC comme ci-dessus, il existe au plus un morphisme A — B.
Vérifions ces propriétés.
a) découle directement des définitions et de 2).
Les équivalences suivantes font la preuve de b)

u€ L(A) ssiggeu € F (par définition)
ssi f(goeu) € G (par 3))
ssirgou € G (par a) et 1))
ssiu € L(B) (par définition)

¢) Tout r € R étant accessible, il existe u € A* tel que r = rpou:onaalors f(q) = r pour g = qg « u, ce
qui signifie bien que f est surjective.
Regardons en détail la propriété d’unicité d).
A cet effet, considérons I'application 3 : A* — R définie par S(u) = rg o u.
Si f : A — B est un morphisme, les conditions 1) et 2) et donc aussi a) impliquent que I'on a

siqg = qoeualors f(q) = B(u).
Cette derniere égalité définit f de facon unique, car tout état de A est accessible.
Réciproquement, I'application 3 ne définit une application f par la propriété précédente que dans la
mesure ou 3(u) ne dépend que de ¢ = ¢g « u et non pas de u lui-méme, c’est-a—dire que lorsqu’elle vérifie
la condition

(@) siqoeu = qoevalors B(u) = 3(v)
quels que soient u et v € A*.

Cette remarque est la clef des constructions qui vont suivre.
Rappels sur les cardinaux.

La notion de cardinal généralise celle de “nombre d’éléments” au cas des ensembles quelconques.
o Deux ensembles ont le méme cardinal ssi il existe une bijection de I'un vers 'autre.

« On peut choisir, parmi les ensembles ayant le méme cardinal, un ensemble particulier que I’on appelle
“le cardinal” de ces ensembles : le cardinal d'un ensemble X estnoté | X |. Par exemple, tous les ensembles
finis ayant n éléments ont pour cardinal I'ensemble des entiers naturels < n, ensemble que I'on confondra
avec n lui-méme.

o Les cardinaux sont comparables entre eux par la relation : | X | > |Y| ssi il existe une surjection
X — Y. Supposons que | X | > |Y | alors | Y| est finilorsque | X | I'est, ce qui, par contraposition, signifie
aussi que | X | est infini lorsque | Y| I'est.

Sil'on considere qu'un ADC est d’autant plus simple que 'ensemble de ses états a un cardinal plus petit,
on est conduit a poser la définition suivante.

Définition de la relation A > B

Soient A et B deux ADC sur I'alphabet A dont tous les états sont accessibles, alors

M.M Institut Galilée 2004 Langages réguliers et AF.



Section 8 71

A > B ssiil existe un morphisme A — B.

On doit remarquer que A > B implique |Q| > | R]|.

Nous dirons que A et B sont isomorphes lorsqu'il existe un morphisme f : A — B ot f est une bijection
(I'application réciproque de f définit elle aussi un morphisme). On peut dire que deux ADC isomorphes
sont “identiques au renommage pres des états”.

Nous pouvons maintenant aborder 1'objet principal de la présente annexe, a savoir, la démonstration de
la propriété suivante :

Propriété de comparaison.

Soit . C A*. Alors, I'ensemble des ADC reconnaissant L et dont tous les états sont accessibles posséde
un élément maximal M(L) et un élément minimal m(L) (relativement a la relation >). Pour tout ADC A
reconnaissant L et dont tous les états sont accessibles on a donc :

M(L) > A > m(L).

La construction de m(L), qui nous intéresse le plus, peut se faire effectivement a partir d'un ADC
reconnaissant L :

Minimisation des ADC.
A partir de tout ADC A reconnaissant L, dont tous les états sont accessibles, il est possible de construire
effectivement un ADC Min(A) < A qui est isomorphe am(L) et donc minimal.

L'annexe se termine par la justification de I'algorithme de minimisation qui a été donné dans la section
précédente.

8.2 - Propriété de comparaison.

Soit . C A* un langage quelconque.

8.2.1 - Constructionde M = M(L).

Cet ADC est défini de la fagon la plus banale possible: M = (A* A, - e, L), ot : A* x A — A* est
I'opération d’adjonction d'un caractere a droite, qui définit 'action de concaténation.

Tous les états de M sont accessibles, a partir de 'entrée ¢, puisque u = € - u!

Enfin, £L(M) = L puisque e -u € Lssiu € L!

Soit A = (Q,A,.,qo, F) un ADC reconnaissant L : il faut montrer que M > A. Or, la condition
(@) est trivialement vraie et, si f : A* — (@ désigne 'application ainsi définie, on a bien u € L ssi
f(u) = qoeu € Lpourtoutu € A*, donc f vérifie 3) et est bien le morphisme M — A cherché.

8.2.2 - Constructionde m = m(L).
Considérons la relation définie sur A* par
u~vssiVw € A*(uw € L < vw € L).
o Les propriétés suivantes sont des cas particuliers de la définition :

(0 u ~ vimplique (u € L < v € L).
(I u ~ v implique ux ~ vz pout tout x € A.
« ~ estune relation d’équivalence, c’est-a—dire que
- un~u,
- u ~ vimplique v ~ u,
- u ~vetv ~ wimplique u ~ w,

pour tout u, tout v et toutw € A*.
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« Rappelons qu'une partition P d'un ensemble X # () estun découpage de X, c’est-a—dire un ensemble
de parties P C P(X) qui vérifie:
— pourtoute A€ P: A # )
— pourtoute A € Pettoute BE P:A=BouANB=10
- pourtoutx € X,ilexiste A € Ptellequex € A

La classe d'un v € A* pour ~ est la partie 7 C A* définie par v € @ ssi u ~ v. On sait que ces classes
définissent une partition de A* , de plus & =7 équivauta u ~ v.

Nous sommes maintenant en mesure de définirm = (R, A, .,79, G):

— Etats. R est’ensemble des@ (des mots équivalents se trouvent confinés dans un méme état)
— Action.i . x =ux (ceci définit une applicationd : R x A — F grace a (II))
— Entrée.rg =¢&

- Sorties. G C R est défini paru € G ssiu C L.

Ceci définit bien un ADC dont tous les états sont accessibles a partir de 7o =¢ puisque@ =£&u =¢& - u pour
toutu € A*.

Soit A un ADC reconnaissant L et dont tous les états sont accessibles : nous devons montrer que A > m.

o Avec les données actuelles, la condition (@) s’écrit: qg«u = qg « v implique# = o, pour tout u € A*
ettoutv € A*, ce qui est vrai puisque

qo « U = go « v implique Yw € A*(go « uw = qg « VW)
implique Yw € A*(uw € L < vw € L)
implique © ~ v

Lapplication f : ¢ — R ainsi définie est f(go+u) = @. Cette application est un morphisme car on a
4 C Lssiu € L gracea (I), donc:

qosu € Fssiue LssiueG
pour tout u € A*, ce qui signifie bien que f vérifie la condition 3).

Exemple.

Calculons 'ADC m = m(L) reconnaissant le langage L = {ab™ | m > 0}.

etc ...

Représentation incomplete (3,3)
du graphe de 'ADC minimal
reconnaissant le langage {a”b"™ | 0 < m}.
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o Calcul des états de m. Soitu € (a + b)*, il est facile d’observer que :

- siu & fg(L)alorsv ~ upourtoutv ¢ fg(L). A*— fg(L) constitue donc une classe d’équivalence,
que nous désignerons par P,

- siu € fg(L)alorsv ~ ussiv = u, chaque élément de fg(L) constitue donc une classe 2 lui seul.
Les éléments de fg(L) sont les mots a’b’ tels que j < i : la classe d’un tel mot a’b’ sera désignée

par (i, j).
¢ Les transitions de m se calculent sans probleme :
(i,j)OGZ{(i+1’O) SUZO et Poa=09,
o sinon
(i,§)ob = { BT T s < et B.b=0.
d sinon

« Lentrée de mest (0, 0).
o Les sorties de m sont les états (m, m).

Pour simplifier la figure représentant le “début” de '’ADC m, nous ny avons fait figurer ni I’état ® ni les
transitions qui y aboutissent.

Remarque. m(L) n'est donc pas fini pour le langage L = {a™b™ | m > 0} : ceci a pour conséquence
qu’il n’existe pas d’ADC reconnaissant L qui soit fini, ce qui, par le théoréme de Kleene, prouve que L n’est
pas régulier.

8.3 - Minimisation des ADC.
Soit A = (@, A, «, qo, F') un ADC dont tous les états sont accessibles.

8.3.1 - Constructionde Min(A).

La relation = définie sur () par :

q=rssif(q) =f(r)

est évidemment une relation d’équivalence.

En notant [g] la classe de g pour cette relation, on peut définir 'ADC Min(A) = (@', A, ., q), F') de la
facon suivante :

Etats. Q' est]’ensemble de ces classes.
- Action. [q] oz = [g « x].

Entrée. g, = [qo].

- Sorties. [q] € F'ssiq € F.

Lapplication f' : Q' — R définie par f'([q]) = f(¢) est un morphisme d’ADC, de plus, elle est bijective
“par construction”, c’est donc bien un isomorphisme :

Min(A) estisomorphe am(L)
pour L = L(A).
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Etude de la relation =.

Soient ¢ = gg » u et r = qg « v deux éléments de (), on a les équivalences successives :
qg=rssi f(q) = f(r)

Ssi =0

ssi u ~ v

ssi Vw € A*(uw € L < vw € L)

ssi Vw € A*(qo o(uw) € F & qo o(vw) € F)

ssi Vw € A*(qew € F & rew € F).
En particulier, on a la propriété :

() ¢ = rimplique gex = 7oz pourtoutz € A.
Définissons pour chaque entier naturel ¢ :
g=rssivw e (c+ Ai(gew e F & row e F).

(w € (e + A) signifie que w € A* et |w| < 9)

Il est clair que chaque = est une relation d’équivalence et que

q=rssiq < r pour tout ¢.
De plus
0
D g=rssi(ge Ferekl)

In qigrssiqérethéA(q.xér.x).

. © s i+1 . ] . L. ]
(I) exprime en particulier que ¢ = r implique ¢ = 7 : si I'on désigne par [q]; 1a classe de ¢ pour =, cette
implication signifie que [¢];+1 C [q];.
8.4 - Lalgorithme de minimisation.

Nous revenons maintenant au cas des langages réguliers : nous supposerons donc que @ est fini, c’est-a—
dire que A est un AFDC, jusqu’a la fin de cette annexe.

Sous cette condition, la suite des classes [g]; pour ¢ fixé ne peut décroitre indéfiniment! 1l existe donc n

tel que ¢ > n implique ¢ = r & q e pour tout ¢ € Q ettoutr € ( : il est clair que la relation

= est exactement = (on peut vérifier que n < | @ |). Nous sommes maintenant en mesure de calculer la
partition de @ en classes d’équivalence pour = : I'application de (I) et (II) fournit un tel calcul, nous allons
I'améliorer un peu.
Rappelons que l'action inverse g. 2! C Q dex € Asur ¢ € Q est définie par

rEqexTtssiTer =g,
et que cette action inverse s'étend a toute S C () en posant, comme d’habitude :

reS.xtssirexe s,

quel que soitr € Q.

Calcul des états de PAFDC Min(A)
_ [{Q} siF=QouF =,
e Lavaleur initiale de Il estIl = { (F.Q—F)} sinon.
o tantqu'ilexiste S € 11, T € Il etx € A tels que
S1=8SN(Tex ) #£PetSo=85—(Tex 1) £0

on raffine Il en remplacant S par les deux classes S et Ss.
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Lalgorithme se termine puisque ’ensemble () est fini; ceci se produit dés que la condition d’entrée dans
la boucle n’est plus satisfaite, c’est-a—dire lorsque I'on a

) SN(Tez ) =0ouSCTex?
pour toute S € II, tout T € Il et tout z € A.

Propriété. La valeur finale de II est 'ensemble ()’ des classes pour la relation =.

La démonstration se fait en deux temps :

1) Toute classe est incluse dans un élément de I1.
2) Tout élément de 11 est inclus dans une classe.

1) Montrons que toute classe est incluse dans un élément de II : pour cela il suffit de montrer que c’est vrai
a chaque étape de I'exécution de I'algorithme. Plus précisément, il suffit de montrer qu’'a chaque étape

q = rimplique (¢ € S < r € 5)
quels que soient S € I, ¢ € Qetr € Q.

0
— C’est vrai initialement car la partition est alors exactement celle que définit =, or ¢ = r implique

0
qg=r.
- Supposons que S et T vérifient la propriété et que I'on ait « tel que
S1=8SN(Tex 1)#DPetSo =85~ (Tex ) #0
11 suffit alors d’appliquer () pour en déduire que S et S, la vérifient aussi.

2) Réciproquement, considérons maintenant la valeur finale de II : il faut montrer que pour tout entier %
ettout.S € II:

g € Setr € Simplique g L
La preuve se fait par récurrence sur <.
— Chaque S € II est contenu dans un élément de la partition initiale, c’est-a—dire dans une classe
pour % :1a propriété est donc vraie pour 0.
- Supposons la propriété vérifiée pour i et soient S € I, g € S,r € Setx € A:
«) Lhypothese de récurrence appliquée a S implique que ¢ < .

B) Tout élément de @ est contenu dans un élément de II car II est une partition de @ : ainsi,
existe-t—ilT € Iltelquege.x € T,c’est-a—direq € Te2~'.Onadoncqg € SNT .2~ #£ (),
ce qui, par (), entraine que S C T'ez~ ! etdoncquer € Tz~ !, cest-a-direr oz € T..

Lhypothese de récurrence appliquée a 7' implique que q « © =r.n.
i+1
Gréce a (II), o) et §) permettent de conclure que ¢ 1% T

Ceci termine la démonstration de la propriété de minimisation.
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EXERCICES.

A désigne un alphabet fini.

Exercice 1.
Soit A = {a, b} un alphabet a deux lettres.
a) Donner une expression réguliére de chacun des langages sur A suivants :
« ensemble des mots se terminant par aa;
« ensemble des mots comportant le facteur aaa;
« ensemble des mots commencant par ab et se terminant par bb;
« ensemble des mots ayant un nombre pair d’occurrences de a;
« ensemble des mots ne comportant pas le facteur aa.
« ensemble des mots ne comportant pas le facteur aaa.
b) Montrer que (a+bb*a?)*b* (e + a) est une expression réguliere de 'ensemble des mots ne comportant
pas le facteur bab (¢ est une abréviation pour ()*).
Exercice 2. Conjugaison (cf. exercice 1.3.b).
Montrer que C'onj(L) est régulier pour tout langage régulier L.

Indication. Soit A = (Q, A, ., go, F') un AFDC et soit L = L(A). Pour chaque ¢ € @ on considere les
deux AFDC suivants :

B(q) = (Q,A,+,q,q) (la seule sortie est q)
C(q) = (Q) A7 ., q, F) (l’entrée est q)

etonpose M(q) = L(B(q)) et N(q) = L(C(q)).
Montrer que'ona L = ZM(q)N(q) et Conj(L) = ZN(q)M(q).
q€Q q€Q
Exercice 3.
Soit A = a un alphabet a un seul symbole.
Pour chaque i € {0,1,2} on définit L, C a* par: u € L; ssi|u| mod3 =i pourtoutu € a*.
Trouver un ensemble d’états @, un état initial gy € @, une application . : @ x A — @ et, pour chaque
i € {0,1,2} un ensemble F; C @ de sorties, de telle fagon que 'AFDC A; = (Q, A, «, qo, F};) reconnaisse
le langage L;.
Exercice 4.
Soit @ un symbole.

Montrer que pour tout langage régulier L C o, il existe deux langages finis A et B et un mot y € a* tels
que L = A + B~* (Réciproquement, un langage de cette forme est régulier!).

Indication. Trouver la forme générale des AFDC sur un alphabet a une seule lettre : le théoreme de Kleene
fera le reste.

Exercice 5. Lemme d’itération pour les langages réguliers.

a) Démontrer le lemme d’itération suivant :

si L C A* estun langage régulier alors il existe un entier N > 0 tel que pour toutw € L vérifiant |u| > N,
on peut trouver trois mots u1, v et ug sur A tels que 1'on ait les propriétés

1) u = uvuo,
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2) |v| >0et|v| <N,

3) pour tout entier naturel &, urvFuy € L.
Indication. Observer attentivement les longs chemins que I’on peut parcourir dans un AFDC reconnais-
sant L.
b) En déduire que les langages suivants ne sont pas réguliers :

_ Ll — {aTYI,bTYI, | m Z O}

2

- Ly={a™ |m >0}
Indication. Montrer que ces langages ne vérifient pas la conclusion du lemme d’itération : pour un langage
L, la négation du lemme d’itération peut s’exprimer de la facon suivante :
pour tout entier N > 0, il existeu € L vérifiant|u| > N, tel que quels que soient uy, v et uy vérifiant

1) u = uivus,

2) |v| >0et|v| <N,
il existe un entier naturel k tel que u1v"us ¢ L.
¢) On considere les langages L = (a + b)*ba(a + b)* et M = {a™b™ | m > 0}.

Montrer que le langage L + M vérifie la conclusion du lemme d’itération ci-dessus mais qu'’il n’est pas
régulier.

Exercice 6. (cf. exercices 1.4, 1.5 et 1.6)

Soit f 1'une des applications fg, fd, fact.

a) Montrer que f transforme un langage régulier en un langage
régulier, en utilisant les propriétés démontrées dans les exercices cités.
b) Construire un AF reconnaissant f(L) a partir d’'un AFDC recon-
naissant L. Appliquer cette construction a 'AFDC ci-contre.

Exercice 7.

Déterminer I'AF et 1'e—AF suivants :

Exercice 8.
Construire des AFDC qui reconnaissent respectivement chacun des langages décrits dans I'exercice 1.a).

Indication. On pourra commencer par construire un e-AF reconnaissant “visiblement” ledit langage ou
son complémentaire.
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Exercice 9.
Soit A = a + b un alphabet a deux symboles.

a) Reprendrel'exercice 3 ci-dessus, mais cette fois pourles L; C A* définispar: u € L; ssi|u|, mod3 =
i pour tout u € A*.

b) Construire un AFDC sur A qui reconnait I’ensemble des mots u € A* ne comportant pas le facteur
bab et tels que |u |, mod 3 = 2.

Exercice 10.

a) Soit A un AFDC sur un alphabet A et posons L = L(A).

Construire un e-AF qui reconnait I'ensemble des mots sur .4 dont aucun facteur n’est un élément de L.
b) Appliquer a) pour construire un AFDC reconnaissant I'ensemble des mots sur {a, b} ne comportant
pas le facteur bab, puis utiliser cet AFDC pour redémontrer le résultat de I'’exercice 1.b) ci-dessus.
Exercice 11. Image par une substitution.

Soit f : A — P(B*) une substitution telle que f(z) est régulier pour tout z € A.

a) Montrer que f (L) est régulier pour tout L. C A* régulier, sans utiliser aucun AR

b) Soit A un AFDC reconnaissant L et soit, pour chaque z € A, A(z) un AFDC reconnaisant f(z) :
construire un e-AF reconnaissant f(L).

Appliquer cette construction a la substitution sm (cf. exercice 1.17)

Exercice 12. Image inverse par une substitution.

Soit f : A — P(B*) une substitution et soit f ! : B* — P(A*) son application inverse (cf. exercice 1.15),
soitenfin B = (Q, B, 20 do; F) un AFDC : on considere alors I'e-AF A = (Q, A, 30405 F') dont 'action est

définie par g 2T=4. f () (cf. section 6.2.2).
a) Montrer que si M = £(B) alors L(A) = f~}(M).

b) Etudier le cas ot f(x) est un langage régulier pour tout z € A.

Exercice 13.

Montrer, en utilisant les résultats de 'exercice 1.14, que I'image inverse d'un langage régulier par une
substitution alphabétique est un langage régulier.

Exercice 14.

Appliquer les exercices 11 et 12 ci-dessus pour montrer que chacune des applications tc et usd de
I'exercice 1.15 transforme un langage régulier en un langage régulier.

Exercice 15.

Il est possible de démontrer les résultats de I’exercice précédent par la construction d’AE

Soient A = (Q, A, ., qo, F) unAFDCet L = L(A).

a) Considérons'AFDC B = (Q + (Q x A), A, -, qo, F) dont'action est définie par :

gox = (¢q,x) € Q X Apourtoutq € Q ettoutz € A;
(¢, ) oy = qeyx pour toutq € @, tout x et touty € A.

Montrer que £(B) = tc(L).
b) Construire un AFDC B analogue au précédent et pour lequel on a £(B) = usd(L).
Exercice 16.
Pour tout L C A* on définit R(L) C A* par
u € R(L)ssiil existev € A* telque |v| = |u|etuv € L

pour toutu € A*.
Le but de cet exercice est de montrer que R(L) est régulier pour tout langage régulier L.
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a) Appliquer directement la définition précédente pour calculer R(e + aba™).

b) Soit A = (Q, A, ., go, F') un AFDC, on considére 'AF R qui est la partie accessible (on a aussi intérét
ane conserver que les états productifs) de 'AF (Q X Q, A, -, I, G) défini de la fagon suivante :

— (s,t) € (qg,7)oxssiqexr =sett €re AL (action)
-I={(q,r)|reF} (ensemble des entrées)
-G={(g,9) | g€ Q} (ensemble des sorties)

Appliquer cette construction a un AFDC reconnaissant le langage € + aba*.
Montrer que pour toutu € A*,ona:
(s,t) € (q,r)oussigeu = setilexistev € A* telque |v| = |u|ettev =1
quels que soient ¢, 7, sett € Q.
En déduire que si L = L(A) alors L(R) = R(L).
Utiliser ce résultat pour vérifier le calcul précédent de R(e + aba™).
Exercice 17. Mélange de langages (cf. exercice 1.16).
Soient A = (Q4, A’A’ @ FA) et B = (QB, A, o q&, FB) deux AFD.
On définit 'AF C = (Q, A, o, qo, F) 2 une seule entrée de la fagon suivante :

— Etats. Q = Q™ x QB,
Action. (q,7) oz = (qu’ r) + (q,réx) pour tout ¢ € Q et toutr € QB,

— Entrée. gy = (q(?,Q(l)g)»

- Sorties. F = FA x B,
a) Montrerquesi L = L(A) et M = L(B) alors L(C) = mel(L, M).
b) Applications.

— Vérifier les calculs de la question b) de I'exercice 1.16 en utilisant la constrution précédente.

— Construire un AF qui reconnait I'ensemble des mots . € (a+b)* tels que (|u|, — |u|,) mod3 =1

(cf. exercice 9.a).
Exercice 18. Langages locaux.
Un langage M sur un alphabet B est dit local ssiil existe X C B,Y C BetZ C B tels que
M —e=(XB*NB*Y) - B*ZB*.

Pour décider si un mot v € B* appartient a un langage local, il suffit de tester les facteurs de u dont la
longueur est au plus 2, aussi les appelle-t-on souvent langages 2-reconnaissables.

Un langage local est évidemment régulier.
Lobjet de cet exercice est de donner une réciproque a cette propriété :

tout langage régulier est I'image d’un langage local par une substitution strictement alphabétique.

Soit L un langage régulier ne contenant pas € et soit A = (Q, A, «, go, F') un AFDC reconnaissant L. On
considére un alphabet B dont les symboles sont des éléments de @ x A x Q :

B = {[anar] | qel = 7’}.
On considere alors les langages X C B,Y C Bet Z C B2 définis par :
[q,2,7r] € X ssiq = qo,
[q,2,7] € Yssir € F,
(g, 2,715,y 1] € Zssir # 5,

et la substitution f : B — A définie par f([q, z,7]) = x.

a) Montrerque L = f((XB*NB*Y) — B*ZB*).
b) Appliquer la construction précédente a L = b*(a + b)*a.

M.M Institut Galilée 2004 Langages réguliers et AF.



Exercices 81

Exercice 19.

Minimiserles AFDC suivants :

Exercice 20. AF spéciaux (AFS).
Un AFS sur A est un couple (A, Eps) our:

- A=(Q,A,. I, f)estunAF a une seule sortie, vérifiant les conditions suivantes :

N fél,
2) fex =D pourtoutx € A,
3) pourtoutq € QQ — f, il existe un unique = € A tel que g« x # 0;

- Eps Ce(onadoncEps = Poups = e).
Le langage L(A, Eps) C A* reconnu par un AFS (A, Eps) est défini par :

L(A,Eps) = L(A) + Eps

Remarques.

o Le fait que A a une seule sortie n’est pas treés important et ne sert qu’a simplifier la construction 4)
ci—dessous.

« La condition 1) implique évidemment que ¢ ¢ L£(A) : Eps sert a pallier cet éventuel défaut.
« La condition 2) signifie que I'on ne peut que sortir lorsqu’on est parvenu en f.

« La condition 3) implique que la table de A est trés lacunaire : laligne de f est vide et laligne de chaque
q # f comporte une seule case non vide, ce qui est un avantage évident lorsqu'’il s’agit de calculer un AFDC
équivalent. On peut aussi profiter de cette condition pour simplifier les représentations de A (comment?).

Lobjet de I'exercice est de vérifier que tout langage régulier est reconnaissable par un AFS.

a) Adapter I'algorithme de détermination des AF au cas des AFS (Eps doit intervenir!) et appliquer
l'algorithme ainsi trouvé a des exemples simples d’AFS.

b) Les constructions suivantes permettent de construire un AFS reconnaissant un langage régulier L C
A* : vérifier qu’elles sont correctes.

1) L = ( estreconnu par 'AFS ((f, A, ., 0, f),?) a un seul état.
2) Pourtoutz € A, L = x estreconnu par I'AFS ((qo + f, A, «, qo, f), ) & deux états, oligp « x = f.

Pour la suite, on considére deux AFS ((Q1, A, : I, f1),Eps1) et ((Q2, A, 3 Is, f2), Epsa), tels que Q1 N

Q2 = ), et on appelle L; et Lo les langages qu'ils reconnaissent respectivement.
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3) L = Ly + L5 estreconnu par I’AFS construit de la facon suivante :

-Q=(Q1— f1) +(Q2— f2) + fou f & Q1+ Q2 estun nouvel état,
-I=5L+1I,
- f estle nouvel état introduit ci-dessus,
- pour chaquei € {1,2},siqg € Q; etz € Asonttelsque f; € gsx
3
alorsqex = (qex — fi)+ f
3
sinonger = q.z,
(2
(f1 et f2 ont été identifiées en f),
- Eps = Eps1 + Epss.
4) L = L;1L, estreconnu par ’AFS construit de la fagon suivante™ :
-Q=(Q1-f1) +Q2
- I =1 +&psils,
- f fr— f2'

- soientg € Qetx € A, alors:

(qez— f1) + I+ fEpsa sifi €q.x,
1) pourg € Qr:qex = ! 1

q : x sinon,

2) pourq € Q2:qex = 45,
(f1 s’est multipliée pour s'indentifier respectivement a chacun des éléments de I5),
- Eps = Eps1Epsa.
5) L = L7 estreconnu par I’AFS construit de la fagon suivante :

- Q=0
-I=1,
-f=r

gez+n sifi€qsz,

- soientq € Qi etx € A, alorsqex = {q{x sinon,

(les antécédents de la sortie sont branchés sur les entrées),
- Eps =¢.
c) Appliquer la méthode précédente pour calculer un AFS, puis un AFDC sur {a, b}, reconnaissant le
langage b* + (a + b)*a*a.
Exercice 21. AF généralisés (AFG).

Voici une méthode “géométrique”, pour construire un e-AF reconnaissant un langage régulier : elle est as-
sez intuitive mais nécessite la considération d’'un type tres général d’automates finis, dont nous décrirons
seulement les graphes de transition.

Le graphe de transition d'un AFG A sur I'alphabet A est la donnée des éléments suivants :
« Un graphe de transition proprement dit, constitué de nceuds et d’arétes étiquetés :

— un neceud @ pour chaque élément g d’'un ensemble fini Q),

— un ensemble fini d’arétes ouqge Q,reQetl CA*
(il est inutile de faire figurer les arétes vides ),

o un ensemble d’entrées I C (),

o un ensemble de sorties F' C Q.

Le langage reconnu par un tel AFG se définit en adaptant la notion habituelle de dérivation:

* Dans cette construction, tous les ensembles sont traités comme des alphabets.
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. . L . .
Une transition (q,vu) |1~ (r,u) est définie pour tout v € L tel que soit une aréte du

graphe de A. Une dérivation est un enchainement de transitions.
Le langage £(A) C A* reconnu par un AFG A est défini par :
u € L(A)ssiilexiste s € I etr € F tels que (s, u) = (1, €).

Deux AFG sont équivalents s’ils reconnaissent le méme langage.

a) Vérifier que 'application de chacune des opérations suivantes (ou g et  sont des états qui peuvent étre
égaux) transforme un AFG en un AFG équivalent.

L+ M L
devient @ i G (deux arétes paralleles)
e LM G devient @ L @ M @ (s est un nouvel état)

L
L* . € ; l € .
devient @ \\s/ @ (s est un nouvel état)

(Cette derniere transformation ne s’applique utilement que lorsque L # (}!)

b) En déduire une construction d’'un e-AF reconnaissant un langage régulier défini par une expression
réguliere.
Exercice 22. Systeme d’équations associé a un e-AE. (cf. exercice 1.22)

On associe a tout e-AF A = (Q,A,5,I,F)leGL A : (Q + 0)> — P(A*) (ot o € Q est un nouveau
symbole) qui est défini par :

A(gr) ={z €e+ A|r € d(q,x)} pour tout gr € Q?,

__J e pourtoutg € F
A(qg)—{m pourtoutq € Q — F,

A(oq) = 0 pour toutq € Q + o.

a) Vérifier que le GL ainsi défini est bien celui qui est associé au systeme d’équations correspondant a
I'e-AF A (cf. section 5.5 et exercice 1.22).
b) Pour vérifier les affirmations de la section 5.5 au sujet du calcul du langage reconnu par un e-AF :

1) montrer que quels que soientq € Q,r € Qetu € A* ona

(¢, u) = (r,e) ssiu € A(Chem(q, 7)),

2) en déduire que L(A) = A(IQ*p).

Remarque. Apres I'exercice 1.22, ceci signifie que le langage engendré par un e-AF se calcule, comme

pour les AFDC, en utilisant la plus petite solution du systeme qui lui est associé : on doit, bien entendu,
tenir compte du fait qu'un e-AF peut avoir plusieurs entrées.
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