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Les grammaires

et
les langages algébriques.

1 — Définitions de base.

On peut dire, de facon imagée, qu'une grammaire est une machine a réécrire c’est-a—dire, une machine a
faire des substitutions, dans un sens tres général qui appelle quelques précisions.

Les grammaires en général.

Une grammaire est un triplet G = (V, A, R) ou:

V' est un alphabet fini dont les éléments sont appelés symboles non-terminaux ou variables;

A est un alphabet fini, disjoint de V), dont les éléments sont appelés symboles terminaux ou con-
stantes;

R estun ensemble fini de couples (A, ) € (A+V)* x (A+ V)* appelés regles de production ou de
réécriture, de G.
Une regle (A, a) sera représentée de facon plus suggestive par A - «, ou simplement A\ — ¢,

lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur la grammaire en question.

Fonctionnement d’'une grammaire.

o Uneregle A -« agit sur un mot de la forme 31 A32 en remplagant \ par «, ce que I'on schématise
par
BrAB2 = Brafa.

o Une réécriture, que I'on appellera plut6t une dérivation (on dit encore inférence) est un enchainement
fini de telles opérations.

o Lensemble des mots de A* que I’on peut obtenir par réécriture a partir d'un mot donné 1 est le langage
engendré par G a partir de (.

I est naturel de considérer des grammaires de types particuliers, par la spécification de pro-
priétés que doivent vérifier leurs regles : on peut obtenir ainsi une classification des grammaires
et des langages engendrés. La classification la plus fondamentale est celle de Noam Chomsky, dont nous
n’évoquerons que deux niveauxici : les grammaires linéaires (a droite ou a gauche), qui engendrent les lan-
gages réguliers (cf. chapitre 2 et section 1.3 ci-dessous), et les grammaires "indépendantes du contexte”
ou "algébriques”, qui constituent I'objet de ce chapitre.
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1.1 - Grammaires indépendantes du contexte.

Nous nous limitons aux grammaires dites indépendantes du contexte (context—free grammars) ou algébri-
ques: leur forme est simple et leurs applications nombreuses, spécialement dans la définition des langages
de programmation et donc la compilation des programmes.

Grammaires indépendantes du contexte ou algébriques

Une grammaire est dite indépendante du contexte ou algébrique lorsque le premier membre de ses regles
est réduit a une variable, c’est-a—dire lorsqu’elles sont de la forme X > aavec X eVetac (A+V)".

Nous ne considérerons que des grammaires indépendantes du contexte et nous les appellerons simple-
ment grammaires.

La définition présente les regles de facon individuelle. C’est sous cette forme que les regles interviennent
le plus souvent dans la pratique, cependant il est commode de regrouper les regles relatives a une méme
variable.

Regles globales
La régle globale X - 1(X) de X dans G est définie par

a €1(X) ssi X — aestunereglede G
pour tout @ € (A + V)*.

Exemple 1.

SoitG = (V,a + b, R) otV = S. On peut décrire R

¢ ou bien comme un ensemble de régles individuelles, par exemple :
S — SbS
S— ¢
S— a
S — aa

¢ ou bien par la regle globale correspondante :
S— SbS+e+a+aa

Commentaires.

o 1(X) est donc I'ensemble de tous les seconds membres des régles pour X : c’est un langage fini,
puisque R l'est par définition. On peut donc décrire directement une grammaire comme un triplet
G = V,Aloul:V — P((A+ V)*) est une substitution finie : cette possibilité ne se généralise
pas tres bien aux grammaires quelconques.

' ien que ce cas soit en général sans aucun intérét pratique, rien n'empéche dans la définition que
X\ l'on puisse avoir 1(X) = @ pour certaines X € V : 'élimination de ces variables “vides” ne pose
aucun probleme. . .

1.2 - Dérivations dans une grammaire.

Les dérivations dans une grammaire G = (), A, R) sont les réécritures successives que 1'on peut opérer
sur les éléments de (A + V)* par application de ses régles.

o Une dérivation élémentaire est la modification d'un mot par 'application d’'une regle de la grammaire.
Une dérivation élémentaire se définit pour 8; € (A4 V)*, B2 € (A+V)*, X € V par

B1X B2 :é> Braf

pour toute regle X -
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Ceci constitue donc seulement la mise de la régle o dans le contexte (31, (2) : 1a modification du mot

initial ne concerne qu'une de ses variables et n'impose aucune condition au contexte, c’est pourquoi une
grammaire du type que nous étudions est dite “indépendante du contexte”.

2. . . P 4 . . . 212 . .

e Une dérivation de longueur i, notée 3 :G> v est une suite de ¢ dérivations élémentaires qui

s’enchainent, qui se définit par récurrence sur ¢ :
0 , L R
0:p = B (pas d’application de regle)

i—i4+1 :0 :é> 1) :(1;> ol (une application de regle de plus)

o Onnotera 3 % ~ pour signifier “il existe une dérivation 3 :é> ¥

 Lorsqu'il n'y a pas d’ambiguité a craindre, on peut, comme il a déja été dit, omettre la mention de G
dans la désignation des regles et des dérivations : ceci donne des notations simplifiées X — «a, 3 == v
etf = ~. Nous utilisons cette écriture simplifiée des maintenant.

Remarques et notations.

¢ Pour déterminer compléetement une dérivation élémentaire, il faut préciser 'occurrence de la variable
N . N . , . 1
a laquelle on applique la regle. Nous le ferons en soulignant I'occurrence en question : 51 X3 = ~
désigne alors une dérivation élémentaire lorsque v = f1a32 et X — « est une regle de G.

« Une dérivation de longueur ; fait exactement ¢ applications de regles. Une dérivation de longueur 1 est
une dérivation élémentaire.

G

ne dérivation de longueur 0, qui n’applique donc aucune regle, 8 LN 0, s’appelle une dérivation
¥ triviale. 11 y a une dérivation triviale /3 =2 B pour tout 3 € (A + V)* etiln'y en a pas d’autre

si # € A*. Lorsque l'on construit une dérivation 3 == ~, la dérivation triviale initiale est simplement
I'“installation” du mot 3.

o Une regle agit par la substitution d’'un mot a une variable; seules les variables sont capables de jouer
un role actif dans une dérivation.

« Les dérivations se composent en enchainant les suites de dérivations élémentaires qui les définissent :
I'enchainement (3 N ~y 2 4, est une dérivation 3 AL,

« Lamise d'une regle dans un certain contexte qui nous a servi a définir une dérivation élémentaire, peut
s’étendre a toute dérivation : il est facile de définir 3, 33 =4 (1732 en mettant =4 ~ dans le contexte
(B1, B2).

Exemple 1 (suite).

Reprenons G = (V,a + b, R) ouV = S et R est défini la régle globale S — SbS + ¢ + a + aa.

L. P 11 g , .
Voici une dérivation S = aabbabaabba (comme il a été convenu plus haut, 'occurrence de la variable
S alaquelle on applique la regle est soulignée et la régle en question est précisée, pour chaque dérivation
élémentaire) :

) S = SbS (S — SbS)
@ L. SbSHS (S — SbS)
3) L. ShSHSHS (S — SbS)
@) L. SbSbSHSHS (S — SbS)
®) L. SbSbSHSHSHS (S — SbS)
©) L. SbSbSHSHLS S — )
@ =L SbSbSbHSbba S — a)
8) :1> aabSbSbSbba S — aa)
© L. qabbSbShha S —e)
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10) =L qabbabShba S — a)
(11 L. aabbabaabba (S — aa)

Nous pouvons maintenant définir les deux notions les plus importantes de ce chapitre.

Langages algébriques
Le langage engendré par une grammaire G = (V, A, R) apartirdumot o € (A+V)* est L(G, o) C A*
défini par

u€ L(G,a)ssia :;> u
pour toutu € A*.
Un langage L C A* est dit algébrique ssi il existe une grammaire G = (V, A, R) et S € V telles que

L=L(G,S).

On est souvent conduit a considérer le langage étendu engendré par G a partir de & € (A + V),
L(G,a) C (A+V)* défini par

B € L(G,a)ssia ? B.
On a évidemment L(G, ) = L(G, o) N A* mais L(G, o) # L(G, o) en général!
Remarques.
o La seule facon de prouver qu'un langage est algébrique est de montrer I'existence d'une grammaire

qui engendre ce langage a partir de l'une de ses variables. Il se peut, bien entendu, que I’on puisse prouver
l'existence d’'une grammaire sans pour cela étre capable de la construire effectivement!

. orsquel’on étudie G pour elle-méme, il n'y a a priori aucune raison de privilégier une variable plutot
* qu’une autre.

« Lorsque l'on étudie un langage algébrique L, engendré par G, il est nécessaire de préciser la variable
S € V pour laquelle on a L = £(G, S) : on dit alors que S est I'axiome et que le couple (G, S) est une
grammaire avec axiome. Méme dans ce cas, le calcul de £(G, S) peut nécessiter celui de L(G, X) pour
certaines X € V :le choix de S dépend du langage que I'on souhaite étudier mais n’est pas imposé par la
grammaire elle-méme.

1.3 - Les grammaires linéaires.

Avant d’étudier les grammaires dans leur généralité, nous allons considérer des grammaires particuliéres
qui engendrent les langages réguliers, et dont le fonctionnement permet de mettre en évidence une
analogie entre les grammaires et les automates. Cette analogie sera moins nette dans le cas général, mais
elle sera toujours un bon guide.

Définition.

Une grammaire G = (V, A, R) est dite linéaire lorsque dans chacune de ses régles X — «, le mot
a € (A + V)* comporte au plus une variable. Les régles d'une grammaire linéaire ont donc 'une des
formes

X —uYvouX —u
pour X € VY € V,u € A*etv € A*.
Par exemple, la grammaire G = (V, A, R) pour laquelle V = S+ X +Y, A = a+ b + cet dont les regles
glogales sont

S — aXa+bYb+cSc
X —cY+Sa+b
Y —cX+Sb+a

est linéaire.
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La restriction imposée aux régles s’étend aux dérivations : pour toute variable X et toute dérivation
k s .
X = « dans une grammaire linéaire, « comporte au plus une variable.

En fait, ceci implique qu’une telle dérivation est “linéaire” : a chaque étape, au plus une variable est
disponible pour appliquer une dérivation élémentaire.

Par exemple, dans la grammaire ci-dessus :

S == ¢Sec (S — cSe)
- caXac (S — aXa)
=~ caSaac (X — Sa)
=Ly cabYbaac (S —> bY'D)
=~ cababaac Y —a)

Parmi les grammaires linéaires, les grammaires linéaires a droite sont particulierement intéressantes car
elles engendrent les langages réguliers. On qualifie ainsi les grammaires linéaires dont chaque regle est de
I'une des formes X — zY ou X — epourxz € AetY €V (cf. exercice 5).

Propriété
Tout langage régulier est algébrique.

Plus précisément :

Un langage engendré par une grammaire linéaire a droite est régulier, et réciproquement, tout langage
régulier est engendré par une grammaire linéaire a droite appropriée.

Grammaire AF
Grace au théoreme de Kleene, il suffit de vérifier qu'une v 0
grammaire linéaire a droite est “équivalente” a un AE
Les constructions se font facilement en appliquant les cor- Axiome Entrée
respondances présentées dans le tableau ci—contre. X —zY YeX.x

X —e¢ XeF
o Toute grammaire linéaire a droite engendre des langages réguliers.

Soient G = (V, A, R) une grammaire linéaire a droite et S € )V : on va construire un AF A =

(Q, A, ., qo, F) aune seule entrée, tel que L(A) = L(G, S).
Pour cela, prenons ( = V : on notera ¢x 1'état correspondant a la variable X . On peut définir :
- pour toute X € V, toute Y € Vettoutz € A:qy € §(qx,x)ssi (X — zY) estune regle de G,

- qo = (s,
- gx € Fssi X — e estuneregle de G.

La vérification de L(A) = L(G, S) est un exercice élémentaire.

o Réciproquement, tout langage régulier est engendré par une grammaire linéaire a droite a partir de
I'une de ses variables.
Soit A = (Q, A, «, g0, F') un AFDC, nous allons construire une grammaire linéaire a droite G = (V, A, R)
ettrouver S € Vtelsque £(G, S) = L(A).

Pour cela, on prend V = ) : on notera X, la variable correspondant & I’état g. On peut définir :

- pourtoutq € Q,toutr € Qettoutx € A: X, — xX, estunereglede Gssigex =T,
- pourtoutq € Q: X, — cestunereglede Gssiq € F),
-5=Xg-

La vérification de £(G, S) = L(A) est encore un exercice facile.

ttention : la réciproque de cette propriété est tres fausse, en ce sens qu'un langage algébrique
n'est que tres rarement régulier. Par exemple, G = (VA R)ou A = a+betV = S ne
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comporte qu'un seul symbole et dont la regle globale S — aSb + ¢ engendre évidemment le langage
L(G,S) = {a™b™ | m > 0} qui, on'a vu au chapitre précédent, n’est pas régulier!

2 — Représentation arborescente des dérivations.

La définition d'une dérivation comme I’enchainement linéaire de dérivations a I’avantage d’étre séquen-
tielle, mais ceci est généralement obtenu au prix de choix qui, en réalité, sont arbitraires, ou en tout cas,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant, ne dépendent pas de la dérivation elle-méme mais de
considérations algorithmiques. Précisons de quels choix arbitraires nous voulons parler.

Dérivations équivalentes.

Soient Y — fBetY’ — [’ deuxregles de G. Elles sont, par exemple, applicables 4 un mot de la forme
a1Y a2Y’ a3 pour produire les deux dérivations :
1 1
dy : 0&1YO£2Y/Oég — OélﬁOéQY/Oég — alﬁagﬁ’ag,
1 1
ds : a1Ya2Y/a3 — 041Y042ﬁ/0t3 — 06150425/043-
La commutation (d’applications consécutives) de régles dans une dérivation est le remplacement de d;

par ds ou celui de ds par d; dans la dérivation en question : il est clair qu'une telle opération, lorsqu’elle
est possible, ne modifie pas la nature d'une dérivation mais seulement la facon de la décrire.

Dérivations équivalentes

Deux dérivations sont dites équivalentes ssi on peut transformer I'une en ’autre par une suite de commu-
tations de regles.

La représentation arborescente que nous allons décrire maintenant caractérise I’équivalence entre dériva-
tions de facon plus satisfaisante.

2.1 - Arbres de dérivation d’'une grammaire.

L'idée est simplement d’arborer chaque regle X — &;...&,, de G (c’est-a-dire, de la représenter sous
la forme d’'un embranchement ordonné, selon le modele de la figure 1 ci-dessous) et de construire des
arbres au lieu de dérivations séquentielles.

Définition des arbres de dérivation.

Dans un arbre

- chaque neceud est étiqueté par un élément de V et chaque feuille par un élément de A + V),
— I'embranchement d'un nceud étiqueté par X € V (cf. figure 1) est déterminé par une regle X — «
de G.
Les descendants immédiats d'un tel nceud sont éti-
quetés par les caracteres successifs de «. Remar-

N . . X
quez que, dans le cas ot @ = ¢, la représentation
est celle d'un nceud qui comporte une suite vide
d’embranchement : € n’est donc pas une feuille, mais a
I'indication de I'absence définitive de toute feuille!
X X
Y Q2
/ \ .
g
€ SRR Em Figure 2.
Figure 1.
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Nous désignerons par D(G) I'ensemble des arbres de dérivation de G construits a I'aide ces éléments.

Un arbre a € D(G) sera schématiquement désigné de la facon suivante (volontairement trés similaire a
celle des dérivations) :

i
a: & —
567

- &£ € A+ V estl'étiquette de sa racine,

- v € (A + V)* est sa frondaison (ou frontiere), c’est-a—dire, le mot constitué des étiquettes de ses
feuilles,

- 1 estle nombre de ses nceuds.

i
La grammaire (G étant fixée, nous écrirons simplement a : £ =~ .

Une construction inductive de D(G) est facile a imaginer. Elle utilise deux types particuliers d’arbres :

0
— Les arbres triviaux: tout £ € A+ V définit un arbre £ =~ ¢ dont la racine est une feuille étiquetée
paré.
1
— Les arbres élémentaires : une regle X — o définit un arbre X == «, sur le modele de la figure 1.

et une opération :

i
- La greffe d'un arbre élémentaire sur la frondaison d’un arbre quelconque : soit un arbre a : X —~
1
a1Y ag etsoitb : Y = (3 une occurrence de I'arbre élémentaire défini par une regle Y — £.

1
Alors on obtient un arbre c : X ;1:> a1 fag en greffant b sur la feuille Y de a, sur le modele de la
figure 2.

2.2 - Arbre d’'une dérivation £ N Y.

Pour tout ¢ € A+ V), touty € (A + V)* et toute dérivation d : £ == ~, on construit 'arbre de d qui est
noté

i
arb(d) : £ =~ v
dont le nombre de nceuds i est égal a la longueur de d, par récurrence sur: :

0: sid: &= v alors v = £ et arb(d) est trivial.
Dans les autres cas, £ est nécessairement une variable que nous noterons X .
i—i+1:sid: X = 7Y = 71372 est la composée de ' : X == ~,Y~; et d’'une
dérivation élémentaire définie par la regles Y — 3, arb(d) s’obtient en greffant
'arbre élémentaire représentant cette régle sur la feuille de arb(d’) étiquetée par
I'occurrence en cause de Y (figure 2).

Exemple 1 (suite).

La figure 3 représente I'arbre de la dérivation (de longueur 11) suivante :
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S
/ ‘ \ S =L SbS (S — SbS)

5 ! g % SbSbS (S —> SbS)

/ ‘ \ / ‘ \ — SbSbSbHS (S — SbS)

= aabSbSbS (S — aa)

s b S s b S L. 4abbSbS S — ¢)

/ ‘\ / ‘\ ‘ ‘ L abbSbSHS (S — SbS)

S b S S b S - a — aabbabShS S — a)
/ \ ‘ ‘ / \ % aabbabaabsS (S — aa)
= aabbabaabSbS (S — SbS)

a a € a a a =N aabbabaabbS (S — ¢e)
Figure 3. :1> aabbabaabba S — a)

2.3 - Arborescence d’'une dérivation (3 N Yo
Une construction inductive de 'ensemble des arborescences de dérivation de G s’obtient en modifiant
celle des arbres. Nous désignerons une arbrorescence par u : 3 — v ouf € (A+ V)" estle mot
constitué des étiquettes de ses racines, v € (A + V)* sa frondaison et i le nombre de ses nceuds. En plus
des arbres élémentaires, la construction utilise un type particulier d’arborescence :
— Les arbrorescences triviales : tout 3 € (A + V)* définit une arborescence 3 sé» 0.
On remarquera I'existence de I'arborescence € sé» E.
et une opération de greffe, analogue a la précédente :
— La greffe d'un arbre élémentaire sur la frondaison d'une arborescence quelconque : soit une
arborescence u : (3 ;:1> ar1Yag etsoitb 1 Y s:1> [ une occurrence de I'arbre élémentaire

i+1
défini par une régle Y — «. On obtient ainsi une arborescence w : 3 = «ajaas en greffant b
sur la feuille Y de u.

S b S
La construction de I'arborescence
arb(d):ﬁlék'y /‘\ /‘\

L i . ) . S b S S b S
d’une dérivation d : § = -~y est identique a
celle qui a été faite plus haut. / ‘ \ / ‘ \ ‘ ‘
Exemple 1 (suite). S b S S b S € a
Si, dans la dérivation de 'exemple 1, on efface / \ ‘ ‘ / \
la premiere dérivation élémentaire, on obtient a a € a a a
une dérivation SbS =% aabbabaabba dont X

Figure 4.

I'arborescence est représentée par la figure 4.
En fait, la construction inductive des arborescences est celle de juxtapositions d’arbres :

— initialement, tous ces arbres sont triviaux,
— ensuite, chaque greffe se produit sur I'un des arbres de I'arborescence déja construite.

C’est encore une expression du fait que les grammaires sont indépendantes du contexte. De plus, ceci
signifie qu'une arborescence de dérivation de G est un mot sur D(G) :

I'ensemble des arborescences de dérivation de G est D(G)*.

Nous pouvons maintenant caractériser I'équivalence des dérivations de fagcon géométrique :
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Equivalence de dérivations

Deux dérivations sont équivalentes ssi elles ont la méme arborescence.

11 suffit essentiellement de vérifier que la commuta-

tion de regles, lorsqu’elle est possible, ne modifie pas X
I'arborescence d’'une dérivation. En reprenant les nota-
tions du début, la figure 2 bis illustre ce fait sur un arbre :

a

les deux greffes se produisant en deux points distincts de
la méme frondaison, 'ordre dans lequel on les effectue
n'influence pas le résultat.

Y/ Q3
Exemple.
Y @

Larbre de la figure 3 est celui des deux dérivations des a1
suites de 'exemple 1 : S 2L qabbabaabba données g ...
plus haut. On peut effectivement vérifier qu’elles sont B ..
équivalentes.
Figure 2 bis.

2.4 - Séquentialisation d'une arborescence.

i
La séquentialisation d’'une arborescence u : 3 =~ <y est la construction d'une dérivationd : § = ~
pour laquelle arb(d) = u.

Nous allons voir succintement les deux types principaux de méthodes de séquentialisation.
Méthode ascendante.

La construction de d se fait par récurrence sur ¢ : la méthode utilisée est dite ascendante car la dérivation
est construite en partant de la fin.

. .. 0 P ..
- siuesttriviale alors vy = Jetd : 3 = ( est une dérivation triviale,
: . : . . itl
- supposons que la construction soit possible pour toute arborescence & i nceuds et soitu : 5 =~ ~
at + 1 neceuds; choisissons I'un des nceuds de u qui sont extrémaux :
— ce nceud et ses embranchements forment I'arbre élémentaire d'uneregle Y — «,

— larborescence u’ obtenu en “élagant” les embranchements du nceud choisi, a la forme

16} — ~v1Y 2 ot I'étiquette Y est celle du nceud de u qui vient de devenir une feuille de o/,

par 'hypothese de récurrence, c’est 'arborescence d’une dérivation d’ : § == v, Y 5.
Il reste a appliquer une dérivation élémentaire définie avec la regle Y — «, pour obtenir une

o 1 ,
dérivation d : SN v1Yv2 = y1ary2 dont'arborescence est u.
La vérification de la propriété arb(d) = u tient au fait que I'élagage qui est utilisé dans la construction de
d estI'opération réciproque de la greffe d’un arbre élémentaire utilisée de la construction de arb(d).

Remarques.

o En général, u admet plusieurs nceuds extrémaux : un choix est donc possible a chaque étape de la
construction de d. Tous ces choix produisent des dérivations équivalentes.

e Siu = arb(d), il est facile de vérifier que d est une des séquentialisations de u : si on numérote
les noeuds dans l'ordre ol ils se présentent dans la construction de arb(d), il suffit, a chaque étape de
la séquentialisation, d’élaguer le nceud qui porte le plus grand numéro (il est évidemment extrémal au
moment ol 'on désire élaguer).

o Les algorithmes produits par Yacc, qui nous intéressent particulierement et que nous étudierons en
détail au chapitre suivant, sont basés sur une méthode ascendante.
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Méthode descendante. S
Dans cette méthode, la dérivation est con- / ‘ \
struite en partant de son début : elle intro- S b

b

duit des arborescences méme quand on
veut séquentialiser un arbre.

Dans I'étape de la récurrence, on élague
un embranchement issu de 'une des ra- /
cines. La figure 5 montre ce qui se passe

lorsque I'on applique ce principe a I’arbre
de la figure 3 : la partie restante est une / \
arborescence.

La preuve du résultat recherché, qui se fait
encore par récurrence sur le nombre de / \
neeuds, est une transposition facile de la a a
précédente.

Figure 5.
Remarque.

Les deux méthodes précédentes sont parcimonieuses : elles traitent les nceuds un par un. Dans la pratique,
il peut étre intéressant de couper une arborescence de facon plus variée : on peut alors appliquer un
principe d’induction : une telle méthode est appliquée, par exemple, dans la section 5 ci-dessous, et plus
spécialement en 5.3.

3 — Le lemme principal.

On peut résumer tout le début de la présente section en disant qu'une arborescence n’est qu’une autre
facon de présenter une dérivation : dans la pratique, on préfere parler de dérivations et manipuler des
arborescences! Notons la propriété suivante, qui ne fait, elle aussi, que résumer ce qui vient d’étre fait :
pour simplifier, nous désignerons £(G, () par L(() et L(G, B) par L(3), jusqu’a la fin de cette section.

Langages engendrés

Pour tout v € (A + V)*: v € L) ssi f == 7 ssi f — 1.
Pour toutu € A*: u € L(5) ssiﬁéussiﬁé» u.

Le passage aux arborescences permet de démontrer facilement le lemme principal pour les langages
algébriques.

Lemme principal

Soit £ I'application qui a chaque @ € (A + V)* associe le langage £(«) C A* alors:
1) L est un morphisme de monoides L : (A +V)*,-,¢) — (P(A*),-,¢),
2) L est (définie par) la substitution L : V — P(A*).

1) Plus généralement, la séquentialisation d'une arborescence “arbre par arbre” permet de vérifier cette
propriété pour les langages étendus, c’est-a—dire :

- L(e)=¢

- L(BE) = LAB)L(¢) pourtout § € (A+ V)*ettouté € A+ V.
2) Par la propriété principale de (A 4+ V)* (cf. chapitre 1, section 5.2) ceci signifie que £ est entierement
déterminée par sa restriction aux éléments de .4 + V et, en se rappelant que £(z) = x pour toutx € A,
par sa restriction £ : V — P(A*) aux variables.
Compte tenu des résultats du chapitre 1, les deux propriétés précédentes sont équivalentes.
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Remarque.
On peut préciser un peu la propriété 1) en vue de son application pratique.
Larborescence d'une dérivation d : G¢ N ~" est un élément de D(G)* qui se présente sous la forme
ua:ﬁfé» ~voouyd =~"et:
-u:p ;:z> ~ est'arborescence d'une dérivation g : 3 N Y,
-a: fé» 0 est'arbre d'une dérivation h : £ =2 J,
avec, bienentendu: + j = k.

A partir de cette décomposition, on peut reconstituer, non pas d elle-méme mais, des dérivations
équivalentes a d, savoir :

- la composée de g7 : BE = € etde hy : 7€ 2 ~4, dans cet ordre,
ou . ,
— la composée de hy : 3¢ == 35 etde g5 : 36 = 4, dans cet ordre,

dont I'arborescence est évidemment ua.

Exemple 1 (suite).

Regardons le cas de la dérivationd : SbS 2% aabbabaabba dont 'arborescence est ala figure 4 ci-dessus :
di: S é aabbabaa
dy:b=2b
dy: S =2 ba
sont des séquentialisations respectives des trois arbres de cette figure 4.
On peut construire une dérivation équivalente a d, en composant, par exemple
d, : SbS == aabbabaabS
d5 - aabbabaabS =2s aabbabaabs
d : aabbabaabS =2 aabbabaabba
dans cet ordre.
e lemme principal est rarement cité explicitement car il est la chose la plus naturelle que I’on puisse

& dire a propos d'une grammaire indépendante du contexte. Cependant, on peut indiquer son usage
par des expressions comme :

k
-d:p LN 7 se décompose endes d; : 17; == i, . . .
k; :
- lesd; : ; == ~; se recomposent en 7 . .. 1, £ 05 IR /P

(les points de suspension signalent que le mot 3 est supposé connu de fagon explicite). Nous en verrons
des exemples par la suite : notons simplement que le lemme principal permet de faire des raisonnements
par induction lorsque les k; sont strictement inférieurs a k.

3.1 - Systeme d’équations en langages associé a une grammaire.

Soit G = (V, A, R) une grammaire. Nous avons constaté au début de ce chapitre que G était équivalente
a la donnée de la substitution 1 définissant les seconds membres des regles globales de G. 1l est donc
possible d’appliquer a G les méthodes et les résultats exposés dans le chapitre 1, section 6.6, mais nous
allons surtout utiliser les moyens propres au présent chapitre.

A cet effet, étendons 1 aux constantes par 1(x) = z pout tout x € .A. Alors, assimilant les variables a des
inconnues (en langages sur .4), I'ensemble des équations

X =1(X) pour toute X € V

est appelé le systeme d’équations associé a G.
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Une solution d’un tel systeme est la donnée, pour chaque X € V, d’une valeur s(X) C A%, de telle facon
que ces valeurs vérifient les égalités que le systéme exprime : c’est donc une substitution s : YV — P(A*)
vérifiant I’égalité

s(X) = s(1(X)) pour chaque X € V
(pour écrire ces égalités, on étend s a tous les symboles en posant s(x) = x pour tout = € A).
Le lemme principal, sous sa forme 2), nous permet d’écrire :

Résolution du systeme d’équations associé a G

La substitution L : V — P(A*) est la plus petite solution du systéme associé a la grammaire G.

Montrons d’abord que c’est une solution, c’est-a—dire que
L(X) = L(1(X)) pour toute X € V.
Les équivalences suivantes, qui sont des applications simples des définitions :
u€ LX) ssi X == u
ssi il existe o € (A + V)* tel que (X — a) € Reta == u
ssi il existe o € 1(X) tel que @ == u
ssi u € L(II(X))
sont vraies pour tout u € A* : on a donc bien I'égalité annoncée.
Montrons maintenant que c’est la plus petite :

soit M : V — P(A*) une solution quelconque du systeme, il faut montrer que £(X) C M(X)
pour toute X € V. Lhypothese sur M signifie que 'on a toujours M (X) = M(1(X)), en particulier
M((I(X)) € M(X), c'est-a-dire

M(a) € M(X)
pour tout o € 1(X).

Montrons, pour tout v € £(X), par induction sur la longueur des dérivations X =L o = u, que
ue M(X):
- sik =0alorsa = udoncu = M(u) = M(a) C M(X),

— sinon, le lemme principal permet de décomposer « =%+ w en dérivations de longueurs strictement
inférieures a k + 1 : I'hypothése d’'induction permet alors de déduire que u € M («), et donc que
u e M(X).

Ceci termine la démonstration de la propriété.
Exemple 1 (suite).

Le systeme de la grammaire de notre exemple est réduit a 'unique équation S = SbS + € + a + aq,
vérifions que £(5). En appliquant le lemme principal, on peut écrire :
L(1(S)) = L(SbS + &+ a+ aa)

= L(SbS) + L(¢) + L(a) + L(aa)

=L(S)VL(S)+e+a+aa
Légalité L£(S) = L(1(.5)) signifie donc bien que L(S) = L(S)bL(S) + ¢ + a + aa.
Remarque.
On a vu dans la section 6.6 du chapitre 1 que la plus petite solution du systeme est s = ¢ o (id + v)* ot
e(X)=1(X)nA*etv(X) =1(X) — ¢(X), onadonc

L=co (id+v)*.
« Pour illustrer cette égalité, il suffit de constater qu'une dérivation X s udeu € A* a partir de

X € Vest équivalente a la composée de deux dérivations :
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X == (3 qui n’applique que des régles du type Y — a pour o € v(Y),
- B :j> u qui n’'applique que des régles du type Y — v pourv € ¢(Y).
Sidoncu € L(X),ilexiste 3 € (id + v)*(X) tel que u € c(3) et réciproquement.

« La méthode qui vient d’étre évoquée consiste a faire une construction par récurrence de la plus petite
solution du systeme, ce qui, dans beaucoup de cas est parfaitement suffisant pour décider si un mot de
longueur donnée appartient ou non au langage engendré (c’est le cas pour les grammaires propres, dont
on fera I’étude par la suite).

n fait, caractériser de facon “intéressante” les langages engendrés par une grammaire particuliere
£ est toujours un probleme particulier (et intéressant)!

3.2 - Définitions inductives.
Comme on I'a déja observé a deux reprises dans le chapitre 1 (sections 4 et 6.6) la plus petite solution que
I'on vient d’obtenir est aussi la plus petite solution du systéme d’inéquations associé a G :
1(X) C X.

On peut énoncer cette propriété sous la forme d’une définition inductive simultanée des langages £(X).
Par exemple, dans le cas d'une grammaire ne comportant qu'une seule variable :
L(X) estle plus petit langage

- qui contient des éléments donnés (ceux de ¢(X)),

- qui est stable par des opérations données (celles décrites par les éléments de v(X)).
Cette remarque générale donne lieu a de multiples applications.

Exemple 1 (suite).

Soit L C (a + b)* le langage constitué des mots qui ne comportent pas le facteur aaa : il est facile de
vérifier que ce langage est régulier mais, nous allons 'engendrer par une grammaire (qui n’est pas linéaire)
traduisant une définition inductive tres naturelle de L.
¢ Les deux propriétés suivantes sont immeédiates :
1) e€eL,a€ Letaa € L, e+a+aaC L)
2) siuy € Letus € Lalorsuibus € L (LbL C L)
« Tous les éléments de L sont obtenus de cette facon : soitu € L
- si|u|, =0alorsu € € + a + aq;
- sinon, en choisissant une occurrence quelconque de b dans u on obtient une décomposition
u = urbusottug € Letus € L.
ce qui signifie bien que L est le plus petit langage sur 'alphabet A = a + b vérifiant les propriétés 1) et
2) : on vient donc de donner une définition inductive de L et ceci est suffisant pour prouver que L est le
langage engendré par la grammaire dont I'unique regle globale est S — SbS + € + a + aa.

Exemple 2.

Cet exemple est classique (et c’est un cas particulier de celui qui est proposé dans I'exercice 1.22).

Soit A = {p,q,7,—,A\,V,—,[,]} ol p, ¢ et r sont des “variables propositionnelles”, =, A, V et — des
symboles logiques, | et | des parenthéses. On définit I'ensemble F’ des propositions sur p, g et r par les
propriétés suivantes :

a) peF,ge Fetr € F, p+qg+rCF)
b) siA € Falors—A € F, —FCPh)
c)siAc FetBe Falors|ANB]le€ F,[AVB] € Fet|[A— B]€F, (FAF|CF,..)

et tout élément de F’ est obtenu ainsi.

Ceci constitue une définition inductive de F'. Soit donc G = (V, A, R) ot V = S n’a qu’un seul élément,
A est comme ci-dessus et R est défini par la régle globale

S— =S+[SAS]+[SVS]+[S—S]+p+q+r.
alors F = L(G, S).
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4 — Transformations des grammaires.
On se souvient qu'un langage algébrique L. C A* est un langage engendré par une grammaire G =
(V, A, R) a partir d’'une variable (appelée “axiome”) S € V, c’est-a-dire L = L(G, S).

o G définit un procédé de calcul : I'application des regles permet de produire chaque motu € L comme
résultat d'une dérivation S :2> U.

o Réciproquement, siu € A*, la question se pose de savoir si u € L : une réponse affirmative ne sera
. . . s s , P k R
satisfaisante que si elle est accompagnée de sa preuve, c’est-a—dire, d'une dérivation S :G> u. De méme,

une réponse négative ne sera satisfaisante que si 'on prouve que toute tentative de construire une telle
dérivation échoue.

Ces deux questions, synthese (synthesis) et analyse (parsing) syntaxiques, justifient que 1'on s’intéresse
a des grammaires de formes particulieres : il s’agit alors de voir s'il est possible de transformer une
grammaire donnée en une grammaire de la forme particuliere souhaitée, qui soit capable d’engendrer
le méme langage. Nous allons en voir quelques unes, mais ce petit catalogue n’est qu'un modeste début.

Dans tout ce qui suit, G désignera une grammaire (V, A, R).

4.1 - Grammaires réduites.

A. Restriction de ’'alphabet des variables.
Soit V' C V: larestriction de G 2V’ estla grammaire G’ = (V', A, R")ou R’ = RN (V' x (A+V')* est
I'ensemble des regles de G qui peuvent s’écrire avec des variables de V' :

(X —a)eR'ssi(X —a)eRXeVetac (A+V)"
De facon évidente £L(G',X) C L(G,X) (et plus généralement L(G', X) C L(G, X)) pour toute
X € V', car toute régle de G’ est aussi une regle de G.
Remarque.
Toutes les parties de VV que nous serons amenés a définir par la suite sont construites de la fagon suivante :
On définit une suite Uf; croissante de parties de V' :

U CU C---CU; C---CV.

Une telle suite est stationnaire car ) est fini, plus précisément : il existe un entier /V tel que ¢ > N implique
U; = Un.U = Uy s'appelle la limite de la suite ;.

B. Variables productives.

o X € Vestproductivessi L(G, X) # 0. Prod(G) C V désigneral’ensemble des variables productives
de G.

Elimination des variables non productives
LarestrictionG' = (V', A, R') de G aV' = Prod(QG) vérifie

— toutes ses variables sont productives
- L(G', X) = L(G, X) pour toute X € V'.

Le deuxiéme point implique le premier, il suffit donc de montrer que £L(G, X) C L(G’, X) pour X €
Prod(G). Soit d : X :2> u pour u € A*, nous allons montrer que d est aussi une dérivation dans G’,
c’est-a—dire qu’elle ne fait intervenir que des variables productives; en effet, si Y intervient dans d, celle-

. S . , l m .. .
ci peut s’écrire comme une composée X = aY g == u: le lemme principal nous fournit alors une

dérivation Y % v olt v est un facteur de u, Y est donc productive.

Prod(G)
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Prod(G) est égal alalimite U de la suite définie par :
Uy=10 Uir1 =U; + {X €V |ilexiste (X — ) € Rtellequea € (A+U;)*}.

Il faut montrer que U = Prod(G) :
o U C Prod(G). Montrons que U; C Prod(G) pour tout i :

— c’estvrai pour 0!
— supposons que ce soit vrai pour ¢ et soit X € U;41 :si X € U;, il 'y a rien a prouver; sinon

1 . . , N .
onaa € (A+U)*etX :G> o : chaque variable de « étant dans Uf;, 'hypotheése de récurrence
donne une dérivation de chacune d’entre elles en un facteur de u, que le lemme principal permet de

k .o . k+1 o -
recomposer en a == u, d’oti une dérivation X :J(;> u dont I'existence signifie que X € Prod(G).

e Prod(G) C U.1l faut montrer que si X € Prod(G) (c'est-a—dire que sil'onad : X k:g% u pour

un u € A*) alors il existe i tel que X € U; : ceci se fait naturellement par induction sur la longueur des

dérivations. d est la composée d'une dérivation élémentaire X :G> aetde o :G> u. La décomposition de

. P k
cette derniere nous permet de trouver une dérivation Y’ :g> v delongueur ky < k < k + 1 pour chaque

occurrence de variable Y de a donc, grace a 'hypothése d’induction, il existe j tel que Y € U;. Soit jg le
plus grand des j ainsi trouvés : toutes les variables de o sont des éléments de U{;, (puisque la suite des U;
est croissante) donc o € (A + Uj,)*, c’est-a—dire X € Uj,41.

Cette description de Prod(G) fournit un algorithme pour tester la vacuité d’'un langage de la forme

L(G, X).
C. Variables accessibles depuis une variable donnée.

o X € Vestaccessible depuis S € V ssi L(G,S) N [X] # 0,0t [X] C (A+ V)" estI'ensemble des «
tels que |a | > 0. Accg(S) C V désigneral’ensemble des variables accessibles a partir de S.

Ona$ € Accg(S) grace a la dérivation triviale S :g> S.

Partie accessible depuis une variable
Soit S € V telle que L(G, S) # (.
LarestrictionG' = (V', A,R') de G aV' = Accq/(S) vérifie

- toute X € V' est accessible a partir de S

- L(G',X) = L(G, X) pour toute X € V'.

Pour la preuve, prenons X € Accg(S).
Toute variable intervenant dans une dérivationd : .S :G> aX [ est accessible a partir de .S, d est donc une

dérivation dans G’ : le premier point est vérifié. Le second est tout aussi évident : sie : X :G> u , toutes

les variables de la dérivation composée S :;} au( sont accessibles a partir de S, cette derniére est donc

une dérivation dans G, donc e 'est aussi.

Acca(S)
Acce (S) est égal ala limite U de la suite définie par :
U =5 Uip1 =U; + {X eV | ilexisteY e U; et € [X] t.q. (Y — 0&) € R}

Il faut vérifier que U = Accg(S), ce qui est un exercice facile.
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D. Grammaires réduites.

o (7 est réduite pour S € V ssi toutes ses variables sont productives et accessibles a partir de S.

Réduction des grammaires
Pour toute S € V telle que L(G, S) # ( il existe une grammaire G' = (V', A, R') telle que
-SeV vy,
— G’ est réduite pour S,
- L(G', X) = L(G, X) pour toute X € V'.

11 suffit d’éliminer les variables non productives puis les variables non accessibles.

Attention.

. ’élimination des variables qui ne sont pas productives peut rendre d’autres variables inaccessibles
N\ a partir de .S, il faut donc effectuer les opérations d’élimination dans cet ordre pour réduire G. Pour
s’en rendre compte, on pourra éliminer d’abord les variables non accessibles depuis .S, puis les variables
non productives, dans la grammaire sur V = S + A + Bet A = a + b, dont les régles globales sont
S — A+a, A— ABet B — b, etd observer le résultat!

La propriété pour une grammaire G d’étre réduite n'a pas une importance théorique tres considérable,
d’autant qu’elle est relative a une variable S. Par contre, il y a un intérét pratique évident a éliminer les
variables qui ne sont pas productives : par la suite, nous supposerons toujours que notre grammaire G ne
comporte que des variables productives.

4.2 - Grammaires propres.

Dans les transformations précédentes, les variables jouaient le premier role, et ’ensemble des regles n’était
modifié que par la force des choses. Dans les transformations que nous allons voir maintenant, les régles
seront modifiées pour des raisons plus profondes.

E. Productionde <.

o G produite ssiil existe X € Vtelquee € L(G, X).
o Lensemble Eps(G) C V des variables produisant € est défini par X € Eps(G) ssie € L(G, X).

Elimination des productions de ¢
Il existe une grammaire G' = (V, A, R') qui ne produit pas e et qui vérifie L(G', X) = L(G, X ) — e pour
toute X € V.

Constructionde G’.

E+e siée&ps(G),

« Considérons la substitution s : A +V — P((A + V)*) définie par s(§) = { ¢ sinon

« Silaregle globale de X dans G est X - 1, alors sa regle globale dans G’ est X = s(l) —e.

Chaque variable X € Eps(G) se trouve donc remplacée par X + ¢ : on ne peut pas se contenter de
supprimer les regles de la forme X —— ¢ car celles—ci peuvent intervenir dans des dérivations qui
aboutissent a des u # ¢! Considérons par exemple, la grammaire G = (S + A, a + b, R) dont les regles
globales sont :

S — SAS+b

A—a+e
Gréce a I'existence de la dérivation S N SAS = bAS = bS = bb,ona bb € L(G,S), mais il
est clair que si on modifie G en G’ en éliminant simplement la régle A — ¢, alors bb & L(G’, S)! Ceci,
comme la démonstration le confirmera, justifie la définition.
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Exemple 2.

Soit G = (S + A + B, a + b, R) lagrammaire définie par les regles globales :

S — aAB+ BA+b
A— BBB+a
B— AB+b+¢

Il est facile de constater que Eps(G) = S + A + B, les regles globales de G’ s’écrivent donc :

S— (a(A+e)(B+e)+(B+e)(A+e)+b)—¢
A— (B+¢e)(B+e)(B+e)+a)—c¢
B— (A+e)(B+e)+b+e)—c¢

c’est-a-dire, en développant les seconds membres :

S—aAB+aA+aB+a+BA+A+B+b
A— BBB+ BB+ B+a
B— AB+A+B+5b

Démonstration de la propriété.
G’ ne produit pas e puisqu’elle n’a aucune regle de la forme X = €, il reste a prouver la propriété relative
aux langages.

e L(G',X)C LG, X) —e.
Soitd’ : X k%}l u,onau € A* — ¢ eton doit construire d : X k:zl u : ceci se fait par induction.
- Soient p’ : X = o' la premiere regle de d’ et p : X —7 @ une regle de G dont p’ provient
par la transformation précédente : o’ est obtenu en substituant ¢ a certaines occurrences de variables
Y € Eps(G) de . Pour chaque Y € Eps(G) on a une dérivationey : Y l?y €.

. K’ . .
- Soite’ : o = U la partie de d’ obtenue en amputant celleci de p'.

- sik’ = 0,d’ = uetd estlacomposée de la dérivation élémentaire définie par p : X % aetdela
dérivation v :Z> u, recomposée a partir des ey convenables.
- Sinon, par décomposition de ¢/, on dispose d'une dérivation e/, : Z % vz pour chaque variable
Z de ¢/, alaquelle on peut appliquer I'hypothése d’induction puisque k5, < k¥’ < k' + 1:o0n
obtient ainsiey : Z k:;> vz. Maintenant, les ez et les €y permettent de construire une dérivation
e« :g> u : d est la composée de la dérivation élémentaire définie par p et de e.
e LG, X)—e C LG, X).

Cette démonstration se fait encore par induction mais, cette fois, il s’agit de faire disparaitre les dérivations
qui produisent ¢ : un excellent exercice.

Eps(Q)
Eps(G) estlalimite U de la suite définie par :
U =10 Uir1 =U; + {X €V |ilexiste a € U tel que (X — «) € R}.

11 faut se souvenir que ()* = ¢!

E c-dérivations.

o Une e—dérivation est une dérivation de la forme X :k> YouX eV,YeVetk > 0.
o La cloture d'une variable X est définie par Clg(X)={Y €V | X :;> Y}
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Ona X € Clg(X) grace al'existence de la dérivation triviale X % X.
Par la suite, on notera simplement CI(X) pour Clg(X).

__e Pour chaque ensemble de la forme CI(X) on introduit une variable, désignée par X : vous noterez que
X etY sont égales lorsque CI(X) = CI(Y).

o SiV désigne I'ensemble de ces variables, on a une application ¢ : V — V), définie par oX) = X.

™ ous supposerons que G ne produit pas e car alors, une e-dérivation est composée uniquement d’e-
> dérivations élémentaires Z :G> T, et c’est seulement dans ce cas que la notion est pleinement
significative. On devra donc, si besoin est, commencer par appliquer la transformation précédente a la
grammaire GG, pour lui interdire de produire ¢.

Elimination des c—dérivations

Soit G une grammaire ne produisant pas ¢ alors, il existe une grammaire G =, .A,R) qui n’admet pas
d’e—dérivation, telle que L(G,X) = L(G, X) pour toute X € V.

La construction des régles gobales de suit la lecon de la détermination des e-AF (cf. chapitre 2, section
5.2).

Soit X - 1(X) la regle globale pour X € V et considérons m(X ) = 1(X) — V I'ensemble des éléments

de 1(X) qui ne se réduisent pas a une seule variable, alors la regle globale pour c¢(X ) dansG est

(X)) — ¢(m(Cl(X))).
Dans cette définition, la substitution m a été étendue aux langages, comme d’habitude : m(CI(X))
désigne donc la réunion des m(Y’) lorsque Y parcourt C/(X). De méme, c est une substitution qui
remplace chaque occurrence d’'une variable X € V par la nouvelle variable X € V.

Sil’on ne modifie pas les variables (par 'application de ¢), la construction précédente consiste a considérer
les regles globales
X — m(Cl(X))

qui créent une regle X — [ pour chaque dérivation X :2> Y :;> pfouY € Vet ¢ V. Lagrammaire

G’ ainsi obtenue n'a plus d’e-dérivation et vérifie L(G', X) = L(G, X) de facon évidente. On applique
¢ pour prendre en compte le fait que deux variables vérifiant CI(X) = CI(Y') ont la méme régle globale
dans G'.

La cloture d’une variable se calcule effectivement de la facon suivante.

Cla(X)
Soit G une grammaire ne produisant pas ¢ alors, Clg(X) est la limiteU de la suite définie par :
U =X Uip1 =U; +{Z € V |ilexisteY € U, telque (Y — Z) € R}.

Exemple 2 (suite).

Reprenons la grammaire qui vient d’étre obtenue dans I’exemple précédent.
e« Cl(S)=S+ A+ BetCIl(A) =Cl(B) = A+ B.
o De méme, la définition de m(X') nous donne :
m(S) =aAB+aA+aB+BA+a+b
m(A) =BBB+ BB +a
m(B)=AB+Yb
La grammaire G’ est donc définie par les régles globales suivantes :
S — m(S)+m(A) + m(B)
A — m(A) 4+ m(B)
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B — m(A) + m(B)
c’est—a—dire :
S —aAB+aA+aB+ BA+BBB+BB+AB+a-+b

A— BBB+ BB+ AB+a+b
B— BBB+BB+AB+a+b

« Compte tenu du fait que B = A
V=S+A4
et les regles globales deG sont
S — aAA +aA +AA +AAA +a+b
A —AAA +AA +a+b.

G. Grammaires propres.

o G est propre ssi G ne produit pas ¢ et n'admet pas d’e-dérivation.

Nettoyage des grammaires

Il existe une grammaire propre G' = (V', A, R’) et une application ¢ : V — V' qui vérifient
L(G', (X)) =L(G,X) —¢epourtoute X € V.

1l suffit d’appliquer a G successivement la transformation E puis la transformation F : la grammaire
obtenue s’appelle la grammaire propre équivalente a G.

Attention.

1 faut procéder dans cet ordre, non seulement parce que nous avons supposé que GG ne produisait
pas ¢ pour effectuer la transformation E mais aussi parce que E peut introduire des e—dérivations!

5 — Annexe.

Nous allons voir des applications ou la notion de grammaire propre joue un role trés important.

5.1 -Lemme d’itération.

Ce lemme (pumping lemma) exprime une propriété nécessaire pour qu'un langage soit algébrique :
malheureusement, cette propriété n’est pas suffisante pour cela!

Lemme d’itération

Soit L un langage algébrique, alors il existe un entier N > 0 tel que siu € L et |u| > N, on peut trouver
cing mots w1, us, us, v et w satisfaisant les propriétés suivantes :

1) u = u1vuwus;

2) vw # €;

3) |vusw]| < N;

4) uyv*uswkus € L pour tout entier naturel k. (“pompage”)

Rappelons tout d’abord quelques propriétés élémentaires bien connues des arbres finis :
Soit A un arbre de hauteur / et dont les embranchements sont d’ordre au plus égal al :

« le nombre de feuilles de A est au plus égal al h,
o hestlalongueur maximale des branches de A.

Soient B une branche de A de longueur /, X un nceud appartenant a B et X le sous—arbre de racine X :
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o la partie de B qui se trouve dans X est de longueur maximale dans X et sa longueur est donc égale a
la hauteur de ce dernier.

Venons—en a la démonstration elle-méme.

Si L est fini, il suffit de prendre pour N un entier strictement supérieur a la longueur maximale des mots
de L pour satisfaire le lemme.

Sinon, soient G = (V, A, R) une grammaire propre, S € Vtelle que L(G,S) = L—e,V = |V|lenombre
de ses variables et [ 1a longueur maximale des « tels que I'on ait (X — «) € R.

Nous allons montrer que N = [V+! satisfait le

lemme.
Considérons u € L tel que |u| > N et choi-
sissons une dérivation S = wu : I'arbre A de S

cette dérivation admet |u| feuilles, sa hauteur
est donc au moins égale a V' + 1. Soit B une \
branche de longueur maximale : elle comporte au X
moins V' + 1 nceuds étiquetés par des variables, \
or celles—ci sont au nombre de V/, 'une au moins

d’entre elles figure donc au moins deux fois dans /
B : qualifions de “redoublante” toute variable qui

possede cette propriété. Soit X une variable re- v X w
doublante et désignons par X1 et X2 deux </>
occurrences distinctes de X figurant dans B, la

premiére choisie plus proche de la racine que la
seconde.

En élagant A d’abord en X (%) puis en X (1) on obtient une dérivation composée

S = 1 XWyg = w10 X Dwug = ugvuswus = .

o La dérivation intermédiaire d : X == vXw est de longueur n > 0 et on a donc vw # ¢ puisque G est
propre.

« Ensubstituanta d la dérivation d* : X 22 v* Xw* ’, définie pour chaque entier k comme la composée
de k applications de d, qui se définit par récurrence sur k :

0
d X=X
ARl X e p X w 2 Rt Xkt
dans la dérivation précédente, on obtient :

k ,
S = u1 Xus = u1v* Xw*us = uivFuswus

k

dont 'existence prouve que u;v ugwk’ug c L.

« Il nous reste a satisfaire la condition | vugw| < N : parmi les variables redoublantes, désignons par X
celle pour laquelle X (1) est le plus prés possible de la feuille de B. A part elle-méme, aucune autre variable
redoublante ne se trouve dans la partie B’ de B qui commence en X (V). La longueur de B’ est donc au
plus égale a V' + 1, le nombre des feuilles du sous—arbre de racine X (1), c’est-a—dire | vusw |, est donc au
plus égal 2V ! = N : nest—ce pas ce que nous voulions?

2" e lemme (et ses nombreux raffinements, dont deux sont proposés en exercices) est un outil trés
N efficace pour montrer qu'un langage n’est pas algébrique; cependant, il ne peut servir a rien lorsque
l on veut montrer qu'un langage est algébrique car ce lemme est une implication dont la réciproque est
fausse : il existe effectivement des grammaires qui vérifient les conclusions dulemme sans étre algébriques
pour cela.

Appliquons le lemme pour vérifier que le langage L = {a™b™c™ | m > 0} n'est pas algébrique (a, b et ¢
sont supposées distinctes deux a deux).
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Nous allons montrer que pour tout N > 0 et toutu € L tel que |u| > N, une décomposition satisfaisant
1), 2) et 3) ne peut satisfaire 4).

Prenons u = a™N bV ¢! et considérons une décomposition u = u;vuswus satisfaisant 2) et 3). Il découle
de 3) que vuw ne peut contenir simultanément une occurrence de a et de ¢, regardons les cas qui restent
possibles :

« si vugw ne contient des occurrences que d'une seule lettre, par exemple b, avec k = 0 la propriété 4)
produit un mot aVomeN oum < N grace a 2) : un tel mot n'est pas dans L;

e sinon
— siv et w ne comportent chacun que des occurrences d'une seule lettre : on aboutit a une réfutation
de 4) du type précédent;
— sinon, v par exemple est mixte : v = a'b™ pour ! > 0 etm > 0, alors v> = a'b™a'b™ n’est pas un
facteur dun motde L.
5.2 — Forme normale de Chomsky.
G est une grammaire en forme normale de Chomsky ssi ses régles sont de l'une des formes :
X —YZouX —=z
pourY € V,Z € Vetz € A.

Une telle grammaire est propre, de plus, il est évident que l'intérét des grammaires de Chomsky réside
dans la forme particulierement simple et réguliere de leurs regles.

Forme normale de Chomsky

Pour toute grammaire propre G = (V, A, R) il existe une grammaire G’ = (', A, R") en forme normale
de Chomsky telle que

-VvCay,

- pourtoute X € V, L(G', X) = L(G, X).

On dit que la grammaire ainsi construite est en forme normale de Chomsky de G.

Pour construire la grammaire G il est nécessaire d’introduire de nouvelles variables :
e pour chaque o € (A + V)* — ¢, on introduit une variable notée [],
» chaque X € V estidentifiée a [X],
o par contre, z € A n’est pas identifiéea [z].
On définit alors une grammaire Go, = (Vq, A, R ), par récurrence sur o € (A + V)* — ¢
-siXeV:Vyx=XetRx =0,
-siz € A1V, = [z] et Ry = ([z] — x),
- sija| > 0etsié € A+ V: Ve = [a€] + Vo + Ve et Roe = ([0] — [a][€]) + Ra + Re.
La grammaire ainsi définie est en forme normale de Chomsky.

On a évidemment [¢] % « et réciproquement, si [/ % Bavec 8 € (A+V)*, alors 3 = c.

Exemple.

Soit &« = a AbB Aa, alors

Vo = [aAbBAa] + [aAbBA] + [aAbB| + [aAb] + [aA] + [a] + A+ [b] + B
R, estl’ensemble des regles
[aAbBAa] — [aAbBA]|a]
[aAbBA] — [aAbB]A
[aAbB] — [aAb]|B
[aAb] — [aA][b]
[ad] — [a]A

[a] — a
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[b] — b
Une dérivation [a AbB Aa] = a AbB Aa est alors facile a construire!
Démonstration de la propriété.
Soit G = (V, A, R) une grammaire propre.
On construit G’ de proche en proche de la fagon suivante :

o R’ contient initialement les régles de G qui sont delaforme X — Y Z (pourY € Vet Z € V) oude
laforme X — z (pour z € A), et )’ est initialement égal a .
o Les autres regles de G ont la forme (X — af) € Ravec|«a| > 1 (car G est propre) et{ € A+ V.
Pour chacune d’entre elles :
- onadjoint Vo + Ve aV/,
- onadjoint (X — [a][§]) + R + Re a R'.

On vérifie que L(G', X) = L(G, X) pour toute X € V. Nous ferons simplement une remarque utile

pour la preuve de L(G', V) C L(G, X) : toute dérivation [« % uavecu € A*, peut se transformer en

PP U m/ U s .
une dérivation [« ? o ? u telle que [a] ? « se passe entierement dans la grammaire GG,. Cette

remarque se montre par induction sur « :

- sia:XeV,ona[a]:X:0>X;
- sinon, siae = x € A, [x] — z estla seule régle que I'on puisse appliquer;
- sinon, o = f¢, [B¢] — [O][£] est la seule régle que I'on puisse appliquer : il reste a appliquer

!
I'hypothése d’induction aux deux dérivations que I'on peut obtenir en décomposant [3][¢] % U.

Exemple.

Calculons une forme normale de Chomsky de la grammaire propresurV = S+ A+ Bet A = a+ b dont
les regles globales sont

S — aAB + BBa + BA
A — BBB+aA+a

OnaV' =S+ A+ B+ [aA] + [BB] + [a] etles regles globales de G’ sont

S — [aA]B + [BB[a) + BA
A — [BB]B+[a]A+a

[aA] — [a]A

[BB] — BB

[a] —a

5.3 — Forme normale de Greibach.

Une grammaire G = (V, A, R) peut étre regardée comme un principe général de programmation
récursive lié aux langages qu’elle peut engendrer ou reconnaitre : la présence d'une variable dans la partie
droite d'une regle est alors I'appel a un sous—programme. Dans cet esprit, on pose les définitions suivantes,
relativesa G :
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Définitions.

. ) . Lo e .. k+1
« Une variable X € V est récursive a gauche ssi il existe une dérivation non triviale X =— Xa.

o Une regle fait un appel a gauche si elle est de la forme X — Y « ot 'occurrence explicitede Y € V
constitue I'appel a gauche en question et ot o € (A + V)*.

o (G est une grammaire en forme normale de Greibach ssi
- (G ne produit pas ¢;
— aucune de ses regles ne fait d’appel a gauche.

En particulier, une grammaire en forme normale de Greibach est propre et aucune de ses variables n'est
récursive a gauche.

Forme normale de Greibach

Pour toute grammaire propre G = (V, A, R) il existe une grammaire G' = (V', A, R") en forme normale
de Greibach telle que :

-VCavy

- pourtoute X € V, L(G', X) = L(G, X).

La grammaire ainsi obtenue s’appelle une forme normale de Greibach de G.
1l existe deux méthodes classiques pour faire la construction satisfaisant la propriété précédente :

« La premiere utilise des opérations de substitution et de résolution partielle adaptées de celles qui ont
servi a la résolution d’'un systeme linéaire par la méthode de Gauss dans le chapitre 1 : c’est celle que
nous étudierons ici. Elle augmente considérablement le nombre des regles.

« Laseconde, plus globale, utilise une méthode matricielle : elle augmente considérablement le nombre
de variables (cf. exercice 22).

Dans toute la suite G est une grammaire propre.
Substitution ou composition a gauche.

Soient A et B deux variables : la regle globale de A peut s’écrire A — Bp + q ol les éléments de q ne
commencent pas par une occurrence de B (c’est-a-direq C (A + V)* — B(A + V)*).
Soit B — n laregle globalede B :

La composition a gauche de A par B est la substitution partielle qui consiste a remplacer la regle globale
A — Bp + q de A par la nouvelle régle globale A — np + q.

Soit G’ = (V, A, R’) la grammaire ainsi obtenue, il est facile de vérifier que £(G', X) = L(G, X) pour
toute X € V.

Résolution partielle et dérécursion a gauche.

Soit A — Ap-+qlaregle globale de A € V, ot les éléments de q ne commencent pas par une occurrence
de A (cest-a-direq C (A + V)* — A(A + V)*) : on se propose de modifier la grammaire de telle sorte
que tout appel a gauche disparaisse, sans pour cela modifier les langages qu’elle engendre.

Lapplication des résultats de la section 3 du présent chapitre, montre que £(A) = L(A)L(p) + £(q) :
en se reportant aux résultats du chapitre 1 sur les équations linéaires (section 4.1) il n’est donc pas
invraissemblable que I'on ait L(A) = L(q)L(p)* = L(qp*).

Si donc, on admettait des regles globales dont le second membre n’est pas nécesairement fini, on pourrait
tenter de remplacer la regle de A par A — qp”* (le second membre est seulement régulier) : cette fagon
de procéder est justifiée dans I'exercice 10.

Pour respecter la définition d’'une grammaire, on peut introduire une nouvelle variable A telle que LI(E ) =
L(p)* et remplacer la regle globale de A par les régles globales suivantes

A—qA
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A—pA+e
Lélimination de la production de ¢ par A conduit 4 I'opération suivante, qui est généralement adoptée ici.

La dérécursion a gauche de A est!'opération suivante :

— adjoindre une nouvelle variable A a V;
- remplacer la regle globale A — Ap + q de A par les régles globales :

A—qA+e) (C'est-a—dire A — g4 + q)
A— plA+e) (cC'est-a—direA — pA + p)

Remarques.
o Lorsque A ne fait aucun appel récursif a gauche, c’est-a—dire lorsque 'on a p = 0, la variable A

engendre () : 'introduction de cette variable est donc parfaitement inutile!

o G étant propre,onac ¢ qete ¢ p, ce qui, compte tenu de la définition de q implique que, apres la
dérécursion de A :
—aucune regle de A ne fait un appel 4 gauche par A ou par 4,
— aucune regle de A ne fait un appel a gauche par A, mais, comme il est possible qu'un élément de p
commence par A, il peut y avoir des régles de A qui font un appel a gauche par A : il faudra corriger cet
éventuel défaut.

Propriété.

Soit G’ = (V+A, A, R') lagrammaire obtenue en appliquant cette opération, alors £(G’, X) = L(G, X)
pour toute X € V.
La démonstration de cette égalité repose sur la possibilité, illustrée par la figure ci-dessous, de transformer

e +1 . , N N . , R .
une dérivation A % ~ qui est 'enchainement de n regles parmi les A - Ap et d’'une reégle parmi les

P +1 -
A 7 q en une dérivation A %> 7, et reciproquement.

A A
/ \
dans G A Loooag.n LBV A dans G’
y \
A e Lo A
A// \\\A
/ \
A LoD looag .. A
LB /ooy

On peut conclure en faisant des inductions sur le nombre de tels enchainements dans les arbres de
dérivation.

Nous sommes en mesure de calculer une forme normale de Greibach de G : en s’inspirant du vocabulaire

utilisé pour les systéemes linéaires, nous allons mettre un systeme sous forme “sous-triangulaire” en
appliquant les deux opérations qui viennent d’étre décrites.
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Pour fixer les idées, nous allons écrire des procédures qui montrent comment ces applications peuvent
étre organisées.

Pour cela, il est commode d’énumérer les variablesV = A; + - -- + An.

A. Considérons la procédure itérative suivante :

pour i croissant de 1 & N faire
pour j croissant de 1 a i - 1 faire
composer Ai & gauche par Aj
fin
dérécursifier Ai & gauche
fin
Apres 'exécution de cette procédure :
« une variable A; ne fait éventuellement des appels a gauche que par des variables A; pour lesquelles
j > i, en particulier, Ay ne fait aucun appel a gauche;

o une variableA; ne fait éventuellement des appels a gauche que par des variables AjeV.
Exemple.

Considérons la grammaire propre sur V = A; + Ay + Az et A = a + b dont les régles globales sont
A — AsAs+a
Ay — A3 A + Ab
Az — A1 Ay + A3 A1 + b

Lexécution du processus itératif précédent se déroule ainsi :

1 = 1 la petite boucle ne fait rien
— Aj n'est pas récursive a gauche;
1=2 :5=1
Ay — A3 A1 + (A2A3 + a)b
c'est-a—dire :
A2 — A2A3b + A3A1 + ab
— dérécursion a gauche de A :
A2 — (A3A1 + ab)(ﬁg + E)
ZQ — Agb(ZQ + E)
1=3 :5=1
As — (A243+a)As + A3 A1+ b
c’est—a—dire :
A — Ay(AszAs + A1) +aAs + b
1=3 =2
Az — (AzA1 + ab)(As + £)(A3A2 + A1) + ads +a
c’est—a—dire :
Az — A3A (A +€)(A3As + A1) + ab(Ay + £)(A3As + Ar) + ado + b
— dérécursion a gauche de As :
1_43 — (ab(_Xg + 8)(143142 + Al)j‘ aAs + b)(Zg + E)
A3 — Al(AQ + 8)(143142 + Al)(Ag + E)
Ceci donne les regles globales suivantes :
A1 — A2A3 +a
A2 — (A?,Al + ab)(ZQ + 6)
ZQ — A?,b(ZQ + 8)
As — (ab@2 +e)(A3Az2 + A1) +ads + b)(As +¢)
Az — A1(Az +¢)(A3Az + A1)As + )

B. On peut maintenant éliminer tous les appels a gauche des A; par des compositions, en exécutant par
exemple la boucle :
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pour i décroissant de N a 2 faire
composer toutes les Aj & gauche par Ai
fin
Apres 'exécution de cette procédure, les variables A; ne font plus aucun appel a gauche.
Exemple (suite).

Lexécution de cette procédure produit les regles globales suivantes :

A3 — (ab(Z_g +e)(AzAz + Ar) + ads + b)(Z_g +¢) B

Ay — ((ab(A2 +€)(A3Az + Ay) +ads + b)(A3 + €) Ay + ab)(Az +¢)

A — ((ab(AQ + 6)(A3A2 + A1) +aAy + b)(Ag + E)Al + ab)(Ag + 6)143 +a
C. Il reste a éliminer les appels a gauche des nouvelles variables : ceux—ci se font tous par des variables
d’origine, il suffit donc de faire des compositions a gauche.

Exemple (suite).

Par les compositions appropriées, les regles globales de A, et A3 deviennent :
gg — (ab(ZQ_—l- 6)(A3A2 + Al) + aAq + b)(Zg_—ﬁ- 6)()(22 + E) B
Az — (((ab(AQ + 6)(A3A2 + Al) +aly + b)(Ag + E)Al + ab)(Az +_€)A3 + a) _
(A +¢)(AsAs + A1) (As +¢)
Il resterait a faire quelques observations simples pour vérifier que la grammaire est bien une forme
normale de Greibach de G.

Comme promis, le nombre des variables reste raisonnable (pas plus que 2/V), mais celui des regles est
maintenant extrémement élevé : 27 pour Ay, 26 pour Az, 12 pour A3, 24 pour A et 216 pour A3!
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EXERCICES.

Lorsqu’aucune autre précision n’est donnée, A est un alphabet fini quelconque et G désigne une gram-
maire (V, A, R).

Exercice 1.
Montrer que les langages suivants sont algébriques ( a et b sont distincts I'un de I'autre) :
Ly ={a™b™ | m > 0}
Ly ={a™b"” |0 <m < n}
Ly ={a™b"a" | m > 0,n > 0}
Ly ={uci | ue A*}
Ly ={wv|u€ (a+b)*ve(a+b)*|u|=]v|,v+#u}
Exercice 2. Les palindromes et les autres.
Lensemble Pal C A* des palindromes sur I'alphabet A (abréviation de Pal(.A)) est défini par
u € Pal ssi uw = u

(Uopération image miroir v — U qui renverse 'ordre des caracteres de u se définit par récurrence de la
facon suivante :

E=¢ et ur=xupourtoutu € A* ettoutx € A,
ol l'on a utilisé 'adjonction a droite et a gauche).
a) Montrer que u € Pal ssi

ou bien il existe v € A* tel que u = vd
ou bien il existe v € A* etx € Atels que u = vzd.

Utiliser ce résultat pour construire une grammaire qui engendre le langage Pal dans le cas ot A = a + b.
b) SoitPal C A* I'ensemble des mots sur .4 qui ne sont pas des palindromes.
Montrer que u € Pal ssiil existe v € A*, z,y € Aetw € A* tels que
u = vzwyd et x #uy.
Utiliser ce résultat pour construire une grammaire qui engendre le langage Pal dans le cas oi1 A = a + b.
Exercice 3.
Montrer que si L C A* est algébrique alors L = {u € A* | @i € L} I'est aussi.
Exercice 4.
Soit A = a + b, ol @ et b sont distincts 'un de I'autre.
On considere le langage L C A* défini par
u € Lssi|u|, =|ul,+1et, |v|, <|v|, pourtoutv € fgs(u)
quel que soit u € A*,
et la grammaire G définie par la seule régle globale S — bSS + a.
Montrer que L = £L(G, S).
Indication. Utiliser le résultat de I'exercice 1.9.
Exercice 5. Autant de a que de b dans le méme mot.
Soit L C A* le langage constitué des mots ayant autant d’occurrences de a que de b, c’est-a—dire :
w € Lssi|u|, =|ul,.
Soit G la grammaire sur .4 comportant une seule variable S et dont la regle globale est :
S — 5SS +aSb+bSa—+¢
Montrez que L = L(G, S).
Indication. Utiliser le résultat de I'exercice 1.18.
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Exercice 6. Deux fois plus de a que de b dans le méme mot.

Soient A = a + b un alphabet de deux lettres et G = (5, A, R) la grammaire pour laquelle R est défini
par la regle globale

S — e+ SaSaSbS + SaSbSaS + SbSaSas.
Le but de cet exercice est de montrer que £(G, S) est'ensemble L des u € A* vérifiant [u |, = 2|u|,.
a) Montrer que £L(G, S) C L en effectuant une induction sur la longueur des dérivations.
b) Montrer que siu € L — € alors v a un facteur zyz € L de longueur 3.

Indication. C’est le résultat de I’exercice 1.19 pour @« = 1 et § = 2. (Une preuve “directe” est possible mais,
assez périlleuse et difficilement généralisable.)

¢) Pourtout u € A* on définitw € (A + S)*, de la fagon suivante :

= 5,
= x pourtoutx € A,
- ux = uSz pour tout u € A* — ¢, et pour tout x € A.

8| o

w est donc obtenu en intercallant S entre les lettres de u, par exemple ©w = a.Sa.Sb pour u = aab.
Vérifier que uv = uSv lorsque u # ¢ etv # €.

d) Montrer les deux propriétés suivantes :
- W == upour toutu € A*.
- S == SuS pourtoutu € L — ¢ (utiliser b) pour faire une induction).

e) Endéduire que L C L(G, S).

f) Utiliser les idées et les résultats de cet exercice et I'exercice 1.19 pour montrer que le langage . C A*
défini par

u € Lssialu|, = Blul,
(ol v et 3 sont des entiers naturels non nuls) est algébrique.
(On trouvera, en particulier, une nouvelle grammaire engendrant le langage étudié dans 1'exercice
précédent.)
Exercice 7. Les opérations régulieres.

a) Montrer que si L et Ly sont algébriques, alors L + Lo et L1 L le sont aussi.

b) Montrer que si L est algébrique, alors L* I'est aussi.

La classe des langages algébriques est donc stable par les opérations réguliéres.

¢) En déduire que les langages réguliers sont algébriques.

Remarque. Ce résultat a déja été obtenu par la considération des grammaires linéaires a droite. La
réciproque n’'est pas vraie, par exemple : L = {a™b™ | m > 0} est algébrique mais il n’est pas régulier.

d) Appliquer a) et b) pour construire une grammaire engendrant le langage a?(a + ab + ba)* a partir de
I'une de ses variables.
Exercice 8. Grammaires linéaires a droite.

Les grammaires linéaires a droite que nous avons utilisées dans la section 1.3 étaient tres particulieres. En
général, on appelle ainsi une grammaire dont chaque regle est de 'une des formes suivantes :
X —uY X —u

ot X etY sontdes variables et u € A*.

Montrer que pour toute grammaire G linéaire a droite en ce sens, il existe une grammaire G' = (V'; A, R')
linéaire a droite au sens de la section 1.3, telle que V C V' et L(G’, X) = L(G, X) pour toute X € V.
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Exercice 9. Image d'un langage algébrique par une substitution.

Soient A et B deux alphabets finis et f : A — P(B*) une substitution telle que f(x) est algébrique pour
chaque z € A.

Montrer que si L C A* est algébrique alors f(L) C B* I'est aussi.

En particulier, vérifier que si L est algébrique, alors le langage sm(L) de ses sous-mots I'est aussi (cf.
exercice 1.17).

Exercice 10. Image inverse d’'un langage algébrique par un homomorphisme

Soit f : A — B* un homomorphisme : son application inverse f ! : B* — P(A*) a été considérée dans
I'exercice 1.14.

a) Montrer que si M C B* est algébrique alors f~1(M) C A* I'est aussi.

b) Appliquer ce résultat et 'exercice précédent pour montrer que tc(L) et usd(L) sont algébriques
lorsque L 'est (cf. exercice 1.15)

Exercice 11. Les facteurs.

a) Montrer que si L est algébrique alors Fig(L), Fd(L) et Fact(L) le sont aussi (cf. exercice 1.17).

b) Montrer que si L est algébrique alors fg(L), fd(L) et fact(L) le sont aussi.

Indication pour a). Soit G = (V, A, R) une grammaire et soit S € V telle que L = £(G,S) : nous
allons donner les éléments pour construire une grammaire H = (W, A + (4 ), X) capable d’engendrer
Fact(L) = mel(L, ()) a partir de 'une de ses variables.

Soit @ = 0+ 1 + 2 un alphabet disjoint de A et V (I'ensemble des états d'un AFD évident qui reconnait le
langage constitué du seul mot () et qui sera évoqué dans les commentaires d’une définition ci-dessous).

« Lalphabet )V est’ensemble des symboles [¢ X ] tels que (¢, X,7r) € Q x V x Q vérifieq < 7.

o Pour tout g et tout r € (), on pose :

( sig=0etr=1; (compareraQ«(=1)
= gr] = ) sig=letr =2; (compareral.) =2)
e sir=gq; (compareraqec = q)

() dans les autres cas.
« Pour tout g ettoutr € @, et tout x € A, on pose :

B _Jx sir=gq;
lgrr] {(Z) sinon.

« Enfin, pour touta € (A + V)*, tout g et toutr € @, ettoutn € A+ V + ¢, on pose :
- [gamr] = > [qas][snr].
s€Q

Vérifier que [qar] C (A + (+ ) + W)* est ainsi toujours bien défini et que c’est un langage fini.
Par exemple, on constate que pour toutu € A*, ona [0u2] = Fact(u), [1u2] = Fg(u), [Oul] = Fd(u) et
[quq] = u.

o Si X - 1(X) est la regle globale de X dans G, alors [¢X 7] - [q1(X)r] estla regle globale de [¢ X7
dans H (on a étendu la définition précédente aux langages!).
Note. On peut simplifier H sensiblement en observant qu’il est possible, sans inconvénient, d’identifier
toute [¢X ¢] 2 X elle-méme. On constate alors que la restriction & )V de la grammaire ainsi obtenue est
égale a G et, plus précisément, que toute regle globale de G est aussi une regle globale de cette grammaire.

o Ilreste a démontrer que L(H, [052]) = Fact(L).

De méme, on peut démontrer que L(H,[152]) = Fg(L), L(H,[0S1]) = Fd(L) et, bien entendu
L(H,[¢Sq]) = L.
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Exercice 12. Conjugué d’'un langage algébrique.

Le but de cet exercice est de démontrer que le langage C'onj (L) est algébrique lorsque L I'est (voir exercice
1.4 pour la définition de C'ony).

Soient G = (V, A, R) une grammaire, S € Vet L = L(G,9) : il s'agit de construire une grammaire
G' = (V' A, R’) etde choisir T' € V' de telle fagon que £(G',T) = Conj(L).

Pour cela, on considere) = {X | X € V} une copie de V disjointede V, T' ¢ V +V une variable distincte
des précédentes etonpose V' =T +V + ).

Les regles de G’ sont celles de G auxquelles on adjoint les suivantes :
o« T — S,
oS — ¢
« pour toute X ettoute Y € V, pour tout a et tout 5 € (A + V)*:
si X — aY 3 estuneregle de G alorsY — X o est une regle de G’
(Y BX « s’obtient en appliquant une permutation circulaire aux caracteres de X aY 3);
« pour toute X € V, toutx € A, pour tout c et tout 5 € (A + V)*:
si X — ax(3 est une régle de G alors T — (X ax est une régle de G
(BX ax s’obtient en appliquant une permutation circulaire aux caracteres de X ax3).
a) Montrer (par induction sur les dérivations) que pour toute X et toute Y € ), pour tout « et tout
ge(A+V)*:
X % aYp ssi Y % BXa.
b) Utiliser ce résultat pour démontrer que pour toute X € V), tout x € A, pour tout « et tout
ge(A+V)*:
X % arf ssi T % GX oz
¢) Montrer quel'onabien L(G',T) = Conj(L).

Exercice 13.
Mettre la grammaire G = (A+ B+ C + D + E, a + b, R) dont les régles globales sont :

A — aAb+a

B — Ab+0bCC
C — DD + ba
D — aDB

E —bC

sous une forme réduite successivement pour chacune de ses variables.

Exercice 14.
Mettre la grammaire G = (A+ B+ C + D 4+ E + F,a + b, R) dont les régles globales sont :

— BC+DE+ F
— BB+ FE
—aC+ D

— C+ EFaD
—alb +¢

— E+b

T QW

sous une forme propre.
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Exercice 15.

Soit X € V telle que L(G, X) soit fini.

a) Construire une grammaire G’ = (V — X, A, R') telle que pour toute Y € V — X on ait L(G',Y) =
L(G,Y).

b) En déduire que si L est un langage algébrique infini alors il existe une grammaire G telle que £L(G, X)
est infini pour toute X € V.

Exercice 16.

Soit . C A* un langage sur .A. Une nouvelle lettre ¢ ¢ A étant donnée, on définit M C A*cA* (chaque
élément de M comporte exactement une occurrence de c) par

ucv € M ssiu € Ltelquev = u
ou u désigne I'image miroir de u.
a) Montrer que si L est régulier alors M est algébrique.
On se propose maintenant de démontrer la réciproque de cette propriété.

Lorsque M est fini, L 'est aussi et donc est régulier, sinon, soient G = (V, A + ¢, R) une grammaire et
S € Vtellesque M = L(G, S). On suppose que

(I) G estréduite pour S,
(ID) pour toute X € V, lelangage L(G, X) est infini,

(on sait, grace a la propriété de réductibilité des grammaires et 1'exercice 14, que ces hypotheses ne sont
pas restrictives);
de plus, il est utile de considérer WW C V défini par

X € Wssiilexistea, 3 € (A+ V)* tels que X == acf
etdeposer V' =V — W.
b) Supposons qu'il existe Aet u € (A +c+ V)*et€ € c+ Wels que S == A\

1) Utiliser (I) pour montrer que A € (A + V')* (un argument symétrique montrerait que 1'on a aussi
we (A+VH.
2) Utiliser (II) pour montrer qu’en fait on a A\ € A* (un argument symétrique montrerait que ’on a
aussi p € A*).
c) En déduire que toute regle de GG est de laforme X — uévouu,v € A* eté € c+ W, et en particulier
que W =V
d) Construire une grammaire linéaire a droite H = (V, A, 3) telle que £(H, S) = L.

Exercice 17.
Lexercice précédent se généralise facilement et utilement, de la facon suivante.

Soit ¢ ¢ A une nouvelle lettre. Soient L C A* un langage et f : A* — P(A*) une application telle que
f(v) est fini pour tout v € A*.

Considérons maintenant M C A*cA* (chaque élément de M comporte exactement une occurrence de
¢) le langage défini par

ucv € M ssiv € Letu € f(v)
pour toutu, v € A*.
a) Montrer que si L est régulier alors M est algébrique.
b) Réciproquement, montrer que si M est algébrique alors L est régulier.
Indication. La méthode de I'exercice précédent fait encore merveille.

Remarque. Lhypothése sur f est vérifiée par les applications de ce type qui ont été considérées dans le
premier chapitre (Conj, fg, ...) et par les substitutions finies (celles qui envoient chaque caractére sur
un ensemble fini de mots).
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Exercice 18.
X € Vestdite récursivessiilexiste € (A+ V)* et € (A+ V)" telsque af #cet X :;> aXp.

a) Montrer que si G est propre et si toutes ses variables sont productives, alors les deux propriétés
suivantes sont vraies pour toute X € V:

1) si X estrécursive, alors £(G, X) est infini.
2) L(G, X) estinfini ssiil existe Y € V qui est récursive et accessible & partir de X.

b) Déduire de 2) ci-dessus que si L est un langage algébrique infini, il existe une grammaire G et X € V
telles que

- L(G,X)=L-¢,

- toute Y € V est récursive.
Exercice 19.

Soit G = (S, a + b, R) la grammaire pour laquelle R est constitué de la regle globale S — aSS + b.
Montrer que £(G, S) estle plus petit X C A* satisfaisant X = a X X + b.

Opérations d’'un langage régulier sur un langage algébrique.

Lobjet des trois exercices qui suivent est de montrer que si L est un langage algébrique et M/ un langage
régulier alors L N M, M~ L et mel(L, M) sont des langages algébriques.

Il faut marier la carpe et le lapin, c’est-a-dire une grammaire G = (V, A, R) etun AF A = (Q, A, ., I, F)
(pour éviter toute incompatibilité supplémentaire, on supposera que Q N (A + V) = 0), pour obtenir une
grammaire H = (W, A, X)) capable d’engendrer le langage algébrique en question.

Dans les trois exemples, on utilise I'alphabet de variables W = Q) X V X @ et on désignera le symbole
(¢, X,r) € Wpar [gX7].

Exercice 20. Intersection avec un langage régulier.

On veut montrer que L N M est algébrique lorsque L I'est et M est régulier.

Dans ce cas, on peut considérer un AFDC A = (Q, A, +, qo, F). On construitla grammaire H = (W, A, X))
de la fagon suivante :

La notation [¢X r] s’étend de la fagon suivante : pour tout g et € ) et pour tout & € (A + V)*, on définit
I'ensemble fini [gar] C (A + W)* en posant tout d’abord, pour tout « € A,

3 _J Sigex =71
lg7] {Q) sinon

puis, la récurrence :

3 _Je€ sig=r
lar] {Q] sinon

- [gatr] = Z[qas] [s&r] pourtouta € (A4 V)" ettout € A+ V.
s€Q
o si X = 1(X) est la regle globale de X dans G, alors [¢X] - [q1(X)r] est la regle globale de

[¢Xr] € W dans H (on a étendu la définition précédente aux langages!).

a) Appliquer cette construction a un exemple simple.
b) Montrer que pour tout [¢X 7] € Wettoutu € A*: [gX7] ::I> wssi X :;> uetqeu =r.

¢) En déduire que I'intersection d'un langage algébrique et d'un langage régulier est algébrique.

Remarque. Ceci implique que L — M est algébrique lorsque L est algébrique et M régulier, car le
complémentaire d'un langage régulier est régulier (cf. la section 6.1 du chapitre 2).

Attention. Lintersection de deux langages algébriques n’est pas nécessairement algébrique. Par exemple
L={am™™a™ | m>0,n>0}et M = {a™b"a™ | m > 0,n > 0} sont algébriques (cf. exercice 1) mais
onverraque L N M = {a™b™a™ | m > 0} n'est pas algébrique (cf. exercice 23).
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Exercice 21. Quotient par un langage régulier.

Montrer que si L est algébrique et M régulier alors M ~'L est algébrique (cf. exercice 1.12 et la section
6.2.2 du chapitre 2).

Indication. Considérer, non pas un AFDC A = (Q, A, ., qo, F') reconnaisant M, mais 'AF B = (Q +
0, A, «,qo, F' + 0) suivant, construit a partir de A, reconnaissant M A* :

- o ¢ @ est un nouvel état et une nouvelle sortie;
— T'action . est étendue a ce nouvel état par :
0 € fexpourtoutx € Aettout f € F;
0+ = ppour toutz € A.

Tenir compte de ¢ dans la définition de WV et poser
€ Ssir#getr=qex;
- [gzr] =4 x sir=getp € qex;
() dansles autres cas.
Exercice 22. Mélange avec un langage régulier.
Montrer que si L est algébrique et M régulier alors mel(L, M) est algébrique (cf. exercices 1.16 et 1.17).

Indication. On pourra trouver une source d’inspiration dans I’exercice 10 ou des cas particuliers de cette
question sont traités.

Applications du lemme d’itération pour les langages algébriques (section 5.1).

Exercice 23. Langages algébriques sur un alphabet a une seule lettre.
Soient a une lettre et L C a* un langage algébrique.

Désignons par IV un entier dont le lemme d’itération assure 'existence a propos de L et posons n = N!
(tout entier ¢ tel que 0 < ¢ < N divise n).

a) Déduire du lemme d’itération que, pour toutu € L, |u| > N implique u(a™)* C L.

b) Onpose L; = L Na™*ti(a")* pour tout entier i tel que 0 < i < N.
Montrer que si L; # ) alors il existe u; € A* tel que L; = u;(a™)*.

¢) En déduire que L est régulier.

Exercice 24.
Montrer que les langages
Ly = {a™b™a™ | m > 0}
Ly = {a™b"a™b™ | m > 0etn > 0}
ol a et b sont distinctes entre elles, ne sont pas algébriques.

Indication. Montrer que L; ne satisfait pas la conclusion du lemme d’itération.

Raffinements du lemme d’itération pour les langages algébriques.

Si f estune application transformant tout langage algébrique en un langage algébrique, alors la propriété :
Pour tout langage algébrique L le langage f (L) satisfait Ia conclusion du lemme d'’itération.

est une variante dudit lemme qui, lorsque f est bien adaptée a L, peut se montrer plus fine que la version

initiale.

Exercice 25. Lemme d’itération sur les sous-mots (Ogden).

Nous allons exploiter I'idée précédente en utilisant 'application “sous-mot” sm qui a été étudiée
dans 'exercice 1.17 : pour garder un contact raisonnable avec le langage initial, nous agirons avec
préméditation. Rappelons que B = .4 +.4 contient chaque élément 2 € A et sa version marquéeZ € A et,
m : A — P(B*) est la substitution de marquage définie par m(z) = x +Z. Il est commode d’introduire
ici une varianteh : B — A" de h définie parh(z) = ¢ eth(f) = Z pour tout z € A.
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Le nombre d’occurrences marquées de u € B* seranoté |u|,, eton a évidemment |u|,, = |h(u)|.

a) Montrer le lemme d’itération sur les sous—-mots dont 1’énoncé est :

Soit L un langage algébrique, alors il existe un entier N > 0 tel que siv. € m(L) et |u]
trouver cinq mots u1, us, us, v et w satisfaisant les propriétés suivantes :

> N, on peut

m

1) u = uvuswus;
2) |vw|,, > 0;
<N;

4) uyvFugw*us € m(L) pour tout entier naturel k.

3) | VU2wW |m

Indication. Un arbre de dérivation de u contient un sous—arbre de dérivation du sous—motﬁ(u) :appliquer
alors la méthode de démonstration du lemme d’itération a ce sous-arbre.

b) Montrer que le langage L = {amb"cpdq | m=0oun=p= q}, ol a, b, c et d sont distinctes deux a
deux, n’est pas algébrique.

Indication. Montrer que m (L) ne satisfait pas la conclusion du lemme d’itération sur les sous-mots.

¢) Pour vérifier que le lemme d’itération sur les sous-mots est plus fin que le lemme d’itération, montrer
que L satisfait la conclusion de ce dernier.
Indication. On pourra prendre N = 1.

Exercice 26. Lemme d’itération sur les facteurs.

Ce deuxieme raffinement exploite encore I'idée précédente en utilisant les applications “facteur” fact et
Fact (cf. I'exercice 1.17).

a) Montrer le lemme d’itération sur les facteurs dont ’enoncé est :

Soit L un langage algébrique, alors il existe un entier N > 0 tel que siu = a3y € Let|3| > N, on peut
trouver cinq mots u1, u9, us, v et w satisfaisant les propriétés suivantes :

1) u = uvuswus;
2) v ouw est un facteur non vide de (3;
3) uyv*uswkus € L pour tout entier naturel k.

Indication. Reprendre la méthode de I'exercice précédent, avec les mots a(3)~y et (().

b) Montrer que le langage L = {a™b"cP | m # netn # p}, olra, b et ¢ sont distinctes deux & deux, n’est
pas algébrique.

Indication. Montrer que L ne satisfait pas la conclusion du lemme d’itération sur les facteurs.

¢) Lexemple qui va suivre permet de vérifier que I'itération sur les facteurs est plus fine que I'itération sur
les sous-mots.
Soient A = a + b + ¢ + d + e un alphabet constitué de 5 lettres distinctes deux a deux et
L = {a™bcbd™bcbe™ | m > 0}

+ {a™ed™bcbe? | myn,p > 0} 4+ {a™bebd™ceP | m,n,p > 0}

+ {ue A | |ul, > 6}
Montrer que L vérifie la conclusion du lemme d’itération sur les sous-mots mais qu’il n’est pas algébrique
pour cela!

Indication.Montrer que L ne satisfait pas la conclusion du lemme d’itération sur les facteurs : pour tout
entier N > 0 s'intéresser au mot u = a™ bebd™ bebe™ factorisé avec a = ¢, 3 = a'¥ ety = bebd™ bebe .
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Dérécursion a gauche.

Exercice 27. Des grammaires généralisées.

Dans la définition d’'une grammaire G, une régle globale pour X € V est de la forme X — 1(X) ou
1(X) C (V + A)* est supposé fini.

On dira que G est une grammaire généralisée si I'on suppose seulement que 1(X) est algébrique pour
chaque X € V.

a) Montrer que les langages engendrés par une grammaire généralisée sont algébriques. Appliquer ce
résultat a un exemple simple.

b) On se propose de justifier la méthode de dérécursion a gauche évoquée dans la section 5.3.

Soit A € V. La regle globale de A peut s’écrire A - Ap+qavecp C (A+ V)" etq C (A+ V)" —

A(A + V)* (les éléments de g ne commencent pas par la variable A). On peut considérer la grammaire
généralisée H = (V, A, X) dont les regles globales sont identiques a celles de G sauf pour la variable A
dont la regle globale est maintenant A - qp®.

1) Montrer que pour toute X € Vona L(H, X) = L(G, X).

2) Construire une grammaire (non généralisée) équivalente a H (utiliser I'exercice 7).

Exercice 28. Une méthode matricielle.
Le second membre de la régle globale X — 1(X') de toute X € V peut s'écrire sous la forme
I(X)= > Yp(YX)+a(X)
Yev

oup(YX) C (A+ V)* pourtoute Y € Vetouq(X) C (A+ V)" — V(A + V)* est 'ensemble des
éléments de 1(X) qui ne commencent pas par une variable.

La dérécursion a gauche (cf. section 5.3 et exercice précédent) ne s’intéresse qu’a I’élimination des appels
a gauche par une variable dans ses propres régles. La décomposition de 1 ci-dessus met en évidence tous
les appels a gauche et permet de traiter cette question de fagon globale.

Pour ce faire, on considére 'alphabet W = V x V (on notera [X Y] le couple (X, Y) € W), la substitution
m:V+W— P((A+V+W)*) définie par
- m(X) =Y q(Y)[YX]+q(X) pourtoute X €V,
Yev
- m([XY]) = ) p(XZ)[ZY]+ p(XY) pourtoute [XY] € W,
zZey
etenfin, H = (V + W, A, X)) la grammaire dont les régles globales sont définies par m.
a) Appliquer cette construction a la grammaire sur A = a + betV = A; + As + As dont les régles
globales sont :
A — AsAs+a
A2 e A3A1 + Alb
Az — A1As + A2 A1 + b
b) Montrer quel'ona L(H, X) = L(G, X) pour toute X € V.
¢) Montrer comment on peut utiliser cette transformation pour mettre une grammaire propre en forme

normale de Greibach. Appliquer cette methode a la grammaire ci-dessus (comparer le résultat obtenu ici
a celui de la section 5. sur cette méme grammaire, du point de vue du nombre de variables et de regles).

d) Montrer, en utilisant une mise en forme normale de Chomsky, que pour toute grammaire G =
(V, A, R) qui ne produit pas ¢, il existe une grammaire équivalente (en un sens a préciser) dont chacune
des regles a I'une des formes suivantes :

X —z2YZ X —2aY X —z
otz e AetX,YetZ cV.
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