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Plan du cours

© 1. Introduction

© Application a I'optimisation combinatoire
@ Exemple introductif: le probléme max-cut
Le probléme du stable : nombre de Lovasz
Relaxation SDP basique en {0,1}
Relaxation SDP construite a partir d'une relaxation linéaire
Relaxation SDP en {—1,1}
Liens avec I'approche Lagrangienne
Approche semidéfinie pour les problémes en nombres entiers
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Le probléme max-cut

Données. Soit un graphe G = (V, X) possédant n sommets et dont les
arétes [v;, v;] sont valuées positivement par une matrice W = (Wj).
Question. Trouver une partition des sommets de V en deux sous-ensembles
(V4, V) telle que la somme des poids des arétes ayant leurs extrémités
dans des paquets différents soit maximale.

Modéle.

max ;o wi [xi (1 — x;) + x; (1 — xi)]
Sous la contrainte : x € {0,1}"
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Le probléme max-cut (2)

Modéle.
max ;o wi [xi (1 —x;) + x; (1 — xi)]
Sous la contrainte : x € {0,1}"

@ Approche par programmation quadratique continue : un algorithme
1/2-approché trés simple !

@ Approche par Programmation linéaire standard : pas mieux...

@ Approche par programmation semidéfinie : un algorithme approché
avec une bien meilleure garantie !

Frédéric Roupin (roupin®@lipn.univ-paris1: PSD et OC MPRO 2017-2018 7/ 74



Approche par PSD : reformulation
n variables de “décision” y; (i = 1,...,n) a valeurs dans {—1,1}.

(MC) Maximiser % Z,<j wii (1 — yiy))
Sous les contraintes : y; € {—1,1}

Relaxation. les variables y; (i = 1, ..., n) deviennent des vecteurs v; de S".
[l s’agit donc d’un relaxation sur la dimension des variables (initialement

yi € St ={-1,1}).

imi 1 (1 — vl v
Maximiser 5 > _;_; wjj (1-vv)
Sous les contraintes : v; € S"i=1,....,n

5™ : sphére unité en dimension n
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Rappel : changement de variables "vecteurs unitaires" et
"matrice positive a éléments diagonaux tous égaux a 1"

A=WTetVic{l,..,n}, Ai =1 & les vecteurs Vi, ..., V, €S".

Conséquence : se donner une matrice positive n X n dont les éléments
diagonaux valent tous 1 équivaut a se donner un champ de vecteurs de la
sphére unité de R
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Formulation SDP de la relaxation

Conséquence :
imi 1 (1 — Ty
Maximiser 5 > _;_; wjj (1-v"v)
Sous les contraintes : v; € S"i=1,...,n
est équivalent a
. 1 1 1
Maximiser 5 Zl-<j wii (1 —yj) = s Wt —zWeY

(SDP) ¢ Sous les contraintes : y;=1;i=1,...n
Y =0

e Y = VW7 : matrice de Gram des vecteurs vy, ..., V.

o Relaxation sur le rang de Y : passage d'une matrice de rang 1 & une
matrice de rang inférieur a n.
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Max-cut : dual de la relaxation SDP

Minimiser & Wiot + Y74 X
Sous la contrainte : diag(x) + %W =0

(DUAL) {

X1 0 PN 0 0 W12 e Win
0 X2 e >; _% W12 0

0 : : . Wn(n—1)
0 ... 0 x, Wip «..  Wp(n-1) 0
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Construction d'une solution pour le probléme initial

@ Prendre un vecteur ¢ uniformément distribué sur S".
@ Pour chaque vecteur v; : si v; Tey >0 alors y; =1 sinon y; = —1

A'A\
S

© v/"v; = cos(9;)l|villllvjl| = cos(9)

probabilité de séparer deux sommets x; et x; est proportionnelle
7
vj) : Prj = Larccos (v,"v))
MPRO 2017-2018 12 / 74
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Construction d'une solution pour le probléme initial (2)
@ Donc I'espérance de la solution y ainsi obtenue vaut
_ _1 T
EIW] = 325 wiiPrij = 2 30 wi arccos (v;" vj)
: : 1 T
o La solution de la relaxation SDP vaut 5>, ; w;(1 — v;" vj)

: _ ST L2 0
o Garantie obtenue : on étudie la fonction =i—"— pour 0 <6 < 7.

On a o = ming<g<r %1_2050 > 0,878

25 (PI(L-CO5(X)))

Dot E[W] > aX;; wij (1 = v;"vj) > 0,878valypt(maxcut)
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Application dérivée : Max-2SAT

Données. Soit un ensemble de variables booléennes X = {xi,...,x,} et un
ensemble de clauses C = {(y, ..., C,} comportant au plus deux littéraux.
Question. Fixer les variables a “vrai” ou “faux” de facon a maximiser le
nombre de clauses satisfaites.

Exemple. X = {X],XQ}, G =x1VX2, G =x, (G3=X%1 VX Onfixe xg
a "vrai” et xo a faux : (; et (3 sont satisfaites, pas G.
Rappel : 25ATe P mais Max-2SAT est NP-difficile !

Objectif. Afin d'utiliser la méthode appliquée 3 Max-Cut, écrire
Max-2SAT sous la forme :

max 37, [ay (1= yiys) + by (1 + yiyj)]
Sous les contraintes : y; € {—1,1}
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Max-2SAT (2)

Ajout d'une variable supplémentaire yy pour traiter les termes linéaires.
Evaluation d'une clause
vixiVx) = 1—-v(XiAX))
— 1V () A (%)
1 —yoyi 1 — yoyj

= 1-
2 2
1 2
= 3 (3 + yoyi + yoyj — ¥o¥iy))
1+ yyi l+yoy;  1—yiy
= 2 + 2 + 2

Pour les autres types de clauses :
méme chose en remplacant y; par —y; si on a X; a la place de x;.
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Le nombre de Lovasz

Le probléme du stable

Données. Un G = (V, E) un graphe non orienté possédant n sommets.
Question. Trouver un ensemble S de sommets de cardinalité maximale tel
que le sous-graphe induit par S ne posséde pas d’aréte (stable de G).

Soit M(G) ={A€ S, : Aj=1si(i,j) ¢ Eou(i =)}
9M(G) est un espace affine

Pour tout [v;, vj] € E on définit EY matrice de S, telle que
El = Ej =1etsinon £ =0
@ Repére de I'espace affine M(G) : origine J, (matrice de "1"), base

(o B}
o A€ IM(G)si et seulement si A= J, + 3 v xjEY
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Exemple:

2

4
1 1-51 1
1 110 7 1
50 16 1
17 6 1-1
11 1-11

3 5

@ I stable de taille kK dans G si et seulement si toute matrice A dans
M(G) contient la sous-matrice Ji € Sk, matrice k x k uniquement
constituée de 1

@ Les valeurs propres de Ji sont 0 et k (rang(Jx)=1)
@ Soit A€ M(G), on a Amax(A) ZAmax(Jk) = k.

© Donc pour tout A dans M(G) Amax(A) = a(G) (nombre de stabilité :
taille d’un plus grand stable dans G)

O Meilleure borne : minscon(G) Amax(A)
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Formulation du probléme comme PSD
Onamin{X : A — A= 0} = Apnax(A)
Al ... 0
o M —A=X—-MDMT =M\ —D)MT avecD=| 0 A 0

o M —D=0S A3 Amax(A)
min acon(G) Amax(A) est donc équivalent a :

min A

0(G) sc: My,— | o+ Z x,-jEU =0
(ij)eE

Ae;)rﬁ(G)
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Dual Semidéfini

min A
6(G) s.c: Mp,— | Jo+ Z X;J-Eij =0
(iJ)EE

A€ M(G)

dual :

max J,eZ=31",>",7;

sc.: EVeZ=2;=0 Wi.j) € E
pé(e) Ine Z = Trace(Z) =1
Z>0

admet des points intérieurs : /,/n est strictement admissible. Donc pas de
saut de dualité
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Application dans les Graphes Parfaits

e Dans un graphe parfait G, le nombre de stabilité (taille d’un plus
grand stable) est égal au nombre chromatique du complémentaire de
G par les arétes: a(G) = x(G)

o x(G) : nombre minimal de couleurs pour colorier les sommets de G
(deux sommets adjacents n'ont pas la méme couleur)

Théoréme
Pour tout graphe G on a a(G) < 0(G) < x(G) J

@ On a déja vu que a(G) < 0(G) = DI(G)
@ Donc si on montre que DA(G) < x(G), on obtiendra o(G) dans les
graphes parfaits !

e Et méme x(G) car le complément d’un graphe parfait est parfait
("weak perfect graph conjecture", Lovasz)
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max J,eZ=37",>",7

sc.: Zj=0 v(i,j) € E
bo(c) Ine Z = Trace(Z) =1
Z=0
@ Soit une partition Cy,..., Cx de G en k cliques (i.e. une coloration de

G), et Z admissible pour DA(G)

e Soit v/ tel que vjf =1 & le sommet j est dans C;
donc v/ =0 Vr#i

Z = 0 donc Zf-;l(kv" —e))"Z(kvi —ey) =0, 0ue,=(1,...,1)7
0 0< k(ST vi(v)T) ez -2 (XK 1v> Zen+ JneZ

e Or (Z, 1 v) Ze, = epe,] ® Z (partition)
@ Donc 0 < kl, e Z — J,@ Z donc J, e Z < x(G)
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Relaxation SDP en {0,1}:
Probléme Quadratique 0-1 sans autre contrainte

max f(x) = 5 1, Z;j;éi Cipxixj + D21y bixi
s.c. x;€{0,1};i=1,..,n

(QP)0,1}

Relaxation "Classique" par programmation linéaire :

max%CoX—i—bTx
s.c. 0<x;<lie{l,...n}
(LP){o,13 0< X <xii#jeA{l,...n}
0<X,-j<xji7éj€{1,...,n}
xi+xp <1+ Xji#je{l,....n}
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Relaxation basique SDP en {0,1}
Rappel. (X,x) € S, x R”

1 xT T
on a =0 X—xx' =0.
x X
RELAXATION
X=xxT =] X=xx"
xi€{0,1} = | x;réel
d(X) =x
T .
[1 X ]>;O=>det[1 X’]>ov/'
x X Xj X
e 1>x>x22>0

max %C e X +b"x
s.c. d(X)=x
(SDP)gpio,1} 1( )xT
[ ] -0

x X
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Exemple d'application : probléme du stable
Modéle par programme linéaire en variables 0-1 :

max Y .n i X;
sco (0<)xi+x <1 V(i,j)eE
x; € {0,1} Vie{l,...,n}

o (xi+x—1)(xi+x)<0V(ij)€E
@ Donc 0 < xix; <0 ! => X;; =0V(i,j) € E

Autre formulation semidéfinie du nombre de Lovasz :

max > .i g X;

0. — ) B Xij=0 V(i,j) € E
¢~ X,',':X,' i:l,...,n
X —xxT =0
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Relaxation SDP construite a partir d'une relaxation linéaire
Idée :

Partir d’une relaxation PL existante pour améliorer la relaxation SDP
basique

Exemple : linéarisation "classique" d'un programme quadratique en 0-1
soumis a des contraintes linéaires

max%CoX—i—bTx

sc. 0<x;<1ie{l,..,n}
0<X,'J'<X,' i#jE{l,...,n}
0< X <xji#je{l,..,n}
xi +x <1+ Xj i#je{l, ... n}
Ax < (ou =)d

(LP)

Démarche:
© Conserver les contraintes quadratiques linéarisées (celles contenant X)
@ Renforcer la relaxation avec la contrainte non-linéaire X — xx = 0

© Traiter spécifiquement les contraintes linéaires Ax < (ou =)d
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Relaxation SDP construite a partir d'une relaxation linéaire

Traitement des contraintes de bornes et celles contenant X

(PL) (5DP{0,1})
n 1 xT
x €[0,1] {X X]>0
d(X)=x
Ae X +cTx=(X)d Ae X +cTx=(X)d
dont les inégalités de linéarisation:
0 < X; Vi<j 0 < Xj; Vi<j
X,-J-gx,- Vl<j X;J'gX,' Vl<j
Xij < X; Vi< j Xij < Xj Vi<
X,'+Xj—1<X,'j Vi<j X,'+Xj—1<X,'j Vi<j
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Traitement amélioré des égalités linéaires du PL

(PL) (5DP{0,1})
Regle LE1
ccT o X = d?
{ c’x=d
o ccl e X —2dc"x+d? =0
Régle LE2
doim1 GXij = dx Vi € {1,...,n}
c™x=d

c'x=d

LE2 équivalente a LE1
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Preuve de |'équivalence

Proposition

-
Soit (X,x) € S, x R vérifiant cc” e X = d?, c"x =d et [ )1< X ] =0,
alors (X, x) vérifie 337, ¢;Xj = dx; Vi € {1,...,n}

Preuve.
ccTeX=d?>=>ccT e (X —XXT) + (ch)2 =d?
Donc cc” o (X —xx7) =0
=>cc’” (X—xxT) =0
Vk,j € {1, . n} Ck (27:1 Cj (XU — X,'X_,')) =0.
@ ¢ =0 : résultat évident

o Il existe kg tel que cxg # 0.
Vie{l,...,n} Y ciXij=xi >0 cixi = dx;.
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Application : le Probléme k-cluster

@ G = (V,E) un graphe non orienté de n sommets et un entier

1<k<n
e Chaque aréte [v;, v;] porte un poids Wj; (on a W;; = 0 pour tout i
dans {1,...,n})
@ Trouver le sous-graphe de k sommets de poids maximal
max %W o X
s.c. Yraxi=k
(KO)o1) x € {0,1}"
X =xxT
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Relaxation semidéfinie "basique"

max %W o X
S.C. Yo Xi=
X =xxT
Maximiser % WeX
Sous contraintes e x =
d(X) =x

(KC SDP){0,1)
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Construction d'une meilleure relaxation semidéfinie

( max %WoX

S.C. ©

(@) Yiixi= erTX:
(PL)kc § (b) Zi<jXU+Zj>iXU =(k—1)x; ie{l,....n}
() X;=0 i<j¢E
(d)  Xij<xi; Xj <x i<j¢E
0<x <1 16{1, ,n}

) elx=k, (ene] @ X —2ke] x + k? =0)
) Y Xij=kxVje{l,...,n}

I) X,-j>Oi<j€{1,...,n}

) Xi<xi; Xj<xi<je{l,...,n}
(X)=x; X —xxT =0

(
(SDP)kc { (
(
(

,
Q.
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Traitement des inégalités : knapsack quadratique

min x"Qx+cTx
(KQP) sc. a'x<b
x €{0,1}"

O Que faire de la contrainte a’x < b
@ rien : relaxation semidéfinie "basique"

© Construire des contraintes quadratiques & partir de a’ x < b

@ Profiter ainsi de I'effet "semidéfini" pour obtenir des relaxations SDP
plus fortes
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Knapsack (sac-a-dos) quadratique

Maximiser x' Cx = C @ xx!|
(KQ) ¢ s.c.: 0<a’x<hb
x €{0,1}"

1 xT

Relaxation : X — xx" >0 & [x X } =0, etd(X)=x

Probléme : comment traiter I'inégalité linéaire ?

Maximiser C e X
S.C. : 0<a’x<hb
(SDPy) X —xxT =0
d(X) = x

1" essai :

(b—a"x) (b—aTx)=b*>—2ba"x+a"xx"a>0
Formulation SDP : b2 —2ba’x + aaT e X >0
Mais : X —xx" =0 = b?> —2ba’x +aa’ ¢ X >0
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Deuxiéme relaxation SDP du (KQ)

26M€ essai :

on met au carré I'inégalité a’x < b: aa’ exx < b?

Relaxation : on remplace xxT par X.

Maximiser C e X

S.C. : aaT e X < b2
X—xxT =0
d(X) = x

(SDP>)

(SDP,) est une meilleure relaxation que (SDP;)

aal e X < b?
2

22’ e X —aa exx” + (aTx) < b
2

aa’ e (X — XXT) + (aTX> < B

Puisque X —xx" =0onaa’x<b
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Troisieme relaxation SDP du (KQ)

Idée : On multiplie I'inégalité a”x < b par x; ou (1 — x;) pour la rendre

quadratique.
Pour i fixé, on obtient :

Z}’:l aJ-X,J Xj et ZJ 1 aj( j X,J) < b(l —X,')

En sommant ces deux inégalités, on obtient : a’x < b.

Max CeX
s.c. 1 yigaiXy<bxi i=1,..n
(SDPs) 213 (XJ X1j) < b(1—x)
X—xxT =0
d(X) =x

(SDPs) est une meilleure relaxation que (SDP,).
On multiplie Zf:l ajXjj < bx; par a; : ZJ 1 @iaj X < bajx;
On somme pour i =1, ..., n ces inégalités : a’ ae® X < ba’ x < b?

MPRO 2017-2018 38 /74

Frédéric Roupin (roupin®@lipn.univ-parisl: PSD et OC



Généralisation : traitements des inégalités linéaires

A : (colit : 2 contraintes), on garde b < a’ x < b’ => pas mieux que la PL
B : (colit : 1 contrainte), (a’x —b) (a"x—b') <0
i.e. aal exxT —(b+b)alx+bb <0
Relaxation : X = xxT
aa’ e X —(b+b)a'x+bb <0
aa’ o (X —xx") + (aTx)2 —(b+b)a"x+bb < 0O
4+ (a"x)"—(b+b)a'x+bb < 0

=AW

‘ N

On penallse les solutlons telles que aa’ X — XX ) # 0 (toutes non booléennes
car X = xxT => x? = x; Vi)
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Traitements possibles des inégalités linéaires

C : (coiit : n+ 3 contraintes)
multiplier b < aTx < b par x; :  bx; < 27:1 ajXjj < b'x;
ou (1—=xi): b(1—x) <> a(x—Xj)<b(1-x)
2}7:1 ajXjj < b'x; Vi [1]
bX1 § Zf:l aJ-XIJ- [2]
b(1—-x) <338 06—Xy) [3]
Y13 (= Xy) < b (1—x1) [4]

C meilleure que A : b < a’x < b ([1]+[4] et [2]+[3])
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Traitement amélioré des inégalités linéaires

(PL) (SDP{0,1})
Regle LI1
b<alx< b aa’ e X —(b+b)a"x+ bb <0
Régle LI2

er.lzl an,'J' < b,X,' Vi
bx; < 21’7:1 aJ-X,-j Vi
b(1— %) < X0y 3 0 — Xj) Vi
D13 (g = Xy) < B (1—x) Vi

Proposition
LI2 meilleure que L1 sia> 0 et b <0

Proof.

multiplier Z ", aiXij < b'x; par a; :

ZJ 13iajXjj < b ajxj,somme sur i : aa’ e X < balx

aa’ e X — (b+b)a'x+bb'S bax—(b+b)a"x+bb'=b(b —a"x) <0

—
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En résumé : contraintes linéaires et relaxations SDP

Approche générale
— Utiliser la relaxation SDP basique ou une relaxation linéaire existante
— Ces relaxations peuvent étre renforcées par toute coupe/inégalité valide. En
particulier, les contraintes de positivité "simples" Xj; > 0 et plus généralement les
inégalités triangulaires sont efficaces.
— Attention: une erreur "classique" est de laisser en |'état les contraintes
linéaires (c"x = d) dans les relaxations SDP.
Remeédes
— Remplacer ¢’ x = d par (équivalent pour la SDP !)
O ccTeX—2dc™x+d?2=0
Qoudl gXy=dgVie{l,....nfetc'x=d
— Remplacer b < a’x < b’ par
O aa" e X —(b+b)a'x+bb <0
@ ou b(1-x) < X0y 3 (5 — X;) Vi
D13 — Xy) < b (1—x) Vi
Le choix dépend du solver utilisé : Méthode de point-intérieur (ex. CSDP) :
utiliser des relaxations avec peu de contraintes. Approches duales (ex. Conic
Bundle, quasi-Newton) : Les contraintes "produits" sont généralement meilleures
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Relaxation SDP en {—1,1}

Déja vue pour max-cut !
Démarche géométrique
14y :
Xj = % ety,=2x,—1(ie€{l,...n})

(QP)(—11y = [C wl+¥0, (4bi+22#,- Cij) y,-}

iCoot + 321 )
s.c. y,-E{—l,l};/—l

y

Jr% i b (1+YI)
1
§

Relaxation sur la dimension

RELAXATION

yie{-1,1} = |v,es”
Yiyj — | vy
Yi V,'TVO
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Relaxation SDP en {—1,1}

maXF(V07" ) SZI 1 Laj#i ’J I
+200 (4bi +2 u) ViTVO
+ (%Ctot + %27:1 b/)

sc. 1 v;eS"i=0,...,n

(P)or{-11}

Y=WTavecVY;=1;i=0,....n
<=>v; € 5"i=0,...,n (Cholesky)

Max %C/ oY + (%Ctot + % 27:1 b,)
= (SDP)QP{fl,l} S.C. d(Y) = €p+1
€S
R 0 b/T
ou C' = [ Yo }

et b =26+ (X7 Cujp o+ s Sy G5 Xy Coi)
Question : les deux SDPs obtenus sont-ils équivalents 7
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Equivalence des relaxations SDP

Q inversible, M € S,, on pose ¢(M) = QMQT. ¢ laisse stable S;.
Changement de variable W = QXQT

Max C e X
(SDP) < s.c. AjeX =(ou <)bj;i=1,..k
X =0
C=(Q 1) cQ et A= (Q 1) AQ pouric{l,..k}
max C e W
(SDP)@{ s.c. AjeW =(ou <)bj;i=1,..k
W =0

Lemme. X est une solution admissible de (SDP) si et seulement si
W = QXQT est une solution admissible de (SDP)q. De plus, on a
CeX=CoeW
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Application aux cas {0,1} et {—1,1}

Initialement : x = 1 (y + en)

. 1 1 1 0
o (1)=a(5 Jreee=[ L 4]

OnaQ‘lz[1 0]

—e 21,
\ SDP {-1,1} \ SDP {0,1} \
Yi=E oY =1Vi (Qil)TE,-Q*1:> Xii = Xoi
Yiz0 X =0

Teaa [1 —e] [ 1 0
RN P 1 B
implique Xpo — 4Xp; +4X;; =1

ie. Xji= Xo; Vi € {1,...,”} (Xoo = 1)
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Calcul de la fonction Objectif en {0, 1}
En{-1,1}ona f(Y)= (3Cot + 337 1 b))+ 5C 0 Y

. , 0 blT
ou C'= [ Yy C
et b =2b+ (L7, Gy X0 G s 0 o)

— nop— T
En {0,1} : (o—l)TC/o—lz[ + 5  bi = 2C 44bC]

1« 1 1
g(X) = Ezbi+zctot+§¢_l(cl)'x
i=1
1 o 1
= Egle—ZCtOt

+% (—42 bi—2Cit +4> > CiXj+ 8bTx)

i=1 j£i

1
= 5C-x+bTx
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Améliorations semidéfinies de I'approche par PL

(SDP») 0,1}

Est équivalent a

(SDP3)¢-11y

Max%CoX+bTx
s.c. d(X)=x
1 xT
|:X X 70
0< Xy i#je{l,...n}
Xij < Xii#je{l,...,n}
XUSX_UI#_]E{].,,FI}
X,-,-—i—ijél—FX,-ji;ﬁjE{l,...,n}

Max %C/o Y + (%Ctot—i-%Z?:l b,-)

s.c. Yoi + Yoj + Y > —-li#je€ {1,...,/7}
Yi—Yo—Yo=>—-1i#je{l,..,n}
Yio—Yo—Yj=>—-1li#je{l,..,n}
—Yio+Yo—-Y;j=>-1li#je{l,..,n}
d(Y):e,,+1
YeSh,
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Lagrangien total d'un Programme Quadratique

Programme Quadratique quelconque :

mlnxew xTApx + b7 x
(@) S o
xTAx+c¢Ix—di <0 Vie{l,...,m}

Son programme dual est (Lagrangien total):

(DT) sup©(\) = inf xTA\)x+ b(\) " x —ATd

A=0 xeRn
od A(N) = Ag+ > 71 MiAiet b(A) = b+ > \ic

Proposition

©(\) est finie si et seulement si A(X) = 0 et Ix) tel que
2A(N)xx + b(X) = 0 (point critique)
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Formulation semidéfinie du Lagrangien total

(DT) sup©(\) = inf xT AN)x+ b(A\) x —A"d
A=0 xRN

Proposition

(DT) peut se formuler comme le programme semidéfini suivant:

SUpysog [ — ATd

B0 s.c. F(r,\) =

—r  Ib(\)T

() A |70

@ (r,\) est admissible de (SD) < V(a,y) € R x R”
q(a,y) = —a?r +ab(\)Ty +yTA(\)y est positive
ea=0:AN)>=0

e a#0: q(l,x)=—r+b(\)"x+xTA(N)x = 0 pour tout x dans R".

Donc r — ATd < xTAM)x + b(A)Tx — ATd
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Bidualiser << convexifier en Programme Semidéfini

Le dual semidéfini de:

SUP)>0 r=\d . .
(SD)S —r Gikey tE L
.C. b-}—zl-z:l )\,‘C[ A0+Zln;1 A,‘A,‘
est:
min -0 b2_T .[1 XT]
_g Ao x X
(SDPQ) { sc. AjeX+c/x—di<0 Vie{l,...,m}
1 xT
=0
ik

On retrouve la relaxation semidéfinie issue du modeéle {0,1}
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Exemple : max-cut

P . 1 1
Minimiser — 5Wo + 3 Zi<j Wiiyiyj
Sous les contraintes : y,-2 =1;i=1,..,n

(e {

1 n
Ly.p) = y™Wy+) pi(yf —1)
i=1

1 .
=y’ <4W + dlag(u)> y—ep

o Si +W +diag(y) = 0 alors inf, L(y, 1) = —e/ ju (atteint en 0)
@ Sinon inf, L(y, p) = —o0

On retrouve le dual de la relaxation SDP basique de max-cut !

min %Vvtot + 27:1 i
s.c. . diag(u) + %W =0

maxinf L(y, u) < {
woy
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Lagrangien Partiel

Supposons que notre probléme Quadratique contient des contraintes
linéaires:
Minyepn X' @Qx + cTx
(P) 5.C. x"Bix+d'x=(ou <)e iel={1,...,m}
Ax=0b

@ On ne relache pas les contraintes linéaires :

Lop(x, 1) = xT (Q+ Xiey 1iBi) x + (¢ + Xje pidi) " x — pTe
@ Rappel: Dans la relaxation (totale) précédente :

Lo7(x, 11, A) = Lpp(x, 1) + AT (Ax — b)

Proposition
(DT) sup,, »infx Lp1(x, 1, A) < (DP) sup,, infy ja—p, Lop(X, 1) J
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Ajout de contraintes quadratiques redondantes
avant d’effectuer la bidualisation

fi(x) = 0 sur {x : Ax = b}
J= {G(X):XTCJ-x—i-qJTx—i-ozj :jeJ}

Ajouter fj(x) = 0Vj a (P) donne :

° 2DT3 (X7M7 )‘7("}) = 'QDT(X:Ma )‘) + Zje_] wjfj-'(x)
— meilleure borne !

o £pp,(x,u,w) = Lpp(x,p,w) fi(x) =0car Ax =b'!

Proposition

Pour tout ensemble J, (DP)y est équivalent & (DP),
mais (DT)y est généralement meilleur que (DT)

Frédéric Roupin (roupin@lipn.univ-parisl: PSD et OC MPRO 2017-2018 56 / 74



Une condition suffisante pour avoir (DT);=(DP)
VJona: SiLpr, est convexe alors (DT)y<=(DP)<(P

Proposition

Soit u* une solution optimale de (DP). S'il existe w* tel que

L£pT,(x, ¥, A, w") est convexe, alors les valeurs optimales de (DT);,
(SDP); et (DP) sont égales

On retrouve dans la formulation semidéfinie les contraintes quadratiques
linéarisées :

min QeX+clx

s.c. Ax=0b
B,-oX—l—d,-TX:(ou e i€l
GeX+qglx+a=0 jeJ

T
[1 X ]?0

(DT)3 -~ (SDP):J

x X
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Deux convexifications équivalentes dans le cas 0-1

min xTQx+cTx

sc. x'Bix+dix=(ou e i€l={1,...,m}
(P)o-1 ' 2
Ax=bet (Ax—b) =0
x? = x; < x; € {0,1} Vie{l,...,n}

2

° 'QDTC(Xa My )\7(")) = SDT(Xa s )‘) tw (AX - b)
o Convexification réussie : (DP) peut &tre formulé comme un
programme semidéfini

o Il suffit d’ajouter AT Ae X —2b7 Ax 4 b> = 0 dans le PSD

e Dans le cas non-booléen, (Ax — b)? ne convexifie pas toujours le
Lagrangien
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Frédéric Roupin (roupin®@lipn.univ-paris1:

Une deuxiéme convexification (valable dans le cas général)

Théoréme
Soient A et Q respectivement une matrice p X n et une matrice n X n. Sl
Q est positive sur L = Ker (A) alors il existe une combinaison linéaire des

fonctions quadratiques q;j(x) = x,-(aij — bj) pourie€{l,...,n} et
j€1{1,...,p} qui convexifie la forme quadratique x™ Qx sur R" tout entier.

Formulation semidéfinie de la relaxation lagrangienne partielle (DP)

min Qe X+ c'x

s.c. Ax=b
B,-oX+d,TX:(ou Qe i€l
(SDPP) 22:1 Aijk,' — ij,' =0 i€ {1, . ..,I‘I}j S {1, .. .,p}
(Xi = x;) (ie{l,....n})

1 xT
ke
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Ces deux relaxations semidéfinies permettent d’atteindre la
valeur de (DP) (cas 0-1)

corollaire

(DP) est une limite pour les relaxations semidéfinies utilisant des
contraintes redondantes construites a partir de Ax = b

A

+ @
(SDP), = (DT),+ (DP)

(SDP),+ (DT),
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En résumé : schéma Lagrangien pour obtenir une relaxation
SDP

min  xT Qox + COTX
sc. x'Qix+¢'x<a ie€{l,...,m}
5 € {0,1) jef{l,....p}

© On réécrit les contraintes d'intégrité comme des contraintes
quadratiques : x; € {0,1} < sz = X;

@ On ajoute des contraintes quadratiques redondantes pour fermer le
plus possible le saut avant d'appliquer la dualité Lagrangienne.

© On formule le dual Lagrangien comme un programme SDP.

Cela explique également pourquoi les contraintes linéaires doivent étre
remplacées par des contraintes quadratiques dans les relaxations SDP : ici
le dual Lagrangien ignore les contraintes linéaires.
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Problémes combinatoires avec des variables prenant k
valeurs distinctes

Lemme

Soit un entier 0 < k < n, alors il existe une famille de k vecteurs unitaires
de R" tels que u u; < —ﬁ (i,j=1,....k; i+#j). De plus, —ﬁ est la
valeur minimale pour laquelle il existe une telle famille.

@ pour k =2 : problémes a variables bivalentes : x; € {—1,1}

@ pour k =4 : on obtient un tétraédre régulier
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Représentation du k-simplexe régulier par une contrainte
semidéfinie

@ Une matrice A symétrique est positive si et seulement si elle est
factorisable sous la forme A= UTU. A; = ul u;, o u; est la iéme
colonne de U.

o Conséquence : se donner une matrice positive a éléments diagonaux
égaux a 1 c'est se donner un champ de vecteurs unitaires =>
changement de variable !

=1 . PP . . .
o T =| *1 "~ %= 0 définit un k-simplexe régulier !
= L
1 =1
k—1 o k—1

o Tj= u,-TuJ-, et on sait construire facilement le champ de vecteurs
(Décomposition de Cholesky) !
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Programme Semidéfini en nombres entiers

@ Soit un probléme combinatoire a variables discrétes pouvant prendre k
valeurs distinctes
e Modele :
» Chaque sommet d'un k-simplexe régulier représente une de ces valeurs
culup= L pouri#jetu? =1Vie{l,...  k}
» Chaque variable est représenté par un vecteur unitaire tel que :
Vi € {ul,...,uk}

@ Relaxation : Autoriser les vecteurs a prendre une position quelconque
sur la sphére unité
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max-k-cut

e Données. Un graphe G = (V, X) de n sommets et dont les arétes
[vi, vj] sont valuées positivement par une matrice W = (W;).

@ Question. Trouver une partition des sommets de V en k
sous-ensembles (V4, ..., Vi) telle que la somme des poids des arétes
ayant leurs extrémités dans des paquets différents soit maximale.

max k%l Zi<j Wi (1 - y,'TyJ')

(max—k_C”t){s_c: yl.e{ul,...7uk}

max KRS, Wy (1Y)
sc.: Yi=1;i=1,....n
1

( P. S Dentier )
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max-k-cut (2)

Formulation semidéfinie "en nombres entiers" :

max k—Zl Zi<j Wi (1 - Yy)

psh sc.: Yi=1;i=1,....n
( entler) Yije —ﬁ,l},i?ﬁj;’dzla ,n
Y =0

Relaxation semidéfinie :

max KLY Wi (1 - Yy)
1

c Yi=1;i= n
pspy { SC iR =l
( ) \/l_/>_ﬁvl7é./;lv./_la N
Y =0

Frédéric Roupin (roupin®@lipn.univ-paris1: PSD et OC MPRO 2017-2018 67 / 74



Nombre Chromatique

Colorier les sommets d’un graphe avec le minimum de couleurs (deux
sommets adjacents n'ont pas la méme couleur)
Formulation PLNE

Variables :
yk (k=1,...,n). yx =1 < on utilise la k'*™ couleur.
xik (i,k=1,....,n). xix =1 < le sommet v; est colorié avec la couleur k.

Contraintes :

@ Chaque sommet doit &tre colorié avec une seule couleur.

@ Les extrémités d'une aréte doivent étre coloriées de deux couleurs
distinctes.

@ Pour chaque couleur k, yx = maxi<i<n Xik
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Nombre Chromatique : relaxation par PL

Formulation PL en variables 0-1 :

Minimiser > ;_; Yk

s.c. : Shegxk=1;i=1..n
Xk +xp <15 (hbj))eE; k=1,...,n
Xik <yk ; k:1,...,n; i:1,...,n
y€{0,1}"; x € {0,1}"

Relaxation continue du PL :
Solution xy = yx = %(/ =1,...,n; k=1,..,n) de valeur >} _;yk =11
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Nombre Chromatique : approche semidéfinie

Lemme

Soit un entier 0 < k < n, et uq, ..., u, une famille de vecteurs unitaires de

R" telle que ul uj € {—ﬁ, 1} (i,j=1,...,n), alors il y a au plus k

vecteurs distincts parmi les n

Programme semidéfini en nombres entiers :

min  k
s.ci Yij=—1:V(i,j)€E
G 5/ii:]-rI:]-’ N
(X( )) KJG {_ﬁ71}' I?..I_l: N
Y =0
\ ke N*
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Nombre Chromatique : relaxation semidéfinie

S.C. .

(xPSD)

=
i
|

[
<C

<,
~

m

m

I:
=0
>0

@ On retrouve (encore !) une autre formulation du nombre de Lovasz

@ On peut I'améliorer en ajoutant : Yj; >

>~ V(i) ¢ E
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Placement de taches dans un systéme distribué

Données. N tdches communicantes et P processeurs. Une matrice C
N x N représentant les coiits de communication, une matrice @ N x P
représentant les colits d'exécution.

Question. Trouver une affectation des tiches sur les processeurs
minimisant le co(t total (exécutions+communications).

Modélisation.

min 3214 3Ry Quexek + kg Dopcr Cerrxen(1 — xerk)
(P) sc.t o Yh yxwk=1;t=1,..n
x € {0,1}"P
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Placement de taches dans un systéme distribué (2)

Relaxation LP.

min Z?:l Zi:l QX + Zi:l Zt<t’ Cttlylf;’
st Y ixw=1;t=1,..n
yft/ > xe —Xxpk s t<thk=1,..p
x=20,y=>0

(Pr)
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Placement de taches dans un systéme distribué (3)

Formulation pour relaxation SDP :

;

min Et D Quk (/] ex +5 )
1
+p Zt<t’ Ctt’(]' X Xt’)
oo
sc.: xygxp=1;t=1,.
(SDP) etTe =1; k=1,.
k ©k —
ekTek/:—p 1 k?ékl
\ xe €{e,...,ep}t=1,...,n
Relaxation semidéfinie : remplacer x; € {eq,...,ep}
par x. e, > —% pour tout t, k.
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