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Plan du cours

1 1. Introduction

2 Application à l'optimisation combinatoire
Exemple introductif: le problème max-cut
Le problème du stable : nombre de Lovász
Relaxation SDP basique en {0, 1}
Relaxation SDP construite à partir d'une relaxation linéaire
Relaxation SDP en {−1, 1}
Liens avec l'approche Lagrangienne
Approche semidé�nie pour les problèmes en nombres entiers
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Le problème max-cut

Données. Soit un graphe G = (V ,X ) possédant n sommets et dont les
arêtes [vi , vj ] sont valuées positivement par une matrice W = (Wij).
Question. Trouver une partition des sommets de V en deux sous-ensembles
(V1,V2) telle que la somme des poids des arêtes ayant leurs extrémités
dans des paquets di�érents soit maximale.
Modèle. {

max
∑

i<j wij [xi (1− xj) + xj (1− xi )]

Sous la contrainte : x ∈ {0, 1}n
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Le problème max-cut (2)

Modèle. {
max

∑
i<j wij [xi (1− xj) + xj (1− xi )]

Sous la contrainte : x ∈ {0, 1}n

Approche par programmation quadratique continue : un algorithme
1/2-approché très simple !

Approche par Programmation linéaire standard : pas mieux...

Approche par programmation semidé�nie : un algorithme approché
avec une bien meilleure garantie !
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Approche par PSD : reformulation
n variables de �décision� yi (i = 1, ..., n) à valeurs dans {−1, 1}.

(MC )

{
Maximiser 1

2

∑
i<j wij (1− yiyj)

Sous les contraintes : yi ∈ {−1, 1}

Relaxation. les variables yi (i = 1, ..., n) deviennent des vecteurs vi de Sn.
Il s'agit donc d'un relaxation sur la dimension des variables (initialement
yi ∈ S1 = {−1, 1}).

1 u2 1−1
00−1 1u

{
Maximiser 1

2

∑
i<j wij

(
1− vTi vj

)
Sous les contraintes : vi ∈ Sn i = 1, ..., n

Sn : sphère unité en dimension n
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Rappel : changement de variables "vecteurs unitaires" et
"matrice positive à éléments diagonaux tous égaux à 1"

A = VV T et ∀i ∈ {1, ..., n}, Aii = 1 ⇔ les vecteurs V1, ...,Vn ∈Sn.

Conséquence : se donner une matrice positive n × n dont les éléments
diagonaux valent tous 1 équivaut à se donner un champ de vecteurs de la
sphère unité de <n
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Formulation SDP de la relaxation

Conséquence :{
Maximiser 1

2

∑
i<j wij

(
1− vTi vj

)
Sous les contraintes : vi ∈ Sn i = 1, ..., n

est équivalent à

(SDP)


Maximiser 1

2

∑
i<j wij (1− yij) = 1

2
Wtot − 1

4
W • Y

Sous les contraintes : yii = 1 ; i = 1, ..., n
Y < 0

Y = VV T : matrice de Gram des vecteurs v1, ..., vn.

Relaxation sur le rang de Y : passage d'une matrice de rang 1 à une
matrice de rang inférieur à n.
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Max-cut : dual de la relaxation SDP

(DUAL)

{
Minimiser 1

2
Wtot +

∑n
i=1 xi

Sous la contrainte : diag(x) + 1
4
W < 0

x1 0 . . . 0

0 x2 · · ·
...

...
...

. . . 0
0 . . . 0 xn

 < −1

4


0 w12 . . . w1n

w12 0 · · ·
...

...
...

. . . wn(n−1)
w1n . . . wn(n−1) 0
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Construction d'une solution pour le problème initial
1 Prendre un vecteur e0 uniformément distribué sur Sn.
2 Pour chaque vecteur vi : si v

T
i e0 > 0 alors yi = 1 sinon yi = −1

3 vTi vj = cos(θij)||vi ||||vj || = cos(θij)

θ
ij

vi

vj

4 Prij : probabilité de séparer deux sommets xi et xj est proportionnelle
à l'angle θij = arccos

(
vTi vj

)
: Prij = 1

π arccos
(
vTi vj

)
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Construction d'une solution pour le problème initial (2)

Donc l'espérance de la solution y ainsi obtenue vaut
E [W ] =

∑
i<j wijPrij = 1

π

∑
i<j wij arccos

(
vTi vj

)
La solution de la relaxation SDP vaut 1

2

∑
i<j wij(1− vTi vj)

Garantie obtenue : on étudie la fonction 2
π

θ
1−cosθ pour 0 6 θ 6 π.

On a α = min06θ6π
2
π

θ
1−cosθ > 0, 878

D'où E [W ] > α
∑

i<j wij

(
1− vTi vj

)
> 0, 878valopt(maxcut)
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Application dérivée : Max-2SAT

Données. Soit un ensemble de variables booléennes X = {x1, ..., xn} et un
ensemble de clauses C = {C1, ...,Cm} comportant au plus deux littéraux.
Question. Fixer les variables à �vrai� ou �faux� de façon à maximiser le
nombre de clauses satisfaites.

Exemple. X = {x1, x2}, C1 = x1 ∨ x2, C2 = x2, C3 = x1 ∨ x2. On �xe x1
à �vrai� et x2 à faux : C1 et C3 sont satisfaites, pas C2.
Rappel : 2SAT∈ P mais Max-2SAT est NP-di�cile !

Objectif. A�n d'utiliser la méthode appliquée à Max-Cut, écrire
Max-2SAT sous la forme :{

max
∑

i<j [aij (1− yiyj) + bij (1 + yiyj)]

Sous les contraintes : yi ∈ {−1, 1}
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Max-2SAT (2)

Ajout d'une variable supplémentaire y0 pour traiter les termes linéaires.

Evaluation d'une clause

v (xi ∨ xj) = 1− v (x i ∧ x j)

= 1− v (x i ) ∧ (x j)

= 1− 1− y0yi
2

1− y0yj
2

=
1

4

(
3 + y0yi + y0yj − y2

0 yiyj
)

=
1 + y0yi

4
+

1 + y0yj
4

+
1− yiyj

4

Pour les autres types de clauses :
même chose en remplaçant yi par −yi si on a x i à la place de xi .
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Le nombre de Lovász

Le problème du stable

Données. Un G = (V ,E ) un graphe non orienté possédant n sommets.
Question. Trouver un ensemble S de sommets de cardinalité maximale tel
que le sous-graphe induit par S ne possède pas d'arête (stable de G ).

Soit M(G ) = {A ∈ Sn : Aij = 1 si (i , j) /∈ E ou (i = j)}
M(G ) est un espace a�ne

Pour tout [vi , vj ] ∈ E on dé�nit E ij matrice de Sn telle que

E ij
ij = E ij

ji = 1 et sinon E ij
kl = 0

Repère de l'espace a�ne M(G ) : origine Jn (matrice de "1"), base
{. . . ,Eij , . . . }
A ∈M(G ) si et seulement si A = Jn +

∑
(i ,j)∈E xijE

ij
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Exemple:

5

−5

1

1 1 −5

0

1

1

1

1

1

1

1

11

1

7

7 6

6

−1

−1

1

10

1

3

4
2

1 ∃ stable de taille k dans G si et seulement si toute matrice A dans
M(G ) contient la sous-matrice Jk ∈ Sk , matrice k × k uniquement
constituée de 1

2 Les valeurs propres de Jk sont 0 et k (rang(Jk)= 1)

3 Soit A ∈M(G ), on a λmax(A) >λmax(Jk) = k .

4 Donc pour tout A dans M(G ) λmax(A) > α(G ) (nombre de stabilité :
taille d'un plus grand stable dans G )

5 Meilleure borne : minA∈M(G) λmax(A)

Frédéric Roupin (roupin@lipn.univ-paris13.fr) PSD et OC MPRO 2017-2018 18 / 74



Formulation du problème comme PSD

On a min {λ : λI − A < 0} = λmax(A)

λI −A = λI −MDMT = M (λI − D)MT avec D =

 λ1 . . . 0
0 λi 0
0 . . . λn


λI − D < 0 ⇔ λ > λmax(A)

minA∈M(G) λmax(A) est donc équivalent à :

θ(G )



min λ

s.c : λIn −

Jn +
∑

(i ,j)∈E

xijE
ij


︸ ︷︷ ︸

A ∈M(G )

< 0
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Dual Semidé�ni

θ(G )



min λ

s.c : λIn −

Jn +
∑

(i ,j)∈E

xijE
ij


︸ ︷︷ ︸

A ∈M(G )

< 0

dual :

Dθ(G )


max Jn • Z =

∑n
i=1

∑n
i=1 Zij

s.c. : E ij • Z = Zij = 0 ∀(i , j) ∈ E
In • Z = Trace(Z ) = 1
Z < 0

admet des points intérieurs : In/n est strictement admissible. Donc pas de
saut de dualité
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Application dans les Graphes Parfaits

Dans un graphe parfait G , le nombre de stabilité (taille d'un plus
grand stable) est égal au nombre chromatique du complémentaire de
G par les arêtes: α(G ) = χ(Ḡ )

χ(Ḡ ) : nombre minimal de couleurs pour colorier les sommets de Ḡ
(deux sommets adjacents n'ont pas la même couleur)

Théorème

Pour tout graphe G on a α(G ) 6 θ(G ) 6 χ(Ḡ )

On a déjà vu que α(G ) 6 θ(G ) = Dθ(G )

Donc si on montre que Dθ(G ) 6 χ(Ḡ ), on obtiendra α(G ) dans les
graphes parfaits !

Et même χ(G ) car le complément d'un graphe parfait est parfait
("weak perfect graph conjecture", Lovász)
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Dθ(G )


max Jn • Z =

∑n
i=1

∑n
i=1 Zij

s.c. : Zij = 0 ∀(i , j) ∈ E
In • Z = Trace(Z ) = 1
Z < 0

Soit une partition C1, . . . ,Ck de G en k cliques (i.e. une coloration de
Ḡ ), et Z admissible pour Dθ(G )

Soit v i tel que v ij = 1 ⇔ le sommet j est dans Ci

donc v rj = 0 ∀r 6= i

Z < 0 donc
∑k

i=1(kv i − en)TZ (kv i − en) > 0, où en = (1, . . . , 1)T

0 6 k
(∑k

i=1 v
i (v i )T

)
• Z − 2

(∑k
i=1 v

i
)T

Zen + Jn • Z

Or
(∑k

i=1 v
i
)T

Zen = ene
T
n • Z (partition)

Donc 0 6 kIn • Z − Jn • Z donc Jn • Z 6 χ(Ḡ )
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Relaxation SDP en {0, 1}:
Problème Quadratique 0-1 sans autre contrainte

(QP){0,1}


max f (x) = 1

2

∑n
i=1

∑
j 6=i Cijxixj +

∑n
i=1 bixi

= 1
2
C • xxT + bT x

s.c . xi ∈ {0, 1} ; i = 1, ..., n

Relaxation "Classique" par programmation linéaire :

(LP){0,1}


max 1

2
C • X + bT x

s.c . 0 6 xi 6 1 i ∈ {1, ..., n}
0 6 Xij 6 xi i 6= j ∈ {1, ..., n}
0 6 Xij 6 xj i 6= j ∈ {1, ..., n}
xi + xj 6 1 + Xij i 6= j ∈ {1, ..., n}
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Relaxation basique SDP en {0, 1}
Rappel. (X , x) ∈ Sn × Rn

on a

[
1 xT

x X

]
< 0 ⇔ X − xxT < 0.

RELAXATION

X = xxT =⇒ X < xxT

xi ∈ {0, 1} =⇒ xi réel

d(X ) = x[
1 xT

x X

]
< 0 => det

[
1 xi
xi xi

]
> 0 ∀i

i.e. 1 > xi > x2
i > 0

(SDP)QP{0,1}


max 1

2
C • X + bT x

s.c. d(X ) = x[
1 xT

x X

]
< 0
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Exemple d'application : problème du stable

Modèle par programme linéaire en variables 0-1 :
max

∑n
i=1 xi

s.c.: (0 6)xi + xj 6 1 ∀(i , j) ∈ E
xi ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n}

(xi + xj − 1) (xi + xj) 6 0 ∀(i , j) ∈ E

Donc 0 6 xixj 6 0 ! => Xij = 0 ∀(i , j) ∈ E

Autre formulation semidé�nie du nombre de Lovász :

θG =


max

∑n
i=1 xi

s.c.: Xij = 0 ∀(i , j) ∈ E
Xii = xi i = 1, . . . , n
X − xxT < 0
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Relaxation SDP construite à partir d'une relaxation linéaire
Idée :

Partir d'une relaxation PL existante pour améliorer la relaxation SDP
basique
Exemple : linéarisation "classique" d'un programme quadratique en 0-1
soumis à des contraintes linéaires

(LP)



max 1
2
C • X + bT x

s.c. 0 6 xi 6 1 i ∈ {1, ..., n}
0 6 Xij 6 xi i 6= j ∈ {1, ..., n}
0 6 Xij 6 xj i 6= j ∈ {1, ..., n}
xi + xj 6 1 + Xij i 6= j ∈ {1, ..., n}
Ax 6 (ou =)d

Démarche:

1 Conserver les contraintes quadratiques linéarisées (celles contenant X )

2 Renforcer la relaxation avec la contrainte non-linéaire X − xxT < 0

3 Traiter spéci�quement les contraintes linéaires Ax 6 (ou =)d
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Relaxation SDP construite à partir d'une relaxation linéaire

Traitement des contraintes de bornes et celles contenant X

(PL) (SDP {0, 1})

x ∈ [0, 1]n
[

1 xT

x X

]
< 0

d(X ) = x

A • X + cT x = (6)d A • X + cT x = (6)d

dont les inégalités de linéarisation:
0 6 Xij ∀i < j
Xij 6 xi ∀i < j
Xij 6 xj ∀i < j
xi + xj − 1 6 Xij ∀i < j


0 6 Xij ∀i < j
Xij 6 xi ∀i < j
Xij 6 xj ∀i < j
xi + xj − 1 6 Xij ∀i < j

Frédéric Roupin (roupin@lipn.univ-paris13.fr) PSD et OC MPRO 2017-2018 29 / 74



Traitement amélioré des égalités linéaires du PL

(PL) (SDP {0, 1})
Règle LE1

cT x = d

{
ccT • X = d2

cT x = d
⇔ ccT • X − 2dcT x + d2 = 0

Règle LE2∑n
j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n}

cT x = d

LE2 équivalente à LE1
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Preuve de l'équivalence

Proposition

Soit (X , x) ∈ Sn × R véri�ant ccT • X = d2, cT x = d et

[
1 xT

x X

]
< 0,

alors (X , x) véri�e
∑n

j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n}

Preuve.
ccT • X = d2 => ccT •

(
X − xxT

)
+
(
cT x

)2
= d2

Donc ccT •
(
X − xxT

)
= 0

=> ccT
(
X − xxT

)
= 0

∀k, j ∈ {1, ..., n} ck (
∑n

i=1 ci (Xij − xixj)) = 0.

c = 0 : résultat évident

Il existe k0 tel que ck0 6= 0.
∀j ∈ {1, ..., n}

∑n
i=1 ciXij = xj

∑n
i=1 cixi = dxj .
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Application : le Problème k-cluster

v5
v4

v3 v

7v

6

8v

4
4

1

4

8

8 1

7

9

7

5

2

5

2
7v

1

2

v1

G = (V ,E ) un graphe non orienté de n sommets et un entier
1 6 k 6 n
Chaque arête [vi , vj ] porte un poids Wij (on a Wii = 0 pour tout i
dans {1, . . . , n})
Trouver le sous-graphe de k sommets de poids maximal

(KC ){0,1}


max 1

2
W • X

s.c.
∑n

i=1 xi = k
x ∈ {0, 1}n
X = xxT
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Relaxation semidé�nie "basique"

(KC ){0,1}


max 1

2
W • X

s.c.
∑n

i=1 xi = k
x ∈ {0, 1}n
X = xxT

(KC SDP){0,1}


Maximiser 1

2
W • X

Sous contraintes eTn x = k
d(X ) = x

X ′ =

[
1 xT

x X

]
< 0

Frédéric Roupin (roupin@lipn.univ-paris13.fr) PSD et OC MPRO 2017-2018 33 / 74



Construction d'une meilleure relaxation semidé�nie

(PL)KC



max 1
2
W • X

s.c. :
(a)

∑n
i=1 xi = eTn x = k

(b)
∑

i<j Xij +
∑

j>i Xij = (k − 1)xi i ∈ {1, . . . , n}
(c) Xij > 0 i < j /∈ E
(d) Xij 6 xi ; Xij 6 xj i < j /∈ E

0 6 xi 6 1 i ∈ {1, . . . , n}

(SDP)KC



max 1
2
W • X

s.c. :

(a′) eTn x = k , (ene
T
n • X − 2keTn x + k2 = 0)

(b′)
∑n

i=1 Xij = kxj ∀j ∈ {1, . . . , n}
(c ′) Xij > 0 i < j ∈ {1, . . . , n}
(d ′) Xij 6 xi ; Xij 6 xj i < j ∈ {1, . . . , n}

d(X ) = x ; X − xxT < 0
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Traitement des inégalités : knapsack quadratique

(KQP)


min xTQx + cT x
s.c. aT x 6 b

x ∈ {0, 1}n

1 Que faire de la contrainte aT x 6 b

2 rien : relaxation semidé�nie "basique"

3 Construire des contraintes quadratiques à partir de aT x 6 b

4 Pro�ter ainsi de l'e�et "semidé�ni" pour obtenir des relaxations SDP
plus fortes

Frédéric Roupin (roupin@lipn.univ-paris13.fr) PSD et OC MPRO 2017-2018 35 / 74



Knapsack (sac-à-dos) quadratique

(KQ)


Maximiser xTCx = C • xxT
s.c . : 0 6 aT x 6 b

x ∈ {0, 1}n

Relaxation : X − xxT < 0 ⇔
[

1 xT

x X

]
< 0, et d(X ) = x

Problème : comment traiter l'inégalité linéaire ?

(SDP1)


Maximiser C • X
s.c. : 0 6 aT x 6 b

X − xxT < 0
d(X ) = x

1er essai :(
b − aT x

) (
b − aT x

)
= b2 − 2baT x + aT xxTa > 0

Formulation SDP : b2 − 2baT x + aaT • X > 0
Mais : X − xxT < 0 ⇒ b2 − 2baT x + aaT • X > 0
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Deuxième relaxation SDP du (KQ)
2eme essai :
on met au carré l'inégalité aT x 6 b : aaT • xxT 6 b2

Relaxation : on remplace xxT par X .

(SDP2)


Maximiser C • X
s.c. : aaT • X 6 b2

X − xxT < 0
d(X ) = x

(SDP2) est une meilleure relaxation que (SDP1)

aaT • X 6 b2

aaT • X − aaT • xxT +
(
aT x

)2
6 b2

aaT •
(
X − xxT

)
+
(
aT x

)2
6 b2

Puisque X − xxT < 0 on a aT x 6 b
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Troisième relaxation SDP du (KQ)

Idée : On multiplie l'inégalité aT x 6 b par xi ou (1− xi ) pour la rendre
quadratique.
Pour i �xé, on obtient :∑n

j=1 ajXij 6 xi et
∑n

j=1 aj (xj − Xij) 6 b (1− xi )

En sommant ces deux inégalités, on obtient : aT x 6 b.

(SDP3)


Max C • X
s.c. :

∑n
j=1 ajXij 6 bxi i = 1, ..., n∑n
j=1 aj (xj − X1j) 6 b (1− x1)

X − xxT < 0
d(X ) = x

(SDP3) est une meilleure relaxation que (SDP2).
On multiplie

∑n
j=1 ajXij 6 bxi par ai :

∑n
j=1 aiajXij 6 baixi

On somme pour i = 1, ..., n ces inégalités : aTa • X 6 baT x 6 b2
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Généralisation : traitements des inégalités linéaires

A : (coût : 2 contraintes), on garde b 6 aT x 6 b′ => pas mieux que la PL
B : (coût : 1 contrainte),

(
aT x − b

) (
aT x − b′

)
6 0

i.e. aaT • xxT − (b + b′) aT x + bb′ 6 0
Relaxation : X < xxT

aaT • X − (b + b′) aT x + bb′ 6 0

aaT •
(
X − xxT

)
+
(
aT x

)2 − (b + b′) aT x + bb′ 6 0

δ +
(
aT x

)2 − (b + b′) aT x + bb′ 6 0

On pénalise les solutions telles que aaT
(
X − xxT

)
6= 0 (toutes non booléennes

car X = xxT => x2i = xi ∀i)
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Traitements possibles des inégalités linéaires

C : (coût : n + 3 contraintes)
multiplier b 6 aT x 6 b′ par xi : bxi 6

∑n
j=1 ajXij 6 b′xi

ou (1− xi ) : b (1− xi ) 6
∑n

j=1 aj (xj − Xij) 6 b′ (1− xi )∑n
j=1 ajXij 6 b′xi ∀i [1]

bx1 6
∑n

j=1 ajX1j [2]

b (1− x1) 6
∑n

j=1 aj (xj − X1j) [3]∑n
j=1 aj (xj − X1j) 6 b′ (1− x1) [4]

C meilleure que A : b 6 aT x 6 b′ ([1]+[4] et [2]+[3])
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Traitement amélioré des inégalités linéaires

(PL) (SDP {0, 1})
Règle LI1

b 6 aT x 6 b′ aaT • X − (b + b′) aT x + bb′ 6 0
Règle LI2∑n

j=1 ajXij 6 b′xi ∀i
bxi 6

∑n
j=1 ajXij ∀i

b (1− xi ) 6
∑n

j=1 aj (xj − Xij) ∀i∑n
j=1 aj (xj − Xij) 6 b′ (1− xi ) ∀i

Proposition

LI2 meilleure que LI1 si a > 0 et b 6 0

Proof.

multiplier
∑n

j=1 ajXij 6 b′xi par ai :∑n
j=1 aiajXij 6 b′aixi ,somme sur i : aaT • X 6 b′aT x

aaT • X − (b + b′) aT x + bb′6 b′aT x − (b + b′)aT x + bb′= b
(
b′ − aT x

)
6 0
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En résumé : contraintes linéaires et relaxations SDP
Approche générale
−→−→−→ Utiliser la relaxation SDP basique ou une relaxation linéaire existante
−→−→−→ Ces relaxations peuvent être renforcées par toute coupe/inégalité valide. En
particulier, les contraintes de positivité "simples" Xij > 0 et plus généralement les
inégalités triangulaires sont e�caces.

−→−→−→ Attention: une erreur "classique" est de laisser en l'état les contraintes

linéaires (cT x = d) dans les relaxations SDP.

Remèdes
−→−→−→ Remplacer cT x = d par (équivalent pour la SDP !)

1 ccT • X − 2dcT x + d2 = 0
2 ou

∑n
j=1

cjXij = dxi ∀i ∈ {1, . . . , n} et cT x = d

−→−→−→ Remplacer b 6 aT x 6 b′ par
1 aaT • X − (b + b′) aT x + bb′ 6 0
2 ou b (1− xi ) 6

∑n
j=1

aj (xj − Xij) ∀i ,∑n
j=1

aj (xj − Xij) 6 b′ (1− xi ) ∀i
Le choix dépend du solver utilisé : Méthode de point-intérieur (ex. CSDP) :

utiliser des relaxations avec peu de contraintes. Approches duales (ex. Conic

Bundle, quasi-Newton) : Les contraintes "produits" sont généralement meilleures
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Relaxation SDP en {−1, 1}
Déjà vue pour max-cut !
Démarche géométrique

xi = 1+yi
2

et yi = 2xi − 1 (i ∈ {1, ..., n, })

(QP){−1,1}



Max f (y) = 1
8

∑n
i=1

∑
j 6=i Cij (1 + yi ) (1 + yj)

+1
2

∑n
i=1 bi (1 + yi )

= 1
8

[
C • yyT +

∑n
i=1

(
4bi + 2

∑
j 6=i Cij

)
yi

]
+
(
1
4
Ctot + 1

2

∑n
i=1 bi

)
s.c. yi ∈ {−1, 1} ; i = 1, ..., n

Relaxation sur la dimension

RELAXATION

yi ∈ {−1, 1} =⇒ vi ∈ Sn

yiyj =⇒ vTi vj
yi vTi v0
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Relaxation SDP en {−1, 1}

(P)QP{−1,1}


maxF (v0, ..., vn) = 1

8

∑n
i=1

∑
j 6=i Cijv

T
i vj

+
∑n

i=1

(
4bi + 2

∑
j 6=i Cij

)
vTi v0

+
(
1
4
Ctot + 1

2

∑n
i=1 bi

)
s.c. : vi ∈ Sn i = 0, ..., n

(1)

Y = VV T avec Yii = 1 ; i = 0, ..., n
<=> vi ∈ Sn i = 0, ..., n (Cholesky)

⇔ (SDP)QP{−1,1}


Max 1

8
C ′ • Y +

(
1
4
Ctot + 1

2

∑n
i=1 bi

)
s.c. d(Y ) = en+1

Y ∈ S+
n+1

où C ′ =

[
0 b′T

b′ C

]
et b′ = 2b +

(∑n
j=1 C1j , · · · ,

∑n
j=1 Cij , · · · ,

∑n
j=1 Cnj

)
Question : les deux SDPs obtenus sont-ils équivalents ?
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Equivalence des relaxations SDP

Q inversible, M ∈ Sn on pose φ(M) = QMQT . φ laisse stable S+
n .

Changement de variable W = QXQT

(SDP)


Max C • X
s.c. Ai • X = ( ou 6)bi ; i = 1, ..., k

X < 0

C̃ =
(
Q−1

)T
CQ−1, et Ãi =

(
Q−1

)T
AiQ

−1 pour i ∈ {1, ..., k}

(SDP)Q


max C̃ •W
s.c. Ãi •W = (ou 6) bi ; i = 1, ..., k

W < 0

Lemme. X est une solution admissible de (SDP) si et seulement si

W = QXQT est une solution admissible de (SDP)Q . De plus, on a

C • X = C̃ •W
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Application aux cas {0, 1} et {−1, 1}

Initialement : x = 1
2

(y + en)

i.e.

(
1
x

)
= Q

(
1
y

)
avec Q =

[
1 0
1
2
e 1

2
In

]
On a Q−1 =

[
1 0
−e 2In

]
SDP {−1, 1} SDP {0, 1}

Yii = Ei • Y = 1∀i
(
Q−1

)T
EiQ

−1 ⇒ Xii = X0i

Y < 0 X < 0

(
Q−1

)T
EiQ

−1 =

[
1 −en
0 2In

]
Ei

[
1 0
−en 2In

]
implique X00 − 4X0i + 4Xii = 1

i.e. Xii = X0i ∀i ∈ {1, ..., n} (X00 = 1)
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Calcul de la fonction Objectif en {0, 1}
En {−1, 1} on a f (Y ) =

(
1
4
Ctot + 1

2

∑n
i=1 bi

)
+ 1

8
C ′ • Y

où C ′ =

[
0 b′T

b′ C

]
et b′ = 2b +

(∑n
j=1 C1j , · · · ,

∑n
j=1 Cij , · · · ,

∑n
j=1 Cnj

)
En {0, 1} :

(
Q−1

)T
C ′Q−1 =

[
−4
∑n

i=1 bi − 2Ctot 4bT

4b 4C

]
g(X ) =

1

2

n∑
i=1

bi +
1

4
Ctot +

1

8
φ−1(C ′) • X

=
1

2

n∑
i=1

bi +
1

4
Ctot

+
1

8

−4 n∑
i=1

bi − 2Ctot + 4

n∑
i=1

∑
j 6=i

CijXij + 8bT x


=

1

2
C • X + bT x

Frédéric Roupin (roupin@lipn.univ-paris13.fr) PSD et OC MPRO 2017-2018 48 / 74



Améliorations semidé�nies de l'approche par PL

(SDP2){0,1}



Max
1

2
C • X + bT x

s.c . d(X ) = x[
1 xT

x X

]
< 0

0 6 Xij i 6= j ∈ {1, ..., n}
Xij 6 Xii i 6= j ∈ {1, ..., n}
Xij 6 Xjj i 6= j ∈ {1, ..., n}
Xii + Xjj 6 1 + Xij i 6= j ∈ {1, ..., n}

Est équivalent à

(SDP2){−1,1}



Max
1

8
C ′ • Y +

(
1

4
Ctot + 1

2

∑n
i=1

bi
)

s.c. Y0i + Y0j + Yij > −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}
Yij − Yi0 − Yj0 > −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}
Yi0 − Yj0 − Yij > −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}
−Yi0 + Yj0 − Yij > −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}
d(Y ) = en+1

Y ∈ S+
n+1
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Lagrangien total d'un Programme Quadratique

Programme Quadratique quelconque :

(Q)

{
minx∈<n xTA0x + bT x
s.c. xTAix + cTi x − di 6 0 ∀i ∈ {1, . . . ,m}

Son programme dual est (Lagrangien total):

(DT) sup
λ>0

Θ(λ) = inf
x∈<n

xTA(λ)x + b(λ)T x − λTd

où A(λ) = A0 +
∑m

i=1 λiAi et b(λ) = b +
∑m

i=1 λici

Proposition

Θ(λ) est �nie si et seulement si A(λ) < 0 et ∃xλ tel que

2A(λ)xλ + b(λ) = 0 (point critique)
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Formulation semidé�nie du Lagrangien total

(DT) sup
λ>0

Θ(λ) = inf
x∈<n

xTA(λ)x + b(λ)T x − λTd

Proposition

(DT) peut se formuler comme le programme semidé�ni suivant:

(SD)


supλ>0 r − λTd

s.c. F (r , λ) =

[
−r 1

2
b(λ)T

1
2
b(λ) A(λ)

]
< 0

(r , λ) est admissible de (SD) ⇔ ∀(α, y) ∈ < × <n

q(α, y) = −α2r + αb(λ)T y + yTA(λ)y est positive

α = 0 : A(λ) < 0

α 6= 0 : q(1, x) = −r + b(λ)T x + xTA(λ)x > 0 pour tout x dans <n.
Donc r − λTd 6 xTA(λ)x + b(λ)T x − λTd
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Bidualiser ⇔ convexi�er en Programme Semidé�ni

Le dual semidé�ni de:

(SD)


supλ>0 r − λTd

s.c.

[
−r bT+

∑m
i=1 λic

T
i

2
b+

∑m
i=1 λici
2

A0 +
∑m

i=1 λiAi

]
< 0

est:

(SDPQ)


min

[
0 bT

2
b
2

A0

]
•
[

1 xT

x X

]
s.c. Ai • X + cTi x − di 6 0 ∀i ∈ {1, . . . ,m}[

1 xT

x X

]
< 0

On retrouve la relaxation semidé�nie issue du modèle {0,1}
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Exemple : max-cut

(MC )

{
Minimiser − 1

2
Wtot + 1

4

∑
i<j Wijyiyj

Sous les contraintes : y2
i = 1 ; i = 1, ..., n

L(y , µ) =
1

4
yTWy +

n∑
i=1

µi
(
y2
i − 1

)
= yT

(
1

4
W + diag(µ)

)
y − eTn µ

Si 1
4
W + diag(µ) < 0 alors infy L(y , µ) = −eTn µ (atteint en 0)

Sinon infy L(y , µ) = −∞

On retrouve le dual de la relaxation SDP basique de max-cut !

max
µ

inf
y
L(y , µ)⇔

{
min 1

2
Wtot +

∑n
i=1 µi

s.c. : diag(µ) + 1
4
W < 0
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Lagrangien Partiel

Supposons que notre problème Quadratique contient des contraintes
linéaires:

(P)


minx∈<n xTQx + cT x
s.c. xTBix + dT

i x = (ou 6) ei i ∈ I = {1, . . . ,m}
Ax = b

On ne relâche pas les contraintes linéaires :

LDP(x , µ) = xT
(
Q +

∑
i∈I µiBi

)
x +

(
c +

∑
i∈I µidi

)T
x − µT e

Rappel: Dans la relaxation (totale) précédente :
LDT (x , µ, λ) = LDP(x , µ) + λT (Ax − b)

Proposition

(DT) supµ, λ infx LDT (x , µ, λ) 6 (DP) supµ infx |Ax=b LDP(x , µ)
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Ajout de contraintes quadratiques redondantes
avant d'e�ectuer la bidualisation

fj(x) = 0 sur {x : Ax = b}
J =

{
fj(x) = xTCjx + qTj x + αj : j ∈ J

}
Ajouter fj(x) = 0∀j à (P) donne :

LDTJ
(x , µ, λ, ω) = LDT (x , µ, λ) +

∑
j∈J ωj fj(x)

→ meilleure borne !

LDPJ
(x , µ, ω) = LDP(x , µ, ω) fj(x) = 0 car Ax = b !

Proposition

Pour tout ensemble J, (DP)J est équivalent à (DP),

mais (DT)J est généralement meilleur que (DT)
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Une condition su�sante pour avoir (DT)J=(DP)

∀J on a : Si LDTJ
est convexe alors (DT)J6=(DP)6(P)

Proposition

Soit µ∗ une solution optimale de (DP). S'il existe ω∗ tel que

LDTJ
(x , µ∗, λ, ω∗) est convexe, alors les valeurs optimales de (DT)J,

(SDP)J et (DP) sont égales

On retrouve dans la formulation semidé�nie les contraintes quadratiques
linéarisées :

(DT )J ⇔ (SDP)J



min Q • X + cT x
s.c. Ax = b

Bi • X + dT
i x = (ou 6) ei i ∈ I

Cj • X + qTj x + αj = 0 j ∈ J[
1 xT

x X

]
< 0
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Deux convexi�cations équivalentes dans le cas 0-1

(P)0−1


min xTQx + cT x
s.c. xTBix + dT

i x = (ou 6) ei i ∈ I = {1, . . . ,m}
Ax = b et (Ax − b)2 = 0
x2
i = xi ⇔ xi ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n}

LDTC
(x , µ, λ, ω) = LDT (x , µ, λ) + ω (Ax − b)2

Convexi�cation réussie : (DP) peut être formulé comme un
programme semidé�ni

Il su�t d'ajouter ATA • X − 2bTAx + b2 = 0 dans le PSD

Dans le cas non-booléen, (Ax − b)2 ne convexi�e pas toujours le
Lagrangien
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Une deuxième convexi�cation (valable dans le cas général)

Théorème

Soient A et Q respectivement une matrice p × n et une matrice n × n. SI

Q est positive sur L = Ker (A) alors il existe une combinaison linéaire des

fonctions quadratiques qij(x) = xi (a
T
j x − bj) pour i ∈ {1, . . . , n} et

j ∈ {1, . . . , p} qui convexi�e la forme quadratique xTQx sur <n tout entier.

Formulation semidé�nie de la relaxation lagrangienne partielle (DP)

(SDPP)



min Q • X + cT x
s.c. Ax = b

Bi • X + dT
i x = (ou 6) ei i ∈ I∑n

k=1
AjkXki − bjxi = 0 i ∈ {1, . . . , n} j ∈ {1, . . . , p}

(Xii = xi ) (i ∈ {1, . . . , n})[
1 xT

x X

]
< 0
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Ces deux relaxations semidé�nies permettent d'atteindre la
valeur de (DP) (cas 0-1)

corollaire

(DP) est une limite pour les relaxations semidé�nies utilisant des

contraintes redondantes construites à partir de Ax = b

   

  

(DT )J

(SDP )P = (DT )P

(SDP )J

(DP )

(P )
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En résumé : schéma Lagrangien pour obtenir une relaxation
SDP

min xTQ0x + cT0 x
s.c. xTQix + cTi x 6 ai i ∈ {1, . . . ,m}

xj ∈ {0, 1} j ∈ {1, . . . , p}

1 On réécrit les contraintes d'intégrité comme des contraintes
quadratiques : xj ∈ {0, 1} ⇔ x2

j = xj
2 On ajoute des contraintes quadratiques redondantes pour fermer le

plus possible le saut avant d'appliquer la dualité Lagrangienne.

3 On formule le dual Lagrangien comme un programme SDP.

Cela explique également pourquoi les contraintes linéaires doivent être
remplacées par des contraintes quadratiques dans les relaxations SDP : ici
le dual Lagrangien ignore les contraintes linéaires.
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Problèmes combinatoires avec des variables prenant k
valeurs distinctes

Lemme

Soit un entier 0 < k 6 n, alors il existe une famille de k vecteurs unitaires

de <n tels que uTi uj 6 −
1

k−1 (i , j = 1, . . . , k ; i 6= j). De plus, − 1
k−1 est la

valeur minimale pour laquelle il existe une telle famille.

pour k = 2 : problèmes à variables bivalentes : xi ∈ {−1, 1}
pour k = 4 : on obtient un tétraèdre régulier

Frédéric Roupin (roupin@lipn.univ-paris13.fr) PSD et OC MPRO 2017-2018 63 / 74



Représentation du k-simplexe régulier par une contrainte
semidé�nie

Une matrice A symétrique est positive si et seulement si elle est
factorisable sous la forme A = UTU. Aij = uTi uj , où ui est la ième
colonne de U.

Conséquence : se donner une matrice positive à éléments diagonaux
égaux à 1 c'est se donner un champ de vecteurs unitaires =>
changement de variable !

T =



1 −1

k−1
. . . −1

k−1

−1

k−1

.
.
.

.
.
.

.

.

.

.

.

. −1

k−1
1 −1

k−1

−1

k−1
. . . −1

k−1
1


< 0 dé�nit un k-simplexe régulier !

Tij = uTi uj , et on sait construire facilement le champ de vecteurs
(Décomposition de Cholesky) !
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Programme Semidé�ni en nombres entiers

Soit un problème combinatoire à variables discrètes pouvant prendre k
valeurs distinctes

Modèle :
I Chaque sommet d'un k-simplexe régulier représente une de ces valeurs

: uTi uj = −1
k−1 pour i 6= j et u2i = 1 ∀i ∈ {1, . . . , k}

I Chaque variable est représenté par un vecteur unitaire tel que :
vi ∈ {u1, . . . , uk}

Relaxation : Autoriser les vecteurs à prendre une position quelconque
sur la sphère unité
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max-k-cut

Données. Un graphe G = (V ,X ) de n sommets et dont les arêtes
[vi , vj ] sont valuées positivement par une matrice W = (Wij).

Question. Trouver une partition des sommets de V en k
sous-ensembles (V1, . . . ,Vk) telle que la somme des poids des arêtes
ayant leurs extrémités dans des paquets di�érents soit maximale.

(max − k − Cut)

{
max k−1

k

∑
i<j Wij

(
1− yTi yj

)
s.c : yi ∈ {u1, . . . , uk}

(PSDentier)


max k−1

k

∑
i<j Wij (1− Yij)

s.c. : Yii = 1 ; i = 1, . . . , n

Yij ∈
{
− 1

k−1 , 1
}

; i 6= j ; i , j = 1, . . . , n

Y < 0
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max-k-cut (2)

Formulation semidé�nie "en nombres entiers" :

(PSDentier)


max k−1

k

∑
i<j Wij (1− Yij)

s.c. : Yii = 1 ; i = 1, . . . , n

Yij ∈
{
− 1

k−1 , 1
}

; i 6= j ; i , j = 1, . . . , n

Y < 0

Relaxation semidé�nie :

(PSD)


max k−1

k

∑
i<j Wij (1− Yij)

s.c. : Yii = 1 ; i = 1, . . . , n
Yij > − 1

k−1 ; i 6= j ; i , j = 1, . . . , n

Y < 0
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Nombre Chromatique

Colorier les sommets d'un graphe avec le minimum de couleurs (deux
sommets adjacents n'ont pas la même couleur)
Formulation PLNE

Variables :

yk (k = 1, ..., n). yk = 1 ⇔ on utilise la k ieme couleur.
xik (i , k = 1, ..., n). xik = 1 ⇔ le sommet vi est colorié avec la couleur k .

Contraintes :

Chaque sommet doit être colorié avec une seule couleur.

Les extrémités d'une arête doivent être coloriées de deux couleurs
distinctes.

Pour chaque couleur k , yk = max16i6n xik
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Nombre Chromatique : relaxation par PL

Formulation PL en variables 0-1 :
Minimiser

∑n
k=1 yk

s.c . :
∑n

k=1 xik = 1 ; i = 1, ..., n
xik + xjk 6 1 ; (i , j) ∈ E ; k = 1, ..., n
xik 6 yk ; k = 1, ..., n ; i = 1, ..., n

y ∈ {0, 1}n ; x ∈ {0, 1}n
2

Relaxation continue du PL :

Solution xik = yk = 1
n (i = 1, ..., n ; k = 1, ..., n) de valeur

∑n
k=1 yk = 1 !!
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Nombre Chromatique : approche semidé�nie

Lemme

Soit un entier 0 < k 6 n, et u1, . . . , un une famille de vecteurs unitaires de

<n telle que uTi uj ∈
{
− 1

k−1 , 1
}

(i , j = 1, . . . , n), alors il y a au plus k

vecteurs distincts parmi les n

Programme semidé�ni en nombres entiers :

(χ(G ))



min k
s.c : Yij = − 1

k−1 ; ∀(i , j) ∈ E

Yii = 1 ; i = 1, . . . , n

Yij ∈
{
− 1

k−1 , 1
}

; i , j = 1, . . . , n

Y < 0
k ∈ N∗
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Nombre Chromatique : relaxation semidé�nie

(χPSD)


min k
s.c. : Yij = − 1

k−1 ; ∀(i , j) ∈ E

Yii = 1 ; i = 1, . . . , n
Y < 0
k > 0

On retrouve (encore !) une autre formulation du nombre de Lovász

On peut l'améliorer en ajoutant : Yij > − 1
k−1 ∀(i , j) 6∈ E
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Placement de tâches dans un système distribué

Données. N tâches communicantes et P processeurs. Une matrice C
N × N représentant les coûts de communication, une matrice Q N × P
représentant les coûts d'exécution.
Question. Trouver une a�ectation des tâches sur les processeurs
minimisant le coût total (exécutions+communications).
Modélisation.

(P)


min

∑n
t=1

∑p
k=1 Qtkxtk +

∑p
k=1

∑
t<t′ Ctt′xtk(1− xt′k)

s.c. :
∑p

k=1 xtk = 1 ; t = 1, ..., n
x ∈ {0, 1}np
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Placement de tâches dans un système distribué (2)

Relaxation LP.

(PL)


min

∑n
t=1

∑p
k=1 Qtkxtk +

∑p
k=1

∑
t<t′ Ctt′y

k
tt′

s.c. :
∑p

k=1 xtk = 1 ; t = 1, ..., n
yktt′ > xtk − xt′k ; t < t ′; k = 1, ..., p
x > 0 , y > 0
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Placement de tâches dans un système distribué (3)

Formulation pour relaxation SDP :

(SDP)



min p−1
p

∑n
t=1

∑p
k=1 Qtk(xTt ek + 1

p−1)

+p−1
p

∑
t<t′ Ctt′(1− xTt xt′)

s.c. : xTt xt = 1 ; t = 1, ..., n
eTk ek = 1 ; k = 1, ..., p
eTk ek ′ = − 1

p−1 ; k 6= k ′

xt ∈ {e1, . . . , ep} t = 1, ..., n

Relaxation semidé�nie : remplacer xt ∈ {e1, . . . , ep}
par xTt ek > − 1

p−1 pour tout t, k .
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