


PréambuleLes problèmes d'optimisation en variables bivalentes ou dis
rètes sont le modèle mathéma-tique de nombreux problèmes 
on
rets d'optimisation et de dé
ision. Ces problèmes, généralementdi�
iles, se ren
ontrent par exemple en 
on
eption de réseaux de télé
ommuni
ation, de 
ir
uitsintégrés, en produ
tique et en informatique. Il est don
 très utile de posséder des méthodes e�
a
espour leur résolution (même appro
hée).La programmation semidé�nie (SDP) est un 
as parti
ulier de la programmation 
onvexe etpeut être vue 
omme une généralisation de la programmation linéaire. La SDP permet d'obtenirdes bornes de très bonne qualité pour de nombreux problèmes 
ombinatoires di�
iles, et estégalement à la base d'heuristiques e�
a
es pour résoudre de manière appro
hée 
es problèmes.Après quelques rappels 
on
ernant la programmation linéaire et les matri
es symétriques réelles,
e 
ours présente quelques éléments de la théorie de la dualité en SDP, et plusieurs exemplesd'appli
ation de la SDP en optimisation 
ombinatoire, où la démar
he de modélisation est miseen éviden
e.
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CHAPITRE 1Rappels d'algèbre linéaire et de programmation linéaire1.1. S+
n : 
�ne 
onvexe fermé des matri
es symétriques positivesDans 
ette se
tion, nous rappelons quelques propriétés des matri
es réelles 
arrées symétriques,dont l'ensemble est noté Sn, ainsi que quelques résultats 
on
ernant S+

n , le 
�ne des matri
es réelles
arrées symétriques positives.1.1.1. Dé�nitions et notations. Soient x, y ∈ R
n. On notera xT y =

∑n

i=1 xiyi le produits
alaire < x, y >, et
xyT =




x1y1 · · · x1yi · · · x1yn... . . . ...
xiy1 xiyi xiyn... . . . ...
xny1 · · · xnyi · · · xnyn




le produit tensoriel x⊗ y. Remarquons que xxT ∈ Sn.Nous noterons d(A) la diagonale d'une matri
e A de Sn, et diag(x) la matri
e diagonale
onstruite à l'aide d'un ve
teur x de R
n, i.e. telle que d(diag(x)) = x. En�n nous noterons en leve
teur de R

n dont toutes les 
omposantes valent 1.Soit A et B dans Sn, on pose
A •B = Tr

(
ATB

)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

AijBijIl est fa
ile de véri�er que l'opérateur • dé�nit un produit s
alaire dans Sn. A l'aide de •, il estpossible d'é
rire toute forme quadratique xTAx+ bTx+ c sous la forme A • xxT + bTx+ c.En e�et le terme xxT = x⊗ x est une matri
e qui est le produit tensoriel de x ave
 lui-mêmeet dont le terme de la ième ligne/jème 
olonne vaut xixj .Exemple 1.1.1. x2
1 + 2x2

2 − x1x2 + x1 =

[
1 − 1

2

− 1
2 2

]
• xxT +

[
1 0

] [ x1

x2

] ave
 xxT =

[
x2
1 x1x2

x1x2 x2
2

]Définition 1.1.2. Une matri
e A de Sn est positive (resp. dé�nie positive) si et seulement sipour tout ve
teur réel non nul z de dimension n, on a zTAz ≥ 0 (resp. zTAz > 0).Notation 1.1.3. On note : A � 0 une matri
e positive, A ≻ 0 une matri
e dé�nie positive,
S+
n l'ensemble des matri
es positives, et S++

n l'ensemble des matri
es dé�nies positives.On peut alors dé�nir un ordre partiel sur Sn, noté '�' (dit ordre de Löwner), dé�ni par :
A � B si et seulement si la matri
e A−B est positive.5



1.1. S+
n : CÔNE CONVEXE FERMÉ DES MATRICES SYMÉTRIQUES POSITIVES 61.1.2. Quelques propriétés de S+

n . Nous rappelons i
i quelques propriétés utiles 
on
er-nant les matri
es positives.Proposition 1.1.4. Soit A dans Sn, alors il existe une base de ve
teurs orthonormés danslaquelle A est diagonale (la matri
e de passage P véri�e don
 PPT = Idn).Proposition 1.1.5. L'ensemble S+
n des matri
es réelles symétriques positives est un 
�nefermé 
onvexe dans Sn. De plus, S+

n n'est pas un polyèdre pour n ≥ 2.Ce dernier résultat implique que bien que 
onvexe, un ensemble de points véri�ant une inégalitématri
ielle linéaire ne peut pas en général être représenté par un nombre �ni d'inégalités linéairessimples.Exemple. Soit x et t réels véri�ant [
x 1

1 t

]
� 0 ⇐⇒ x ≥ 0, t ≥ 0, xt ≥ 1 (mineurssymétriques).

x

t

La région du plan obtenue est 
onvexe mais n'est pas un polyèdre.Définition 1.1.6. On appelle mineur symétrique d'une matri
e A de Sn, une sous-matri
ede A obtenue en 
hoisissant de 1 à n lignes et les 
olonnes de mêmes indi
es.Remarque 1.1.7. Les mineurs prin
ipaux d'une matri
e A sont des mineurs symétriques.Dans 
e 
as, on 
hoisit les k premières lignes et 
olonnes de A (k ∈ {1, ..., n}).
2
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Figure 1.1.1. La sous-matri
e 3 × 3 formée à partir des lignes et des 
olonnes
{2, 5, 6} est un mineur symétrique.



1.1. S+
n : CÔNE CONVEXE FERMÉ DES MATRICES SYMÉTRIQUES POSITIVES 7Exemple. [ 1 3

3 6

] et [ 4 5

5 6

] sont des mineurs symétriques de  1 2 3

2 4 5

3 5 6


.Autre 
as parti
ulier important : 
haque élément de la diagonale d'une matri
e M de Sn estun mineur symétrique de M . Don
 une matri
e positive a né
essairement des éléments diagonauxnon négatifs.Proposition 1.1.8. Les propositions suivantes sont équivalentes :(1) A est positive (A ∈ Sn).(2) La forme quadratique xTAx est positive pour tout ve
teur x de R

n.(3) Théorème de Fejer : pour toute matri
e B � 0 , A • B ≥ 0. Autrement dit, le 
�ne desmatri
es symétriques positives est son propre polaire :
S+
n = S+∗

n = {A ∈ Sn : A •B � 0 pour toutB ∈ S+
n }(4) A peut s'é
rire 
omme la matri
e de Gram de n ve
teurs v1, ..., vn de R

m. Don
, pourtout (i, j) on a aij = vTi vj , i.e. A = V V T .(5) Le déterminant de tout mineur symétrique de A est positif.Cette dernière 
ara
térisation est très utile dans la pratique, en parti
ulier pour démontrer qu'unematri
e n'est pas positive.Lemme 1.1.9. Soit A et B dans Sn. Si A � 0 et B � 0 alors A •B ≥ 0 et l'égalité est atteintesi et seulement si ATB = AB = 0.Démonstration. E
rivons B sous la forme B = UDUT , où D est diagonale et telle que
UUT = Idn. B est positive don
 Dii ≥ 0 pour i = 1, . . . , n. Soit alors C = UTAU , C estégalement positive puisque A � 0, et don
 né
essairement Cii ≥ 0 pour i = 1, . . . , n. On obtient
A •B = UCUT • UTDU = Tr (DC) = D • C =

∑n
i=1 DiiCii ≥ 0.Il nous reste don
 à montrer que DC = 0 si D•C = 0. Supposons que D•C = 0. Puisque tousles produits DiiCii sont positifs, la somme est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls.Supposons alors que (DC)ij 6= 0 pour un 
ertain 
ouple (i, j), alors DiiCij 6= 0. Don
 Dii > 0 etné
essairement Cii = 0. Mais puisque C � 0, les ièmes 
olonne et ligne de C sont nulles. En e�et,les mineurs symétriques 2× 2 formés des lignes et 
olonnes i et k (k ∈ {1, ..., n}) sont positifs ounuls : CiiCkk − C2

ik ≥ 0 ⇒ −C2
ik ≥ 0. Ce qui est 
ontradi
toire puisque Cij 6= 0. �1.1.3. Dé
omposition de Cholesky.1.1.3.1. Enon
é du théorème.Théorème 1.1.10. Une matri
e A symétrique est dé�nie positive si et seulement si elle estfa
torisable sous la forme A = V V T où V est une matri
e triangulaire inférieure à diagonalepositive. Cette fa
torisation est unique.Exemple. 











1 0 0 0

1 2 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

























1 1 0 0

0 2 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0













=













1 1 0 0

1 5 2 0

0 2 1 0

0 0 0 1















1.1. S+
n : CÔNE CONVEXE FERMÉ DES MATRICES SYMÉTRIQUES POSITIVES 8On peut également utiliser une dé
omposition de Cholesky in
omplète si la matri
e n'estpas dé�nie. Soit A positive non dé�nie et de rang r. A est également fa
torisable en V V T ave


rang(V ) = r. Mais il n'y a plus uni
ité.Exemple. On a 











0 0 0 0

1 2 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

























0 1 0 0

0 2 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0













=













0 0 0 0

0 5 2 0

0 2 1 0

0 0 0 1













et aussi












0 0 0 0

0
√
5 0 0

0
2

√

5

1
√

5
0

0 0 0 1

























0 0 0 0

0
√
5

2
√

5
0

0 0
1
√

5
0

0 0 0 1













=













0 0 0 0

0 5 2 0

0 2 1 0

0 0 0 1











1.1.3.2. Algorithme de la dé
omposition. On veut A = V V T (V triangulaire inférieure).� Né
essairement a11 = v211, et don
 v11 =
√
v11.On peut alors 
al
uler toute la première 
olonne de V :

ai1 = vi1v11, et don
 vi1 = ai1

v11
.Si v11 est nul alors toute la 1ere ligne (et 
olonne) de A est nulle (mineurs symétriques) :

A =













0 a b c

a d . . . . . .

b . . . e . . .

c . . . . . . f













� 0 ⇒ 0.d − a
2 ≥ 0 ⇒ a = 0On peut prendre vi1 = 0 dans 
e 
as.� On 
al
ule alors v22 : a22 = v221 + v222, 
e qui donne v22 =
√
a22 − v221.On peut alors 
al
uler la deuxième 
olonne 
omme pré
édemment.� A l'étape i, on 
al
ule le terme vii de la façon suivante aii =

∑i−1
j=1 v

2
ij + v2ii d'où vii =√

aii −
∑i−1

j=1 v
2
ij .On 
al
ule la 
olonne i de S par aji =∑i−1

k=1 vjkvik + viivji d'où vji =
aji−

∑j−1

k=1
vjkvik

viiAinsi le point 4 de la proposition 1.1.8 peut être 
omplété de la manière suivante :Toute matri
e A de S+
n peut s'é
rire A = V V T , où V est une matri
e de Rm×n (m ≤ n). Unematri
e de rang maximal peut être obtenue en O(n3) en utilisant une dé
omposition de Cholesky.Si tous les termes diagonaux de A sont égaux à 1, alors pour tout i dans {1, ..., n}, aii =

vTi vi =
∑n

j=1 v
2
ij = 1, et les ve
teurs 
olonnes de B peuvent être vus 
omme n ve
teurs v1, . . . , vnde la sphère unité Sm.



1.1. S+
n : CÔNE CONVEXE FERMÉ DES MATRICES SYMÉTRIQUES POSITIVES 9Le terme aij est alors égal au produit s
alaire vTi vj , A étant lamatri
e de Gram de {v1, ..., vn} :

A = V V T =




v11 v12 · · · · · · · · · v1n

v21 v22 · · · · · · · · · v2n... ... · · · · · · · · ·
...

vmn vm2 · · · · · · · · · vmn







v11 v21 · · · vn1

v12 v22 · · · vn2... ... · · ·
...... ... · · ·
...

v1m v2m · · · vnm


Proposition 1.1.11. Il est équivalent de 
onsidérer une matri
e positive dont les élémentsdiagonaux valent tous 1 ou un 
hamp de ve
teurs de la sphère unité. De plus, on peut passer d'unereprésentation à l'autre en 
al
ulant V V T ou en utilisant une dé
omposition de Cholesky.Pour terminer 
ette se
tion, rappelons un théorème et deux lemmes qui nous seront utiles lorsde l'élaboration de nos relaxations par programmation semidé�nie :Théorème 1.1.12. Si A ∈ S++

p , C ∈ Sn, et B est une matri
e réelle p× n,alors [ A B

BT C

]
< 0 est équivalent à C −BTA−1B < 0.Démonstration. Le résultat est immédiat 
ar :

[

A B

BT C

]

=

[

I 0

BTA−1 I

][

A 0

0 C −BTA−1B

][

I A−1B

0 I

]

�Un 
as parti
ulier important est le suivant :Lemme 1.1.13. L'ensemble (X, x) ∈ Sn × R
nsatisfaisant X − xxT � 0 est fermé, 
onvexe, et[

1 xT

x X

]
� 0 ⇔ X − xxT � 0.Lemme 1.1.14. Si (X, x) ∈ Sn×{0, 1}n est tel que d(X) = x et X−xxT � 0, alors X = xxT(et don
 Xij ∈ {0, 1} pour tout(i, j) ∈ {1, ..., n}).Démonstration. Puisque X � 0 et d(X) = x, nous avons pour tous i 6= j dans {1, ..., n}


1 xi xj

xi xi Xij

xj Xij xj


 � 0 (Proposition 1.1.8). Si xi = 0 ou xj = 0 alors −X2

ij ≤ 0 et don
 Xij = 0,et si xi = xj = 1 alors det 1 1 1

1 1 Xij

1 Xij 1


 = − (Xij − 1)

2 ≥ 0 et don
 Xij = 1. Ce qui estéquivalent à X = xxT . �



1.2. PROGRAMMATION LINÉAIRE 101.2. Programmation linéaireConsidérons un programme linéaire (PL) se présentant sous la forme suivante :(1.2.1) (PL) min
x∈Rm

cTx sous la contrainte Ax ≥ boù A ∈ R
m×n et b ∈ R

m. Le dual de (PL) est :(1.2.2) (DPL) max
y

bT y sous les contraintesAT y = c y ≥ 0

c.x=opt
c.x’

x non admissibleFigure 1.2.1. Exemple de programme linéaireUn problème linéaire est évidemment 
onvexe. Géométriquement, la région admissible est unpolyèdre ou même un polytope (si elle est bornée 
omme sur la �gure 
i-dessus). Le problème estalors de se dépla
er dans la dire
tion du ve
teur c (ou −c ) jusqu'à atteindre un optimum (sur la�gure il est unique) qui est toujours sur la frontière. Rappelons également que si le PL possèdedes solutions optimales, il existe toujours un point extrême en faisant partie (un point extrême estun point de la région admissible Π ne pouvant être exprimé 
omme 
ombinaison 
onvexe stri
ted'autres points de Π). Cette dernière propriété est indispensable pour la méthode du simplexe.Lemme 1.2.1. (Lemme de Farkas) Un système d'inégalités linéaires aT1 x ≤ b1, ..., a
T
mx ≤ bm nepossède au
une solution si et seulement si il existe λ1, ..., λm tels que∑m

i=1 λiai = 0 et∑m

i=1 λibi =

−1.Grâ
e à 
e Lemme, on peut montrer le Théorème suivant, dit �Théorème de la Dualité�,qui est un des résultats fondamentaux en PL :Théorème 1.2.2. Si l'un des programmes primal ou dual possède une solution optimale alorsl'autre également, et les deux valeurs optimales sont égales.Un autre théorème important de la PL est 
elui des �É
arts Complémentaires�. Il permetde 
ara
tériser les solutions optimales des programmes dual et primal :Théorème 1.2.3. Soit x une solution du programme primal et y, une solution du programmedual. x et y sont tous deux optimaux si et seulement si pour 
haque indi
e i tel que yi 6= 0, la ième
ontrainte du primal est satisfaite ave
 égalité. Ainsi, on a yi (Ax− b)i = 0, pour i = 1, ...,m.



CHAPITRE 2Programmes semidé�nis2.1. Région admissible d'un programme semidé�ni2.1.1. Inégalités matri
ielles linéaires. Grâ
e à l'ordre de Löwner dé�ni au 1.1.1, nousallons pouvoir à présent dé�nir les inégalités matri
ielles linéaires. Cette notion est fondamentalepour la dé�nition des programmes semidé�nis puisqu'elle permet de dé
rire la région admissiblede 
es problèmes.Définition 2.1.1. soit A0, A1, ..., Am des matri
es de Sn (n ≥ 1). On appelle inégalitématri
ielle linéaire une expression de la forme
m∑

i=1

λiAi � A0où les λi (i ∈ {1, ...,m}) sont des réels quel
onques.Exemple. imposons à deux réels t1 et t2 de véri�er
t1




0 1 0

1 0 0

0 0 0


+ t2




1 0 0

0 0 0

0 0 1


 �




−1 0 −1

0 −2 0

−1 0 0


Cette simple inégalité 
ontient a priori beau
oup plus �d'information� qu'une inégalité linéaire
lassique. En e�et, elle est équivalente à l'in�nité d'inégalités suivantes :

∀z ∈ R
n, zTXz ≥ 0, ave
 X =




t2 + 1 t1 1

t1 2 0

1 0 t2


.Remarquons que dans une inégalité matri
ielle linéaire les éléments de la matri
e∑m

i=1 λiAi−
A0 sont les fon
tions linéaires des λi (i ∈ {1, ...,m}).2.1.2. Interprétation des matri
es obtenues. Soient A0, A1, ..., Am des matri
es de Sn(n ≥ 1) linéairement indépendantes. Considèrons ℵ l'espa
e a�ne dé�ni par le repère (A0, A1, ..., Am).
A0 est don
 l'origine et A1, ..., Am les ve
teurs de base. Soit alors A ∈ ℵ, on peut é
rire A à l'aidede ses 
oordonnées dans (A0, A1, ..., Am) :

A =

m∑

i=1

λiAi −A0Si on impose en plus à A d'être positive, nous obtenons une inégalité matri
ielle linéaire. Ainsiles matri
es véri�ant 
ette inégalité sont exa
tement les matri
es de S+
n ∩ ℵ.11



2.2. DÉFINITION 122.2. Dé�nitionSoit le programme mathématique suivant, où on 
her
he à minimiser une fon
tion linéaired'une variable x ∈ R
mdans une région dé�nie par une inégalité matri
ielle linéaire.(2.2.1) (SDP )

{
Minimiser f(x) = cTx

Sous contrainte F (x) =
∑m

i=1 xiAi −A0 � 0où c est un ve
teur de R
m, et les 
onstantes Ai (i ∈ {0, ...,m}) sont des éléments de Snsupposés être linéairement indépendants. (SDP) est appelé programme semidé�ni. La fon
tion Fasso
ie don
 à tout ve
teur x de R

m une matri
e qui est positive lorsque x est admissible.Il est rapide de véri�er qu'un programme semidé�ni est un problème d'optimisation 
onvexe.En e�et, la fon
tion f est linéaire, et si F (x) � 0 et F (y) � 0 on a F (λx + (1 − λ)y) = λF (x) +

(1− λ)F (y) � 0, pour tout 0 ≤ λ ≤ 1.
c.x=opt

c.x’

x non admissibleF(x)  0

F(x)  0

Figure 2.2.1. Exemple de région admissible d'un (SDP) en dimension 2La �gure 2.2.1 illustre le fait que la frontière de la région admissible n'est pas a�ne par mor
eau(
omme en programmation linéaire) mais 
onstituée de surfa
es algébriques (i.e. d'ensembles depoints annulant simultanément un 
ertain nombre de polyn�mes). En e�et, les points de 
ettefrontière sont des matri
es positives mais né
essairement singulières (puisque par 
ontinuité, pourtoute matri
e dé�nie positive il existe un voisinage sur lequel les matri
es sont dé�nies). Or,dire que F (x) est non inversible implique que 
ertains mineurs de F (x) deviennent nuls (et don

ertains polyn�mes en x1, ..., xm sont nuls). Ainsi, l'optimum (s'il existe) sera atteint en un point
xopt tel que F (xopt) est singulière. En fait, l'intérieur de la région admissible (qui est un 
onvexefermé) est 
onstitué des points x tels que F (x) est dé�nie positive, et la frontière est l'ensembledes points x tels que F (x) est positive et singulière (voir exer
i
e en travaux dirigés).La programmation semidé�nie peut être vue 
omme un programme linéaire semi-in�ni par-ti
ulier en 
e sens que la 
ontrainte F (x) � 0 est équivalente à une in�nité de 
ontraintes :
∀z ∈ R

n, zTF (x)z ≥ 0. Géométriquement, on peut par exemple imaginer une famille in�nie de
ontraintes linéaires qui �envelopperait� les portions non-linéaires (les surfa
es algébriques) de larégion admissible.Toutes 
es remarques montrent que la méthode du simplexe est di�
ilement généralisable aux(SDP). En revan
he, il n'y a pas d'obsta
le à des extensions de la théorie de la dualité et lesméthodes de point intérieur pour les (SDP).



2.3. COMPARAISON AVEC LA PROGRAMMATION LINÉAIRE 132.3. Comparaison ave
 la Programmation linéaireSoit v un ve
teur quel
onque de R
n. On note diag(v), la matri
e dont la diagonale est égaleà v et dont les autres éléments sont nuls. Un ve
teur v est positif (toutes ses 
omposantes sontpositives) (noté v ≥ 0) si et seulement si diag(v) est positive. On don
 peut reformuler 1.2.1
omme un (SDP). En e�et, posons F (x) = diag(Ax − b), i.e. A0 = diag(b), et Ai = diag(ai)pour i dans {1, ...,m}(ai désigne le ième ve
teur 
olonne de la matri
e A).(2.3.1) {

Minimiser cTx

Sous contrainte F (x) = diag(Ax− b) � 0Ainsi, un (PL) quel
onque est un (SDP ) où toutes les matri
es Ai (i = 0, ...,m) sont diago-nales.Exemple. Soit le programme linéaire suivant :
(PL)





Minimiser x1 + x2

Sous contraintes :

2x1 + x2 ≤ 0

3x1 − x2 ≥ 0On peut réé
rire 
e PL sous la forme du SDP (équivalent) :
(SDP )PL





Minimiser x1 + x2

Sous contraintes :[
−2x1 − x2 0

0 3x1 − x2

] � 0Mais la ré
iproque est fausse. Pour s'en 
onvain
re, 
onsidérons le problème 
onvexe (maisnon-linéaire) suivant :(2.3.2) 



Minimiser

(cT x)
2

dTx

Sous contrainte Ax+ b ≥ 0Supposons (pour simpli�er notre analyse) que dTx > 0 si Ax+ b ≥ 0. Ce problème peut alorsêtre reformulé de la façon suivante(2.3.3) 



Minimiser t

Sous les contraintes Ax+ b ≥ 0

(cT x)2

dT x
≤ tPourquoi introduire 
ette nouvelle variable t ? Notre but étant d'obtenir un (SDP ), il estné
essaire d'optimiser une fon
tion linéaire, 
e qui est maintenant le 
as. La variable t est appelée
omplément de S
hur. Remarquons à présent que la dernière 
ontrainte peut être rempla
ée parl'inégalité matri
ielle [ t cTx

cTx dTx

]
� 0. En e�et, 
ette inégalité est équivalente à t ≥ 0, dTx ≥ 0et t − (cTx)

2

dT x
≥ 0 (puisque nous avons supposé que Ax + b ≥ 0 implique dTx > 0) (on 
onsidèretous les mineurs symétriques de la matri
e). Finalement, nous obtenons le programme semidé�ni



2.5. EXEMPLE D'APPLICATION : UN PROBLÈME GÉOMÉTRIQUE 14suivant(2.3.4) 



Minimiser t

Sous la contrainte




diag(Ax + b) 0 0

0 t cTx

0 cTx dTx


 � 0Les (SDP) représentent don
 une 
lasse de problèmes 
onvexes stri
tement plus importanteque les (PL).2.4. Comparaison ave
 la programmation quadratique 
onvexeSoit

(Q)

{ Minimiser f0(x)Sous les 
ontraintes fi(x) ≤ 0 i = 1, ...,moù x ∈ R
n, et pour tout i ∈ {0, ...,m}, fi(x) est une forme quadratique 
onvexe. fi(x) ≤ 0 peuts'é
rire xTAT

i Aix+cTi x+di ≤ 0, 
e qui est équivalent (Théorème 1.1.12) à [ In Aix

xTAT
i −cTi x− di

]
�

0. (Q) peut ainsi s'é
rire 
omme un programme semidé�ni (on introduit une variable t pour avoirune fon
tion obje
tif linéaire) :





Minimiser t

s.c.

[
In A0x

xTAT
0 −cT0 x− d0 + t

]
� 0

[
In Aix

xTAT
i −cTi x− di

]
� 0 i = 1, ...,mEn utilisant le Lemme 1.1.13, on peut également formuler (Q) en introduisant plus de variablesmais moins d'inégalités matri
ielles linéaires :





Minimiser t

s.c.

[
d0 − t 1

2c
T
0

1
2c0 AT

0 A0

]
•
[

1 xT

x X

]
≤ 0

[
di

1
2c

T
i

1
2ci AT

i Ai

]
•
[

1 xT

x X

]
≤ 0 i = 1, ...,m

[
1 xT

x X

]
� 02.5. Exemple d'appli
ation : un problème géométriqueSoit le problème suivant : Soit k ellipsoïdes E1, ..., Ek dé�nis respe
tivement par

Ei =
{
x | fi(x) = xTAix+ 2bTi x+ ci ≤ 0

} (i=1,...,k), trouver la plus petite sphère les 
on-tenant.On peut tester par une inégalité matri
ielle qu'un ellipsoïde est in
lus dans un autre. Pour i et
j quel
onques dans {1, ..., k} 
onsidérons deux ellipsoïdes Ei et Ej (non vides). On peut montrerque Ei 
ontient Ej si et seulement si il existe τ ≥ 0 tel que(2.5.1) [

Ai bi

bTi ci

]
� τ

[
Aj bj

bTj cj

]



2.5. EXEMPLE D'APPLICATION : UN PROBLÈME GÉOMÉTRIQUE 15La sphère que nous 
her
hons sera représentée par une équation de la forme f(x) = xTx −
2xT

c x + γ ≤ 0, où le ve
teur xc représente le 
entre de la sphère et r =
√

xT
c xc − γ son rayon.Ainsi les 
ontraintes de notre problème sont les suivantes

[
I −xc

−xT
c γ

]
� τi

[
Ai bi

bTi ci

]
i = 1, ..., k.Rappelons que notre but est de minimiser le rayon de la sphère. Pour 
ela introduisons unevariable t que nous 
her
herons à minimiser et telle que r2 ≤ t. Cette dernière inégalité n'est paslinéaire mais peut s'é
rire [ I xc

xT
c t+ γ

]
� 0. Remarquons i
i en
ore l'utilisation d'un 
omplémentde S
hur t a�n de représenter une 
ontrainte non-linéaire 
omme une inégalité matri
ielle linéaire.Nous pouvons en�n é
rire notre problème 
omme un (SDP) :

(2.5.2) 



Minimiser t

Sous les contraintes

[
I −xc

−xT
c γ

]
� τi

[
Ai bi

bTi ci

]
; i = 1, ..., k.

τi ≥ 0 ; i = 1, ..., k.[
I xc

xT
c t+ γ

]
� 0Toutes 
es 
ontraintes peuvent être réunies dans une seule inégalité matri
ielle F (t, γ, xc, τ1, ..., τk) �

A0, a�n de retrouver la formulation habituelle d'un (SDP). Pour 
ela on pose :
F (t, γ, xc, τ1, ..., τk) =




I −xc 0 0 0 0 0 0 0 0

−xT
c γ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
. . . 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 I −xc 0 0 0 0 0

0 0 0 −xT
c γ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 τ1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
. . . 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 τk 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 I xc

0 0 0 0 0 0 0 0 xT
c t+ γ




et A0=




−τ1A1 −τ1b1 0 0 0 0 0 0 0 0

−τ1b
T
1 −τ1c1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
. . . 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −τkAk −τkbk 0 0 0 0 0

0 0 0 −τkb
T
k −τkck 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
. . . 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0






CHAPITRE 3Dualité3.1. Introdu
tionNous allons dé�nir à présent le dual d'un programme semidé�ni. En fait, la démar
he est trèssemblable à 
elle e�e
tuée pour la programmation linéaire. Pour 
ette dernière la région admissibleétant un polyèdre, on obtient un résultat très fort : les valeurs optimales du dual et du primal sontégales lorsqu'elles sont �nies (sinon un des problèmes est alors non-réalisable et l'autre non borné).I
i, les résultats 
on
ernant la dualité seront plus faibles en 
e sens qu'il peut exister un saut dedualité borné entre un (SDP) et son dual. L'absen
e de saut de dualité peut être garantie au prixd'une hypothèse supplémentaire : l'existen
e de points �intérieurs� dans les régions admissibles dudual et du primal. 3.2. Dual d'un programme semidé�niLe dual (DSDP) du programme semidé�ni (SDP) (2.2.1) est(3.2.1) (DSDP )





Maximiser A0 • Z
Sous contraintesAi • Z = ci ; i = 1, ...,m

Z � 0La variable est don
 i
i une matri
e Z appartenant à Sn. Les 
ontraintes sont linéaires en
Z. Ce problème revient don
 à optimiser une fon
tion linéaire d'une matri
e symétrique positivesous 
ontraintes linéaires. Le 
�ne des matri
es symétriques positives étant son propre polaire,
(DSDP ) est bien le programme dual de (SDP ). En e�et, 
e dernier est maxZ�0 minx∈Rn L(x, Z)où L(x, Z) = cTx + Z • (A0 −

∑m

i=1 xiAi) est la fon
tion de Lagrange asso
iée à (SDP). L(x, Z)admet un minimum (A0 •Z) à 
ondition que Ai •Z = ci ∀i ∈ {1, . . . ,m} (de façon à annuler tousles termes en xi) sinon on obtient −∞.(DSDP) est aussi un programme semidé�ni. Pour voir 
ela, supposons que les matri
es Ai(∀i ∈ {1, . . . ,m}) sont linéairement indépendantes (
e qui n'est pas restri
tif) et 
onsidérons unrepère quel
onque (B0, B1, . . . , Bp) de l'espa
e a�ne
ℵ = {Z | Z ∈ Sn, Ai • Z = ci, i = 1, ...,m}dont les matri
es admissibles du dual (DSDP) font partie. Puisque les matri
es Ai forment unsystème libre, on a p = n(n+1)
2 −m. Posons alors G(y) = B0+

∑p
i=1 yiBi, et dé�nissons le ve
teur

d ∈ R
p par di = −A0 • Bi. On a dT y =

∑p

i=1 (−A0 •Bi) yi = −A0 • (G(y)−B0). Nous pouvonsalors reformuler (DSDP) 
omme suit :(3.2.2) {
Minimiser dT y −A0 •B0

Sous contrainte G(y) � 016



3.4. SAUT DE DUALITÉ ET POINTS INTÉRIEURS 17qui est bien un programme semidé�ni.3.3. Expression du dual dans le 
as d'un programme linéaireA�n d'illustrer le fait que la dé�nition du dual pour un (SDP) est une extension de 
elle d'un(PL), nous allons é
rire (DSDP) dans le 
as parti
ulier d'un (PL).Comme nous l'avons déjà remarqué pré
édemment, un (PL) quel
onque est un (SDP) oùtoutes les matri
es Ai (i=0,...,m) sont diagonales. Notre dual s'é
rit don
 i
i :(3.3.1) 



Maximiser diag(b) • Z
Sous contraintes diag(ai) • Z = ci ; i = 1, ...,m

Z � 0Nous pouvons simpli�er 
e programme. En e�et, puisque Z est positive, nous pouvons rem-pla
er les éléments non diagonaux de Z par des zéros tout en gardant une matri
e positive (
eséléments n'interviennent pas dans l'expression des 
ontraintes). Il est don
 possible de se restrein-dre aux matri
es Z = diag(z) diagonales. Le problème 3.3.1 devient don
(3.3.2) 




Maximiser bT z

Sous contraintes aTi z = ci ; i = 1, ...,m

z ≥ 0Nous re
onnaissons i
i le dual 1.2.2 du programme linéaire 1.2.1.3.4. Saut de dualité et points intérieurs3.4.1. Théorèmes de dualité. Comme nous l'avons évoqué dans l'introdu
tion, la théoriede la dualité pour les (SDP) ne fournit pas un résultat aussi fort qu'en PL (absen
e de saut dedualité lorsque les problèmes sont réalisables). Toutefois, sous des hypothèses un peu plus fortes,on peut obtenir le même résultat (pas de saut) pour les (SDP). Pour 
ela, nous avons besoind'introduire une nouvelle notion.Définition 3.4.1. On appelle point intérieur du primal (SDP) (resp. du dual (DSDP)) toutve
teur x (resp. matri
e Z) tel que F (x) ≻ 0 (F (x) est inversible) (resp. Z ≻ 0 et Ai • Z = ci ,i=0,...,m).De tels points sont don
 bien �géométriquement� à l'intérieur des régions admissibles. Lorsquede tels points existent, nous dirons que le problème (primal ou dual) est stri
tement réalisable.Etudions à présent le saut de dualité entre (SDP) et (DSDP). Une propriété fondamentaled'un dual est de fournir des bornes pour la valeur optimale du primal (et ré
iproquement). Nousallons démontrer queProposition 3.4.2. (Théorème de dualité faible) Pour toutes solutions admissibles x et Zrespe
tivement de (SDP) et (DSDP), on a cTx ≥ A0 • Z.Démonstration. On a cTx − A0 • Z =
∑m

i=1 (Ai • Z)xi − A0 • Z = F (x) • Z. Or noussavons que les matri
es F (x) et Z sont positives, don
 leur produit s
alaire l'est également (voirle 
hapitre sur les rappels). Ce qui a
hève la preuve. �



3.4. SAUT DE DUALITÉ ET POINTS INTÉRIEURS 18Ainsi, la valeur du dual en tout point Z est toujours inférieure ou égale à la valeur du primalen tout point x. Le saut de dualité asso
ié au 
ouple (x, Z) étant égal à η = F (x) • Z.Soit alors les valeurs optimales de (SDP) et de (DSDP) ainsi que les ensembles respe
tifs depoints optimaux (qui peuvent être vides), on pose :
p∗ = inf

{
cTx | F (x) � 0

}

d∗ = sup
{
A0 • Z | Z = ZT , Z � 0, Ai • Z = ci, i = 1, ...,m

}

Xopt =
{
x | F (x) � 0 et cTx = p∗

}

Zopt = {Z | Z � 0, Ai • Z = ci, i = 1, ...,m, etA0 • Z = d∗}Proposition 3.4.3. (Théorème de dualité forte) [Nesterov, Nemirovsky℄ On a d∗ = p∗si au moins l'une des 
onditions suivantes est satisfaite :� Le problème primal est stri
tement réalisable (il existe des points intérieurs : ∃x /F (x) ≻ 0).� Le problème dual est stri
tement réalisable (∃Z /Z = ZT ≻ 0, Ai • Z = ci, i = 1, ...,m).Si les deux 
onditions sont remplies, alors les ensembles optimaux Xopt et Zopt sont non vides.3.4.2. Condition des é
arts 
omplémentaires. S'il existe des points optimaux alors ona cTx = A0 •Z = p∗ = d∗, et don
 η = F (x) •Z = 0 
e qui équivaut à ZF (x) = 0 (Z et F (x) sontsymétriques positives). La 
ondition ZF (x) = 0 est appelée 
ondition des é
arts 
omplémentaires.En e�et, pour un PL, en posant Z = diag(z) et F (x) = diag(Ax− b), notre 
ondition devient
zi (Ax − b)i = 0 pour i=1,...,n (les zéros dans z et Ax− b sont �
omplémentaires�).3.4.3. Conditions d'optimalité pour un (SDP). Nous pouvons déduire de 
e qui pré
èdeun ensemble de 
onditions d'optimalité pour un (SDP) (sous réserve de l'hypothèse de stri
teréalisabilité) :(3.4.1) F (x) � 0

Z � 0, Ai • Z = ci, i = 1, ...,m

ZF (x) = 0



CHAPITRE 4Exemples d'appli
ation en Optimisation Combinatoire4.1. Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous allons présenter plusieurs appli
ations de la programmation semidé�niepour la résolution appro
hée de problèmes 
ombinatoires 
lassiques. La SDP, tout 
omme la PL,peut être utilisée pour obtenir des bornes a�n de mesurer la qualité de solutions fournies par desheuristiques ou dans un Bran
h&Bound. Il existe également des méthodes de �primalisation� quipermettent d'utiliser la solution optimale obtenue de la relaxation pour 
onstruire une solutionappro
hée admissible pour le problème 
ombinatoire initial. Ces te
hniques permettent égalementsouvent de borner le saut du à la relaxation dans le pire 
as. L'exemple réussi le plus fameux d'unetelle démar
he est la résolution appro
hée de max-
ut.4.2. Modélisations en variables bivalentes à valeurs dans {0, 1} ou en {−1, 1}Avant de présenter plusieurs relaxations de problèmes 
ombinatoires par programmation semidé�nie,nous allons distinguer deux types de modélisation. En e�et, dans la littérature, les relaxations SDPsont élaborées tant�t à partir de programmes en variables à valeurs dans {0, 1}, tant�t en vari-ables à valeurs dans {−1, 1}. Nous verrons que bien qu'équivalentes relativement à la qualité desrelaxations obtenues, 
es deux possibilités 
onduisent à l'élaboration de programmes semidé�nisdi�érents tant sur les �re
ettes� de primalisation que sur leur interprétation géométrique.4.2.1. Un premier exemple : QP. Prenons 
omme premier exemple le 
as simple d'unproblème quadratique où interviennent n variables bivalentes et sans autre 
ontrainte (la diagonalede C peut être prise nulle puisque x2
i = xi pour tout i) :

(QP ){0,1}






Max f(x) = 1
2

∑n
i=1

∑n
j=1 Cijxixj +

∑n
i=1 bixi

= 1
2C • xxT + bTxs.
. xi ∈ {0, 1} ; i = 1, ..., nOn peut appliquer le 
hangement de variables yi = 2xi − 1 (i ∈ {1, ..., n, }) et travailler ave
des variables en {−1, 1} pour obtenir une formulation équivalente

(QP ){−1,1}






Max f(y) = 1
8

∑n

i=1

∑n

j=1 Cij (1 + yi) (1 + yj) +
1
2

∑n

i=1 bi (1 + yi)

= 1
8

[
C • yyT +

∑n

i=1

(
4bi + 2

∑n

j=1 Cij

)
yi

]
+
(
1
4Ctot +

1
2

∑n

i=1 bi
)s.
. yi ∈ {−1, 1} ; i = 1, ..., npuisque xi =

1+yi

2 (i ∈ {1, ..., n, }). Nous allons 
onsidérer deux formes de relaxations SDP 
orre-spondant à 
ha
une des formulations 
i-dessus.4.2.1.1. Démar
he géométrique : modélisation {−1, 1}. Remplaçons 
ha
une des variables yi
(i ∈ {1, ..., n, }) par un ve
teur vi de dimension n appartenant à la sphère unité. Initialement,nos variables ne pouvaient prendre que deux valeurs, à présent elles peuvent par
ourir une région19



4.2. MODÉLISATIONS EN VARIABLES BIVALENTES À VALEURS DANS {0, 1} OU EN {−1, 1} 20beau
oup plus vaste mais qui 
ontient néanmoins pour tout i dans {1, ..., n} les deux pointsinitialement admissibles : (1, 0, ...., 0) et (−1, 0, 0, ..., 0) (voir �gure). Nous pro
édons don
 bienà une relaxation du problème. On peut interpréter 
ette dernière 
omme une relaxation sur la�dimension�. En e�et, initialement les ve
teurs étaient in
lus dans un espa
e de dimension 1, alorsqu'à présent ils peuvent engendrer un espa
e de dimension au plus n (leur nombre).
-1 1

Figure 4.2.1. Relaxation du problème 
ombinatoire : on passe i
i en dimension 2.A présent, nous devons réé
rire notre fon
tion f en utilisant un produit dont la restri
tionà R soit un simple produit. Le produit s
alaire habituel 
onvient tout à fait. Reste le problèmedes termes linéaires b′T y =
∑n

i=1 b
′
iyi puisqu'i
i nous ne pouvons pas simplement rempla
er yi parun ve
teur vi ! Pour régler 
e problème nous ajoutons un ve
teur supplémentaire v0 de la sphèreunité, et nous remplaçons ∑n

i=1 b
′
iyi par ∑n

i=1 b
′
iv

T
i v0. Cela revient à �quadratiser� totalement lafon
tion.E
rivons à présent le programme obtenu :(4.2.1) (P )QP{−1,1}





Max F (v0, ..., vn) =
1
8

∑n
i=1

∑n
j=1 Cijv

T
i vj

+ 1
8

∑n
i=1

(
4bi + 2

∑n
j=1 Cij

)
vTi v0 +

(
1
4Ctot +

1
2

∑n
i=1 bi

)s.
. : vi ∈ Sn i = 0, ..., nIl s'agit bien d'une relaxation de (QP ){−1,1} : la région admissible de (P )QP{−1,1} 
ontient
elle de (QP ){−1,1} et les valeurs de F (v0, ..., vn) 
oïn
ident ave
 
elles de f(y) pour les solutionsadmissibles de (QP ){−1,1}.Le théorème de Cholesky implique que se donner un 
hamp de ve
teurs unitaires est équivalentà se donner une matri
e positive dont les éléments diagonaux valent tous 1. Nous pouvons don
e�e
tuer un dernier 
hangement de variables en remplaçant les ve
teurs v0, ..., vn par leur matri
ede Gram Y = V V T (on a Yij = vTi vj pour tout 
ouple (i, j)). Nous prouvons ainsi que (P )QP{−1,1}peut s'é
rire 
omme un SDP :
(SDP )QP{−1,1}





Max 1
8C

′ • Y +
(
1
4Ctot +

1
2

∑n

i=1 bi
)s.
. d(Y ) = en+1 i.e Yii = 1 ; i = 0, ..., n

Y ∈ S+
n+1



4.2. MODÉLISATIONS EN VARIABLES BIVALENTES À VALEURS DANS {0, 1} OU EN {−1, 1} 21
où C′ =




0 2b1 +
∑n

j=1 C1j · · · 2bi +
∑n

j=1 Cij · · · 2bn +
∑n

j=1 Cnj

2b1 +
∑n

j=1 C1j...
2bi +

∑n

j=1 Cij C...
2bn +

∑n

j=1 Cnj




∈

Sn+1.4.2.2. Deuxième démar
he : modélisation {0, 1}. I
i, l'idée 
onsiste à �
onvexi�er� notreproblème en :(1) Relâ
hant les 
ontraintes d'intégrité sur les variables xi (i ∈ {1, ..., n}) qui deviennentdon
 
ontinues.(2) Remplaçant la matri
e xxT par une matri
e X telle que X � xxT .Initialement on avait X = xxT , il s'agit bien d'une relaxation puisque la matri
e X −
xxT = 0 est positive.Le Lemme 1.1.13 nous permet d'é
rire 
ette 
ontrainte de manière équivalente [ 1 xT

x X

]
�

0.(3) Bornant les variables xi entre 0 et 1 en imposant d(X) = x, i.e. la diagonale de X seraégale à x. Expli
ation : puisque [ 1 xT

x X

]
� 0 tous ses mineurs symétriques ont undéterminant positif, et en parti
ulier les n mineurs 2 × 2 
ontenant les ième et dernièrelignes/
olonnes. Ce
i 
onduit pour tout i dans {1, ..., n} à det

[
1 xi

xi xi

]
≥ 0 i.e. 1 ≥

xi ≥ x2
i ≥ 0.Nous obtenons alors dire
tement le programme semidé�ni suivant

(SDP )QP{0,1}





Max 1
2C •X + bTxs.
. d(X) = x[
1 xT

x X

]
� 04.2.3. Lien ave
 l'appro
he lagrangienne. Notre problème de la maximisation d'unefon
tion quadratique pseudo-booléenne sans 
ontrainte peut également se formuler 
omme (ilsu�ra de prendre l'opposé de la valeur obtenue) :

(QP )

{ Min f(x) = −xTCx− bTxs.
. x2
i = xi ∀i ∈ {1, ..., n}E
rivons la fon
tion duale de (QP ) : θ (µ) = minx xT (−C + diag (µ))x + (−b− µ)T x. Leprogramme dual est : θ = maxµ∈Rnθ (µ).Proposition 4.2.1. Soit une forme quadratique quel
onque q(x) = xTQx + fTx + c dé�niesur R

n. Une 
ondition né
essaire et su�sante pour que q admette une borne inférieure �nie est
Q � 0 et ∃f ′/f = Qf ′ (f ∈ Im(Q)).
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e résultat, on peut en déduire que le programme dual de (QP ) peut s'exprimer
omme suit : 



Maxµ [Minx∈R xT (−C + diag (µ)) x+ (−b− µ)
T
x
]s.
. −C + diag (µ) � 0

−b− µ ∈ Im(−C + diag (µ))qui est équivalent à  Max rs.
. [
−r 1

2 (−b− µ)
T

1
2 (−b− µ) −C + diag (µ)

]
� 0Le dual de 
e programme semidé�ni est  Min −

[
0 1

2b
1
2b C

]
•Xs.
. X11 = 1

Xii = X1i ∀i ∈ {1, ..., n}
X � 0En bidualisant (QP ) nous avons don
 retrouvé le programme semidé�ni (SDP )QP{0,1} (il suf-�t de prendre l'opposé et de maximiser au lieu de minimiser) dans lequel les variables (X11, .., X1n)véri�ent 0 ≤ X1i ≤ 1 pour tout i dans {1, ..., n} et peuvent être asso
iées aux variables xi initiales.Le problème de l'équivalen
e des deux relaxations SDP obtenues respe
tivement des modèles

{0, 1} et {−1, 1} se pose alors : les bornes sont-elles les mêmes ? Dans l'a�rmative, peut-on asso
ierune solution optimale du premier SDP à une solution optimale du se
ond ? Ou mieux en
ore :existe-t-il une transformation entre les deux formulations qui permette d'asso
ier à toute solutionadmissible de l'un une solution admissible de l'autre ? La réponse est oui.4.2.4. Changement de variables dans le 
as général. Soit Q une matri
e inversible (pasfor
ément positive) de Sn. Soit l'appli
ation φ dé�nie de Sn dans lui-même par φ(M) = QMQT .On peut montrer que φ est un automorphisme (appli
ation linéaire bije
tive) de Sn qui laissestables S+
n et S++

n .Considérons à présent un programme semidé�ni quel
onque :
(SDP )





Max C •Xs.
. Ai •X = ( ou ≤)bi ; i = 1, ..., k

X � 0et supposons que nous souhaitions e�e
tuer le 
hangement de variable W = QXQT (on e�e
tueen fait un 
hangement de base). On pose C̃ =
(
Q−1

)T
CQ−1, et Ãi =

(
Q−1

)T
AiQ

−1 pour
i ∈ {1, ..., k}, et on dé�nit le programme semidé�ni suivant

(SDP )Q






Max C̃ •Ws.
. Ãi •W = (ou ≤) bi ; i = 1, ..., k

W � 0On démontre le lemme suivant :Lemme 4.2.2. X est une solution admissible de (SDP ) si et seulement si W = QXQT estune solution admissible de (SDP )Q. De plus, on a C •X = C̃ •W .
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(
Q−1

)T
XQ−1 . Xest bien positive puisque W l'est (S+

n est stable par φ). On a pour tout i ∈ {1, ..., k}

Ãi •W = Tr
((

Q−1
)T

AiQ
−1QXQT

)

= Tr
((

Q−1
)T

AiXQT
)

= Tr (AiX)

= Ai •X

= (ou ≤) bi

�Le 
al
ul est le même pour montrer que C • X = C̃ • W . La ré
iproque est immédiate enprenant Q−1 à la pla
e de Q et en refaisant le même 
al
ul.4.2.5. Changement de variables pour le 
as {−1, 1} et {0, 1}. Reprenons notre exem-ple : le 
as d'un problème où la fon
tion est quadratique et où interviennent n variables bivalenteset sans autre 
ontrainte. Pour appliquer le lemme 4.2.2 au 
as présent, il nous faut déterminerl'expression de la matri
e Q. Remarquons qu'initialement on possède la relation x = 1
2 (y + en)entre les variables des modèles (QP ){0,1} et (QP ){−1,1} (x et y sont de même dimension n).Toutefois, dans les relaxations (SDP )QP{0,1} et (SDP )QP{−1,1} nous avons ajouté une dimensionaux matri
es X et Y pour pouvoir traiter les termes linéaires présents dans la fon
tion obje
tif.C'est pourquoi nous ajoutons une première 
omposante toujours égale à 1 aux deux ve
teurs a�nd'homogénéiser les 
al
uls qui vont suivre. On peut é
rire matri
iellement

(
1

x

)
= Q

(
1

y

)où Q =

[
1 0

1
2en

1
2In

], et don
 Q−1 =

[
1 0

−en 2In

]. On peut alors appliquer les résul-tats du 4.2.4 puisque φ est bien i
i un automorphisme. Appliquons notre transformation sur
(SDP )QP{−1,1} pour véri�er que nous obtenons bien (SDP )QP{0,1}.
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(
Q−1

)T
AQ−1, et pour 
haque 
ontrainte Yii = Ei • Y = 1 i ∈ {0, ..., n}, on peuté
rire que :

(
Q−1

)T
EiQ

−1 =

[
1 −en

0 2In

]




0 · · · · · · · · · · · · · · · 0... . . . ...... 0
...... 1
...... 0
...... . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · 0 1




[
1 0

−en 2In

]

=




1 0 · · · 0 −1 0 · · · 0

0 0
...... . . . ...... 0
...... 2
...... 0
...... . . . ...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0




[
1 0

−en 2In

]

=




1 0 · · · 0 −2 0 · · · 0

0 0
...... . . . ...

0 0
...

−2 4
...

0 0
...... . . . ...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0


Nous obtenons don
 la 
ontrainte 
orrespondante pour la matri
e X :(

Q−1
)T

EiQ
−1 • X = 1 i.e. X00 − 4Xi0 + 4Xii = 1. Puisque X00 = 1, on retrouve bien nos
ontraintes Xii = X0i pour tout i ∈ {1, ..., n}.Intéressons nous à présent à la fon
tion obje
tif de (SDP )QP{−1,1}. Sous forme matri
ielle,on a f(Y ) =

(
1
4Ctot +

1
2

∑n

i=1 bi
)
+ 1

8C
′ • Y
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C′ =




0 2b1 +
∑n

j=1 C1j · · · 2bi +
∑n

j=1 Cij · · · 2bn +
∑n

j=1 Cnj

2b1 +
∑n

j=1 C1j...
2bi +

∑n

j=1 Cij C...
2bn +

∑n

j=1 Cnj


pour déterminer l'expression de la fon
tion obje
tif pour la relaxation SDP en {0, 1} :

φ−1(C) =
(
Q−1

)T
C′Q−1

=

[
1 −en

0 2In

]
C′

[
1 0

−en 2In

]

=




−2
∑n

i=1 bi − 2Ctot 2b1 · · · 2bi · · · 2bn

4b1 + 2
∑n

j=1 C1j...
4bi + 2

∑n

j=1 Cij 2C...
4bn + 2

∑n

j=1 Cnj




[
1 0

−en 2In

]

=




−4
∑n

i=1 bi − 2Ctot 4b1 · · · 4bi · · · 4bn

4b1...
4bi 4C...
4bn


Nous obtenons don
 
omme transformée de notre fon
tion obje
tif :

1

2

n∑

i=1

bi +
1

4
Ctot +

1

8
φ−1(C′) •X =

1

2

n∑

i=1

bi +
1

4
Ctot +

1

8


−4

n∑

i=1

bi − 2Ctot + 4

n∑

i=1

n∑

j=1

CijXij + 8bTx




=
1

2
C •X + bTxLes deux SDP sont équivalents.4.2.6. Lien ave
 la linéarisation 
lassique des programmes quadratiques. Consid-érons la relaxation linéaire 
lassique du problème (QP ){0,1} que nous é
rivons sous forme ma-tri
ielle :

(LP ){0,1}





Max 1
2C •X + bTxs.c. 0 ≤ xi ≤ 1 i ∈ {1, ..., n}
0 ≤ Xij ≤ xi i 6= j ∈ {1, ..., n}
0 ≤ Xij ≤ xj i 6= j ∈ {1, ..., n}
xi + xj ≤ 1 +Xij i 6= j ∈ {1, ..., n}



4.2. MODÉLISATIONS EN VARIABLES BIVALENTES À VALEURS DANS {0, 1} OU EN {−1, 1} 26Usuellement, on introduit uniquement les variables de linéarisation Xij pour i < j. Il est 
lairque notre réé
riture ne 
hange en rien les propriétés de 
ette linéarisation. Considérons à présentnotre relaxation (SDP )QP{−1,1} que nous allons améliorer en ajoutant 
ertaines inégalités valides.Il est 
onnu (et rapide à véri�er) que les inégalités triangulaires suivantes sont des inégalités valides(en fait 
e sont même des fa
ettes du polytope asso
ié) pour le modèle (QP ){−1,1} :
Yij + Yik + Yjk ≥ −1(4.2.2)
Yij − Yik − Yjk ≥ −1(4.2.3)

−Yij + Yik − Yjk ≥ −1(4.2.4)
−Yij − Yik + Yjk ≥ −1(4.2.5)où i, j, k sont pris distin
ts dans {1, ..., n}. Nous allons mettre 
ertaines de 
es inégalités sousla forme b̃̃bT • Y ≥ 1 où b̃ =

(
b0

b

)
∈ Z

n+1 . Ce type d'inégalités est appelé hypermétrique.L'intérêt d'une telle formulation est qu'elle permet un 
al
ul aisé de la transformée par φ−1 de lamatri
e b̃b̃T . Considérons pour 
ommen
er le 
as parti
ulier où b0 = bi = bj = 1, et bk = 0 pourtous les autres indi
es k dans {1, ..., n}. On a i
i
b̃b̃T • Y ≥ 1 ⇔ Y00 + 2 (Y0i + Y0j) + Yii + Yjj + 2Yij ≥ 1

⇔ 2 (Y0i + Y0j) + 2Yij ≥ −2

⇔ Y0i + Y0j + Yij ≥ −1Le passage de la première à la deuxième ligne est justi�é par les égalités Yii = 1 pour i ∈
{0, ..., n}. On retrouve i
i la première inégalité triangulaire en prenant k = 0. Prenons à présent
omme deuxième inégalité de la forme b̃̃bT • Y ≥ 1 le 
as où b0 = 1, bi = bj = −1. On a

b̃b̃T • Y ≥ 1 ⇔ Y00 − 2 (Yi0 + Yj0) + Yii + Yjj + 2Yij ≥ 1

⇔ Yij − Yi0 − Yj0 ≥ −1On obtient don
 en
ore une inégalité triangulaire (la deuxième) ave
 k = 0. Prenons 
ommetroisième inégalité de la forme b̃̃bT • Y ≥ 1 le 
as où b0 = bi = 1, bj = −1. On a
b̃̃bT • Y ≥ 1 ⇔ Y00 + 2Yi0 − 2Yj0 + Yii + Yjj − 2Yij ≥ 1

⇔ Yi0 − Yj0 − Yij ≥ −1On obtient don
 en
ore une inégalité triangulaire (la troisième) ave
 k = 0.Prenons 
omme quatrième inégalité de la forme b̃̃bT • Y ≥ 1 le 
as où b0 = bj = 1, bi = −1.On a
b̃̃bT • Y ≥ 1 ⇔ Y00 − 2Yi0 + 2Yj0 + Yii + Yjj − 2Yij ≥ 1

⇔ −Yi0 + Yj0 − Yij ≥ −1



4.2. MODÉLISATIONS EN VARIABLES BIVALENTES À VALEURS DANS {0, 1} OU EN {−1, 1} 27On obtient don
 en
ore une inégalité triangulaire (la quatrième) ave
 k = 0. Ajoutons 
esfamilles d'inégalités à (SDP )QP{−1,1} pour obtenir
(SDP2)QP{−1,1}





Max 1
8C

′ • Y +
(
1
4Ctot +

1
2

∑n

i=1 bi
)s.
. Y0i + Y0j + Yij ≥ −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}

Yij − Yi0 − Yj0 ≥ −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}
Yi0 − Yj0 − Yij ≥ −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}
−Yi0 + Yj0 − Yij ≥ −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}
d(Y ) = en+1 i.e Yii = 1 ; i = 0, ..., n

Y ∈ S+
n+1Traduisons 
e nouveau SDP pour obtenir un SDP en {0, 1} : (SDP2){0,1}. Il nous faut unique-ment traduire les inégalités triangulaires que nous venons d'ajouter en utilisant notre automor-phisme φ. Pour une inégalité hypermétrique quel
onque b̃b̃T • Y ≥ 1, on obtient :

(
Q−1

)T
b̃̃bTQ−1 =

[
b0 − eTn b

2b

] [
b0 − eTn b 2bT

]La 
ontrainte obtenue sera don
 :
[

b0 − eTn b

2b

][
b0 − eTn b

2b

]T
•
[

1 xT

x X

]
≥ 1Pour les inégalités Y0i + Y0j + Yij ≥ −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}on a [b0 − eTn b, 2b

T
]
= [−1, 0, ..., 0, 2, 0, ..., 0, 2, 0, ..., 0]. D'où

1− 4X0i − 4X0j + 4Xii + 4Xjj + 8Xij ≥ 1Remarquons que nous avons imposé d(X) = x et don
 que X0i = Xii pour tout i ∈ {1, ..., n},on obtient
Xij ≥ 0Pour les inégalités Yij − Yi0 − Yj0 ≥ −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}, on a

[
b0 − eTn b, 2b

T
]
= [3, 0, ..., 0,−2, 0, ..., 0,−2, 0, ..., 0]L'inégalité 
orrespondante pour (SDP2){0,1} est :

9− 12X0i − 12X0j + 4Xii + 4Xjj + 8Xij ≥ 1

Xii +Xjj ≤ 1 +XijPour les inégalités Yi0 − Yj0 − Yij ≥ −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}, on a
[
b0 − eTn b, 2b

T
]
= [1, 0, ..., 0, 2, 0, ..., 0,−2, 0, ..., 0]L'inégalité 
orrespondante pour (SDP2){0,1}est :

1 + 4X0i − 4X0j + 4Xii + 4Xjj − 8Xij ≥ 1

Xii ≥ Xij



4.3. CONSTRUIRE UNE RELAXATION SEMIDÉFINIE À PARTIR D'UNE RELAXATION PL 28En�n, pour les inégalités −Yi0 + Yj0 − Yij ≥ −1 i 6= j ∈ {1, ..., n}, on a
[
b0 − eTn b, 2b

T
]
= [1, 0, ..., 0,−2, 0, ..., 0, 2, 0, ..., 0]L'inégalité 
orrespondante pour (SDP2){0,1}est :

1− 4X0i + 4X0j + 4Xii + 4Xjj − 8Xij ≥ 1

Xjj ≥ XijAinsi on obtient
(SDP2){0,1}






Max 1
2W •X + bTxs.c. d(X) = x[
1 xT

x X

]
� 0

0 ≤ Xij i 6= j ∈ {1, ..., n}
Xij ≤ Xii i 6= j ∈ {1, ..., n}
Xij ≤ Xjj i 6= j ∈ {1, ..., n}
Xii +Xjj ≤ 1 +Xij i 6= j ∈ {1, ..., n}Remarquons que les inégalités 0 ≤ Xii ≤ 1 i ∈ {1, ..., n} sont impliquées par [ 1 xT

x X

]
� 0puisque 1 ≥ Xii ≥ X2

ii ≥ 0. Ce
i montre que la relaxation (SDP2){0,1} est meilleure que (LP ){0,1}(elle 
ontient en plus les 
ontraintes de positivité).
4.3. Construire une relaxation semidé�nie à partir d'une relaxation PL4.3.1. Introdu
tion. Nous disposons de deux appro
hes ({0, 1} et {−1, 1}) pour 
onstruirenos relaxations SDP à partir d'un problème 
ombinatoire se présentant 
omme l'optimisationd'une fon
tion quadratique (ou simplement linéaire) soumise à des 
ontraintes quadratiques et/oulinéaires. Mieux en
ore, on peut 
onstater que quelle que soit la relaxation par programmationlinéaire 
onsidérée, il sera toujours possible d'ajouter la 
ontrainte de positivité sur la matri
e
onstituée des variables initiales et 
elles ajoutées pour linéariser le programme, et ainsi de renfor
erla relaxation. Avant d'appliquer 
es te
hniques sur plusieurs problèmes 
ombinatoires 
lassiques,nous allons voir qu'il est possible de pro
éder à des traitements en
ore plus e�
a
es, a�n d'obtenirdes relaxations semidé�nies en
ore meilleures. L'idée est de 
onsidérer l'existant (les relaxationsobtenues par programmation linéaire) pour obtenir une ou des relaxations SDP améliorées. Dans 
equi suit, nous allons 
onsidérer un problème 
ombinatoire en variables 0−1 quadratique ou linéaire.Rappelons que grâ
e aux résultats de la se
tion pré
édente, 
es résultats pourront s'appliquer enfait à tout programme quadratique ou linéaire à variables bivalentes. Soit un problème pouvantêtre formulé 
omme suit :
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(P {0, 1})





Min A0 •X + bTxs.
. : Ai •X + cTi x = (ou ≤) di i ∈ {1, ...,m1}
cTi x = di i ∈ {m1 + 1, ...,m2}
di ≤ cTi x ≤ d′i i ∈ {m2 + 1, ...,m}
X = xxT

x ∈ {0, 1}noù 1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ m. Dans le 
as général, 
ertains di ou d′i , i ∈ {m2, ...,m}, peuvent êtreabsents. De plus, 
ertaines matri
es Ai i ∈ {0, ...,m} peuvent être nulles, et si 
ela est le 
as pour
ha
une d'elles (pour tout i dans {0, ...,m}) alors (P {0, 1}) est un programme linéaire en 0 − 1.Appliquons les résultats vus dans la se
tion pré
édente, a�n d'obtenir une relaxation semidé�nie(fondée sur un modèle en {0, 1}) :
(SDP0)






Min A0 •X + bTxs.
. : Ai •X + cTi x = (ou ≤) di i ∈ {1, ...,m1}
cTi x = di i ∈ {m1 + 1, ...,m2}
di ≤ cTi x ≤ d′i i ∈ {m2 + 1, ...,m}

X � xxT ⇔
[

1 xT

x X

]
� 0

d(X) = xLa relaxation standard par programmation linéaire est :
(PL)






Min A0 •X + bTxs.
.
(Q) Ai •X + cTi x = (ou ≤) di i ∈ {1, ...,m1}
(LE) cTi x = di i ∈ {m1 + 1, ...,m2}
(LI) di ≤ cTi x ≤ d′i i ∈ {m2 + 1, ...,m}

0 ≤ xi ≤ 1 i ∈ {1, ..., n}
(1) Xij ≥ 0 i < j ∈ {1, ..., n}
(2) Xij ≤ xi ; Xij ≤ xj i < j ∈ {1, ..., n}
(3) xi + xj ≤ 1 +Xij i < j ∈ {1, ..., n}

X ∈ SnOn peut véri�er que les régions admissibles de 
es deux programmes sont non 
omparables :au
une d'entre elles n'est in
lue dans l'autre. C'est pourquoi il est naturel de vouloir 
onstruireune nouvelle relaxation SDP en partant de (PL). Nous allons don
 
onsidérer 
haque type de
ontrainte présente dans (PL), et lui asso
ier une ou plusieurs 
ontraintes. Ainsi, nous obtiendronsun SDP qui sera par 
onstru
tion une meilleure relaxation que (PL), et surtout qui tiendra mieux
ompte des relaxations existantes.4.3.2. Traitements plus e�
a
es pour les 
ontraintes linéaires simples.Egalités linéairesConsidérons une 
ontrainte se présentant 
omme une égalité linéaire cTx = d. Nous pouvonssupposer que d ≥ 0 (sinon on 
hange les signes de 
ha
un des membres). Dans (SDP0) nous avonssimplement gardé la 
ontrainte cTx = d, mais nous pouvons faire mieux.
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ontrainte valide pour (P {0, 1}). Si (X, x) ∈
Sn ×Rn est tel que ccT •X = d2, cTx = d et X − xxT � 0 alors on a ccT

(
X − xxT

)
= 0.Démonstration. Premièrement, ccT • xxT = d2 est le 
arré de cTx = d, et don
 est une
ontrainte valide pour (P {0, 1}). Deuxièmement, 
onsidérons (X, x) ∈ Sn×Rn tel que ccT •X = d2,

cTx = d et X−xxT � 0. Nous pouvons é
rire que ccT •
(
X − xxT

)
+ccT •xxT = d2. La 
ontrainte

cTx = d implique ccT • xxT = d2, et don
 nous obtenons ccT •
(
X − xxT

)
= 0. Grâ
e au Lemme1.1.9, il est équivalent d'é
rire ccT

(
X − xxT

)
= 0. �Remarquons que que si x ∈ {0, 1}n est tel que d(X) = x et X − xxT � 0 alors X = xxT(Lemme 1.1.14). Don
 dans 
e 
as, ccT •X = d2 est équivalent à cTx = d (puisque d ≥ 0). Mais la
ontrainte quadratique ccT (X − xxT

)
= 0 n'est pas satisfaite par toute les solutions admissibles etnon-entières de (PL). Ainsi, 
e
i 
onduit à une meilleure relaxation SDP que de garder simplement

cTx = d.Proposition 4.3.2. On a {(X, x) ∈ Sn ×Rn ; X − xxT � 0, ccT •X = d2, cTx = d
}
={

(X, x) ∈ Sn ×Rn ; X − xxT � 0, ccT •X − 2dcTx+ d2 = 0
}.Démonstration. Premièrement, remarquons que la 
ontrainte ccT • xxT − 2dcTx + d2 = 0peut être obtenue en mettant au 
arré cTx − d = 0, et don
 
'est bien une égalité valide pour leprogramme (P {0, 1}). Soit (X, x) ∈ Sn × Rn tel que X − xxT � 0. Si ccT •X = d2 et cTx = d,alors ccT •X − 2dcTx+ d2 = ccT •

(
X − xxT

)
+
(
cTx− d

)2
= ccT •

(
X − xxT

)
= 0 (Proposition4.3.1). Ré
iproquement, si ccT • X − 2dcTx + d2 = 0 alors ccT •

(
X − xxT

)
+
(
cTx− d

)2
= 0implique cTx = d (puisque ccT •

(
X − xxT

)
≥ 0, Lemme 1.1.9), et don
 ccT •X − 2dcTx + d2 =

ccT •X − 2d2 + d2 = 0. �Nous pouvons également multiplier 
ha
un des 
�tés de l'égalité cTx = d par xi pour tout idans {1, ..., n} pour obtenir les 
ontraintes �produit� ∑n
j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n}.Proposition 4.3.3. les 
ontraintes∑n

j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n} sont des inégalités validespour (P {0, 1}). Si (X, x) ∈ Sn ×Rn est tel que ∑n

j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n} et cTx = d alorson a ccT •X = d2.Pour montrer la première impli
ation, il su�t de multiplier 
ha
une des égalités∑n

j=1 cjXij =

dxi ∀i ∈ {1, ..., n} respe
tivement par ci, et on les somme pour obtenir �nalement∑n
i=1

∑n
j=1 cicjXij =

d
∑n

i=1 cixi i.e. ccT •X = dcTx et don
 ccT •X = d2 (puisque cTx = d ).La ré
iproque est vraie si X � xxT . Ce
i est moins évident intuitivement puisque le nombrede 
ontraintes véri�ées passe de O(1) à O(n). La preuve utilise le Lemme 1.1.9.Proposition 4.3.4. Soit (X, x) ∈ Sn ×R véri�ant ccT •X = d2, cTx = d et [ 1 xT

x X

]
� 0,alors (X, x) véri�e ∑n

j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n}Démonstration. On a ccT •X = d2, don
 ccT •
(
X − xxT

)
+
(
cTx

)2
= d2 
e qui implique

ccT •
(
X − xxT

)
= 0 (puisque cTx = d). Or ccT � 0 et X − xxT � 0, don
 leur produit s
alaireest nul si est seulement si leur produit (matri
iel) est nul, 
e qui s'é
rit :
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


c21 · · · c1cj · · · c1cn... . . . ...
ckc1 c2j ckcn... . . . ...
cnc1 · · · cncj · · · c2n







X11 − x2
1 · · · X1j − x1xj · · · Xn1 − x1xn... . . . ...

X1k − x1xk Xjj − x2
j Xnk − xkxn... . . . ...

X1n − xnx1 · · · Xnj − xnxj · · · Xnn − x2
n




= 0

On don
 pour tout k et j dans {1, ..., n} : ck (∑n
i=1 ci (Xij − xixj)) = 0. Si le ve
teur c estnul, le résultat est trivial, on peut don
 supposer qu'il existe k0 dans {1, ..., n} tel que ck0 6= 0. Cequi nous donne pour tout j dans {1, ..., n}∑n

i=1 ciXij = xj

∑n
i=1 cixi = dxj puisque cTx = d. �En 
onsidérant 
es résultats, nous pouvons proposer d'utiliser une des deux règles suivantespour obtenir notre SDP �amélioré� :

(PL) (SDP {0, 1})Règle LE1

cTx = d

{
ccT •X = d2

cTx = d
⇔ ccT •X − 2dcTx+ d2 = 0Règle LE2∑n

j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n}
cTx = dTable 1. Règle LE pour les égalités linéairesGrâ
e aux propositions pré
édentes, on peut 
onstater que les règles LE1 et LE2 
onduiront àdes relaxations semidé�nies de P ({0, 1}) équivalentes, mais en fon
tion du solveur utilisé, il seraplus judi
ieux de 
hoisir l'une ou l'autre des relaxations.On peut également montrer que dans le 
as de multiples égalités (é
rites sous la forme d'unsystème linéaire de p lignes Ax = b), on peut "agréger" le tout en une seule 
ontrainte dans leprogramme semidé�ni : ATA •X − 2bTAx+ bT b = 0, au lieu d'utiliser les règles LE1 ou LE2 sur
haque égalité.Remarquons tout d'abord que pour (X, x) véri�ant 
ette 
ontrainte et X − xxT � 0, ona Ax = b. En e�et, ATA � 0 et X − xxT � 0 impliquent ATA •

(
X − xxT

)
≥ 0, et don


ATA •
(
X − xxT

)
+ (Ax− b)2 = 0 implique Ax = b. De plus on prouve que :Proposition 4.3.5. Les régions R1 =

{
(X, x) : X − xxT � 0, AtA •X − 2bTAx+ b2 = 0

}et R2 =
{
(X, x) : Ax = b, X − xxT � 0,

∑n
k=1 AjkXki − bjxi = 0∀i ∈ {1, ..., n} ∀j ∈ {1, ..., p}

} sontégales.Démonstration. Soit (X, x) dans R2. Pour 
haque j, multiplions la 
ontrainte∑k AjkXki−
bjxi par Aji, puis nous sommons le tout sur j et i. On obtient ATA • X − bTAx = 0. Puisque
Ax = b, on a ATA •X − 2bTAx+ b2 = 0, don
 (X, x) est dans R1. Ré
iproquement, si (X, x) estdans R1 alors ATA•

(
X − xxT

)
+(Ax− b)

2
= 0. Don
 on a ATA•

(
X − xxT

)
= 0 
e qui implique
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ATA

(
X − xxT

)
= 0 puisque ATA and X − xxT sont positives. Ainsi, on a pour tout (r, i) dans

{1, ..., n}2∑n

k=1

∑p

j=1 AjrAjkXki−xi

∑n

k=1

∑p

j=1 AjrAjkxk = 0. Puisque∑n

k=1

∑p

j=1 AjrAjkxk =
∑p

j=1 Ajr

∑n

k=1 Ajkxk =
∑p

j=1 Ajra
T
j x, (où aj est la jème ligne de A) et aTj x = bj pour tout

j ∈ {1, ..., p}, on a pour tout (r, i) dans {1, ..., n}2 ∑p
j=1 Ajr (

∑n
k=1 AjkXki − bjxi) = 0. Remar-quons alors que ∑n

k=1 AjkXki − bjxi ne dépend pas de r, et don
 nous avons i
i une 
ombinaisonlinéaire des p lignes de A. Puisqu'on peut supposer que le rang de A est p (sinon on supprime les
ontraintes redondantes), nous obtenons∑n

k=1 AjkXki − bjxi = 0 pour 
haque j dans {1, ..., p} et
i dans {1, ..., n}. Don
 (X, x) est dans R2. �I
i en
ore, suivant l'outil utilisé pour résoudre les programmes semidé�nis obtenus, il est pluse�
a
e d'utiliser l'un ou l'autre des SDP (qui sont équivalents).Inégalités linéaires.I
i, nous supposons avoir à traiter une 
ontrainte d′ ≤ cTx ≤ d. Ce n'est pas restri
tif puisque si
d ou d′ sont absents, nous pouvons utiliser à la pla
e ∑i tel que. ci>0 ci pour d et ∑i tel que ci<0 cipour d′ (
haque xi est 
ompris entre 0 et 1).Proposition 4.3.6. Si (X, x) est admissible pour (P {0, 1}) alors ccT • X − (d+ d′) cTx +

dd′ ≤ 0 est équivalent à d′ ≤ cTx ≤ d. Si (X, x) ∈ Sn × Rn n'est pas entier et est tel que
ccT •X−(d+ d′) cTx+dd′ ≤ 0 et X−xxT � 0, alors soit ccT (X − xxT

)
= 0 ou soit d′ < cTx < dou soit cTx /∈ [d′, d].Démonstration. Premièrement, si (X = xxT , x

) est admissible pour (P {0, 1}) alors lesdeux ra
ines de ccT • X − (d+ d′) cTx + dd′ sont d et d′ (et d(ccT ) ≥ 0). Deuxièmement, soit
(X, x) ∈ Sn × Rn non-entier et tel que ccT • X − (d+ d′) cTx + dd′ ≤ 0 et X − xxT � 0.On a ccT •

(
X − xxT

)
+
(
cTx

)2 − (d+ d′) cTx + dd′ ≤ 0. Grâ
e au Lemme 1.1.9, nous avons
ccT •

(
X − xxT

)
≥ 0, et si (X, x) est tel que ccT •

(
X − xxT

)
= 0 alors ccT

(
X − xxT

)
= 0.Dans l'autre 
as, nous avons ccT •

(
X − xxT

)
> 0 (x est don
 non-entier). Si les deux ra
ines

d′+d±
√

(d′−d)2−4ccT •(X−xxT )

2 de ccT •
(
X − xxT

)
+
(
cTx

)2 − (d+ d′) cTx+ dd′ existent on obtient
d′ < cTx < d, et si (d′ − d)

2 − 4ccT •
(
X − xxT

)
< 0 alors cTx /∈ [d′, d]. �Proposition 4.3.7. Si (X, x) est admissible pour (P {0, 1}) alors pour tout i dans {1, ..., n}les 
ontraintes

d′xi ≤ ∑n
j=1 cjXij ≤ dxi et d′ (1− xi) ≤ ∑n

j=1 cj (xj −Xij) ≤ d (1− xi) sont valides pour
(P {0, 1}). Si (X, x) ∈ Sn × Rn est tel que X − xxT � 0 et s'il existe i0 dans {1, ..., n} telque
d′xi0 ≤∑n

j=1 cjXi0j ≤ dxi0 et d′ (1− xi0) ≤
∑n

j=1 cj (xj −Xi0j) ≤ d (1− xi0) alors
d′ ≤ cTx ≤ d.Démonstration. Premièrement, l'ensemble des 
es 4n 
ontraintes peut être obtenu en mul-tipliant les inégalités d′ ≤ cTx ≤ d par xi ou par (1− xi) pour 
haque i dans {1, ..., n}. Don
 
es
ontraintes sont valides pour (P {0, 1}). La se
onde partie de la proposition est obtenue simplementen sommant les deux inégalités. �Proposition 4.3.8. Si cj ≥ 0 pour tout j ∈ {1, ..., n}, d′ ≤ 0, et (X, x) ∈ Sn × Rn est telque X − xxT � 0, alors : ∑n

j=1 cjXij ≤ dxi pour tout i dans {1, ..., n} et ∑n
j=1 cj (xj −Xi0j) ≤

d (1− xi0 ) pour au moins un indi
e i0 dans {1, ..., n} impliquent ccT •X − (d′ + d) cTx+ dd′ ≤ 0.
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j=1 cj (xj −Xi0j) ≤ d (1− xi0 ) et ∑n

j=1 cjXi0j ≤ dxi0impliquent cTx ≤ d. Deuxièmement, nous pouvons multiplier ∑n

j=1 cjXij ≤ dxi par ci ≥ 0 pour
haque i dans {1, ..., n} pour obtenir∑n

j=1 cicjXij ≤ dcixi, puis nous sommons 
es n inégalités sur
i pour obtenir ccT •X − dcTx ≤ 0. Par 
onséquent, nous obtenons ccT •X − (d′ + d) cTx+ dd′ ≤
d′
(
d− cTx

)
≤ 0. �Remarquons que dans la Proposition 4.3.8, l'hypothèse �il existe i0 dans {1, ..., n} tel que

∑n

j=1 cj (xj −Xi0j) ≤ d (1− xi0)� peut être rempla
ée par cTx ≤ d. Considérant 
es résultats,nous proposons les règles suivantes pour traiter le 
as des inégalités linéaires :
(PL) (SDP {0, 1})

d′ ≤ cTx ≤ d Règle LI1

ccT •X − (d+ d′) cTx+ dd′ ≤ 0Règle LI2∑n

j=1 cjXij ≤ dxi i = 1, ..., n

d′xi ≤
∑n

j=1 cjXij i = 1, ..., n

d′ (1− xi) ≤
∑n

j=1 cj (xj −Xij) i = 1, ..., n∑n

j=1 cj (xj −Xij) ≤ d (1− xi) i = 1, ..., nTable 2. Règles LI1 et LI2 pour les inégalités linéaires4.3.3. Algorithme de 
onstru
tion d'une relaxation SDP à partir d'une relaxationPL quel
onque. En utilisant les règles et résultats pré
édents, on peut proposer l'algorithmesuivant pour 
onstruire fa
ilement une relaxation SDP 
onnaissant une relaxation linéaire (PL)donnée pour P ({0, 1}) :(1) Choisir une relaxation linéaire (PL) pour le problème 
ombinatoire (P {0, 1}). Rappelonsque X 
ontient les variables de linéarisation présentes dans (PL).(2) Construire la relaxation semidé�nie 
omme suit :(a) Copier la fon
tion à optimiser.(b) Rempla
er les 
ontraintes x ∈ [0, 1]n par X − xxT � 0 et d(X) = x.(
) Copier les 
ontraintes 
ontenant des variables de linéarisation (i.e.Xij i, j ∈ {1, ..., n},
i 6= j).(d) Appliquer la règle LE1 ou la règle LE2 aux 
ontraintes d'égalités 
ontenant nique-ment x.(e) Appliquer la règle LI1 ou la règle LI2 aux 
ontraintes d'inégalités 
ontenant unique-ment x.(f) Retirer éventuellement les 
ontraintes redondantes (i.e. impliquées par d'autres).La relaxation semidé�nie obtenue sera toujours meilleure ou équivalente à la relaxationlinéaire utilisée 
omme point de départ.



4.4. RÉSOLUTION APPROCHÉE DE MAX-CUT 344.4. Résolution appro
hée de Max-
ut4.4.1. Dé�nition et Introdu
tion. Soit le problème 
ombinatoire suivant :max-
ut : Soit un graphe G = (V,X) possédant n sommets et dont les arêtes [vi, vj ] sontvaluées positivement par une matri
e W = (wij). Trouver une partition des sommets de V endeux sous-ensembles (V1, V2) telle que la somme des poids des arêtes ayant leurs extrémités dansdes paquets di�érents soit maximale.
Figure 4.4.1. La 
oupe vaut i
i 5Ce problème a de très nombreuses appli
ations. Malheureusement, il est NP-di�
ile, 
e quisigni�e qu'il n'existe très probablement pas d'algorithme de 
omplexité polynomiale en la tailledu problème (i
i le nombre de sommets) permettant de le résoudre (sauf si P = NP ). Néanmoins,de nombreuses méthodes permettent d'obtenir des solutions appro
hées (ou même optimales)pour des instan
es assez grandes (
f. le 
ours de Re
her
he Opérationnelle). En parti
ulier, laprogrammation linéaire est un outil puissant pour obtenir des bornes et des solutions appro
héesde max-
ut.Toutefois, il a été prouvé que dans le pire 
as, 
es relaxations issues de la (PL) pouvaientseulement fournir des bornes à 50% de la valeur optimale. Dans 
ette se
tion, nous allons présentersu

in
tement un ensemble de résultats remarquables et ré
ents (1995) obtenus par Mi
hel X.Goemans et David P. Williamson. En utilisant la programmation semidé�nie, 
es deux auteursont démontré qu'il est possible d'obtenir des solutions admissibles de max-
ut dont la valeur està moins de 14% (au pire 
as) de la valeur optimale. En fait, la pratique a montré que l'erreurmoyenne se situait à moins de 3%.4.4.2. Modélisation du problème. Avant de présenter l'algorithme évoqué pré
édemment,il nous faut modéliser notre problème. Pour 
ela, nous allons 
onsidérer des variables dites de�dé
ision� notées yi (i=1,...,n). Ces variables sont à valeurs dans {−1, 1}, et ont la signi�
ationsuivante : si le sommet vi est pla
é dans l'ensemble V1 alors yi = −1, sinon (vi ∈ V2) yi = 1. Grâ
eà 
es variables, notre problème peut être formulé 
omme suit :(4.4.1) { Maximiser 1

2

∑
i<j wij (1− yiyj)Sous les 
ontraintes : yi ∈ {−1, 1}Considérons alors la relaxation suivante(4.4.2) { Maximiser 1

2

∑
i<j wij

(
1− vTi vj

)Sous les 
ontraintes : vi ∈ Sn



4.4. RÉSOLUTION APPROCHÉE DE MAX-CUT 35où Sn représente la sphère unité en dimension n. Remarquons que le programme 4.4.2 peutêtre vu 
omme un (SDP). En e�et, il est possible de le formuler 
omme suit(4.4.3) 



Maximiser 1
2

∑
i<j wij (1− Yij) =

1
2Wtot − 1

4W • YSous les 
ontraintes : Yii = 1 ; i = 1, ..., n

Y � 0La matri
e Y = V V T est la matri
e de Gram des ve
teurs v1, ..., vn. Ré
iproquement, à toutematri
e satisfaisant les 
ontraintes du (SDP ) 
i-dessus, on peut asso
ier un 
hamp de ve
teurs dela sphère unité. La relaxation peut don
 également être vue 
omme le passage d'une matri
e derang 1 à une matri
e de rang inférieur à n. En fait, 
e SDP 
orrespond à la forme duale donnéeau 
hapitre 3.Remarquons qu'i
i, l'absen
e de termes linéaires dans la fon
tion obje
tif nous permet d'éviterl'ajout d'une dimension à la matri
e Y .Pour é
rire le dual de 
e SDP, il su�t d'identi�er les di�érentes 
onstantes du problème. I
i,on a c = [1, ..., 1], A0 = −W , et Ai (i ∈ {1, ..., n}) est la matri
e de Sn 
ontenant un seul élémentnon nul : Aii = 1. La formulation du dual est don
 très simple :(4.4.4) { Minimiser 1
2Wtot +

1
4

∑n

i=1 xiSous la 
ontrainte : diag(x) +W � 0On peut véri�er que 
es deux problèmes sont stri
tement réalisables, et don
 que p∗ = d∗. Il estainsi possible d'utiliser les méthodes de résolution vues au 
hapitre pré
édent. Nous avons don
obtenu une borne supérieure de notre problème initial que nous pourrions par exemple utiliserpour valider une heuristique ou dans une énumération �intelligente� (Bran
h&Bound).4.4.3. Primalisation : 
onstru
tion d'une solution admissible pour le problèmeinitial (ave
 garanties de performan
e). Dans 
ette se
tion, nous allons montrer 
ommentutiliser le 
hamp de ve
teurs obtenus en résolvant 4.4.3 (dont la matri
e de Gram est Y ) pourobtenir une solution admissible pour le problème 
ombinatoire initial.Soit l'algorithme Ω suivant :1. Prendre un ve
teur e0 uniformément distribué sur Sn.2. Pour 
haque ve
teur vi (i = 1, ..., n), si vi.e0 ≥ 0 alors poser yi = 1 sinon poser yi = −1.L'espéran
e de la solution y ainsi obtenue vaut E[W ] = 1
π

∑
i<j wij arccos (vi.vj)L'algorithme Ω revient à 
hoisir un hyperplan passant par le 
entre de Sn (de manière aléa-toire), et à pla
er dans le même paquet les sommets dont les ve
teurs respe
tifs sont �du même 
�té�de l'hyperplan. Par linéarité de l'espéran
e on peut é
rire que E[W ] =

∑
i<j wijPr[sign(vi.e0) 6=

sign(vj.e0)]. Remarquons que la probabilité que l'hyperplan sépare deux ve
teurs est dire
te-ment proportionnelle à l'angle séparant 
es deux ve
teurs, 
'est-à-dire θij = arccos (vi.vj). Elleest égale à 0 si les deux ve
teurs sont égaux, et à 1 si les ve
teurs sont opposés. Ainsi on a
Pr[sign(vi.e0) 6= sign(vj .e0)] =

1
π
θij .On a E[W ] ≥ α 1

2

∑
i<j wij (1− vi.vj),où α = min0≤θ≤π

2
π

θ
1−cosθ

> 0, 878.



4.5. RÉSOLUTION APPROCHÉE DE VERTEX-COVER 36

Figure 4.4.2. L'hyperplan permet d'a�e
ter les sommets selon la position des ve
teursUne simple étude de fon
tion permet de véri�er que pour−1 ≤ y ≤ 1 on a arccos(y)
π

≥ α 1
2 (1−y).En posant y = vi.vj , on obtient le résultat annon
é.Les deux propositions pré
édentes nous permettent d'a�rmer que la solution admissible demax-
ut 
onstruite par l'algorithme Ω est à moins de 14% de la solution optimale. En fait, lapratique a montré que l'erreur moyenne est inférieure à 3%. De plus, 
ette di�éren
e 
ontient lesaut dû à la relaxation, 
'est pourquoi on peut a�rmer que les solutions obtenues sont d'ex
ellentequalité.

v(MC)
va(MC)

v(SDP)

14%

Figure 4.4.3. La solution 
onstruite de valeur va(MC) est 0, 878-appro
hée,puisque v(SDP ) ≥ v(MC)Dans la �gure 
i-dessus, v(MC) désigne la valeur optimale de notre problème, v(SDP ) lavaleur optimale de la relaxation semidé�nie, et va(MC) la valeur de la solution admissible 
on-struite par la �primalisation� Ω .4.4.4. Con
lusion. On peut bien sûr obtenir une relaxation SDP équivalent à 
elle présen-tée pré
édemment en utilisant un modèle initial en {0, 1}. En fait, le problème max-
ut est un
as parti
ulier du problème QP présenté dans la Se
tion 4.2.1. On peut reprendre tous les résul-tats établis pré
édemment pour 
e problème. Néanmoins, on peut remarquer que la te
hnique deprimalisation utilisée pour obtenir l'algorithme 0, 878-appro
hé utilise le 
ara
tère �géométrique�de l'appro
he {−1, 1}. 4.5. Résolution appro
hée de Vertex-
over4.5.1. Introdu
tion. Soit G = (V,E) un graphe non orienté. Un re
ouvrement de G par lessommets ou �vertex-
over� est un sous-ensemble S de sommets de G tel que pour 
haque arête edans E, au moins une des extrémités de e est dans S. Ainsi, un vertex-
over est le 
omplément



4.5. RÉSOLUTION APPROCHÉE DE VERTEX-COVER 37d'un stable dans G (un stable est un sous-graphe de G ne possédant au
une arête). Pour ungraphe dont les sommets i sont valués par un poids wi, trouver le vertex-
over de poids minimalest un problème 
ombinatoire NP-di�
ile 
lassique. Il existe de très nombreuses appli
ations de 
eproblème : par exemple en 
on
eption de réseaux de télé
ommuni
ation. Il est don
 très intéressantde pouvoir le résoudre e�
a
ement (même de manière appro
hée).4.5.2. Formulation du problème 
omme un programme linéaire en nombres entiers(PLNE). Considérons les variables de dé
ision xi (i = 1, ..., n) (n est le nombre de sommets de
G). Nous poserons xi = 1 si le sommet i est dans S et xi = 0 sinon. On peut alors formuler notreproblème 
omme suit :(4.5.1) (V C)






Minimiser ∑n

i=1 wixiSous les 
ontraintes : xi + xj ≥ 1 (i, j) ∈ E

xi ∈ {0, 1} i = 1, ..., n4.5.3. Une relaxation par PL. Une première relaxation possible peut être le relâ
hementdes 
ontraintes d'intégrité des variables xi. On obtient alors le programme linéaire 
ontinu suivantque l'on sait résoudre e�
a
ement par la méthode du simplexe ou par une méthode de pointintérieur :(4.5.2) (V C)L






Minimiser ∑n
i=1 wixiSous les 
ontraintes : xi + xj ≥ 1 (i, j) ∈ E

0 ≤ xi ≤ 1 i = 1, ..., nOn peut démontrer que 
ette relaxation fournit au pire 
as une solution lp(G) au moins égaleà la moitié de la valeur optimale de (V C) (en �xant à 1 les variables de la solution optimalede (V C)L supérieures ou égales à 1
2 et à 0 les autres). Ce résultat n'est pas très bon, mais enmoyenne et en pratique on peut espérer obtenir de meilleures bornes. Toutefois, l'utilisation d'unetelle borne dans un �Bran
h&Bound� reste limitée à des instan
es de taille modérée.4.5.4. Première utilisation de la SDP : appro
he {−1, 1}. A�n d'obtenir une relaxationplus �ne, nous pouvons à présent utiliser la programmation semidé�nie. Pour 
ela, nous allons
onsidérer une formulation en programme quadratique de notre problème. Soit une variable y0 àvaleur dans {−1, 1}et les variables de dé
ision yi (i = 1, ..., n) telles que yi = y0 si le sommet i estdans S, et yi = −y0 sinon. On peut alors reformuler (V C) de la manière suivante :(4.5.3) (V C)Q





Minimiser 1
2

∑n

i=1 wi (1 + y0yi)Sous les 
ontraintes : (y0 − yi)
T (y0 − yj) = 0 ; (i, j) ∈ E

yi ∈ {−1, 1} ; i = 0, ..., nRelâ
hons alors 
e programme quadratique en {−1, 1} en autorisant les variables yi (i =

0, ..., n) à être des ve
teurs de R
n+1 de norme 1 (don
 de la sphère unité). Il s'agit don
 d'unerelaxation sur la dimension des variables, puisqu'initialement les yi appartenaient à la sphère unitéde R 
'est-à-dire {−1, 1}. Notre relaxation peut s'é
rire :
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(4.5.4) (SD)





Minimiser 1
2

∑n

i=1 wi (1 + y0yi)Sous les 
ontraintes : (y0 − yi)
T (y0 − yj) = 0 ; (i, j) ∈ E

y2i = 1 ; i = 0, ..., n

y ∈ R
n+1Les 
ontraintes (y0−yi).(y0−yi) = 0 peuvent être interprétées géométriquement en disant quele point 1

2 (yi+yj) doit être dans la sphère de 
entrée en 1
2y0 et de rayon 1

2 , i.e. que ( yi+yj−y0

2

)2
= 1

4 .Cette relaxation peut être vue 
omme un programme semidé�ni. En e�et, (SD) peut être formulée
omme suit :(4.5.5) (SDP1)V C





Minimiser 1
2

∑n

i=1 wi (1 + Y0i)Sous les 
ontraintes : Y00 + Yij − Y0i − Y0j = 0 ; ∀(i, j) ∈ E

Yii = 1 ; i = 0, ..., n

Y � 0En e�et, rappelons qu'une matri
e de positive symétrique de dimension n + 1 dont tous leséléments de la diagonale valent 1 est la matri
e de Gram d'un 
hamp de ve
teurs de la sphèreunité Sn+1 (et ré
iproquement).4.5.5. Une deuxième relaxation SDP : appro
he {0, 1}. Nous allons 
onstruire uneautre relaxation SDP en appliquant les règles de la Se
tion 4.3 en partant de (V C)L :
(4.5.6) (SDP2)V C





Minimiser wTxSous les 
ontraintes : [A] Xij + 1 = xi + xj ∀(i, j) ∈ E

[B] Xij + 1 ≥ xi + xj ∀(i, j) ∈ V 2 − E[
1 xT

x X

]
� 0Pour appliquer la règle LI1 (Table 2) , nous avons besoin de disposer d'une borne pour
haque 
ontrainte xi + xj ≥ 1, il est fa
ile de voir que 2 
onvient. Ainsi, on obtient la 
ontrainte

2Xij+Xii+Xjj−3 (xi + xj)+2 ≤ 0, i.e. Xij+1 ≤ xi+xj . Mais nous savons également que l'inégal-ité triangulaireXij+1 ≥ xi+xj (utile pour linéariser un programme quadratique) est valable pourtout 
ouple (i, j) ∈ V 2. C'est pourquoi on obtient la 
ontrainte Xij +1 = xi + xj ∀(i, j) ∈ E dans
(SDP2)V C . Nous laissons le soin au le
teur de véri�er que 
es 
ontraintes d'égalité sont les trans-formées (voir Se
tion 4.2.5) des 
ontraintes Y00+Yij −Y0i−Y0j = 0 ; ∀(i, j) ∈ E dans (SDP1)V C .
(SDP2)V C sans les 
ontraintes [B] est don
 équivalent à (SDP1)V C , 
ar leurs fon
tions sontégalement équivalentes en utilisant le même 
hangement de variable. Pour le problème que nousallons à présent traiter (k-
luster) nous détaillerons plus les 
al
uls prouvant l'équivalen
e desdeux appro
hes. 4.6. Résolution appro
hée de k-
luster4.6.1. Introdu
tion. Considérons un graphe orienté G = (V,E) de n sommets (v1, ..., vn),dont 
haque arête [vi, vj ] est valuée par un poids wij . Le problème k-
luster 
onsiste à trouverun sous-ensemble V ′ de k sommets (k appartient don
 à {2, ..., n − 1}) qui maximise la somme
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ontient en parti
ulierle 
élèbre problème de la re
her
he de la 
lique de taille maximale dans un graphe (graphe 
om-plet 
ontenant un nombre maximal de sommets). Ce problème 
ombinatoire se retrouve dans denombreux domaines : pagination de la mémoire, 
on
eption de réseaux de télé
ommuni
ation,
on
eption de 
ir
uits intégrés.4.6.2. Formulation en {−1, 1}. I
i en
ore, on peut représenter notre problème 
omme unprogramme quadratique en variables à valeurs dans {−1, 1} 
omme suit :
(KC)





Maximiser f(x) = 1
8

∑n

i=1

∑
j 6=i Wij(1 + y0yi)(1 + y0yj)

Sous les contraintes :
∑n

i=1 y0yi = 2k − n

y ∈ {−1, 1}n+1où y0yi = 1 si et seulement si le sommet vi est pla
é dans V ′. On peut véri�er que le terme
1
4 (1 + y0yi)(1 + y0yj) vaut 1 lorsque vi et vj sont pla
és dans V ′, et 0 sinon. La 
ontrainte
∑n

i=1 y0yi = 2k − n impose que k variables valent 1 et n − k valent −1 (
e qui traduit bien que
|V ′| = k).4.6.3. Relaxation semidé�nie {−1, 1}. Comme pour les problèmes pré
édents, relâ
honsà présent (P ) en laissant les variables yi devenir des ve
teurs de la sphère unité Sn+1. Chaqueproduit y0yi devient alors le produit s
alaire uT

i uj . Ce qui nous donne le programme suivant :
(KC)





Maximiser f(x) = 1
8

∑n

i=1

∑
j 6=i Wij(1 + uT

0 ui)(1 + uT
0 uj)

Sous les contraintes :
∑n

i=1 u
T
0 ui = 2k − n

ui ∈ Sn+1Ce problème peut être vu 
omme un programme semidé�ni en remplaçant 
haque terme ui.uj par
Yij terme d'une matri
e positive symétrique dont les éléments diagonaux Yii = u2

i valent tous 1.
(KC SDP ){−1,1}






Maximiser f(x) = 1
8

∑n

i=1

∑
j 6=i Wij(1 + Y0i)(1 + Y0j)

Sous les contraintes :
∑n

i=1 Y0i = 2k − n

Yii = 1 i = 0, ..., n

Y � 0Il est possible de montrer que les bornes obtenues par 
ette relaxation dans le pire des 
assont bien meilleures que 
elles obtenues par une simple relaxation par PL.4.6.4. Primalisation des solutions de (KC SDP ){−1,1}. Nous pouvons tenter d'appliquerla même méthode que 
elle employée pour le problème max-
ut :(1) Résoudre (KC SDP ){−1,1}, et obtenir un 
hamp de ve
teurs v0, ..., vn par une dé
ompo-sition de Cholesky de la solution Y ∗obtenue.(2) Choisir aléatoirement un ve
teur e0 de Sn+1 et a�e
ter les sommets en fon
tion de leurposition relative à l'hyperplan dé�ni par e0.Mais i
i, nous n'avons a priori au
une 
ertitude que la 
ontrainte initiale ∑n

i=1 y0yi = 2k − nsera bien respe
tée. Néanmoins, on peut obtenir une solution admissible du problème initial en
onsidérant les trois 
as suivants :
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ontrainte est respe
tée, on ne fait évidemment rien.(2) Si on a ∑n

i=1 y0yi < 2k − n, alors il su�t d'ajouter le nombre de sommets manquants(même au hasard), 
ar la valeur de la solution ainsi obtenue sera for
ément améliorée.(3) Si on a∑n

i=1 y0yi > 2k−n, alors il faut enlever des sommets de V ′. Cela peut être réalisépar l'heuristique �gourmande� suivante : 
hoisir le sommet dont la somme des arêtesl'ayant pour extrémité est minimale, l'enlever de V ′, re
ommen
er la même pro
éduresur le graphe réduit. On peut démontrer que 
ette méthode ne diminue pas trop la valeurde la solution initiale (obtention d'une garantie de performan
e).On 
onstate i
i que pour des problèmes ayant des 
ontraintes plus nombreuses et 
omplexes, la�primalisation� est plus déli
ate. Néanmoins la SDP fournira toujours au moins une borne.4.6.5. Relaxation SDP {0, 1}. Une autre modélisation possible de notre problème est
(KC){0,1}






Maximiser 1
2

∑n
i=1

∑n
j=1 WijxixjSous 
ontraintes ∑n

i=1 xi = k

x ∈ {0, 1}nMettons sous forme matri
ielle 
e programme : notons X la matri
e xxT , W la matri
e despoids et en le ve
teur de dimension n 
omposé uniquement de '1'. Le problème devient alors :
(KC){0,1}





Max 1
2

∑n

i=1

∑n

j=1 WijXij =
1
2W •X

s.
. : ∑n

i=1 xi = k

X = xxT

x ∈ {0, 1}nLa relaxation SDP est alors dire
tement obtenue par
(KC SDP ){0,1}





Maximiser 1
2W •XSous 
ontraintes eTnx = k

d(X) = x

X ′ =

[
1 xT

x X

]
� 04.6.6. Lien entre les deux relaxations SDP. Les relaxations (KC SDP ){0,1} et

(KC SDP ){−1,1} sont-elles équivalentes ? Nous allons répondre à 
ette question en utilisant notreautomorphisme φ (voir Se
tion 4.2.5).4.6.6.1. Traitement de la 
ontrainte d'égalité. Dans la modélisation SDP en {−1, 1} du prob-lème k-
luster, on a la 
ontrainte ∑n

i=1 Y0i = 2k − n qui peut s'é
rire A • Y = 4k − 2n ave

A =




0 1 · · · 1

1... 0

1



.
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al
uler la 
ontrainte 
orrespondante dans la re-laxation SDP en {0, 1} :
φ−1(A) =

(
Q−1

)T
AQ−1 =

[
1 −en

0 2In

]



0 1 · · · 1

1... 0

1




[
1 0

−en 2In

]

=




−n 1 · · · 1

2... 0

2




[
1 0

−en 2In

]

=




−2n 2 · · · 2

2... 0

2


La 
ontrainte re
her
hée est don
 φ−1(A) •

[
1 xT

x X

]
= −2nX ′

00 + 4
∑n

i=1 X
′
i0 = 4k − 2n.Rappelons que X00 = 1 et que d(X) = x. On obtient don
 bien ∑n

i=1 Xii = k4.6.6.2. Traitement de la fon
tion obje
tif. La fon
tion é
onomique de (KC SDP ){−1,1} estun 
as parti
ulier de la fon
tion obje
tif de (SDP )QP{−1,1} où b = 0 et où les éléments de Csont positifs. Le 
al
ul est don
 simpli�é. I
i f(Y ) = 1
8

∑n

i=1

∑n

j=1 Wij (1 + Y0i + Y0j + Yij) peuts'é
rire f(x) = 1
4Wtot +

1
8

∑n
i=1

∑n
j=1 Wij (1 + Y0i + Y0j + Yij). Sous forme matri
ielle, on obtient

f(x) = 1
4Wtot +

1
8D • Yoù D =




0
∑n

j=1 W1j · · · ∑n

j=1 Wij · · · ∑n

j=1 Wnj∑n

j=1 W1j...
∑n

j=1 Wij W...
∑n

j=1 Wnj




.Appliquons l'opérateur φ−1 à D pour déterminer l'expression de la fon
tion obje
tif pour lemodèle en {0, 1} :
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φ−1(D) =

(
Q−1

)T
DQ−1

=

[
1 −en

0 2In

]




0
∑n

j=1 W1j · · · ∑n
j=1 Wij · · · ∑n

j=1 Wnj∑n

j=1 W1j...
∑n

j=1 Wij W...
∑n

j=1 Wnj




[
1 0

−en 2In

]

=




−
∑n

i=1

∑n

j=1 Wij 0 · · · 0 · · · 0

2
∑n

j=1 w1j...
2
∑n

j=1 wij 2W...
2
∑n

j=1 wnj




[
1 0

−en 2In

]

=




−2Wtot 0 · · · 0 · · · 0

0...
0 4W...
0


Nous obtenons don
 
omme transformée de notre fon
tion obje
tif :

1

4
Wtot +

1

8
φ−1(C) •X ′ =

1

4
Wtot +

1

8


−2Wtot + 4

n∑

i=1

n∑

j=1

WijXij




=
1

2
W •XNous retrouvons bien l'expression de la fon
tion obje
tif du programme (KC SDP ){0,1}.4.6.7. Amélioration des relaxations pré
édentes. On peut obtenir une meilleure relax-ation SDP que 
elles pré
édemment présentées en partant d'une relaxation PL existante. Pour
ela, nous 
onsidérons la relaxation PL :

(PL)KC





Max 1
2W •X

s.
. :
(a3)

∑n

i=1 xi = eTnx = k

(b3)
∑

i<j Xij +
∑

j>i Xij = (k − 1)xi i ∈ {1, ..., n}
(c3) Xij ≥ 0 i < j /∈ E

(d3) Xij ≤ xi ; Xij ≤ xj i < j /∈ E

0 ≤ xi ≤ 1 i ∈ {1, ..., n}et nous appliquons les règles données à la Se
tion 4.3. En 
e qui 
on
erne les 
ontraintesimpliquant des termes Xij , nous nous 
ontentons de les re
opier. Ainsi, nous obtenons le SDP
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(SDP )KC





Max 1
2W •Xs.t.

(a′3) eTnx = k , ene
T
n •X = k2

(b′3)
∑n

i=1 Xij = kxj ∀j ∈ {1, ..., n}
(c′3) Xij ≥ 0 i < j ∈ {1, ..., n}
(d′3) Xij ≤ xi ; Xij ≤ xj i < j ∈ {1, ..., n}

d(X) = x[
1 xT

x X

]
� 0On peut 
onstater que 
e SDP est meilleur que (KC SDP ){0,1} et (KC SDP ){−1,1} (qui sontéquivalents), puisqu'il 
ontient toutes les 
ontraintes de (KC SDP ){0,1} plus d'autres. Ce
i illustrel'intérêt qu'il y a à partir d'une relaxation PL existante pour élaborer des relaxations SDP.4.7. Bornes SDP pour le Knapsa
k (sa
-à-dos) quadratique4.7.1. Introdu
tion. Considérons le problème quadratique suivant dit du sa
-à-dos (knap-sa
k) :

(KQ)






Maximiser yTCy

s.c. : aT y ≤ b

y ∈ {0, 1}nCe problème a de très nombreuses appli
ations pratiques.4.7.2. Première relaxation SDP. On peut appliquer simplement le modèle {0, 1} (voirSe
tion 4.2.2.) pour obtenir
(SDP1)





Maximiser C • Y = Tr (CY )

s.c. : diag(a) • Y = aT y ≤ b

Y − yyT � 04.7.3. Une deuxième relaxation SDP de (KQ). Nous appliquons i
i dire
tement à larelaxation PL standard de (KQ) la re
ette vue à la Se
tion 4.3 :
(SDP2)





Maximiser C • Y
s.c. : aaT • Y ≤ baT y

Y − yyT � 0Pour 
ela, nous avons remarqué que 0 ≤ aT y ≤ b et appliqué la règle LI1 (voir la Table 2).Les résultats de la Se
tion ona sait que (SDP2) est une meilleure relaxation que (SDP1).4.7.4. Une troisième relaxation SDP de (KQ). Nous pouvons en
ore faire mieux enutilisant à présent la règle LI2 (voir Se
tion 4.3.2). On multiplie don
 
haque inégalité aT y ≤ bpar yi ou (1− yi) pour la rendre quadratique. Pour i �xé, on obtient :
∑n

j=1 ajyij ≤ byi et ∑n
j=1 aj (yj − yij) ≤ b (1− yi)Remarquons qu'en sommant 
es deux inégalités, on obtient : aT y ≤ b, don
 la relaxation SDPobtenue est une meilleure relaxation que (SDP1). Pour des raisons pratiques de taille, on peut se
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ontenter de 
onserver une seule 
ontrainte obtenue en multipliant par 1− yi (don
 en prenant un
i parti
ulier). Par exemple, on peut 
onsidérer le SDP suivant (nous avons pris i = 1) :

(SDP3)






Max C • Y = Tr (CY )

s.c. :
∑n

j=1 ajyij ≤ byi i = 1, ..., n
∑n

j=1 aj (yj − y1j) ≤ b (1− y1)

Y − yyT � 0Cette dernière relaxation fournie des bornes d'une très grande qualité (moins de 1% de l'op-timum en moyenne). 4.8. Borne SDP pour le problème Max-2SAT4.8.1. Introdu
tion. Soit un ensemble de variables booléennes X = {x1, ..., xn} et un en-semble de 
lauses X = {C1, ..., Cm} 
omportant au plus deux littéraux. On 
her
he à �xer lesvariables à �vrai� ou �faux� de façon à maximiser le nombre de 
lauses satisfaites.Exemple. X = {x1, x2}, C1 = x1 ∨ x2, C2 = x2, C3 = x1 ∨ x2. On �xe x1 à �vrai� et x2 àfaux : C1 et C3 sont satisfaites, pas C2.4.8.2. Relaxation SDP du problème. Notre obje
tif est d'é
rire Max-2SAT sous la forme :{ Max ∑i<j [aij (1− yiyj) + bij (1 + yiyj)]Sous les 
ontraintes : yi ∈ {−1, 1}Pour 
ela on ajoute une variable supplémentaire y0 a�n d'exprimer les valeurs des di�érentstypes de 
lauses. On peut alors é
rire :
v (xi ∨ xj) = 1− v (xi ∧ xj)

= 1− v (xi) v (xj)

= 1− 1− y0yi
2

1− y0yj
2

=
1

4

(
3 + y0yi + y0yj − y20yiyj

)

=
1 + y0yi

4
+

1 + y0yj
4

− 1 + yiyj
4Pour les autres types de 
lauses on fait le même type de 
al
ul en remplaçant simplement yipar −yi si on a xi à la pla
e de xi. I
i, on utilise la même primalisation que pour le problèmemax-
ut. On peut alors démontrer que dans le pire des 
as, on obtient une solution à moins de9% de la solution optimale. En pratique, la moyenne d'erreur est bien inférieure : moins de 1%.4.9. Borne SDP pour le nombre 
hromatique d'un graphe4.9.1. Formulation du problème en PLNE. Le 
al
ul du nombre 
hromatique d'ungraphe est un problème 
ombinatoire 
lassique et très di�
ile à résoudre. Etant donné un graphe

G = (V,E) non orienté et non valué, on 
her
he à �
olorier� les sommets de G de façon à 
e quedeux sommets adja
ents n'aient pas la même 
ouleur. Le problème est bien entendu d'utiliser unnombre minimal de 
ouleurs.Soit les variables de dé
ision yk (k = 1, ..., n) dé�nies de la manière suivante : yk = 1 si onutilise la kieme 
ouleur. Ainsi si k0 
ouleurs sont utilisées alors les variables yk0+1, ...yn seront
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Figure 4.9.1. On a besoin i
i de trois 
ouleursde valeur nulle. On dé�nit également les variables booléennes xik : xik = 1 si et seulement si lesommet vi est 
olorié ave
 la 
ouleur k. Nous devons alors traduire les 
ontraintes suivantes :� Chaque sommet doit être 
olorié ave
 une seule 
ouleur.� Les extrémités d'une arête doivent être 
oloriées de deux 
ouleurs distin
tes.� Pour 
haque 
ouleur k, yk = max1≤i≤n xik.On obtient ainsi une formulation de notre problème 
omme programme linéaire en nombres entiers :

(CH)





Minimiser
∑n

k=1 yk

Sous les contraintes :
∑n

k=1 xik = 1 ; i = 1, ..., n

xik + xjk ≤ 1 ; (i, j) ∈ E ; k = 1, ..., n

xik ≤ yk ; k = 1, ..., n ; i = 1, ..., n

y ∈ {0, 1}n ; x ∈ {0, 1}n
2Remarquons que puisque nous 
her
hons à minimiser∑n

k=1 yk, les 
ontraintes xik ≤ yk impliquentbien qu'à l'optimum on aura yk = max1≤i≤n xik.4.9.2. Relaxation 
ontinue du PLNE. Une première appro
he 
onsiste à relâ
her les
ontraintes d'intégrité du programme (CH) a�n d'obtenir un programme linéaire 
ontinu (CH).Mais malheureusement, la borne obtenue est très mauvaise. En e�et, la solution xik = yk = 1
n
(i =

1, ..., n ; k = 1, ..., n) admissible de (CH) nous donne une valeur égale à∑n

k=1 yk = 1 (
e qui n'estpas très utile ...). Bien sûr, il est possible d'améliorer 
ette borne en ajoutant d'autres inégalitésvalides pour le programme (CH), mais 
e résultat montre que la PL ne va probablement pas nousfournir des bornes exploitables.4.9.3. Relaxation par un SDP. Nous allons 
onsidérer à présent une formulation de notreproblème en un programme en nombres entiers parti
ulier, a�n de pouvoir le relâ
her plus fa
ile-ment en SDP par la suite. Considérons le programme suivant :
(CH2)





Minimiser k

Sous les contraintes : Yij = − 1
k−1 ; ∀(i, j) ∈ E

Yii = 1 ; i = 1, ..., n

Yij ∈
{
− 1

k−1 , 1
}
; i, j = 1, ..., n

Y � 0

k ∈ N
∗On peut quali�er (CH2) de �SDP en nombres entiers�. Il est possible de démontrer que (CH2) estune formulation du problème du nombre 
hromatique d'un graphe, en utilisant les deux lemmessuivants :Soit un entier 1 < k ≤ n, alors il existe une famille de k ve
teurs de Sn tels que uT

i uj ≤ − 1
k−1(i, j = 1, ..., k ; i 6= j). De plus, − 1

k−1 est la valeur minimale pour laquelle il existe une telle famille.
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teurs de Sn telle que uT
i uj ∈

{
− 1

k−1 , 1
}(i, j = 1, ..., n), alors il y a au plus k ve
teurs distin
ts parmi les n.Pour visualiser 
es résultats, on peut 
onsidérer les 
as parti
uliers en dimensions 1, 2 et 3 :

-1 1

Figure 4.9.2. En dimension 3, on obtient un tétraèdre régulier ins
rit dans S3.Une relaxation possible en SDP de (CH2) est :
(CHSDP )





Minimiser k

Sous les contraintes : Yij = − 1
k−1 ; ∀(i, j) ∈ E

Yii = 1 ; i = 1, ..., n

−1 ≤ Yij ≤ 1 ; i, j = 1, ..., n

Y � 0

k ∈ R
+∗Il est possible d'obtenir des garanties de performan
e au pire 
as à partir de 
e SDP. Même si
es dernières ne sont pas aussi bonnes que pour max-
ut par exemple, elles permettent d'obtenird'assez bonnes solutions admissibles, notamment en �primalisant� la solution optimale du SDP.4.9.4. Primalisation. On peut tenter de 
onstruire une k′-
oloration pour le graphe initialen dé
oupant par exemple la sphère unité Sn en k′ zones et en a�e
tant une même 
ouleur auxve
teurs se trouvant dans la même zone. Toutefois, 
ette te
hnique ne permet pas de garantir unevraie 
oloration. En e�et, deux sommets adja
ents peuvent être 
oloriés de la même 
ouleur. Onparle alors de semi-
oloration. Cette te
hnique peut être répétée jusqu'à obtention d'une solutionadmissible (en 
onsidérant le sous-graphe 
onstitué des arêtes dont les extrémités sont de la même
ouleur). On peut malgré tout obtenir des garanties de performan
e, en 
al
ulant la probabilitéque deux ve
teurs unitaires dont le produit s
alaire vaut − 1

k−1 soient 
oloriés d'une même 
ouleur.I
i en
ore, on peut 
onstater que la primalisation est déli
ate 
ar le nombre de 
ontraintes initialesdu problème 
ombinatoire rend la 
onstru
tion d'une solution admissible plus 
omplexe.



CHAPITRE 5Exer
i
es5.1. Propriétés de la région admissible X = {x | F (x) � 0}Montrer que X est fermé dans RnMontrer que ∂X = {x | F (x) � 0, detF (x) = 0} et que ◦
X = {x | F (x) ≻ 0}5.2. DualitéSoit le problème 





Minimiser t

Sous contrainte

[
x 1

1 t

]
� 0(1) Cal
uler p∗. Que vaut Xopt ?(2) E
rire le dual, 
al
uler d∗, et donner Zopt.(3) Peut-on expliquer 
es résultats en appliquant le théorème de Nesterov-Nemirovsky ?Soit le programme semidé�ni suivant






Minimiser x1

Sous contrainte




0 x1 0

x1 x2 0

0 0 x1 + 1


 � 0(1) Quelle est la région admissible du problème ?(2) En déduire la valeur de p∗(p∗ = inf

{
cTx | F (x) � 0

} ).(3) E
rire le dual, et expli
iter sa région admissible. En déduire d∗.(d∗ = sup
{
A0 • Z | Z = ZT , Z � 0, Ai • Z = ci, i = 1, ...,m

}).(4) Justi�er l'existen
e du saut de dualité.Soit le programme semidé�ni suivant (rappel : la matri
e X est symétrique) :
(Π)





Minimiser x11 + 2x12 + 4x22

Sous les contraintes x33 = 0

x21 − x22 = 0

X � 0(1) Trouver la région admissible de (Π).(2) E
rire le programme dual de (Π) et déterminer sa région admissible.47
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al
uler d∗ et p∗, déterminer s'il existe ou non un saut de dualité (si 
'est possible,sinon justi�er le fait que les 
al
uls de d∗ et de p∗ sont né
essaires).(4) Cal
uler e�e
tivement d∗ et p∗, et donner des solutions optimales de (Π) et de son duals'il en existe.5.3. Conditions des é
arts 
omplémentaires ISoit 




Minimiser x2

Sous contrainte




x2 x1 0

x1 1 0

0 0 x1 − 1


 � 0(1) E
rire le dual de 
e SDP.(2) Tra
er la région admissible du primal.(3) Résoudre le primal.(4) Résoudre le dual en appliquant la 
ondition des é
arts 
omplémentaire.(5) Appliquer le théorème de dualité forte.5.4. Conditions des é
arts 
omplémentaires IIOn 
onsidère le programme semidé�ni suivant, où Y est une matri
e 3× 3 symétrique réelle :

(P )





Maximiser −Y22

s.c. Y12 = 1

Y23 = 4

Y13 − Y11 = 0

Y33 − Y22 = 0

Y � 0(1) Montrer qu'il n'existe pas de saut de dualité entre (P ) et son dual.(2) E
rire (DP ), le dual de (P ). Montrer que (P ) et (DP ) admettent des solutions optimales.(3) Montrer que la valeur optimale de (P ) vaut au plus −4. En supposant que 
ette valeurest atteinte, montrer qu'on a né
essairement Y11 = 1.(4) En utilisant les 
onditions des é
arts 
omplémentaires, en déduire une solution optimalede (DP ). 5.5. Programmation Quadratique ISoit le programme semidé�ni suivant :
(SDP )





minz∈ℜ z

s.c.

[
3z −z − 1

−z − 1 3z

]
� 0(1) Résoudre (SDP ), i.e. donner sa valeur optimale ainsi que l'ensemble des solutions opti-males.
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rire (DSDP ), le programme dual de (SDP ).(3) Montrer qu'il n'y a pas de saut de dualité entre (DSDP ) et (SDP ), et résoudre (DSDP )en utilisant les 
onditions des é
arts 
omplémentaires.(4) Soit le programme quadratique :
(P )





max 2x1x2

s.c. 3x2
1 + 3x2

2 − 2x1x2 = 1

(x1, x2) ∈ ℜ2Etablir que la valeur optimale de (DSDP ) est supérieure ou égale à 
elle de (P ), enmontrant que (DSDP ) est une relaxation de (P ).(5) Donner le rang de la solution optimale de (DSDP ) trouvée à la question 3. En déduireune solution optimale de (P ).5.6. Programmation Quadratique IISoient les deux programmes mathématiques suivants, où x est dans ℜ2 et X est une matri
esymétrique réelle 2× 2 :
(P )

{ Maximiser xTAx = 2x1x2 + x2
1 − x2

2

s.c. x2
1 + x2

2 = 1
(SDP )





Maximiser 2X12 +X11 −X22

s.c. X11 +X22 = 1

X � 0(1) E
rire (DSDP ), le programme dual de (SDP ), et montrer qu'il n'existe pas de saut dedualité entre (SDP ) et (DSDP ).(2) Résoudre (DSDP ). Que représente la valeur optimale de (DSDP ) pour la matri
e A ?(3) Montrer que (P ) est équivalent à (DSDP ).(4) En déduire que (P ) et (SDP ) sont équivalents.5.7. Résolution appro
hée d'un système linéaireOn souhaite résoudre de manière appro
hée un système linéaire Ax = b où A ∈ R
p×n et b ∈ R

p(on suppose que 
e dernier n'admet pas de solution exa
te). Pour 
ela, on 
hoisit de minimiser laquantité
max

i ∈ {1, . . . , p}

∣∣AT
i x− bi

∣∣où Ai représente la ième ligne (i ∈ {1, ..., p}) de la matri
e A.(1) Modéliser 
e problème 
omme un PL.(2) Dans 
ertaines appli
ations les quantités bi sont exprimées à l'aide d'une é
helle logarith-mique (
ar elles représentent par exemple une puissan
e ou une intensité). On souhaitealors minimiser la quantité
max

i ∈ {1, ..., p}

∣∣log
(
AT

i x
)
− log (bi)

∣∣modéliser 
e nouveau problème 
omme un SDP .



5.9. RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME DE COUPE DANS UN GRAPHE 505.8. Programmation linéaire et semidé�nieSoit le programme linéaire :
(PL)






Minimiser x1 + 4x2

Sous les contraintes x1 − x2 + x3 = 2

3x1 − 5x3 = 6

x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0et le programme semidé�ni :
(SDP )





Minimiser x1 + 4x2

Sous les contraintes
(
e1e

T
1 + e2e

T
2

)
•X − (4e1 + 12e2)

T
x+ 40 = 0



x1 0 0 0 0 0 0

0 x2 0 0 0 0 0

0 0 x3 0 0 0 0

0 0 0 1 x1 x2 x3

0 0 0 x1 X11 X12 X13

0 0 0 x2 X12 X22 X23

0 0 0 x3 X13 X23 X33




� 0

où e1 =




1

−1

1


, e2 =




3

0

−5


. Montrer que (SDP ) et (PL) sont équivalents.5.9. Résolution d'un problème de 
oupe dans un grapheSoit G = (V,E) un graphe non orienté 
omportant n sommets, dont 
haque arête (vi, vj) estvaluée par un réel quel
onque Wij , et 1 ≤ k ≤ n− 1 un entier. On 
her
he dans G la 
oupe (i.e.une partition de V en V1 et V2) de valeur maximale telle que le nombre de sommets dans V1 soitexa
tement égal à k (don
 le nombre de sommets dans V2 est égal à n − k). Rappel : la valeurd'une 
oupe est la somme des valuations des arêtes ayant une extrémité dans V1 et l'autre dans

V2. (1) Modéliser 
e problème 
omme un programme quadratique (Q) en variables à valeursdans {0, 1}.(2) E
rire la relaxation semidé�nie basique (SDP0) de (Q).(3) Proposer une relaxation (PL) de (Q) par programmation linéaire 
ontinue.(4) Construire une relaxation semidé�nie (SDP ) à partir de (PL). Justi�er qu'elle est meilleureque (SDP0).(5) Appli
ation(a) E
rire (SDP0) et son dual (DSDP0) pour le graphe de la �gure 
i-dessus en prenant
k = 2.(b) Montrer qu'il n'existe pas de saut de dualité entre (SDP0) et (DSDP0).
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1

1

v 2

v 3

v 4

−3

1
4

v

(
) Montrer que x∗ = (1, 0, 1, 0) est une solution optimale pour (Q) en prouvant que(
x∗, x∗x∗T

) est optimale pour (SDP0).5.10. Nombre de Lovász d'un grapheSoit un graphe G = (V,E) possédant n sommets. Un stable est un sous-ensemble S de Vtel qu'il n'existe au
une arête entre les éléments de S (on dit aussi que les sommets sont tousnon-adja
ents). La 
ardinalité maximale d'un ensemble stable dans G est appelée le nombre destabilité de G, et notée α(G). on dé�nit l'ensemble P = {A ∈ Sn : aij = 1 si (i, j) /∈ E ou (i = j)}(on rappelle que Sn désigne l'ensemble des matri
es symétriques réelles n×n). On dé�nit égalementpour tout 1 ≤ k ≤ n, la matri
e Jk de dimension k uniquement 
onstituée de 1.(1) Montrer qu'il existe un stable de taille k dans G si et seulement si la matri
e Jk est unmineur symétrique de toute matri
e A de P (les lignes et 
olonnes 
hoisies pour 
onstituer
Jk ne dépendant pas de A).(2) Montrer que la plus grande valeur propre λmax(Jk) de Jk vaut k.(3) Montrer que la plus grande valeur propre λmax(A) de A quel
onque dans P est supérieureou égale à λmax(Jk).(4) Montrer que λmax(A) = min {t : tI −A � 0}.(5) Pour tout 
ouple (i, j) tel que l'arête [vi, vj ] est dans E on 
onsidère Eij la matri
e de
Sn possédant seulement deux éléments non nuls et égaux à 1 : Eij

ij et Eij
ji . Montrer quetoute matri
e A de P peut s'é
rire : A = Jn +

∑
(i,j)∈E xijE

ij , où les xij sont des réelsquel
onques.(6) Déduire des résultats pré
édents un programme semidé�ni qui soit une relaxation duproblème du stable de taille maximale dans un graphe.(7) E
rire le dual de 
e SDP.


