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Substitutions

o Substitutions sur les mots et systémes dynamiques symboliques
¢ Regles d'inflation/subdivision : pavages et ensemble de points
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Un exemple de substitution sur les mots : la
substitution de Fibonacci

Définition Une substitution est un morphisme de monoide libre
Exemple

c:1—=12, 2—1.

1
12

121
12112
12112121

o> (1) est appelé mot de Fibonacci

o®(1) = 121121211211212. .



Substitutions et pavages

Principe On prend
e un nombre fini de tuiles {T1, To, ..., Ty}
e une transformation expansive Q (le facteur d’ )

e une régle permettant de découper chaque QT; en copies des
T17T27-~-7Tm

Il s’agit d’'une méthode simple de production de pavages

Exemple

by - -T2



Le pavage de la chaise

by - -T2

e Tilings Encyclopedia http ://tilings.math.uni-bielefeld.de/

¢ A primer on substitution tilings of the Euclidean plane -
- Expo. Math. 26 (2008), no. 4, 295-326.



Suite automatique

Définition Image par une projection lettre-a-lettre d’une suite point fixe
de substitution de longueur constante



Suite automatique

Définition Image par une projection lettre-a-lettre d’une suite point fixe
de substitution de longueur constante

Suite de Morse
o> (a) avec
o(a) = ab, o(b) = ba

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .



k-automate

Un k-automate est un automate fini déterministe complet tel que
e on a un nombre fini d’états S dont un état initial /;

e k applications de transition de S dans lui-méme, étiquetées par
des entiersentre O et k — 1

e un ensemble Y et une fontion de sortie ¢ de S dans Y



Suite k-automatique

C’est une suite (up)nen €ngendrée par un k-automate
e On écrit nen base k

L
Z ngkf
£=0

e On part de I'état initial /

e On rentre dans l'automate la suite de chiffres ng, ny, ...

e On se retrouve dans l'automate a I'état a,

Un = ¢(an)

» L



Suite k-automatique

C’est une suite (Un)nen €ngendrée par un k-automate
e On écrit nen base k

L
> i
=0

e On part de I'état initial /
¢ On rentre dans l'automate la suite de chiffres ng, nq,...,nL
e On se retrouve dans l'automate a I'état a,

Un = ¢(an)

Rem Si une suite est automatique avec lecture des chiffres de droite
a gauche, elle I'est aussi avec lecture des chiffres de gauche a droite



Suite k-automatique

C’est une suite (up)nen €ngendrée par un k-automate
e On écrit nen base k

L
> ik
=0
e On part de I'état initial /
e On rentre dans l'automate la suite de chiffres ng, ny,...,n.
e On se retrouve dans l'automate a I'état a,
Un := ¢(an)
Définition équivalente a

Image par une projection lettre-a-lettre d’'une suite point fixe de
substitution de longueur constante



Contruction de 'automate

Soit v image par une projection lettre-a-lettre d’une suite point fixe de
la substitution o de longueur constante

e états : alphabet

o fonction de sortie : la projection lettre-a-lettre
e état initial : up

e transitions : substitution



Contruction de 'automate

Soit u image par une projection lettre-a-lettre d’une suite point fixe de
la substitution o de longueur constante

o états : alphabet

o fonction de sortie : la projection lettre-a-lettre
e état initial : u

e transitions : substitution

Transitions o : A — A envoie la lettre a sur la (i + 1)-iéme lettre de
o(a)
U(a) = Uo(a) . -Uk,1(a)

U(Un) = UknUkn+1 - - - Ukntk—1 = UO(Un) cc o Ok—1 (Un)

Ui(Un) = Ukn+i

Il'y a une fleche de a vers b si b apparait dans o(a)



Contruction de 'automate

Soit u image par une projection lettre-a-lettre d’une suite point fixe de
la substitution o de longueur constante

o états : alphabet

o fonction de sortie : la projection lettre-a-lettre
e état initial : up

e transitions : substitution



Suite de Prouhet-Thue-Morse

o(a) = ab, o(b) = ba

Vn e N, Uy = Up et Uppy1 = Up

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .



Suite de Prouhet-Thue-Morse

o(a) = ab, o(b) = ba
vneN, Uy, = Up et Uopi1 = Up
u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .

N, (resp. Np) est 'ensemble d’entiers n tels que la (n+ 1)-ieme
lettre de la suite de Morse est a (resp. b):

N, = {0,3,5,6,9,10,12,15,.. .},

Np = {1,2,4,7,8,11,13,14,...}



Suite de Prouhet-Thue-Morse

o(a) = ab, o(b) = ba

vneN, Uy, = Uy et Uopi1 = Up

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .

Soit
S:(n)=>_n, sin=> n2', ne{0,1}

i>0 i>0
Ny={neN, Sy(n) est paire },
Np={neN, S,(n) estimpaire }
N, = {0,3,5,6,9,10,12,15,.. .},
Ny, = {1,2,4,7,8,11,13,14,...}



Suite de Prouhet-Thue-Morse

o(a) = ab, o(b) = ba

VneN, Uy = U, et Uopi1 = Un

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .

c(0) =01, o(1) =10
U, = Sz(n) mod 2



Que peut-on faire avec une suite automatique

Soit (up)n € {0,1,--- |k}
On peut considérer

e le réel

Z upk="
> upX"

e |a suite



Algébricité

On considére le corps Fq((1/X)) des séries formelles de Laurent a
coefficients dans F,

U_dXd+"'+U0+U1X71+"'7U/EFq

Une série F est algébrique sur Fg(X) s'il existe un polynéme non
trivial P a coefficients dans Fq(X) tel que P(F) =0



Algébricité et suite de Morse
On considére la suite de Morse u = (Up)nen

Un = So(n) mod 2

Up =0, Uzp = Up, Uzny1 =1+ Up
Dans F[[X]], on a
O unX"? = unX?"
n>0 n>0
Soit F(X) =350 UnX"
Ona B
F(X) = Xnzo UnX" = 3o n0 UenX?" + 3 Uy X2
= Dnso UnX?" + 3(1 + up) X2
= (Zn>0 UpX")2 + X(Z upX")? + 1+sz
= F(X)?(1+ X) +
La série F(X) est donc algébrique sur Fa(X)
(1 4+ X)PF(X)? + F(X)(1 + X)? + X =0

1-~-X2



Critére d’algébricité

Théoreme[Christol, Kamae, Mendés France, and Rauzy]
Soit u = (u(n))nen une suite a valeurs dans F,. On a équivalence
entre

* > o U(N)X™ est algébrique sur Fq(X)
o la suite u est g-automatique

¢ la suite u est I'image par une projection lettre a lettre d’un point
fixe de substitution de longueur constante g

e le g-noyau Ng(u) de u est fini

Ny(u) = {(u(g"n+ r))nen; k>0, 0<r<qgk—1}



Thm [Allouche] La série I de Carlitz

i X7 — X
rl H(1 Xq/+1 _ )

est transcendante sur Fgy(X)

Soit N v
o= H(1 - W)
j=0

« est algébrique (considérer a9)
Montrons que 7 est transcendante
Ona

+oo 1

=TI0 -7

j=1

ale



Soit (Vi )ken = (vk(n))ken des suites du g-noyau de v qui satisfont
o il existe m(k) tel que pour n < m(k), on ait v(n) =0
e la suite (m(k))ken tend vers +oo

o les suites v, ne sont pas égales a la suite nulle pour une infinité
de k

Alors 'ensemble {vx; k € N} estinfini



Soit (v(n))nen telle que

Si

alors

Rmq Si

+o0o 1

Sovimx =5 =TI -

n>0 j=1

+o0

n= Zsk(qk — 1) avec ex = 0 oul, e, = 0 pour k assez grand,

k=1

v(n) = (=1)Z«5 %, sinon v(n) = 0.

—+0o0

n= Zek(qk —1)avec ek =00u 1,6, = 0 pour k assez grand,

k=1

alors une telle décomposition est unique
Soit (vk(n))nen suite du g-noyau

vneN, v(n) = v(gkn+ g — k)



Soit (vk(n))nen suite du g-noyau
vneN, v(n) = v(gkn+ g — k)

Sin= ;j? ek(gf — 1) avec e, = 0, 1, ex = 0 pour k assez grand,
alors v(n) = (—1)Zk5 =, sinon v(n) = 0



Soit (vk(n))nen suite du g-noyau
vneN, v(n) = v(gkn+ g — k)
Sin= ;j? ek(gf — 1) avec e, = 0, 1, ex = 0 pour k assez grand,
alors v(n) = (—1)Zk5 =, sinon v(n) = 0
Soit k > 2. Soit n € N tel que vk(n) # 0. Alors

3 (gj)jen avec gj = 0 ou 1,¢; = 0 pour j assez grand, tel que
+o00 )
Pn+g-—k=> ¢(d-1)
j=1

Onpose o =3 . ¢

gntg —k= > 5@ -1)+> gd -0

1<j<k—1 jzk



. k7
On va montrer que si n= L, vi(n) # 0 etsin < < alors

Vi(n) = 0

On aura montré que le g-noyau est infini



k k
in— 9-9 i 9 —q9
On va montrer que si n = T vk(n) #0etsin< == alors
vk(n)=0
On aura montré que le g-noyau est infini
Onpose o =3 ¢

dntq —k= D gld-1)+> gd -0

1<j<k—1 =k
On a donc .
o= Z ei(d — 1)+ k mod g
1<j<k—1

Comme .

2< Y @ -1)+k<dg,

1<j<k—1

alors

o> Y g(@—-1)+k>k

1<j<k—1



On va montrer que si n = ‘7;%1‘7 vk(n) # 0 etsin < <= alors
vk(n) =0
On aura montré que le g-noyau est infini

Onpose o =3 i ¢

Z )+ k >k
1<j<k—

g n+qf—k= Z @ —1)+> gq —o

1<j<k-1 j=k
Donc
k+r‘r 1 2k—1
drat k= ol n> 3 (01> 3 () - N
>k j=k

Donc vk(n) # 0 implique que n > %

k



Fonctions de Carlitz

En 1935 Carlitz a défini deux fonctions 3 and A, analogues a
I'exponentielle et au logarithme

+o00 k q
() = Z pour tout ¢ dans C,
X 19 q
A(t) = — pour ttel que degt < ——,
e Lk q-— 1
avec [k] = X7 — X,
Fo= [Kllk—1]9..[119 et Fp=1,

L= [K|lk —1]..[1] et Lo = 1.

Convergence si et seulement si le degré tend vers —oo

Z ~> Fg[X], Q ~» Fg(X), R~ Fq((1/X))

Fq((1/X) est complet mais non algébriquement clos
Soit C la complétion d’ue cl6ture algébrique de R. Le corps C est
encore algébriqguement clos



La fonction W de Carlitz

+ K

_ 1)k
s =3 EF

Fi

8

pour tout t dans C

>
Il
o

1 est Fy-linéaire
Pt +u) = 9(t) + ¢ (u)
b(et) = cy(t)
pour t,u dans C et ¢ dans Fq
Vt e C, VE € Fo[X]), v(t+ EE) = (1),

avec & = (X9 - X))@ n et N=]](1
j=0
Pour tout f dans C, ¢(t) = 0 ssi t = E¢, avec E in Fy[X]

Pour tout ¢ dans C, ¥(t) = t[[ger,1x), £20(1 — Eig)_
Pour tout t dans C

- Xat

P(Xt) = Xup(t) —(t)?

- X

)



La fonction ¢ de Carlitz

Carlitz a aussi introduit un analogue de la fonction zeta de Riemann

¢(m) = > 1/G", meN, m>1

GeFg[x] et G unitaire

On a ((s)/N® € Fq(X), pour tout s multiple de (g — 1)

C’est 'analogue du résultat d’'Euler sur les valeurs paires de la
fonction ¢ de Riemann
¢(2n)/m*" € Q

Thm [Yu] On a ¢(s)/N°® transcendant , pour tout s # 0(q — 1) et ¢(s)
transcendant pour tout s # 0



Et pour les réels ?

(Un)n € {0, 1, k= 1} s Y " k™"

“Thm” [Loxton-Van der Poorten]
Si la suite (up) est g-automatique, alors > u,q~" est soit rationnel,
soit transcendant



Et pour les réels ?

(Un)n € 40,1, k= 1} s > " upk ™"
Considérons les premiers chiffres du développement de /2 en base
10
V2 = 1.41421356237309504880168872420969807856967 1875376948073

Les 10 chiffres allant de 0 a 9 apparaissent, de méme que
13,14,16,17,18



Et pour les réels ?

(Un)n € 40,1, k= 1} s > k™"
Fonction de complexité Soit p(n, x) le nombre de facteurs de longueur
n que 'on trouve dans le développement en base g du réel x
e 1<p(nx)<q"
o la complexité p(n, x) d’'un nombre rationnel est bornée



Et pour les réels ?

(Un)n € 40,1, k= 1} s > k™"

Une conjecture moins forte que celle de la normalité de v/2 peut alors
étre énoncée comme suit : la complexité p(n, v/2) satisfait
p(n,+/2) = 10" pour tout n > 1



Et pour les réels ?

(Un)n € {0, 1, k= 1} sy k™"

Théoreme [Adamczewski-bugeaud] La complexité p(n, x) de tout
nombre algébrique irrationnel x satisfait
iim P
n
Corollaire
Si la suite (up) est g-automatique, alors Y u,q~" est soit rationnel,

soit transcendant
On utilise le fait la complexité d’une suite automatique est linéaire



En d’autres termes

Si la série formelle f(X) =", x; X~ est algébrique sur le corps
Fq(X), alors le nombre réel x = 3", x;g~' est soit rationnel, soit
transcendant B



Un peu de bibliographie

Allouche-Shallit, Automatic sequences

N. Pytheas Fogg, Substitutions in dynamics, arithmetics and
combinatorics, http ://www.liafa.jussieu.fr/~berthe/Fogg.html

HDR de B. Adamczewski
Preuves automatiques de transcendance des fonctions de Carlitz
J.-P. Allouche, V. Berthé, D. Thakur, K. Kedlaya, A. Firicel



Substitutions

Une substitution sur I'alphabet A est un morphisme du monoide libre
A*
Exemple :

o(1) =12, 0(2) =13, 0(3) = 1.

o*(1) =12131211213121213....

Sa matrice d’'incidence M, est définie par :
M, = (|U(j)|i)(i,j)e,42 )

ou |o(j)|; est le nombre d’occurrences de la lettre i dans o(j).

> ap ~ Nim 102...00(0) ~ 1M, M, v



Systéme dynamique substitutif

Soit o une substitution sur A. Soit u engendré par ¢. Soit S
le

S((un)n) = (Uny1)n
Le engendré par o est (X,, S) avec

X, :={S"(u); ne N} c AN

Question Sous quelles conditions est-il possible de donner une
représentation géométrique d’un systéme dynamique substitutif
comme une translation sur un groupe compact abélien ?

X, = X,

Example Dans le cas du mot de Fibonaccio: 1+ 12, 2+ 1
(X5, S) estisomorphe a (R/Z, R.,5) OU Ry, 5 X — X + %
2 2



Dynamique arithmétique [N. Sidorov, A. Vershik]

Il s’agit de donner des développements explicites de réels et de
vecteurs qui ont un sens dynamique dans le but de produire des
codages symboliques de systéemes dynamiques qui en préservent la
structure arithmétique

 Systemes de numération. Exemple : Beta-développements

2,21 big~!, Tg: x — {Bx}
e (X,,S) estisomorphe a (R/Z, R, s)
2
e Codages arithmétiques d’automorphismes du tore [Schmidt]
e Codages de translations sur le tore



Une représentation géomeétrique des systemes
substitutifs

Abélianisation Soit d le cardinal de A

frwe A" — (W), Wz, -, |Wl|qg) e N9




Une représentation géomeétrique des systemes
substitutifs
Abélianisation Soit d le cardinal de A

frwe A e (I, Wz, -, |w]q) € N

Soit u un mot infini engendré par ¢. Soit 7. la projection sur
I'hyperplan

de o selon sa direction
Le fractal de Rauzy de o est défini par

Ra‘ —{Wcof(U()"'Un_1), HGN}




La substitution de Tribonacci [Rauzy’82]

c:1—12,2— 13, 3~ 1
o>(1) =12131211213121213 - - -

11 1
1 00
010

Son polynéme caractéristique est X° — X% — X — 1. Il admet une
racine § > 1 (la racine dominante) et deux conjugués complexes a,
@, avec |a| < 1

M, =

(3 est un nombre de Pisot



Le fractal de Tribonacci

c:1—=12,2—3,3—1
On représente o™ (1) comme une ligne brisée

f:{1,2,3)* 573 1+ &, 2 &, 3+ &,

f(w) = [w|1€ + |w|262 + [W|36s,
projetée selon les espaces propres de M,

——




Le fractal de Tribonacci engendre

un pavage périodique

et un pavage autosimilaire/apériodique

Les ensembles de translation sont des des ensemble de Delone
(relativement denses et uniformément discrets=quasi-réseaux)
C’est une conséquence de I'hypothése Pisot



Comment atteindre des parametres non algébriques ?

Nous avons considéré l'itération d’'une seule regle substitutive
Nous voulons composer un nombre fini de regles (produits infinis de
de matrices)

e Fractions continues (Jacobi-Perron, Brun, LLL....)

e Conjecture S-adique caractérisation/engendrement de mots
infinis de complexité au plus linéaire



Développements S-adiques
Soit X un systéme dynamique symbolique. La fonction de complexité
px(n) compte le nombre de facteurs de longueur n du langage de X.

Théoreme [Cassaigne] Un systéme dynamique symbolique X est de
complexité au plus linéaire si et seulement si la différence premiere
de la fonction de complexité px(n+ 1) — px(n) est bornée

Théoreme [Ferenczi] Soit X un systéme dynamique symbolique sur
un alphabet minimal A tel que sa fonction de complexité px(n) soit au
plus linéaire. Alors, il existe

e un nombre fini de substitutions S sur un alphabet
D={0,..,d-1}
e une substitution ¢ de D* dans A*
¢ une suite infinie de substitutions (¢,),>1 a valeurs dans S
telles que
e |0102...0n(r)| — 400 quand n — +oo, pour toute lettre r € D

e tout mot du langage du systéme est un facteur de
o(o102 - 0p)(0) pour un certain n.



Suite S-adique

Définition
Une suite u est dite S-adique s'il existe
e un ensemble fini de substitutions S sur un alphabet
D=10,..,d-1}
e un morphisme ¢ de D* dans A*
¢ une suite infinie de substitutions (¢,),>1 a valeurs dans S
telles que

u= lim oogq00o---0n(0).
n—>+oo<p 1 z n()




Développements S-adiques

On considére
u= lim oyo0---0,(0)
n—-+oo



Développements S-adiques

On considére

u= lim oyo0---0,(0)
n—+oo

Géométriqguement

=
=

=

z

Soit py le préfixe de u de longueur k. Les points f(px) restent-ils a
distance bornée d’une droite ?




Développements S-adiques

On considére

u= lim ooz---0,(0)
n—+oo

Algébriquement
Théoreme de type Jacobi-Perron généralisé [Furstenberg]
On considére un produit infini de matrices

Ei- - Ex---

a entrées dans N. On suppose qu’il existe une matrice B a entrées
strictement positives telle qu'il existe iy < j1 < -+ < ik < ji tels que

B=E, ---E,-- ,B=E,---E,-.
Alors l'intersection de cones
Nk E1 -+ Ex(RY)

est unidimensionnelle.
Vitesse de convergence ? Type de convergence ? Faible ? Forte ?



Développements S-adiques

On considére

u= lim oyo0---0,(0)
n—+oo

Combinatoirement

e Fréquences a restes bornés et équilibre

3C, Vi € A, 3f(i) ta. YN |Card{k < N, ux = i} — Nf(i)| < C



Développements S-adiques
On considére

u= lim oyo0---0,(0)
n—+oo

Arithmétiquement

e Convergence faible et forte d’algorithmes de fractions continues
multidimensionnels

Théoréme

Il existe § > 0 tel que pour presque tout («, 3), il existe ng = ny(«, 3)
tel que pour tout n > ny

1
lo — pn/qnl| < W

’
1B =1/l < =755
<o ghto

ou pp, gn, I, sont donnés par Brun/Jacobi-Perron.

Brun [lto-Fujita-Keane-Ohtsuki '93+'96] ; Jacobi-Perron



Des fractals de Rauzy aux quasicristaux
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