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Introduction

Il s'agit d’un processus stochastique dont les applications se
trouvent surtout en physique nucléaire, Biologie, Informatique,
Géologie...
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Introduction

Il s'agit d’un processus stochastique dont les applications se
trouvent surtout en physique nucléaire, Biologie, Informatique,
Géologie...

Au départ on a un segment de longueur x, avec une probabilité
p(x) (qui peut ne pas dépendre de x), ce segment se fragmente en
b morceaux de longueurs (x&;)1<j<p ( Les (&); sont appelés loi de
reproduction et ne dépendent pas de x).
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trouvent surtout en physique nucléaire, Biologie, Informatique,
Géologie...

Au départ on a un segment de longueur x, avec une probabilité
p(x) (qui peut ne pas dépendre de x), ce segment se fragmente en
b morceaux de longueurs (x&;)1<j<p ( Les (&); sont appelés loi de
reproduction et ne dépendent pas de x).

Ce segment reste indéfiniment stable (ne se fragmente jamais) avec
la probabilité g(x) =1 — p(x) .
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Introduction

Il s'agit d’un processus stochastique dont les applications se
trouvent surtout en physique nucléaire, Biologie, Informatique,
Géologie...

Au départ on a un segment de longueur x, avec une probabilité
p(x) (qui peut ne pas dépendre de x), ce segment se fragmente en
b morceaux de longueurs (x&;)1<j<p ( Les (&); sont appelés loi de
reproduction et ne dépendent pas de x).

Ce segment reste indéfiniment stable (ne se fragmente jamais) avec
la probabilité g(x) =1 — p(x) .

Ainsi de suite chaque sous-fragment subit, d’une facon
indépendante et indépendemment de tout |'hystorique, le méme
phénomeéne.
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Introduction

Il s'agit d’un processus stochastique dont les applications se
trouvent surtout en physique nucléaire, Biologie, Informatique,
Géologie...

Au départ on a un segment de longueur x, avec une probabilité
p(x) (qui peut ne pas dépendre de x), ce segment se fragmente en
b morceaux de longueurs (x&;)1<j<p ( Les (&); sont appelés loi de
reproduction et ne dépendent pas de x).

Ce segment reste indéfiniment stable (ne se fragmente jamais) avec
la probabilité g(x) =1 — p(x) .

Ainsi de suite chaque sous-fragment subit, d’une facon
indépendante et indépendemment de tout |'hystorique, le méme
phénomeéne.

On s'intéresse généralement a étudier le nombre représentant
le nombre de segments stables a la fin du processus.
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Introduction

L'idée de la fragmentation a été introduite par Kolmogorov en
1941, on n'a commencé a avoir des résultats qu’a partir de 1961
par Filippov, ensuite par Brennan (1986), Durret (1987), Sibuya et
Itoh (1987) dans le cas ou b = 2.
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L'idée de la fragmentation a été introduite par Kolmogorov en
1941, on n'a commencé a avoir des résultats qu’a partir de 1961
par Filippov, ensuite par Brennan (1986), Durret (1987), Sibuya et
Itoh (1987) dans le cas ou b = 2.

Dean et Majumdar (2002), janson et Neininger (2007), ont obtenu
des résultats sur N(x) pour b > 3 et p(x) = ly,>1}.
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Introduction

L'idée de la fragmentation a été introduite par Kolmogorov en
1941, on n'a commencé a avoir des résultats qu’a partir de 1961
par Filippov, ensuite par Brennan (1986), Durret (1987), Sibuya et
Itoh (1987) dans le cas ou b = 2.

Dean et Majumdar (2002), janson et Neininger (2007), ont obtenu
des résultats sur N(x) pour b > 3 et p(x) = ly,>1}.

Krapivsky, Ben-Naim et Grosse (2004), Huillet et Ghorbel
(2005-2006) ont exposé le probléme (sans trop de résultats
explicites ) dans le cas ou I'intervalle initiale est de longueur 1 et la
probabilité qu'un segment soit stable ne dépend pas de sa taille.
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Fragmentation uniforme

Présentation

p=p(x) €]0,1[, g=1— p et b > 3. On suppose qu'on est dans

le cas conservatif:
b
ZSJ =1, ps
j=1

et que
chaque interval de longueur y est coupé en b morceaux en lancant
aléatoirement et uniformément (b — 1) points dans |'intervalle [0, y].
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Présentation

p=p(x) €]0,1[, g=1— p et b > 3. On suppose qu'on est dans

le cas conservatif:
b
ZSJ =1, ps
j=1

et que

chaque interval de longueur y est coupé en b morceaux en lancant
aléatoirement et uniformément (b — 1) points dans |'intervalle [0, y].
Vu que le mécanisme de fragmentation ne dépend pas de x, on
peut supposer que le segment initial est de taille 1.
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Présentation

p=p(x) €]0,1[, g=1— p et b > 3. On suppose qu'on est dans

le cas conservatif:
b
ZSJ =1, ps
j=1

et que

chaque interval de longueur y est coupé en b morceaux en lancant
aléatoirement et uniformément (b — 1) points dans |'intervalle [0, y].
Vu que le mécanisme de fragmentation ne dépend pas de x, on
peut supposer que le segment initial est de taille 1.

Krapivsky, Ben-Naim et Grosse (2004) ont donné des résultats
heuristiques dans le cas b = 2 concernant les variables:

N representant le nombre de segments stables a la fin

K(t) le nombre de segments stables de longueurs inférieurs a t.
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Objectif

Mon objectif, dans cette partie, est de donner des démonstrations
de ces résultats dans le cas b > 3. Je me limite dans cet exposé au
cas b= 3.
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Moyenne
3 3 .
N = "1 sapier + D g, instapie} NV (1)
=1 =1
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Moyenne
3 3 .
N = "1 sapier + D g, instapie} NV (1)
=1 =1

Il s’agit bien d'un processus de G.W. avec comme loi de
reproduction

p = pd3 + (1 — p)do.
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Moyenne
3 3 .
N = "1 sapier + D g, instapie} NV (1)
=1 =1

Il s’agit bien d'un processus de G.W. avec comme loi de
reproduction

p = pd3 + (1 — p)do.

Imédiatement on conclut que

3q

E(N) =15,

, sip<1l/3etE(N)=+ocosip>1/3.
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Moyenne
3 3 .
N = "1 sapier + D g, instapie} NV (1)
=1 =1

Il s’agit bien d'un processus de G.W. avec comme loi de
reproduction

p = pd3 + (1 — p)do.

Imédiatement on conclut que

3q

E(N) =15,

, sip<1l/3etE(N)=+ocosip>1/3.

on(t) = E(™) = (+ pon()
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Moyenne du nombre de segments de taille donnée

Pour t,y € [0, 1], soit K(y,t) le nombre de segments stables de
longueurs inférieurs a t provenants d'un segment de longuers y. On
s'intéresse a déterminer M(t) := M(1,t) = E(K(1,t)) := E(K(t)).
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Moyenne du nombre de segments de taille donnée

Pour t,y € [0, 1], soit K(y,t) le nombre de segments stables de
longueurs inférieurs a t provenants d'un segment de longuers y. On

s'intéresse a déterminer M(t) := M(1,t) = E(K(1,t)) := E(K(t)).
On a

3 3
Kt) = D MpitngapeyUig <oy + O Wi instabiey K (& £)
i i
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Moyenne du nombre de segments de taille donnée

Pour t,y € [0, 1], soit K(y,t) le nombre de segments stables de
longueurs inférieurs a t provenants d'un segment de longuers y. On
s'intéresse a déterminer M(t) := M(1,t) = E(K(1,t)) := E(K(t)).
On a

3 3
Kt) = D MpitngapeyUig <oy + O Wi instabiey K (& £)

j=1 =1
3 3
= ) Wpien sraptey Wigg<ey + D Wjeh instaprey Wi <y K (& £)
=1 =1

3
+ D Wjeh jnsapiey g >0y K (&, 1)
i
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M(t) = 3qP(& <t)+6p /Ot M(s, t)(1 — s)ds

4 6pt/1 M(s, £)(1 — 5)ds.
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M(t) = 3qP(& <t)+6p /Ot M(s, t)(1 — s)ds

1
4 6pt/ M(s, £)(1 — 5)ds.
t
Mais, Vs, t € [0, 1]

sis<t, M(s,t) = M(1) = E(N).
sis>t, M(s,t) = M(1,t/s) = M(t/s).
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M(t) = 3qP(& <t)+6p /Ot M(s, t)(1 — s)ds

4 6pt/1 M(s, £)(1 — 5)ds.

Mais, Vs, t € [0, 1]

sis<t, M(s,t) = M(1) = E(N).
sis>t, M(s,t) = M(1,t/s) = M(t/s).
par conséquent

t 1
M(t) = 3qP(& < t)+6pE(N)/O (1—s)ds+6p/t M(t/s)(1 — s)d

= 3qt(2—t)+6pt(l— é)E(N) + 6pt/1 My(;’)dy

1
t Y

3
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Soit P(y) la densité des fragments de longueur y, on a

u(o) = | " Ply)dy.

Ainsi

s 52

P(t):6q—6qt—|—6p/1 P(S)ds—6pt/1 Pe) s ()
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Soit P(y) la densité des fragments de longueur y, on a

uo) = [ P
Ainsi

s 52

P(t):6q—6qt—|—6p/1 P(S)ds—6pt/1 Pe) s ()

Remarque

le phénoméne “conservatif” est vérifié:

/01 tP(t) =1,

le nombre moyen de segments stables:

1
/ P(t)dt = E(N)
0



Fragmentation uniforme

On applique la transformation de Mellin:

A too
P(s) := /0 P(y)y*'dy = 5(5+61c;_6p’
et
A~ VD °
in(s) = | M(y)y*dy = 3((5(74jr 1I;I(Es( ,i);g —+6f>)'
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On applique la transformation de Mellin:

A too
P(s) := /0 P(y)y*'dy = 5(5+61c;_6p’
et
A~ VD °
in(s) = | M(y)y*dy = 3((5(74jr 1I;I(Es( ,i);g —+6f>)'

la fonctionM peut étre obtenue grace a Mellin inverse

Théoréme

E(N) t3+\/12+TP |:3+\/1+24pt_m+\/1+24p—3]
2 2 ’

M) = o
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Problémes:

(1) comportement asymptotique de Y* (maximum des
longuers des segments stables) et Y, (minimum des
longueurs des segments stables).
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Problémes:

(1) comportement asymptotique de Y* (maximum des
longuers des segments stables) et Y, (minimum des
longueurs des segments stables).

Dans le cas ol b =2 et si on note par F* la fonction de
répartition de Y*, alors on vérifie facilement, que pour tout
x €]0,1[, on a

X

1 X
F*(x) = p/o Fr ) (2 )ds.
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Problémes:

(1) comportement asymptotique de Y* (maximum des
longuers des segments stables) et Y, (minimum des
longueurs des segments stables).

Dans le cas ol b =2 et si on note par F* la fonction de
répartition de Y*, alors on vérifie facilement, que pour tout
x €]0,1[, on a

X

1 X
F*(x) = p/o Fr ) (2 )ds.

(2) Le comportement de la hauteur H de I'arbre?
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(3) Hauteurs des feuilles ayant le le poids maximal (resp
ayant le poids minimal).
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(3) Hauteurs des feuilles ayant le le poids maximal (resp
ayant le poids minimal).

Soit H* la hauteur de la feuille ayant le poids maximal, alors
on a la relation suivante

o
v =1]¢,
j=1

la famille (¢;); est mutuellement indépendante indépendante
de H*.
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Introduction:

On suppose que le segment est de longueur x (assez grand).
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Introduction:

On suppose que le segment est de longueur x (assez grand).
La probabilité qu'un segment de longueur y est instable est

ply)=1-e.
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Introduction:

On suppose que le segment est de longueur x (assez grand).
La probabilité qu'un segment de longueur y est instable est
ply)=1—e.

b = 2,&; suit la loi uniforme sur [0, 1].
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Introduction:

On suppose que le segment est de longueur x (assez grand).
La probabilité qu'un segment de longueur y est instable est

ply)=1—e.
b = 2,&; suit la loi uniforme sur [0, 1].
Soient

m(x) = E(N(x)), v(x) = V(N(x))
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Introduction:

On suppose que le segment est de longueur x (assez grand).
La probabilité qu'un segment de longueur y est instable est

ply)=1—e.
b = 2,&; suit la loi uniforme sur [0, 1].
Soient

m(x) = E(N(x)), v(x) = V(N(x))

Comment se comporte en loi N,(x) := M(m)(x) ?
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Comportement de m(x)

2
N(X) = H{x stable} + ]I{x instable} Z N(J)(fjx) (3)
=1
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Comportement de m(x)

2
N(X) = H{x stable} + ]I{x instable} Z N(J)(fjx) (3)
=1

ainsi, m(x) satisfait

m(x) = e 4 2= e_x) / (4)

Avec la condition initiale limy_o m(x) =
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mi) = e 22

o] [ e - 2 oo [ 20 Dag

avec p(x) = 2= eyp ( o 2(1ff6_t)dt).

X
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avec o(x) = @ exp ( o 2(1ff6_t)dt).
Asymptotiquement, pour x assez grand
m(x) = 2yx + O(1),

ou

vy = exp[/olz(l_tet)dt}exp[—2/1+ooettdt}
+o0 _ et 100 o—s
R T =

> 0
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Remarque

Si chaque fragment se coupe d’une facon uniforme en b morceaux
avec b > 3, la fonction m(x) satisfait I'équation différentielle
suivante

db—l

W(xbflm(x)) — bY(1 — e *)m(x) = ble™™. (5)
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Comportement de v(x)

De la méme fagon que m(x), on montre qu’il existe une constante
A > 0 telle que
v(x) = Ax + O(1). (6)
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Technique de contraction de Janson Neininger(2007)

Contexte général: Soit un processus en temps continu (Y¢)t>0
défini de la facon suivante

ZA(/ YO (T(, b)) +e(t), t>0 (7)

ot e(t), TM := (T, t))1<j<bs (AU, t))1<j<b sont des processus
aléatoires définies sur le méme espace de probabilité (2, .4, P) et

pour tout 1 < j < b, T(j, t) € [0, t].

Les familles (Y!())r>0, -, (Y2(t))r>0 et

(A(1,t),--- , A(b, t),e(t), T(V)),;5q sont des familles de processus
aléatoires mutuellement indépendantes.

Pour tous t >0, 1 < j < b, Y(t) et YU)(t) ont la méme loi.
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Normalisation
Soient C(t) = V(Y(t)), M(t) = E(Y(t)) et

X(t) = C(t)—1/2<y(t) - M(t)).

L'équation (7) s'écrit en terme X(t) sous la forme :

b
X(t) £ 3 AIXO(T(j, 1) + €0, >0,
j=1
avec
AD = CTUA(R)AG, ) CYA(T(, )

B = C‘1/2(t)(( — M(t) +i[/\(l M(T(, ))D
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Théoréme de contraction de Janson Neininger (2007)

Soient les processus (Y:)r>o et (Xi)eo-
Hypothéses:

(1) Pour tout t > 0, E[\Y(t)ﬂ < 00.

(2) Vj<b, t>0,
E(JAP) + E(Ie®) + supy< (E(1X (1)) < o0

(3) (M), Ap(8), ) 5 (A7, -, A e),

(4) Y7 E((4)%) < L.
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Théoréme (Théoréme de contraction de Janson Neininger
(2007))

Sous les hypothéses précédentes
X(t) 2 X,

od la loi de X est I'unique loi qui vérifie I'équation en loi suivante

b
XEN AXO 1 e,
j=1
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Retour a N, (x)
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Retour a N, (x)
L’évolution récursive de N(x) s'adapte sous la forme

N(x) — m(x) _ Wi stabley — €~
v(x) v(x)

N (&1x) — m(&x) [v(é1x)

+]I{X instable} V(f]_X) V(X)
NO(&x) — m(&x) [v(é2x)
+].I{x instable} V(§2X) V(X)

E[VD (1x) + NO)(&x)|

i Vo)

|:]I{x instable} — (1 - eix)_
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s gty = S ), 16
{x stable} ) ViGiX
= 1y in N j
V(X) {x instable} p (fJX) V(X)

+e(x),

D(61x) + NO (£
s(x):E[N £ )VJ(FX,)V ¢ )} [H{xinstable}_(l_eix)}
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1 —e W (23)
_ H{xstable} ) e VI§iX
N (x) = v(x) +H{xmstab,e}j;/v* & oy e

[ (§1X)VJ(FX,)V (&X)} [H{x instabley — (1 — efx)}

ZNU (&%) f’)) D(x), (8)

ou

Wix stabley — € 2 j VIGjX
D(x) = S +H{xstab/e}ZN>£J)(§jX) MjLs(x)

Vi ()
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On a les limites suivantes:

Lemme
lorsque x — +o0,

) 25 Ve,
v(x)
&) 25 Ve,
v(x)
]I{xstable} —e P50
v(x) 7
H{x instable} £ I8
13

g(x) — 0.
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On a par conséquent les résultats suivants:

Proposition

iE[gf/z] —4/5 <1
j=1

E(N(x)}) < o0,V x>0.
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Remarque

Une conséquence du théoréme de Janson Neininger (2007), est que
N.(x) converge en loi vers une variable aléatoire N, qui vérifie
I'égalité en loi suivante

N, £ NY g+ NPT g, (9)

avec Nil) et Niz) sont des copies indépendantes de N,.
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Remarque

Une conséquence du théoréme de Janson Neininger (2007), est que
N.(x) converge en loi vers une variable aléatoire N, qui vérifie
I'égalité en loi suivante

N, £ NY g+ NPT g, (9)

avec Nil) et Niz) sont des copies indépendantes de N,.

Lemme
La loi N(0,1) est la seule loi qui vérifie ['égalite (9).
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Théoréme
N.(x) converge en loi vers N'(0,1).
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Perspectives:

(1) b > 377, phénomeéne de transition de phase??
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Perspectives:

(1) b > 377, phénomeéne de transition de phase??
(2) Plongement en temps continu
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Perspectives:

(1) b > 377, phénomeéne de transition de phase??

(2) Plongement en temps continu

Chaque segment de longueur y a une durée de vie suivant la
loi exponentielle de paramétre 1, a sa mort il donne
naissance a un nombre X(y) de loi e Yy + (1 — e™¥)dp.
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Perspectives:

(1) b > 377, phénomeéne de transition de phase??

(2) Plongement en temps continu

Chaque segment de longueur y a une durée de vie suivant la
loi exponentielle de paramétre 1, a sa mort il donne
naissance a un nombre X(y) de loi e Yy + (1 — e™¥)dp.

(3) Comportement asymptotique de M*(x) et H*(x)
respectivement taille et hauteur du plus grand segment.
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MERCI
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