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@ Objets
o Matrices & signes alternants
o Partitions planes
o Triangles de Gelfand-Tsetlin

(@ ASMs-Triangles Gog
o Triangles Gog
o Gog Trapézoides

(@ TSSCPPs-Triangles Magog
o Triangles Magog
o Magog Trapézoide

@ Une construction
o Involution de Schiitzenberger
o Interprétation de S
o Traitement des inversions
o I’Algorithme



Objets

ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triang Magog
Une construction

Matrices & signes alternants
Partitions planes
Triangles de Gelfand-Tsetlin

Matrices & signes alternants(ASM)

Matrice carrée de 0,1, —1, telle que / o 1 0 0 0
dans chaque ligne et dans chaque [ 0 0 1 0 0
colonne 1 =1 0 0 1
o Les 1 et —1 apparaissent 0 1 -1 10
alternativement. 0 1 00
o La somme sur chaque ligne et
sur chaque colonne est égale a
1.
= = = = =
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Objets

N T T  Cine Matrices & signes alternants
qu(‘r‘;}ixglf;ff’nl“_f]%le\bl (:O{“_ Partitions planes
o '[ tangles - agos Triangles de Gelfand-Tsetlin
Une construction

Enumeération des ASMs

Formule d’énumération des ASMs [Mills,Robbins, Rumsey 80’|

Le nombre d’ASMs de taille n x n est donné par

3]—1-
ST

o |Zeilberger 96] = démonstration de cette formule
o |Propp| = Modéle 6—sommets.

o |Kuperberg] = Autre démonstration du théoréme des
ASMs

] = =
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AT T ObJ‘etS Matrices & signes alternants
. ASMs-Triangles Gog Partitions planes
TSSCPPs-Triangles T\Iaglog Triangles de Gelfand-Tsetlin
Une construction

Partitions planes (PP) : elles peuvent étre vues comme un
empilement de cubes dans un coin.

PP est une 3D-partition : tableau
bidimensionnel h de suites décrois-

santes d’entiers en ligne et en
colonne

665433
664333
664332
4331
333

332

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Matrices & signes alternants
Partitions planes
Une construction

Triangles de Gelfand-Tsetlin

PP Totalement symétriques Auto-complémentaires (TSSCPP)

Les TSSCPPs de taille 2n x 2n x 2n

sont munis de toutes les symétries
de I'hexagone.

= Domaine fondamental : douziéme de I’hexagone original.

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

:

Matrices & signes alternants

Partitions planes
Une construction

Triangles de Gelfand-Tsetlin

s
&

[(TSSCPPs)anxanxan| = A(n)

o
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Objets . [

. . ) Matrices a signes alternants

ASMs-Triangles Gog Partitions pl;fnes

TSSCPPs-Triangles Magog )
Une construction

Triangles de Gelfand-Tsetlin

Triangles de Gelfand-Tsetlin de taille n

Arrangement triangulaire de n(n 4+ 1)/2 éléments X
(wij)1<j<icn

Ipli < Tn2 < Tpid < < Tnn
v L v L L
Tn—-11 < Tp-12 < < Tp-1,n—-1
v\
L
Tn—2,1 Ln—2,n—2
v\
L
L
T1,1

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Matrices a signes alternants

Partitions planes
Une construction

Triangles de Gelfand-Tsetlin

Procédé

TSSCPPSan2nX2n

o
Hayat Cheballah
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Une construction

Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Triangles Gog
Gog Trapézoides

Triangle Gog de taille n

arrangement triangulaire de n(n + 1)/2 éléments € [1,n]

Tn,1 < Tn,2 < Tn,3 < < Tn,n
T L v L L
Tp—1,1 < ITn-1,2 < < Tnpn—-1,n-1
v\
=
Tn—2,1 Tn—2,n—2
v\
L
L
11

Hayat Cheballah
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Objets
ASMs-Triangles Gog Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Gog Trapézoides
Une construction

Triangle Gog de taille n

arrangement triangulaire de n(n + 1)/2 éléments € [1,n]
1

2 3
I I I I
Tn,1 < Tn2 < ITn3 < < Tnn
v v L L
Tp—-11 < Tn-12 < < Tp-1,n—1
v\
L
Tn—2,1 Tp—2,n—2
v\
L
< ..
L
Z1,1
Hayat Cheballah
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Objets
ASMs-Triangles Gog Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Gog Trapézoides
Une construction

Gog Trapézoides
(k,n)Gog trapézoides

Triangle Gog de taille n X = (2; j)1<j<i<n tel que z; ; = j pour
i— >k

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Une construction

Triangles Gog
Gog Trapézoides

Gog Trapézoides

(k,n)Gog trapézoides

Triangle Gog de taille n X = (z;;)1<j<i<n tel que z; ;
i—j>k

= j pour

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog Triangles Magog
TSSCPPs-Triangles Magog

Magog Trapézoide
Une construction

Triangles Magog
Triangles Magog de taille n

Tn,1

Arrangement triangulaire de n(n + 1)/2 éléments € [1,n]

< Tp2 < Tp3d <K Tnn < n
T L v L L
Tp—1,1 < Tpn-12 < < Tp—ipn-1<n—1
v\
L
Tn—2,1 s Tpn—2n—2<n—2
=
L
L
r1i1 <1
Hayat Cheballah
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Objets
ASMs-Triangles Gog Triangles Magog
TSSCPPs-Triangles Magog Magog Trapézoide

Magog Trapézoides

Une construction

(k,n)Magog trapézoides

Triangle Magog X = (2; j)1<j<i<n tel que x; j =1 pouri—j >k

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Triangles Magog
Magog Trapézoide

Magog Trapézoides

(k,n)Magog trapézoides
Triangle Magog X = (2; j)1<j<i<n tel que x; j = 1 pouri—j > k

n—=k k

] = =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions
Une construction

Nous construisons une bijection explicite entre les (2,n)—Gog
trapézoides et les (2,n)—Magog trapézoides.

Cette construction se base sur deux opérations
o Involution de Schiitzenberger S.

o Transformation de I'Inversion ¢.

[(27 n)—Gog trapézo'l'de]

[(27 n)—Magog trapézo'l'de]

Hayat Cheballah
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Involution de Schiitzenberger

Soit un trapézoide de Gelfand-Tsetlin de taille n .

Définissons

I’opération 7 sur un élément d’une ligne comme suit :

° ] . . . ‘e e °
[ ] [ ] [ ] _— [ L] [
. . PR
[ ] [ ]
v
] = =
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ASMs-Triangles C
TSSCPPs-Triangles Mag

og
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Involution de Schiitzenberger

Soit un Gelfand-Tsetlin trapézoide de taille n

Définissons
l'opération 7 qui agit sur un élément d’une ligne comme suit :
° o X °

EI
° e —— max| e ° e | min
TIEEEY o
[ ] [ ]
7(e) =[max]+ [min| -
J

7; agit sur tous les éléments de la ¢"*¢ ligne.

Hayat Cheballah
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Objets

ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Involution de Schiitzenberger

Soit un Gog ou Magog trapézoide de taille n. On note S l'invo-
lution de Schiitzenberger qui agit comme suit

S =TTy Tp1TIT2 " Tp—2 - TIT2T1

Exemple :

] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger



Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Lemme :Caractérisation de la derniére diagonale de SX

Soit X un triangle de Gelfand-Tsetlin et Y = SX son image par
S, alors :

Ynn = Xnn
Ykk = . max
n=jo>j1>>jn—k=1
n—k—1

E X'rH'Ji - in+1+’i7ji+1 + Xjn—k""n_k:jn—k
i=0

o &
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Involution de Schiitzenberger
Une construction

Traitement des inversions
EXEMPLE
n=jo>j1>>jn—k=1
n—k—1

2 3 4 ° ° ° 4
2 2 3

E Kjitigi — Xjiprtidirr | T Xjn_ptn—kjn_s
=0

Yig=Xy44=4

[m] = =
Hayat Cheballah
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

EXEMPLE
Y, =
H n:j0>j1rr>1'a‘};jn—k>l
n—k—1
Z Xiitigi = Xjipatigipr | T Xjwtn—kgo_r
=0
1 2 3 4 ° ° . 4
\ /
2 2 3 g A A
_—
2 3 d
2
Yag = max  [(Xjojo = Xjrju) + X1l =

Hayat Cheballah

= max(Xqa — X33) + Xu3,(Xaa— Xo2)+ X329
, (Xaa—Xi1)+ X1 =4
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

EXEMPLE
Y, =
H n:j0>j1rr>1'a‘};jn—k>l
n—k—1
Z Xiitigi = Xjipatigipr | T Xjwtn—kgo_r
=0
1 2 3 4 o o o 4
\
2 2 g (] (]
\ —_—
2 3 b
2
Yag = max  [(Xjojo = Xjrju) + X1l =

Hayat Cheballah

= max(Xqa — X33) + Xu3,(Xaa— Xo2)+ X329
, (Xaa—Xi1)+ X1 =4
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

EXEMPLE
Y, =
H n:j0>j1rr>1'a‘};jn—k>l
n—k—1
Z Xiitigi = Xjipatigipr | T Xjwtn—kgo_r
=0
1 2 3 4 ] . . 4
\
2 2/ . . 4
\ S
_—
2 []
\
2
Yoz = max [(Xjojo = Xjji) + Xjirrnl =

4=jo>j121
= max(Xy4 — X33) + Xy3,(Xy4 — Xo) + X3
, (Xaa—Xi1)+ X0 =4 By @ «=r 4=

Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

EXEMPLE
Yo —
Wk n=jo>j1n>1'a~}§jn—k>1
n—k—1
Z Xjitigi = Xjspr+igirn | + Xjytn—h,jus
=0
2 3 4 ° ° ° 4
\N / \ /
2 2 3 g ° ° 4
s
2 3 L4
2

[m] (=) =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

EXEMPLE
Y, —
Wk n=jo >j1H>1'a~}§jn—k =1
n—k—1

E X'i-i-i,ji - in+1+i,ji+1 + Xjn—k-i-n—k,jn—k
=0

° ° ° 4
\ 7/
2 3

\

[m] (=) =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

EXEMPLE
Y, —
wh n=jo >j1H>1'a~}§jn—k >1
n—k—1

§ X'i-i-i,ji - in+1+i,ji+1
=0

+ Xjn—k"‘n_kajn—k
1 2 3 4 . o e 1
\/ \/
2
NN S
2 3

° 4
2

] = =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

EXEMPLE
Vi, —
k n=jo>j1n>1'a~}§jn—k>1
n—k—1
Z Xjitigi = Xjspr+igirn | + Xjytn—h,jus
=0
1 2 3 4 A A i 4
N/ N/ \NV/
2 2 3 g L L 4
_—
2 3 o 4
2 3

[m] (=) =
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Preuve :

e

[\)
[\)
w

— (Sw); = 1344

»—nwwuk|
w

] = =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Preuve :

-r -

[\)

»—nwwuk|

Hayat Cheballah
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—{Sw)y = 133

L4 L _J
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Preuve :

[\)
[\)
w

L4 L _J

)—tl\DOJ»-lk|
w

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Preuve :

1 2 3 4

T R

2 3 e e

i LR

4]

3|3

2 4

1[1]2]4]

=] = = = = A
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Preuve :

(Sw)1 . (Sw)g . (Sw)g . (Sw)4
2z 3 > 1344 -133-22- 1
2 3
2
RSK
- -
3]3 S 13]4
2|24 “12]3]3
1[1]2]4 1[1]1]2]

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

2 2 3 (Sw)1 . (Sw)g . (Sw)g . (Sw 4
9 3 > 1344 -133-22-1

o X, , — X, j =Longueur de la sous suite croissante € S(w);
constituée des lettres < n — j;

o Xj 115 — Xjy41,j,=Longueur de la sous suite croissante

€ S(w)2 constituée des lettres € [n — j1,n — jo]

o &
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Triangle GOGAm

Définition :Triangle GOGAm

Un triangle GOGAm de taille n est un triangle de Gelfand-Tsetlin
tel que son image par S est un triangle Magog de taille n.

o &
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Triangle GOGAm

Définition :Triangle GOGAm

Un triangle GOGAm de taille n est un triangle de Gelfand-Tsetlin
tel que son image par S est un triangle Magog de taille n.

Proposition :Triangle GOGAm

X = (X;;) est un GOGAm < X,,,, <n,V 1<k<n—1, et
n>jg > > gpg =1

n—k
Xon+ Y Xjivig — Xjiriorg, <k
=1
v
=] (=) = E =

Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger



Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Triangle GOGAm

Définition :Triangle GOGAm

Un triangle GOGAm de taille n est un triangle de Gelfand-Tsetlin
tel que son image par S est un triangle Magog de taille n.

y

Proposition :Triangle GOGAm
X = (X;;) est un GOGAm < X,,,, <n,V 1<k<n—1, et
n>g1>- > gpog 21

n—k
Xon+ Y Xjivig — Xjiriorg, <k
=1

(k,n)GOGAm trapézoide

Un (k,n)GOGAm trapézoide (k < n) est un triangle GOGAm
de taille n tel que z; ; = 1 pouri—j >k

Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Et donc - - -

«O>r «Fr « >
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Et donc - - -

(2,n)Gog trapézoide — (2,n)GOGAm trapézoide

Hayat Cheballah

=

«Fr < >
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Une construction

Involution de Schiitzenberger

Traitement des inversions

Et donc - --

L’idée : Que fait 7

(2,n)Gog trapezoide — (2,n)GOGAm trapézoide
2 * n—2 n—1 n 1 aQ
* * by al * * a1
2 * as %2} * a2
]
1 bn72 * 1 ,8n72
bnfl an—2 ﬁnfl QAn—2
an—1 Qn—1

Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Une construction

Et donc

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

1 2 * n—2 n-—1 n 1 1 * 1 B1 ag
* * * by ai * * * B2 a1
1 2 * a2 2 1 1 * (o)
]
1 bp—2 * 1 ,Bn 2 *
bpn—1  an-—2 ,Bn—l QAn—2
an—1 Qn—1
Tel que
o ag<n
coap—a;+ i <n—1lpourl<ig<n—1
oapg—a;+ B —B;+1<j—1pourl1<i<j<n-—1
o [ = =
Hayat Cheballah
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Inversion dans un triangle Gog

] = =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Inversion dans un triangle Gog

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Inversion dans un triangle Gog

] = =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Inversion dans un triangle Gog

] = =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Inversion dans un triangle Gog
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Inversion dans un triangle Gog
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Inversion dans un triangle Gog

w

] = =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions

Une construction

Inversion dans un triangle

Soit = un triangle Gog .  contient une inversion (z; ; = i1 ;)
o

[ ]
’
~-
[ ]

VRN

1 )
Les éléments - -’ sont couverts par 'inversion.

] = =
Hayat Cheballah
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Premiére approche

Transformation de l'inversion ()

La transformation de l'inversion diminue les éléments couverts
par chaque inversion de 1

RN
@
\ ’

] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog

Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction
L35
Premiére

approche

Probléme :
1 2 3 4 1 1 3 ¢ 2
\
1 4 1 2
3\ e 3 &
2 3 2 2
\
2 2

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog

Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction
Premiére approche
Probléme :
1 2 3 4 1 1 3 %2
\
1 3 4 1 3 £ 2
\ ¥
R
2 3 2 2
\
2 2
Solution

Traitement successif des inversions = Ajout de diagonales NW-
SE

] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Algorithme

o Init. Gog de taille 1 = X(1) =p,
o 17 étape=> 2 diagonales

n—1 n n—1 n—1
ag=n-—1 N ©
— _—
n—1 n—1
n—1 n
ai
n—1 n
ar =n
L
n
[m] (=) = =

it
S
o
i)
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions

Une construction

Hypothese :k diagonales traitées

n—k+1 n—k+1 *

n—k+1 U1 uo
n—k+1 * V2 ul
*
n—k+1 Vg —2 Uk—3
Vk—1 Uk —2
Uk —1
Avec

o Uy N

oug—ui+v, <Kn—1lpourl<i<k—1
o ug—u; +v; —v; <Jj—1pour 1<

i<j<k-—1

] = =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

o Insertion de la k + 1™¢diagonale

n—k n—k+1 n—k+1 * n—k+1 1 uo
n—k n—k+1 * * V2 u1
* * * * *
n—k n—k+1 Vk—2 Uk—3
n—k Vk—1 U —2
Uk Uk —1
U

[m] (=) =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger

DA



Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

o Insertion de la k + 1™¢diagonale

n—k n—k+1 n—k+1 * n—k+1 v1 uo
n—=k n—k+1 * * V2 u1l
* * * * *
n—k n—k+1 Vk—2 Uk—3
n—=k Vk—1 Uk —2
Vg Uk —1
Uk
4 cas :

@ vp=n — k=uy
@ vp=n — k<uy
@ n — k<vp=uy
@ n— k<vp<up

[} (=

Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

:

Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

o Insertion de la k + 1™¢ diagonale = X (*v+1)

n—k n—k n—k * n—k v uf)
n—=k n—k * * 'v’2 U/1
* * * * *
n—k n—k Vi_o g
n—k Uiy Uy
v, wj,_y
up
Remarque
Dans tous les cas u;c = ug

[m] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

1" cas :n — k = v = up

n—Fk+1 V1 ug

* Vg ul

* * *
n—k+1 Vg —2 Uk—3
n—k V-1 Uk —2
Vg Uk—1
~N
Uk

o u, +—wu;—1lpouri<k—1
o v, ¢«—wv;—1lpouri<k—1
ov,=vy=n—k

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

1" cas in — k = v, = up

n—=k vy — 1 ug — 1

* vg — 1 up —1

n—k Vg—2—1 wup—3—1
n—k Vg—1 —1 ugp—o—1
n—k ug—1 — 1

n—k

Vérification = Le triangle obtenu est un Gelfand Tsetlin

ouy=n—1<n

o uj—u,+vi=up—u+vi<n—1lpourl<i<k—1
o uy —u;+v;—v, =ug—ui+v;—1—(n—k)<
n—1-1—-(n—-k)=k—-2

] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger



Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

2M¢ cas wp =n — k < uy

n—Fk+1 V1 ug
* v2 ul
* * *
n—k+1 V-2 Uk—3
n—k V-1 Uk —2
o Uf—1
U
o ul «— u;pouri < k—1
o v, ¢«—wv;—1lpouri<k—1
ov,=vy=n—k

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

2M¢ cas wp =n — k < uy

n—=k v — 1 uo
* vy — 1 ul
* * *
n—k Vp—2 — 1 Uk —3
n—k Vp—1 — 1 Uk —2
n—=k Uk —1
Uk

Vérification = Le triangle obtenu est un Gelfand Tsetlin
o uy=uy<n
o uy—ul+v, =up—ui +v;—1<n—2,uy—u+v, <n-—1

o up —uj+up—vi+1<j—1

=] = = DAy
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

3¢ cas :n — k < v

n—k+1 V1 uo
* v2 ul
* * *
n—k+1 Vi —2 Uk —3
n—k Vg—1 Uk —2
Vk Uk —1
~N

Uk

o u+—u;—1lpouri<k—1

o
Hayat Cheballah

= =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

3"¢ cas :n — k < v, = ug

n—k v1 ug — 1
* v2 up — 1
* * *
n—=k Vk—2 Up_—3 — 1
n—=k V-1 Ul —92 — 1
vk ug—1 — 1
U

o u+—u;—1lpouri<k—1

o
Hayat Cheballah

= =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

3¢ cas :n — k < v, = uy
2 cas :
(a) X*+D est un triangle de Gelfand-Tsetlin
n—k v1 ug — 1
* v2 up — 1
* * *
n—k Vk—2 Up—3 — 1
n—k Vk—1 Up—g — 1
VE U —1 — 1
Uk

o v} «— v; pour i < k

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

3"¢ cas :n — k < v, = ug

2 cas :

(b) X*+1D nest pas un triangle de Gelfand-Tsetlin
= dj <k —1 tel que u; = v,

n—k+1 V1 uQ
* V2 ul
* * *
n—k+1 Vj Uk—3
N
n—k Vg—1 U
Uk Uk—1
~N

Ug

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Involution de Schiitzenberger

Traitement des inversions
Une construction

3"¢ cas :n — k < v, = ug
2 cas :

(b) X*+1D nest pas un triangle de Gelfand-Tsetlin
= Jj <k —1 tel que u; = v,

n—=k vy —1 ug — 1
* vy — 1 uy — 1
* * *
n—=k vj —1 Up_—3 — 1
n—=k vp_1 — 1 uj; — 1
n—k ug—1 — 1
uj,

o v +—n—k
o v, +—wv;—1lpouri<k—1

o
Hayat Cheballah

=
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

4™ cas n — k < v < ug

n—k+1 V1 uQ
* v2 ul
* * *
n—k+1 Vg —2 Uk—3
n—k V-1 Uk —2
Vk Uk —1
Uk

o
Hayat Cheballah

= =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

4™ cas n — k < v < ug
2 cas :

(a) vp <vp_1 = XE*D est un triangle de
Gelfand-Tsetlin

v1

v2

Vi—2

Vg—1 Uk —2
Vg Uk—1

Uk

o v «— v; pour i < k

o u; «— u; pour i < k

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Involution de Schiitzenberger
Une construction

Traitement des inversions

4™ cas n — k < v < ug
2 cas :

(b) v > vp—y = XD nlest pas un triangle de
Gelfand-Tsetlin

n—k+1 U1 uQ
* V2 ul
* * k
n—k+1 Vg —2 Uk —3
n—=k V-1 Uk —2
Uk Uk—1
ug

o v «— v; pour i < k

o u; «— u; pour i < k

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger

DA



Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

4™ cas n — k < v < ug
2 cas :

(b) vy > ve_1 = X* D) nlest pas un GT

n—k+1 v1 uo
* V2 ul
* Vk—3 *
n—k+1 Vg —2 Uk—3
n—k Vk—1 Uk —2
Vi Uk —1
Uk

o Soit | = max{i|vg_; < v — i}

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

4™ cas n — k < v < ug
2 cas :

(b) vy > ve_1 = X* D) nlest pas un GT

n—k+1 v1 uo
* V2 ul
* Vk—1 *
n—k+1 Vg —2 Uk—3
n—k Vk—1 Uk —2
Vi Uk —1
U

o Soit | = max{i|vg_; < v — i}

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger

DA



Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

4™ cas n — k < v < ug
2 cas :

(b) v > vp_1 = X+ nlest pas un GT

n—=k V1 uo
* V2 up
* v — 1 *
n—k n—=k Uk —3
n—k n—k Uk —2
n—=k Uk —1
wuy,

o Soit | = max{ilvg_; < vx —i}
1o _ — !
OV =V = = =k
) ’U;c—l<_vk_l
o vl +—wv; pour i < k—1

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Preuve de P’algorithme

Remarque

Les régles (1), (2), (3a) et (4a) = Diminution de 1 des éléments
couverts.

e On montre (sans trop de difficultés) que (1), (2), (3a), (3b), et
(4a) = GOGAm

] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger



Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Preuve de P’algorithme

Remarque

Les régles (1), (2), (3a) et (4a) = Diminution de 1 des éléments
couverts.

e On montre (sans trop de difficultés) que (1), (2), (3a), (3b), et
(4a) = GOGAm

Lemme J

Juste aprés (1) ou (2), La regle (3b) ne peut étre appliquée

n—k+1 Vg —2 Uk—3
n—k+1 Uk —2
n—k+1

=] = = DAy

Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger



Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions

Une construction

Preuve de P’algorithme

Remarque

Les regles (1), (2), (3a) et (4a) = Diminution de 1 des éléments

couverts.

e On montre (sans trop de difficultés) que (1), (2), (3a), (3b), et

(4a) = GOGAm

Lemmel

Juste aprés (1) ou (2), La régle (3b) ne peut étre appliquée

Preuve pour (1)

n—k+1 Vk—2 Uk —3
n—=k n—k+1 Uk —2
Vg n—k+1

Uk

= =] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog

Involution de Schiitzenberger
Une construction

Traitement des inversions

Lemme?2

Si (4b) appliquée a l'étape k, alors a l'étape précédente les régles
(3b) ou (4b) ont été appliquées

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog

TSSCPPs-Triangles Magog

Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Lemme2

Si (4b) appliquée a l’étape k, alors a l'étape précédente les régles
(3b) ou (4b) ont été appliquées

Preuve

Par ’absurde (Sinon vg_1 > vg)

] = =
Gog, Magog et Schiitzenberger

A
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Lemme2

Si (4b) appliquée a l'étape k, alors a 'étape précédente les régles
(3b) ou (4b) ont été appliquées

Lemme3

Si (4b) appliquée a X*) alors a X k=0 x(k=l1) oy x (1)
soit (3b) ou (4b) de plus

] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger




Objets

ASMs-Triangles Gog
TSSCPPs-Triangles Magog
Une construction

Involution de Schiitzenberger
Traitement des inversions

Lemme?2

Si (4b) appliquée a ’étape k, alors a I’étape précédente les régles

(3b) ou (4b) ont été appliquées

Lemme3

Si (4b) appliquée a X&) alors a X(E=D x(k=l+1) .y

soit (3b) ou (4b) de plus

x (k—1)

Lemme4

Si (4b) ou (3b) & X®) alors 3i < k — I tel que ), = v/

Hayat Cheballah

] = =
Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Lemme2
Si (4b) appliquée a l'étape k, alors a 'étape précédente les régles
(3b) ou (4b) ont éteé appliquées

y

Lemme3

Si (4b) appliquée a X alors a X (k=D x k=41 .. 5 x (-1
soit (3b) ou (4b) de plus

Lemme4

Si (4b) ou (3b) & X®) alors 3i < k — I tel que u), = v/

Preuve
o Par définition pour (3b)

o Pour (4b) :Lemme2+ (3b) ou (4b) préservent les
inversions+Lemme3 = ¢ < k — [

Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Vérification : (4b) a X*)
v, —uvp—letvp_g >vp—l—Tletv,_, | >0,
= X +1) egt un triangle de Gelfand Tsetlin
o uj=uy<n
o uy—ui + vl <n—1 (u, =ul et v <vy)
u{)—u;C Z+U;g yS<n—1(up_, =up Zup >v—l=v_,)
uy — up + v <n—1 (u), > )

] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger



Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

20

o
Hayat Cheballah
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Gog, Magog et Schiitzenberger
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

19

19

19

o
Hayat Cheballah
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

12 19

19
18

19
18

N

] = =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

12 18 18

12 18

18

] = =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

12 18 18
11

12 18
17

N

17

18

] = =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

11 17 17
11 11 17
11 17

17

] = =
Hayat Cheballah

Gog, Magog et Schiitzenberger

DA



Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

11 17 17
11 11 17
10 11 17

16

N

17
16

] = =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

10 16 16
10 10 16
10 10 16

10 16
16

] = =
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Objets

ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger

TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

10 16 16
10 10

10 10 16
9 10 16

16

13 16

15

] = =
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Objets
ASMs-Triangles Gog Involution de Schiitzenberger
TSSCPPs-Triangles Magog Traitement des inversions
Une construction

Exemple :(2,20)Gog trapézoide :

9 16 16
9 10 16
9 ’ 9 16
9 ’ 9 16
’ 9 16
15

Théoréme

Cet algorithme est une bijection

] = =
Hayat Cheballah Gog, Magog et Schiitzenberger
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