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Introduction

opérateurs de Fliess

Feedback product

Opérateurs de Fliess

Soit X = {xp, X1 } un alphabet. A chaque mot w € X*, on
associe un opérateur de Fliess :

défini par récurrence sur la longueur :
Fo(f) =1
t
Fn)() = [ (s)Fu(f)(s)ds,
0

avec fo=1etfi ="f.

On étend F par linéarité et continuité a R((xp, X1)).
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Introduction

opérateurs de Fliess

Feedback product

o Fuy(f)(t) = t.
t

o FX1(f)(t):/ f(s)ds.
0

t2
® Frox(F)(1) =
@ Fyyx, (F)(t //f r) dr ds.
@ Fyx, (F)(t /f s)s ds.
o Fx (1) //f s) dr ds.
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Introduction
opérateurs de Fliess
Feedback product

Opérations sur les opérateurs de Fliess
@ Composition F,. o Fy,

@ Addition Fy, + Fy
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Introduction
opérateurs de Fliess
Feedback product

Théoréme (Fliess, 1981)
Produits des opérateurs de Fliess :

— X—~

-ow

FWFW’ = FwLuw’-
Siyi, Yo, ¥3, ¥4 € {X0, X1} :

Yiyollysya = y1YoYayYa + Y1YaYaYa + Yay1YoVa
+ Y1Y3YaYe + Yay1YaYo + YaYay1ye.
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Introduction

opérateurs de Fliess

Feedback product

Produit Feedback

w

FwxFy =Fy+FyoFyoFy+FyoFyoFyoFuoFy,+...
:FWo<Id+FW/oFW+(FW/oFW)°2+...>
= Fwo(ld— Fy o Fy)° .
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Introduction
opérateurs de Fliess

Feedback product

Questions

@ Composition des opérateurs de Fliess.
© Composition de séries formelles d’opérateurs de Fliess.
© Inversion de séries formelles d’'opérateurs de Fliess.
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess
Bigebre duale

Théoréme (Ferfera, 1980)

Il existe un produit associatif o sur R((xg, X1)) tel que pour tout
C, de R<<X0a X1>> :

(Id + F2) o (Id + Fy) = Id + Fpoq.

Théoréme (Gray, Duffaut Espinosa, 2011)
Lensemble suivant est un groupe :

({ld + Fc | ¢ € R{{X0, x1))},°)

De facon équivalente, (R((xp, X1)), o) est un groupe.
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess

Bigebre duale

a= ay+ apXo + a1 X —}—aong + dg1XoXq +a10x1x0+a11x12 + ...,
b = by + boxo + b1 X1 —}—bong + bo1XoX4 +b10X1X0+b11X12 + ...,
C = Cyp+ CoXp + C1X4 +Cong+Co1XoX1 + C10X1Xo+C11X12+...;

sic=aob,alors:

Cyp = ay + by,

Co = ao + by + ay by,

Coo = doo + boo + ao1by + aroby + ar1b§ + as by,
Co1 = ao1 + bo1 + ar1by + a1 by,

Ci0 = a0 + byo + a1 by,

Ci1 = an + bi1.
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess

Bigébre duale

Algebre des coordonnées sur ce groupe :
@ Pour tout mot u € X*,

R{{(x,x1)) — R
Xy dYav — a
veX*
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess

Bigébre duale

Algebre des coordonnées sur ce groupe :
@ Pour tout mot u € X*,

R{{(x,x1)) — R
Xy dYav — a
veX*

Q@ Lalgebre H = R[X, u € X*] hérite d’un coproduit défini
par :
A(Xy)(f® g) = Xu(fog),

Pour tout f, g € R{(xp, X1)). Ainsi, H est une bigébre.
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess
Bigébre duale

Coproduit

A(Xy) =Xp@1+1® X,

A(Xy,) = Xy, @1+ 1@ Xy, + Xy, @ X,

Xx ) = X2®1 +1 ®X2~|—Xx0x1 ® Xp + Xxxo @ Xp
+XX1X1 ®X®2 +XX1 ®XX07

A(Xxpxy) = Xogxy @1+ 10 Xigxy + Xgxy @ Xp + Xy @ X,

A(Xx1x0) = Xx1x0 RM1T+1® Xx1x0 + Xy @ Xp.

On peut ainsi calculer les coefficients de I'inverse de
¢ € R{(xp, x1)) par récurrence sur la longueur.
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess

Bigébre duale

Description récursive du coproduit
@ Siie {0,1},0n pose 6;(Xy) = Xxu-
© Soit A le coproduit de débattage :

Ay (Xp) = Xp @ Xy,
Ay (Xa) = Xa® Xy + Xy @ Xa,
Ay (Xap) = Xap @ Xp + Xa @ Xp + Xp @ Xa + Xp @ Xap,
ALu(Xabc) = Xabc ® X@ + Xa ® Xbc + Xb @ Xac + Xc @ Xab
+ Xap @ X + Xac @ Xp + Xpe @ Xa + X @ Xape-
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Composition d’opérateurs de Fliess

Groupe des opérateurs de Fliess
Bigébre duale

Description récursive du coproduit

On pose A(X) = A(X) — 1 ® X pour tout X € .
Q AX)=X®1.

Q Aol = (6o ® Id)
Q Ach = (6 ® Id)

oA+ (B @m)o(Aid)oAy,.
o A.
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess
Bigébre duale

Graduation
Soitu=y;...yn € X*.

deg(u)=n+1+8{i | yi= xo}-

Ceci induit une graduation connexe de la bigébre H, qui est en
conséquence une algébre de Hopf.
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess
Bigébre duale

Graduation
Soitu=y;...yn € X*.

deg(u)=n+1+8{i | yi= xo}-

Ceci induit une graduation connexe de la bigébre H, qui est en
conséquence une algébre de Hopf.
Idée de la preuve. Pour cette graduation,
@ 0o est homogéne de degré 2.
@ 64 est homogeéne de degré 1.
@ A, est homogéne de degré 1.
Donc A est homogéne de degré 0.
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess

Bigébre duale

Soit V = Vect(Xy | w € X*).

= Vect(Xp),
= Vect(Xj),
V3 = Vect(Xo, X11),
V4 = Vect(Xo1, X10, X111),
Vs = Vect(Xoo, Xo11, X101, X110, X1111)-
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Composition d’opérateurs de Fliess Groupe des opérateurs de Fliess

Bigébre duale

Soit V = Vect(Xy | w € X*).

Vi = Vect(Xy),

Vo = Vect(Xq),

Vs = Vect(Xp, X11),

Vs = Vect(Xor, Xi0, X111),

Vs = Vect(Xoo, Xo11, X101, X110, X1111).

kK |o|1]2 10
dim(Vi) |0 |1 13| 21 | 34 | 55
dim(H) |1 |1 |24 [8]15|30 |56 | 108 | 203 | 384
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PreLie algebra of opérateurs de Fliess

On a observé les faits suivants :

@ 7 est une algébre de Hopf graduée, connexe,
commutative.

© Son dual gradué H* est une algebre de Hopf graduée,
connexe, cocommutative.

© Par le théoréme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore, H* est
I'algébre enveloppante d’'une algébre de Lie g.
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PreLie algebra of opérateurs de Fliess

On a observé les faits suivants :

@ 7 est une algébre de Hopf graduée, connexe,
commutative.

© Son dual gradué H* est une algebre de Hopf graduée,
connexe, cocommutative.

© Par le théoréme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore, H* est
I'algébre enveloppante d’'une algébre de Lie g.

Qo A(V) C V ® H,donc g posséde un produit pré-Lie e. Pour
tous x,y,z€g:

(xoy)oz—Xe(yoz)=(xez)oy—xo(zey).
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PreLie algebra of opérateurs de Fliess

Description de g
Comme espace vectoriel, g = R(Xp, X1). Le produit pré-Lie est
défini par récurrence :

fev=0,
(xou) e v = xp(uev),
(xju) o v =xq(uev)+ x(ulllv),

pour tous u, v € X*.
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PreLie algebra of opérateurs de Fliess

Xpexg =0 Xo®XoXg =0 X1 ® XoXo = XoXoXo
Xxoex; =0 Xo®Xpxy =0 X1 ® XgX1 = XoXoXi
X1 @ Xg = XgXo Xp®xiXg =0 X1 ® X1Xg = XoX1Xo
X1 ® X{ = XpXi Xoexixy =0 X1 ® X1X1 = XoX1X1
XoXo® Xo =0 XoXoe X1 =0
XoX1 ® Xop = XoXoXo XoX1 ® X1 = XpXpXq
X1Xp ® Xo = 2XgXoXo X1Xo ® X1 = XgXoX1 + XoX1Xg

X1X1 ® Xg = X1 XoXo + XoX1Xo + XoXoX1 X1X1 ® X1 = X1XpX1 + 2XpX1 X1
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PreLie algebra of opérateurs de Fliess

R(xp, X1) est une algébre de Hopf pour le produit de battage et
le coproduit de déconcaténation :

n
AYr- . Y)=> V1 Yi®Yis1---Yn
i=0

Théoréme
Pour tous x, y,z € R(xp, X1) :

(xWy)ez=(xez)lly+ xlW(ye2z).
Pour tous x,y € B :
A(X.y) = X(1) ®X(2) .y_|_x(1) .y(1) ®X(2)Lu.y(2)

g est une bigébre Com-Pré-Lie.
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer
Autres bigébres Com-Pre-Lie

Soit V un espace vectoriel ; T(V) est une algébre de Hopf pour
le produit de battage LU et le coproduit de déconcaténation A.

Théoreme

Soit f :— V un endomorphisme.On définit un coproduit e sur
T(V) par:

Dev= 0,
xuev =x(uev)+ f(x)(ullv),

pour tous u,v € T(V), x € V. Alors (T(V), LU, e, A) est une
bigebre Com-Preé-Lie que I'on note T(V, f).
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme
Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

Autres bigébres Com-Pre-Lie

Exemple 1
On prend V = Vect(xp, x1) et :

o o

o —
N—

Alors T(V,f) =g.
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer
Autres bigébres Com-Pre-Lie

Exemple 3
On prend V = Vect(xop, X1,...,Xn) €t :

fi(Xj) = 6i,jXo-

Lalgébre pré-Lie correspondant a la composition des
opérateurs de Fliess en dimension n est la somme directe des
T(V,f),1<i<n.
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer
Autres bigébres Com-Pre-Lie

Exemple 3

On prend V = Vect(x) et f = Id. Alors T(V,f) = R[x] et :

KU = (k: /> XK+
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer
Autres bigébres Com-Pre-Lie

Théoreme

Pour tout o € Sh(k, ), on pose :

mk(o)=max{i < k|o(1)=1,...,0(i) =i}.
SiXy,..., Xk € V:

X1 oo Xk ® Xy q oo Xgf

mi (o)

= Y > (@@ f@ K)o (xq . Xkq)-
oeSh(k,l) i=1

X1Xo @ X3 = f(X1 )X2X3 + X1 f(Xg)X3 + f(X1 )X3X2.
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

Autres bigébres Com-Pre-Lie

Algébre pré-Lie a un générateur : PL(1).
@ Bases donnée par les arbres enracinés :

D V,E; v, R/, Y,i

© Produit donné par les greffes :

TeT'= >  greffede T’ surs.
seVert(T)

Par exemple :

Vo:={V+L/+\j:KV+2L/
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

Autres bigébres Com-Pre-Lie

Le dual de I'algébre enveloppante de PL(1) est I'algebre de
Hopf de Connes-Kreimer H ck.

@ Base : foréts enracinées.
1;.;..,1;...,1.,%, V...

@ Produit : union disjointe.
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

Autres bigébres Com-Pre-Lie

@ Le coproduit est donné par les coupes admissibles :

A(T) = > P°(T)® R(T).
¢ admissible cut

i</{§/ R%i/ ivLJVjiyL’[otale

Admissible ? | oui | oui | oui | oui | non | oui | oui | non | oui

(9}
<

we(t) Vol lov i | Y
Re(t) K/ S0 VA O S A ! X 1
Pe(t) 1 ! . . S R T X K/

A(K/): Veotiie Vateit.o Vioitl.o. .ol
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme
Algebre de Hopf de Connes-Kreimer
Autres bigébres Com-Pre-Lie

Théoreme

Lalgebre de Hopf Hck est une bigebre Com-Pré-Lie avec le
produit pré-Lie défini par :

FeG= ) greffede Gsurs.
se Vert(F)

Lalgébre Com-Pré-Lie libre & un générateur posséde une
description semblable.
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

Autres bigébres Com-Pre-Lie

Soit g’ = T(V, f) et x € V.l existe un unique morphisme
d’algébres pré-Lie :

Par exemple :

( Y ) = 22 (x)f(x)xx + 2(x)xf(x)x.
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme
Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

Autres bigébres Com-Pre-Lie

Extensions linéaires

Soit T un arbre enraciné a n sommets. Une extension linéaire
de T est une bijection o : Vert(T) — {1,...,n} telle que :

UinT = o(i) < a()).

Lensemble des extensions linéaires de T est notée L(T).

Théoréme
Pour tout arbre enraciné T a n sommets :

¢( T) _ Z ffert(a(1))(X) o ffert(a(n))(x).
cel(T)
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme

Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

Autres bigébres Com-Pre-Lie
Onprend ¢’ = T(V,f) avec V = Vect(x) et f(x) = x. Le
morphisme ¢ peut se transposer en un morphisme :
o™ U(g)" — Hek
Son image est une sous-algébre de Hopf de H ik notée A. En
tant qu’algébre, elle est engendrée par les éléments :

X =.,

Xo =1,

X3: V+f,
X4:\V+3K/+Y+%,

X =V 16 +3Y +4\</+4L/+ \V+3%’+Y+ l
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Bigébre Com-Pre-Lie associée a un endomorphisme
Algebre de Hopf de Connes-Kreimer
Autres bigébres Com-Pre-Lie

Théoreme

On définit une famille d’éléments de H ¢k par :
e Xi=..
@ X1 = Xye. pourtoutn>1.

La sous-algébre A engendrée par ces éléments est une
sous-algébre de Hopf de H ¢k, connue sous le nom de
sous-algébre de Connes-Moscovici.
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