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Produit triple de Jacobi :

(e}
i2

[[a - +y A +y ) = > Vd.

n>1 Jj=—00

Théoreme pentagonal d'Euler :

[ee]

[Ta-an= > (e

n>1 Jj=—00
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Le but de de relier :

e Une version finie du produit triple : Zjlf:_kyqu = ..
e Des chemins et des fractions continues (chemins de Schroder

pondérés, T-fractions)

e Des probléemes d’énumération (chemins de Dyck pondérés,
S-fractions)
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Définition
Un chemin de Schréder de longueur 2k est un chemin dans N?
allant de (0,0) a (2k,0) avec des pas (1,1), (1,-1) ou (2,0).

Example

Définition
Le poids W(p) d’un chemin de Schréder p est le produit de :

e by pour chaque pas — a hauteur h,
e ap pour chaque pas / de hauteur h—1 a h,
e ¢, pour chaque pas ™\, de hauteur h 3 h — 1.
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Lemme

S W(p) zimeere) = !
chemin 1— byz — acz
de Schréder p 1— bz — Az
1-— sz - .

Démonstration.
Cela vient du fait que si f compte des objets, alors 1/(1 — f)
compte des suites d'objets. [l
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Théoreme

zk: ylgkk D=7 = > W(p)

Jj=—k chemin de Schroder p,
de longueur 2k

ou le poids W(p) est défini par les valeurs :

14 yq" si h impair, 1+ y 1gh
bp=-1, ap= o . Ch = 5
1—gq si h pair, 1—g

si h impair,

si h pair.
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Théoreme

k
; 2
> yigkt= = > W(p)
Jj=—k chemin de Schroder p,
de longueur 2k
ou le poids W(p) est défini par les valeurs :

1+ yq" si himpair, 1+y~tq" sihimpair,
by =-1, ap= . . Ch = . .
1-— si h pair, si h pair.

De maniere équivalente,

izk Zk: yi gkk1)—i 1
par i (1+yq)(1+y 'q)z
J 14+2z— (1— P
1+2z-—
Ly, ATy ty ez
(1-q*)z

1+ 7 —
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Example

W(p)=1

W(p) = —(1+yq)(1 +y 'q)
W(p) = —(1+yq)(1 +y 'q)
W(p) = —(1+yq)(1 +y 'q)

W(p) = (1 + yq)*(1 + y~q)?

W(p)=(1-a*)(1+yq)(1+y 'q)

La somme donne ¢°® + (y +y~1)q® + (y?> + y2)q°.
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Plan

e théoreme = produit triple de Jacobi
e preuve du théoreme
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zk: yl gkl 1) =% Z W(p)

j=—k chemin de Schroder p,
de longueur 2k

Soit F(q) le membre gauche, et G(q) le membre droit. On a:

: k(k+1) -1y _ — JJ°
Jim g CHIF(g = > e

j=—00

Il s’agit donc de montrer :

lim g"TVG () = [T~ )1 +yg® (L +y > ).

k— 00
n>1
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G(q) est la série génératrice des chemins de Schroder de longueur
2k, ou :

e un pas —» a un poids —1,

yq" (h impair)
—q" (h pair)
y~1g" (h impair)
—q" (h pair)

e un pas " de hauteur h— 1 3 h a un poids soit 1, soit {

e un pas \, de hauteur ha h—1 a un poids soit 1, soit {
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Le terme dominant de G(q) est gk(k+1) et correspond au chemin :
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Les termes presque dominants, i.e. degré entre k(k + 1) et
k(k + 1) — ¢, viennent de chemins tels que :

e les pas avec poids 1 sont parmi les € premiers ou € derniers,
e il n'y a aucun pas —»,

e les k — € premiers pas sont *, les k — e derniers sont \,.
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Les termes presque dominants, i.e. degré entre k(k + 1) et
k(k + 1) — ¢, viennent de chemins tels que :

e les pas avec poids 1 sont parmi les € premiers ou € derniers,
e il n'y a aucun pas —»,

e les k — e premiers pas sont *, les k — e derniers sont \.
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On a donc :

[¢/2]

G(q) =¢"* ) x T[T @ +y g7 )1 - q72)
i=1

[e/2]

2¢ —2i —2i —c

] < TMaesa®ha-a?) + o
q- i=1

Donc on a bien :

lim ¢** VG = [0 - PNA+y (A +y e ).

k— o0
n>1



Introduction Théoreme — Produit triple Preuve du Théoreme
0000000 000000 @®00000000

e théoreme = produit triple de Jacobi
e preuve du théoreme

e conséquences (énumération, S-fractions)

Conséquences en énumération
00000



Preuve du Théoreme
00000000

00 k . I
Soit H(z) = 3 zK 3 ydgk(kt1)—)
k=0  j=—k
1
et K(z) =
Itz (1 +yq)(1+y 'q)z
1+z- (=g
Ly, ATyt y ez
1-q%)2%z
1+z—.

Il s'agit de montrer H(z) = K(z).
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Lemme

0 o

H(z)= > zk Z yi gk 1)= est I'unique série formelle en z
k=0 j=—k

satisfaisant I'équation fonctionnelle :

1 1

-1 2H(zq?).
1—yez  1-yigz 7 (=a7)

H(z) =
Démonstration.
Soit ¢y j(z) = zKy gkk+1)=7* on a -

Hiz)= Y aj(2),  aui(2) = 26°aj(z4%),

kJEZ, k>|j|

H(z) — zq H zq ZCMJ

+ e
P —yqz  1-y7iqz
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Lemme
La fraction continue K(z) est I'unique série formelle en z
satisfaisant I'équation fonctionnelle :

1 1

-1 2K (zq2).
e vy (z97)

K(z) =

Ainsi on a bien H(z) = K(z).



Preuve du Théoreme
0O000e0000

Démonstration.

. a b aX+b
Notation : <C d> [X] = m

1
it M I =M X].
Soit M(w, z) telle que (1 way) (1 1 way Dz (w, 2)[X]

14+z—(1—wg?)?zX

1+z—

Alors, la fraction continue est K(z) = M(1,z).M(q?,z).M(q*,2) ...
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2 1 1
Soit § = <zg 1—zqy - ll—zqy‘1 B 1>,

alors I'équation K(z) = 1_;72 + 1—y1*1q2 — 1+ zqg°K(2q?)
s'écrit K(z) = S[K(zq?)],

ou encore :

M(1,z).M(q? z).M(q*, 2)... = S.M(1, z¢°).M(q?, z2g°).M(q*, zg?) . ..
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Soit
Qn=M(g*>"2,z)7L...M(1,2)"1.5.M(1,2zq?) ... M(q*"~2, z¢?),

et w, = Q,[0]. Alors :
M(1,2) - M(q*""%, 2)[wy] = S.M(L,2¢%) - - M(q*" %, 2¢°)[0]. (%)

Deux faits :

e (), peut étre calculée explicitement. Elle est telle que w, est
bien définie en z =0 (pas de pdle).

o Les n premiers coefficients de M(1,z)--- M(q*"~2, z)[f] ne
dépendent pas de f (série formelle en z quelconque).

Donc on peut prendre la limite n — oo dans (%) et on prouve
I'équation fonctionelle :

M(1,z).M(q? z).M(q*, 2)... = S.M(1, z¢°).M(q?, z2g*).M(q*, zg?) . ..

O
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Lemme
q°z(29”" — qZ"“(y +y N+2°¢° - 1) 1-2%¢°
0 (1-¢")*(2*q" - 1)z¢? 2" (2qz —y —y ) +1-2q
n pr—

(1 —yzq)(1 -y~ tzq)

Démonstration.
On vérifie la récurrence Q,11 = M(q?",2)"1.Q,.M(¢*",2z¢%). O
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Lemme
Les n premiers coefficients de M(1,z)--- M(q*"~2, z)[f] ne
dépendent pas de f (série formelle en z quelconque).

Démonstration.
M(1,z)--- M(q*"=2,z)[f] est une fraction continue finie qui
compte des chemins de Schroder de hauteur bornée par 2n.

La série f n'apparait que dans les poids des pas — a hauteur 2n.

De tels pas n'apparraissent pas dans les chemins de longueur
< 2n. O
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Lemme
1 1
2 : W(p) 23 longueur(p) _
. aiz
chemin 1 — "
de Dyck p 1 2eF
1—
7
7
7
7
. //
S-fraction

Démonstration.
Pareil que pour les T-fractions. [l



Lemme
Soit An, pn et v, tels que

(9]
E ,U'nzn =
n=0

Alors, in = 3> ((2) = (,201) ) e

Démonstration.

Conséquences en énumération
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Inclusion-exclusion entre les chemins de Dyck et les chemins de

Schroder.

O
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Théoreme
Soit pn(a, b, q) tel que :

e 1
tn(a; b, q)z" =
; - [b+ a]q[b — a]qz
[2b]§z
) [3b+ a]q[3b — algz
- [4b]§z
1— .
Alors,
1 n k o 5
1in(a, b, q) = 1o Z ((nz—nk) _ (n—zkn—l)) Z (_1)anj+b(k(k+1)—1 )
(1-q) k=0 j=—k
z"  cos(az)

£S5 un(a,b,1)% = .
€ ,,Z::nu (a )n! cos(bz)
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. . . . . . cos(az)
Peut-on prouver combinatoirement la série génératrice ——~ 7
cos(bz)

Remarque : un(a, b, g) est un polyndme en g a coefficents entiers
si :

e abecNet0<a<h,

e ou a,beN—I—%etO§a<b.
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