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Introduction.

Soit A un anneau commutatif unitaire; si nous munissons le A-module
des séries formelles à coefficients dans A du produit (de Hadamard) :

^ an X11. ̂  bn X1 = ̂  an bn X\

nous obtenons une A-algèbre ^€(A).

Ce travail a pour objet l'étude de certaines sous-algèbres de ^€(A).
Plus particulièrement, K étant un corps commutatif, les séries qui
représentent des fractions rationnelles de K(X) forment une sous-
algèbre de S€(K). Nous notons ^(K) l'algèbre des séries for-

melles ^a^X'S à coefficients dans K, et telles que la suite (dn) satisfait
71=0

à une relation de récurrence linéaire à coefficients constants.
L'étude de ^(K) est celle de la conservation de la rationalité par

certaines opérations algébriques sur les coefficients des séries associées.
Dans le chapitre I, nous donnons des exemples de sous-algèbres

de ^e(A), et des généralités sur ces sous-algèbres.
Dans le chapitre II, nous donnons des propriétés générales des

algèbres ^(K) pour un corps commutatif K de caractéristique zéro,
et en particulier des propriétés liées à un théorème de MAHLER.

Un lemme de FATOU dit qu'une série de <^(Q), à coefficients dans Z,
possède une représentation P(X)IQ(X) dans Z(X) telle que Q(o) =i.
Dans le chapitre III, nous étudions systématiquement les anneaux qui
possèdent une propriété analogue, et définissons ainsi une classe d'anneaux
(anneaux de Fatou). Nous montrons que cette classe est entre celle des
anneaux complètement intégralement clos et celle des anneaux inter-
sections d'anneaux de valuation de hauteur i.

Dans le chapitre IV, nous déterminons le groupe des unités ^(K),
pour un corps commutatif K de caractéristique zéro; en d'autres termes,

nous [caractérisons les séries formelles "Vû^X" qui représentent des
n=0

fractions rationnelles, ainsi que leurs inverses 'VX^dn. Cette caracté-
/l==0

risation est une conséquence du théorème suivant :
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Si une fraction rationnelle, n'ayant qu'un seul pôle, se factorise, dans ^(C),
en un produit de fonctions holomorphes dans le complémentaire d'un ensemble
fini de points (l'origine n'étant pas point singulier), alors ces facteurs sont
des fractions rationnelles.

Dans le chapitre V, nous donnons des conditions suffisantes pour
que le quotient de deux éléments de ^(K) soit dans <^(K). Ces condi-
tions sont de nature arithmétique et généralisent un résultat de G. PÔLYA.

Dans le chapitre VI, nous déterminons, comme application des résultats
des deux chapitres précédents, les suites de 5'-unités d'un corps de
nombres algébriques k vérifiant une relation de récurrence linéaire.
En particulier, les suites d'unités algébriques vérifiant une relation de
récurrence linéaire sont nécessairement formées de progressions géomé-
triques emboîtées. Nous en déduisons la structure du groupe

^ (U, k) == ^ an X11 e <X (k), a// € 01 pour tout n ̂  o (

analogue à celle du groupe des unités U de k décrite par le théorème
de Dirichlet.

Nous signalons, en appendice, certains problèmes ouverts et certaines
conjectures.

Note. — Le lecteur qui ne s'intéresse qu'aux fractions rationnelles
peut aborder directement le chapitre II; le chapitre III n'intervient
dans la suite que par la définition des anneaux de Fatou; les démons-
trations du chapitre IV n'utilisent pas de résultat des chapitres
antérieurs.

Les principaux résultats ont été exposés au Séminaire Delange-Pisot-
Poitou : Théorie des nombres ([1]-[3]) et dans trois Notes aux Comptes
rendus de l'Académie des Sciences de Paris ([5]-[7]); un résumé est paru
au Séminaire Dubreil-Pisot : Algèbre et théorie des nombres [4].

CHAPITRE I.

Propriétés générales des algèbres de Hadamard.

1. Définitions.

i° Soit A un anneau commutatif unitaire; dans le A-module des
séries formelles A [[X]], nous définissons le produit

ao oo oo

^ a,,X'1. ̂  bnX'1 ==^ a,, 6,,X»,
n-=0 n={) n ==o
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^C(A) désigne la A-algèbre ainsi obtenue; c'est une algèbre commu-

tative, unitaire, l'élément unité étant ô=='Vx /^ non intègre. Si A* est
n==o

le groupe des unités de A, le groupe des unités de ^€(A) est

^ ̂  dnX", dn ç. A* pour tout n L
{n=0 )

2° Soit A la catégorie des anneaux commutatifs unitaires; la caté-
gorie de Hadamard, ^e(A), associée à A, est définie par :

— ses objets sont les anneaux ^C(A), où A est un objet de A;
— si 9 est un morphisme de A, cp : A->A', ^(cp) est le morphisme

de ^C(A) dans ^(A'\ défini par

W/^anX^^^a^X^
\ n=o Y n=o

Notons que A se plonge dans S€(A) par a n ^ a c L
S€ peut s'interpréter comme un foncteur covariant de la catégorie

des anneaux commutatifs unitaires A dans la catégorie de Hadamard
associée ^e(A); ce foncteur est exact et représentable.

3° Un foncteur ^ de A dans une sous-catégorie de ^C(A) sera dit
un foncteur de Hadamard; ^(A) est une sous-A-algèbre de ^C(A).

Si E est une partie de A, nous notons :

( oc )^(E, A) == ̂  ̂  dnX71 e ̂ (A), dn e E pour tout n ̂ .dnX!1 e ̂  (A), dn ç. Jb pour tout n
n=:0 )

2. Exemples.

10 0(A)= J^P(n)X-,P(X)eA[X] .
. n=Q }

Lorsque A est intègre, ©(A) est intègre. Posons
00

ô =^nX",
n==0

alors ©(A) == A [9].
00

2° Pour aeA, définissons /^a==^,a/lX/î. ^i(A) est la sous-algèbre
n=0

de ^C(A) engendrée par les /la, açA.
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3° <^/(A) est la sous-algèbre de ^C(A) engendrée par ©(A) et ^i(A).

4° ^(A) = ^û^X71, (in^A, et la suite (a/;) ne prend qu'un nombre
71=0

fini de valeurs distinctes ^.

5° Soit K un corps commutatif, définissons

I 30

^(K) = ^anX1, ançK, 3 q^ . . . , q/^K, q^ o,
rt=0

et a,,+^ = qi cin+h-i + • • • + qh dn, V n ̂ o ^.

(yoir chap. II).
6° Soit K un corps commutatif; considérons l'anneau E des fonc-

tions définies sur N à valeurs dans K qui soient restrictions de fonc-
tions rationnelles sur K. Définissons

( ao

^ (K) = ̂  dnX^ an e K, 3 cpi, .., cp/, ç= £, cp/, 7^ o,
( n=0

et a/,+A = cpi (n) a,,+A_i +... + cp/,(n) an, V n ̂  o ^.

3(JC) est une X-algèbre de Hadamard [18], et ^ est un foncteur de
Hadamard.

Donnons des exemples de sous-algèbres de S€(K), définies de manière
non nécessairement fonctorielle.

7° Soit E un anneau de fonctions de N dans un corps commutatif K,
et définissons

{ - r )
^(K) = ^(inX-, an =^i(n) a?, cp,e£, ̂ çK ̂

\ n-=.Q i=i )

8° Soit K un corps commutatif muni d'une valeur absolue; définissons

(_° _ 1 }
^' (K) = ̂  an X'\ an (E K, lim | a/J" < + oo \.

[n=: )

9° Pour K == G, définissons
/ 00

(a) Oîl7^ Vc^X71, /'(z) =Va/,^ est le germe à l'origine d'une
\ n=-Q n=')
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fonction analytique au voisinage de l'origine et n'ayant que des singu-

larités isolées dans C! .

3X1' est une C-algèbre de Hadamard par le théorème de multipli-
cation des singularités de Hadamard [19] (de là vient la terminologie
d'algèbre de Hadamard).

(b) :)îl==^ ^û^X", a,,==^cp,.(n)a^ où les c^(z) sont des fonctions
\ n=.o n=l

entières de type exponentiel minimal, les a; dans G* .
/ oo oo

(c) Ï 9 =^ ̂ cinX'\ f(z) ^^dnZ71 est une intégrale de type Fuchs•7i^V »

n=0 n=0

d'une équation différentielle linéaire à coefficients dans C (z) m8],

10° Pour un corps commutatif K, nous avons

KcQ(K)c^(K)c^(K)cg(K)c^(K).

Pour C, nous avons, de plus,

G c ^v (G) c on c ̂ ' c X7 (C) c X(C).

3. Propriétés générales des foncteurs de Hadamard.

i° PROPOSITION 1. — Soit A un anneau commutatif unitaire, conte-
nant une racine primitive m-ième de V unité Ç, et soit ^(A) une sous-
algèbre de S€(A) contenant ^'(A).

Pour ^ == o, i, . . . , m— i, posons Q,n,^ ^Vx"--4-^".\i-{-{/n
t=0

/H, UL • ^J l l . UL' :(i) Les à^,^ sont des idempotents de <^(A), et ô,n a .^ / / , ^ = = 0 pour
p.^^.

(ii) Pour tout a=V^X^e^(A),
7?=0

oo 7/1—1

a^ ̂  = o/,, ̂ . a = ̂  a^,, x^^ e ̂  (A) et a == ̂  a,,,, ̂ .
'' == 0 [i == 0

m — 1

(iii) m a^ == ̂  Ç-^ /i^ k. a.
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La dernière relation résulte de
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' k n _ ( m 81^== ^.modm,
o si n ̂  ̂ modzn.2^^-Ç

2° Soit F une partie de ^(A). Un élément a de ^(A) est dit F-scindé
s'il existe un entier m^ i tel que, pour ^ == o, i, . . . , m—i, Qim^ç-F.

Par exemple, soit X un corps commutatif, et ^==ôi.^(K) désigne
l'ensemble des éléments de (^(K) qui sont © (K)-scindés ; c'est une sous-
algèbre de ôi(K). Si nous prenons pour partie F, l'ensemble des élé-
ments de ôi(K) de la forme P(0)7îa, où P(6)ee(K) et açJT, nous
désignons par ^(K) l'ensemble des éléments de <^(K) qui sont F-scindés;
^(K) est une partie multiplicativement stable de ôi(K),

3° PROPOSITION 2. — Soient A un anneau intègre, commutatif uni-
taire, k son corps des quotients, K une extension galoisienne de degré fini
de k, B la fermeture intégrale de A dans K,

Soit ^ un fondeur de Hadamard tel que ^(k, K) == ^(k). Alors :
(a) ^(K) est une ^(k)-algèbre entière, libre de type fini;
(b) Si A est principal, ^(B, K) est une ^(A, k)-algèbre entière, libre

de type fini.

Soient {coi, ..., r^} une base de K sur k, G = •{ o-i, . . . , ^ci} le groupe
de Galois de K sur k.

Soit a=^anXnç^(K). Posons
71 ==0

dn = ̂ n, 1 "i + • • • + ̂ n, d ̂ /.

Pour tout <7€ G,

aa=^(an)Xnç^(K).

Posons

et

Ay:=^À,;X-,

71=0

a === Ai coi +... + Ad^ci,
ŒO = Aicr(^) +. . . + A^cr(c^)

^^a\ /o-iMi o - i û û r f X / A A

\fJd^} \^d^l ^ d ^ d j \ ^ - d j
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soit A = det (o"^), alors
cl

A.Ay=^d,ycr,ae^(À:, K).
1=1

Si A est principal, il suffit de prendre une base d'entiers { û û i , ..., c^ ;

de B, ^ w- ? • • • ? ̂  ^ constitue alors une base du ^(A, Â-)-module ^(B, -K).

Pour a.nÇ.K, soit P/,(Y) le polynôme caractéristique de Fendomor-
phisme x h> a.n.x de K :

P,(Y) := Y^ + a,,, Y^-1 +... + a^<=Jc[Y],

alors <5l;=Va^,;X"e^(À',JC). Considérons
^=0

P(Y) =: Yd + a, Y^-1 +... + a^e ̂ (k)[Y],

alors P(cl) = o.
Si A est principal, donc intégralement clos, cXye^A, Je).

COROLLAIRE 1. — Soit k un corps commutait f de caractéristique zéro,
et supposons que ^ possède la propriété de flnitude suivante :

(Fk) Pour tout corps commutatif K contenant k et pour tout
cl =:^anXnç.3:(K), il existe une k-algèbre de type fini L, contenue dans

K, et telle que Giç^(L) (L peut dépendre de cl).
Soit k la clôture algébrique de k, alors ^{k) est une ^(k)-algèbre entière.

COROLLAIRE 2. — Soit K une extension galoisienne de degré fini de k,
K = À-(6) et G == Gai (Klk). Considérons :

G==
\

o- --= (<7.), cr, e G et ̂  cr, (0) X" e ̂  (K) .
n==0 )

Alors ~G est un groupe; soit a ̂ ^an^ç.^ÇK), alors cl et

aa=^^(an)X'1

ont même polynôme caractéristique,

En effet, soit a = Ai + A ^ ô +... + A^-^ alors

aO = A, + A^r +... + A^-1, où r ==^(7,(Q)X".
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G est un groupe par la proposition 3 ci-dessous, notons que, lorsque
^(K)c^(K),

G' = { o - = (o-/,), crn € G, (cTn) périodique }

est un sous-groupe de G.
4° Tout homomorphisme cp de K dans k induit un homomorphisme ^(cp)

de ^(K) dans ^(A:); en particulier, lorsque K est une extension algé-
brique de degré fini (séparable) de Je, nous notons N et Tr les appli-
cations de ^(K) dans ^(k) correspondant aux applications norme et
trace de K dans k.

PROPOSITION 3. — Soit K une extension algébrique séparable de degré
fini de k, et soit ^ un foncteur de Hadamard. Alors un élément Ci de ^(K)
est inversible dans ^(K) si, et seulement si, N(<t) est inversible
dans ^(k, K).

Il suffit de remarquer que, dans ^(K), N(d) = | | o-(fl.
açG

COROLLAIRE. — Soit K une extension de degré fini de Q, ÎI son anneau
d'entiers, *U son groupe d'unités. Alors ^("U, K) est le groupe des unités
de ^(ÎI, K).

Soit aç^(U, K), alors tô == N(a)e^(Q) et ^= ô.

CHAPITRE II.

Propriétés générales des algèbres ôi (K).

1. Définitions.

i° Soit K un corps commutatif; considérons

ôi(K) = ^ cl =Va„X/^, anç-K, et la suite (a.n) satisfait à une relation
( n=0

de récurrence linéaire à coefficients dans K pour tout n

Soit a = ̂  an X71 € <^ (K),
n=0

( i ) dn+h == gi a.n+h-1 +... + q/i an, V n ̂  o,

q^çK.j = i , ..., h, qh^o.
Soit Q(X) = i—g,X—.. .—g^X^
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Nous pouvons toujours supposer que la relation de récurrence (i) est
la plus courte, c'est-à-dire que la représentation P(X)fQ(X) de €i est
irréductible; ce qui équivaut à

A == do ah-i
Clh—l Clîh—ï

^0.

Soit Ç*(X) == X'1—q^X1-1—...—qh, et considérons un corps de
décomposition Ki de Q\X). Il est classique [23] que, lorsque K est de
caractéristique zéro,

s

an=y.P,(n)^

les a; étant les zéros de Ç*(X), de multiplicité m;, les Pi des polynômes
de Ki[X] de degré mi—i.

La forme des coefficients montre immédiatement que ^(K) est une
X-algèbre de Hadamard. (C'est encore vrai en caractéristique quelconque).

Si cp est un homomorphisme de corps K h> K ' , et si

a^^anX-ç^K),

alors

^^anX^^^X^^K1).
n=^0 n==0

Si E est une partie de K,

ôi(E, K) ==i^^X^e^(X), dnçE pour tout n\.

PROPOSITION 1. — Soient L un corps commutait f, et K un sous-corps
de L, alors

ôi(K, L) == ôi(K).

En effet, si a ==^<^X^e^(JÏ, L),

an+h = c[i cin+h-ï +... + ÎÀ û,,, qi € L

et

A = ûo ÛA-I

ÛA-1 Û2À-1
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a-h == qi ak-i +... + ç^ûo,
Û2A == q^ a^h-i +... + qhCth-^

en (^j, . . . , q/,), possède une solution dans K.

2° Soit A un anneau commutatif unitaire intègre, et soit K son corps
des quotients. Définissons :

ôi(A) == ̂ a^^anX-, dnçA, 3q,,..., ̂ eA
( 71=0

tels que On+h == qi cin+h-i + . . . + qh a-n pour tout n et A ̂  o

<^(A) est contenue dans ^ (A, K), mais n'est pas, en général, une
algèbre de Hadamard.

Si A est intégralement clos, alors <^(A) est une A-algèbre de Hadamard.

DÉFINITION. — Un anneau commutatif unitaire intègre A, de corps
des quotients K, est un anneau de Fatou si ^(A) == <^(A, K).

Les anneaux de Fatou seront étudiés au chapitre III.

2. Théorème de Mahler.

i° THÉORÈME DE MAHLER [20].— Soit K un corps commutatif, de carac-

téristique zéro. Soit a ̂ ^a^ç.^ÇK), et posons 1(0) = {n, an==o}.
n=0

Si /(cl) est infini, alors il existe un entier m^i, des entiers distincts
fJ.i, . . . , .̂, e { o, i, . . . , m—i} tels que I(OC) soit la réunion d'une partie
finie Jo et des ensembles Im,^=-- {n, n == ^ modm }.

Il est équivalent de dire que <^.^..a==o pour i == i, . . . , s et,
I(^m,^<^) est fini pour les autres |̂ .

MAHLER établit le lemme suivant dans sa démonstration [20] :

LEMME. — Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro, algé-
briquement clos, et soit

oo S

^JJ =^anX"ea(K), a,. =^P.(n) a».
n=0 i=:i

Soit ̂  == { a,/a;, racine de l'unité autre que i i. Si 1(0) est infini, alors
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^ ̂  0. Soit M le plus petit entier tel que ^M = i pour tout Ç e ̂ .
Si Im, ̂  == { n , n == ^ mod /n } c IW, alors J//,', ^ c ̂ (<^), où m' = (m. M).

PROPOSITIONS. — Soient k un corps de nombres algébriques, Ak Vanneau
des adèles de k. Définissons :

<X(A^, k) =^ ̂ anX\ an^Ak, 3qi, ..., ^eA-, q^^ o,
( 7î==0

^ a,̂ /, = gi an+h-i +... + qh On, V n ̂  o ^.

AZor5 ^(A/c, k) est une Ak-algèbre de Hadamard, et le théorème de Mahler
est valable dans ffi(A/,, Â-).

ao

Soit ^i ==^anXnçôi(Ak, k) tel que J(cl) soit infini. Pour chaque
n=0

valuation v de k, a,,==(a/^), posons

^^^^^^^(Â-.).

71=0

Soit Q*(X)=Xh—q^X^—...—q/, et soit M l'entier déterminé
par le lemme et qui ne dépend que de Q\ Comme J((^)cJ(cX,,), il existe
un entier m,,, divisant M et tel que J(<^) soit réunion d'une partie
finie Jo,p et d'un nombre fini de Jm,,a,. Il suffit de prendre pour m
le p. p. c. m. de ces m,,.

PROPOSITION 3. — Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro.
Soient

ao °°

a=^a,.X»€^GK) et tô=^^»nX'leA(JO;
n=-Q n=0

supposons I(ôï)cl(<^), et posons an=bnCn en convenant que Cn=ï
pour nç.I(f^). Si (Cn) ne prend qu'un nombre fini de valeurs distinctes,

alors C == ̂  Cn X1 e ̂  (K).
71=0

Soit c une valeur non nulle prise une infinité de fois par la suite Cn,
et soit

I, == {n, Cn = c } ==J(a — c(B).

Alors ^X^e^^) par le théorème de Mahler.
nçïc
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COROLLAIRE 1. — Soit (SLç^(K) tel que la suite (dn) ne prend qu'un
nombre fini de valeurs distinctes. Alors ta suite (a.n) est périodique.

REMARQUE. — II en résulte que

( ac )^ (K) n ̂  (K) = eS (K) = ^ ̂  anX71, (an) périodique ^.

C'est aussi une conséquence d'un théorème de SZEGÔ [26]; comme autre
conséquence de ce théorème, nous avons

^(K)r^g(K)=^(K)

parce que, si f(X) =^a„X/^e^(C), alors f(z) est solution d'une
n=0

équation différentielle linéaire à coefficients dans C(z), et n'admet donc
qu'un nombre fini de points singuliers.

COROLLAIRE 2. — Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro,
algébriquement clos.

Soient ae^(K), (5bç.(^(K) tels que a^==^^ s entier. Alors il existe
TçA,={Tçôi(K),TS=8} tel que a == tô F.

Remarquons que T ===Vy,, .X^eA.s^^) est une suite périodique
71=0

de racines s-ième de l'unité.

COROLLAIRE 3. — Soit ae^l(R) et sgn(a,,)e{o, i , — i j. A/ors :
•
^ | an \ X71 e ̂ l(R) <=> sgn(a/i)) est périodique.
n=0

PROPOSITION 4. — Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro
et E = j cri, ..., (T,/ } un ensemble fini d'endomorphismes de K.

Soit Ci ==Va,^X/^e^(J;C), et considérons o-a =\(7n(an)Xn, a- == (o^),
7l 71

(7,,eE pour fouf n.

Alors

tô == o- a e ̂ l (K) ^=> 3 m ;̂  i tel que v^rm (a^+rm) = o-p. (a^+r^)
pour p. == ô, î, ..., m—i, reN»
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Soit açE et I^{n,Œn(an)==cr(an)}=I((B—aa), et le raison-
nement est analogue à celui de la proposition 3.

3. Extension du corps de base.

Pour ôi, la proposition 2 du chapitre 1 se précise ainsi :

PROPOSITION 5. — Soit k un corps commutatif de caractéristique zéro,
et K une extension algébrique de degré fini d de k.

Alors (^(K) est une (^{k)-algèbre entière, libre, de rang d.
Supposons K galoisienne sur k, et soit K = 7c(6); soit F(X) le polu-

nome irréductible sur k de 6.
Soit A = ( T, Te ôi(K), F(T) = o !..
Tout Oç^(K) s'écrit

a = a, +a,o +... +01^^-', a,çôi(k),

et pour tout FçA,

^ == a, + a,r +... + a,i_, r^

a même polynôme caractéristique que a (« conjugué)) de a).

Remarquons que r ̂ ^(EÀ^y^ ^(6), Œ,eGal(^) et (^)
71=0

périodique.

PROPOSITION 6. — 5rô K un corps commutatif, de caractéristique zéro,
algébriquement clos. K s9 identifie à un sous-corps de <^(K).

La fermeture intégrale de K dans a{K) est ^,(K), et ^(K) est inté-
gralement fermée dans ôi(K).

Soit ^=^anXnçôi(K), entier sur ^,(K)
n

00

ça- + ûi, a^ +... + o, = o, ûî, e s» (K), tô, == ̂  b^, x"
71=0

soit
p,,(Y)==Y^b^Y-'+...-i.b,,.,,

il existe un entier m^i tel que P,^,n(Y) == P,(Y) pour tout n, d'où
^e ̂ o(^Q.
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CHAPITRE III.

Anneaux de Fatou.

1. Définitions.

i° Soit K un corps commutatif; une fraction rationnelle

P(X)/Q(X)eK(X)

est dite normalisée si degP < deg Ç, (P, Q) == i et Q(o) == i. Nous
oo

lui associons alors sa série de Taylor à l'origine ^anXnçôi(K),
n==0

2° PROPOSITION 1. — So il A un anneau commutatif unitaire intègre,
et soit K son corps des quotients. Les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) ^(A)=^(A,JO;
(ii) Pour toute fraction rationnelle normalisée

P{X)/Q(X) ̂ anX^cr^K),

Onç-A pour tout n implique Q(X)çA[X\.

REMARQUES.
Il en résulte que P(X)eA[X], et que les zéros de Q'(X), polynôme

réciproque de Q(X) (qui sont les inverses des pôles de la fraction ration-
nelle), sont des entiers algébriques sur A.

Si L est un corps commutatif quelconque contenant K, et si A est
un anneau de Fatou, ôi(A, L) == ôi(A).

EXEMPLES : Un corps commutatif, Z (lemme de Fatou [16]), un anneau
de Dedekind [22] un anneau factoriel [14] sont des anneaux de Fatou.

2. Propriétés.

PROPOSITION 2. — Soient L un corps commutatif, (Aa)aei une famille
de sous-anneaux de L, A = ̂  Aa. -Si chaque Aa est un anneau de Fatou,

aei
alors A est un anneau de Fatou.
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Soient K le corps des quotients de A, Kx celui de Aa, KcKa. Soit

P(X)IQ(X)çK(X), normalisée, et P(X)IQ(X) ̂ ^dnX-, dnçA pour
71=0

tout n. Alors pour chaque a, Ç(X)eAa[X].

COROLLAIRE. — Tout anneau commutatif unitaire intègre possède une
enveloppe de Fatou (plus petit anneau de Fatou le contenant).

En effet, le corps des quotients K de A est un anneau de Fatou, et
donc l'ensemble des sous-anneaux de K, contenant A et qui soient de
Fatou, n'est pas vide.

PROPOSITION 3. — Un anneau de Fatou est complètement intégrale-
ment clos.

Soit (xeK, corps des quotients de A, tel qu'il existe de A, d-^-o

et d^çA pour tout n. Alors ̂  da71 x71 == d/(i—aX) est normalisée

dans K(X), d'où aeA.

PROPOSITION 4. — Soient K un corps commutatif, v une ualuation
non triviale de K, A Vanneau de la valuation.

A est un anneau de Fatou si, et seulement si, v est de hauteur i.
Si A est de Fatou, donc complètement intégralement clos, v est de

hauteur i ([9], chap. VI, § 4, prop. 9).
Supposons u de hauteur i, et soit Ki le complété de K pour u. Soit

a = V an X1 == P (X)IQ (X) e K (X), normalisée. En nous plaçant

dans un corps de décomposition sur Ki de Q(X) muni d'un prolon-
gement de u :

a.nç.A pour tout n => \a,z ^i pour tout n.
«

Le rayon de convergence de la série V anXn est supérieur ou égal à i,
n==o

les pôles de la fraction rationnelle sont extérieurs au dique unité. Les zéros
de Ç*(X) sont de valeur absolue ^i, donc Q\X)çA[X].

REMARQUE. — La démonstration montre que si
00

^a,.X^P(X)/Q(X)çK(X),
n ==0

normalisée, est telle que lim[ On l^^i, alors Q(X)çA[X}.
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THÉORÈME. — Soient K un corps commutatif, et A un sous-anneau
de K intersection d'anneaux de ualuation de K de hauteur i. Alors A est
un anneau de Fatou.

COROLLAIRE 1. — Un anneau de Krull est un anneau de Fatou.
Nous retrouvons ainsi les exemples cités dans le paragraphe 1.

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau noethérien. Alors :

A est un anneau de Fatou <==» A est intégralement clos.

Cela résulte, pour un anneau noethérien, de l'équivalence entre être
intégralement clos et être de Krull.

PROPOSITION 5. — Soient A un anneau de Fatou, de corps des quo-
tients K, L une extension algébrique de degré fini de K, A' Vanneau des
entiers algébriques de L sur A. Alors A' est un anneau de Fatou.

LEMME [22]. — Soient A un anneau commutatif unitaire intègre, K son
00

corps des quotients. Soit V On X71 = P (X)fQ (X) e ̂  (A, K), normalisée,
n-=0

ân+h == qi ân+h-i +... + qh an, V n ̂  o, qi e K,

alors il existe une suite (a^) de A vérifiant la même relation de récurrence
que les (an), et telle que a'o = a\ = = . . . = = a'^_ == o.

Démonstration de la proposition 5. — Soit
00

a =^ a,,X» = P(X)IQ(X)e^(A', L),
n=0

normalisée.
Par le lemme, nous pouvons toujours supposer P(X) == aX71"1, açL,
(a) Supposons L extension purement inséparable de K. p étant la

caractéristique de K, il existe un entier e tel que a^çA pour tout n,

y^cx^--p^-p(xr
^ n ~ Q.(X)~ QW

est normalisée dans K(X).
Il en résulte que Ç(X)^eA[X], d'où Ç(X)eA'[X] par le lemme

de Gauss.
BULL. SOC. MATH. — T. 98, PASO. 3. 15
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(b) Supposons L séparable sur K, et soit Li l'extension galoisienne
engendrée par L; soit G == Gai (Li/JC). Considérons

nfS^^^^S^^ (P1'0^^ au seïls usuel),
açG\ 7t / n

bnçA pour tout n; soit d = [L, : K], [N^X^^^ ^Q^ÇX)^ est

normalisée dans K(X), d'où

eiPO^Je^eApqcA'pq, et (^eA^X].
açG

COROLLAIRE. — Soient A un anneau de Fatou, et A Vanneau de tous
les entiers algébriques sur A (dans une clôture algébrique de K). Alors A
est un anneau de Fatou.

En particulier, l'anneau des entiers algébriques sur Z est un anneau
de Fatou.

CHAPITRE IV.

Groupes des unités de ôi (K).

Tous les corps considérés dans ce chapitre et les chapitres suivants
sont commutatifs, de caractéristique zéro.

1. Groupes des unités de ôi (G).

i° Nous avons défini

OU = ^a/îX", 3 91, . . . , 9 A fonctions entières de type exponentiel
n=0

\ \

minimum telles que c^=Vcp,(n)a^, a , e C > .
i=l }

3\i est une C-algèbre de Hadamard, ^(C) est une sous-algèbre de OU.
00

PROPOSITION 1 [15]. — Pour que a=Va,,X1 soi/ dans 3U, il faut
n=0

et il suffît que f(z) =^anZn soit le germe à l'origine d'une fonction nulle
n--=0
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à Uinfini, holomorphe dans G — Sf, où Sj- est un ensemble fini de points,
ne contenant pas l'origine.

h

Si ^==^^(n)a?, l'ensemble des points singuliers Sf de f est

{^T\i= i, . . . , A { .

THÉORÈME 1. — Soit a=^P(n)Xft, P(OeC[/]. Si a possède une
n ==0

factorisation a == d3. e dans <m, alors ûï et e sont dans ^(C).

Si f(z) est une fonction entière, considérons

M^Um10^^-.
r->- oo J*

Posons

^:(A, c) =; / ; / • entière et hf(o) ̂  A, hf(n) ̂  A, hf(± 7r/2) ̂  c i.

Nous avons besoin des lemmes suivants :

LEMME 1 [10]. — Soit

F(z) ==^ a^zn. an e G, Ïim an [v/l < + oo.
n=:0

Si F(z) définit une fonction nulle à Uinfini, holomorphe en dehors du secteur

{ z =eA et \z =e-^, avec —c^cp = argz^c, A > o,
( ? = — c et 9=c, avec e~^^ \z\^eÀ,

alors il existe feK(A, c) telle que f(n) = an pour tout n.

LEMME 2 [10] (théorème de Carison). — Si feK(A, c) avec c< 71
et f(n) = o pour tout n, alors f == o.

LEMME 3. — Si f est une fonction entière de type exponentiel qui n'a
qu'un nombre fini de zéros dans G, alors f(z)=eazP(z) où açC et
P(z)çC[z].

LEMME 4 [13] (approximations diophantiennes simultanées). — Soient
ai, ..., a/, des nombres réels de )o, i ) . Alors quel que soit h> i, il existe
des entiers non nuls m, m,, ..., m, tels que \ a,—(m;/m) | < ifmh pour
j == i, ..., k.
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Démonstration du théorème 1. — Soient

^ ==^ 6. X" (E DU, e ==^ en Xfl e on,
ri- n

tels que bn.Cn=^P(n) pour tout n.
00

Soient F(z)=^bnZ'\ G(z) :=Vc,^, Zj, ..., ^ les points singu-V n ^ , U-^ ==7,C, ;Z, Zj, ...,

^==0 71=0

liers de F, Zr+î, ..., ZA ceux de G, et posons z/^pye^/ . Il existe des
entiers m, mi, ..., m/c tels que

^-^ <J_.
27r m 5m

Sur chaque cercle de centre 0 et de rayon py, considérons le poly-
gone régulier de m côtés ayant un sommet sur l'axe réel positif. Appe-
lons ê l'ensemble des arcs de ces cercles de milieux les sommets des
polygones et d'angle 27r/5 m; les points singuliers de F et G sont sur des
arcs de ê. Considérons

Fm,^Z) =^ b^mZ^^ C^(0 =^ b^rn^,

r=0 r==0
ao oo

Cm, y. (Z) = ̂  C^rm ̂ !x-<-'•"•, ^ (0 = ̂  Cp,+^ ('-.

r=0 r==0

De la proposition 1, chap I, qui s'applique ici, nous déduisons que les
points singuliers de cp^(f) et ' ^ ^ ( t ) sont sur des arcs centrés sur l'axe
réel positif et d'angle 27r/5; il existe donc un secteur du type décrit dans
le lemme 1 avec c < rr/2, et contenant ces points singuliers. Il existe
deux fonctions de K(A, c), /p. et g^ telles que

et
0^.+-rm — /nv)? C^+rm — 9^v)

f^ (r) 9[^ (r) — p (^ + rm) == o pour tout r ̂  o.

Par le lemme 2, f^(z) g^(z) =P(^ +mz) = P^z), V z € C . D'où

U(z) = e^ Q^(z), g^z) = e'̂  R^(z),
^ Ï^^G; 0^, Jî^eC[2].

Il en résulte

M')-(^y ^c)=(r .̂.
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Ap., By. polynômes, degA^<S(,,, deg-Ba<Za; Ua, Vu.eC*, Ua.»p.=i,
d'où

pm-"^ ^p-A^X") "vX^(X'")
^-^(i-u.x".)^ ^ l̂o-^"»)^

0=0 UL=0

COROLLAIRE 1. — Si cl a un pôle simple, alors les pôles de d3 e< C sont
simples. En particulier^ pour cl == ô,

m — l ?n—l

m v ^^ ,/ ., y fc^
^Iz-^X"- el l̂-Fru '̂

a=o p,=o

6a» u^,ç. G* pour ^ === o, i, ..., m— i.

COROLLAIRE 2. — Soit aç^(C), a n'ayant qu'un seul pôle. Alors
toute factorisation de a dans 3Vi est une factorisation dans ^(C).

Toute factorisation d'un élément de ^'(G) dans 3Vi est une factorisation
dans ^(C).

Toute factorisation d'un élément de ^(C) dans on est une factorisation
dans ^(C).

COROLLAIRE 3. — JIZ et <^(C) ont même groupe d'unités.

Le corollaire 1 nous permet de caractériser les éléments inversibles
de ^-(C).

THÉORÈME 2. — Pour qu'un élément c^===Vof„X / ^ de <^(C) soit
n=0

inversible dans <^(C), i7 faut et il suffît qu'il existe un entier m^iet
des nombres complexes non nuls ao, . . . , o^/n-i tels que, pour p. == o, i, . . .
m—i, a^y^-o et a^rm== û^.aî pour tout r^o.

2. Groupe des unités de cK (K).

THÉORÈME 3. — «Soif K un corps commutatif, de caractéristique zéro.

Un élément cz==^a,,X^ de (^(K) est inversible dans ^(K) si et seule-
n==0

ment s'il existe un entier m ̂  i et des éléments non nuls de K, ao, .. ., a^_i
tels que, pour ^ = o, i, . . . , m — i , a^o et a^+rm==a^.^ pour
tout r ̂  o.
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Le théorème 3 résulte du théorème 2 et de la proposition suivante :
PROPOSITION 2. — Soit K un corps commutatif contenant Q, et soit

a = =^a.X/^e^(^).

Alors :

(a) I I existe une Q-algèbre de type fini L, contenant tous les an et tous
les coefficients de la récurrence (de longueur minimale) entre les an.

(b) II existe un sous-corps K, de K, de degré de transcendance sur Q
fini tel que ele^(J<Ci).

En effet, soit a.n+h == q^a,z+h-\ +• • • + OhO-n la récurrence de longueur
minimale vérifiée par les an. Il suffit de prendre pour L l'algèbre engendrée
sur Q par ao, . . . , a^-i et q^ ..., q/,, et pour Ki l'extension de Q engendrée
par ces éléments. Il suffit alors de remarquer que K, est isomorphe à
un sous-corps de G pour obtenir le théorème 3.

COROLLAIRE. — Soit A un anneau de Fatou, de corps des quotients de
caractéristique zéro; et soit ^ le groupe des unités de <^(A). Alors :

a ==^ ̂  ̂  e ̂  <=> il existe m ̂  i ,ao,.. .» a^_i <E A' tels que,
n=o pour p. =0,1, .. .,m—i,

c^eA* et a^+rm = a^^ pour tout r^o.

Nous pouvons prendre par exemple pour A un anneau d'entiers algé-
briques sur Z, où A = K[t], K corps commutatif de caractéristique zéro.

Énonçons le théorème 3 en termes de récurrence linéaire :

PROPOSITION 3. — Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro.
Soit (an) une suite d'éléments non nuls de K. Pour que les suites (an) et
(i/a,,) vérifient chacune une relation de récurrence linéaire à coefficients
constants, il faut et il suffit que la suite (an) soit formée d'un nombre fini
de progressions géométriques régulièrement emboîtées.

3. Applications.

PROPOSITION 4. — Soit

^(C)== ^ ânX71, an ç. C, lim 1 On \ln< + 00



ALGÈBRES DE HADAMARD. 231

Soit aç^e^C); Uendomorphisme de ^C'(C) défini par T \-> a. T est
une conuolution :

T^^-L-. fr^af^,
v / 27:1 Jp v / \u) U

où r est une courbe simple entourant l'origine et contenue dans le domaine
de convergence de cl et T.

Pour que cet endomorphisme soit un automorphisme de ^e'(CS) tels
que les noyaux d et <^-1 soient des fonctions holomorphes dans C privé
d'un nombre fini de points, il faut et il suffit que cl soit de la forme
m — l

S a.X^ ^-—r y^? a^, a^ç G pour ^ .=0,1, . . . , m—i.
I ——— OIn^V

(1=0

PROPOSITION 5. — Si un élément 0. de 3Kt vérifie une relation

d3o<^+ ̂ i^-^... + ̂ == o,

avec ^3;e.m,j==o, i, . . . ,5— i , et ^e©(C), ^7^0, alors cZe^l(C).
Il suffit de remarquer que —(fl(d3o^-l+... +^-i)= (^s est une

factorisation de (^s dans 3Vi.

PROPOSITION 6. — Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro,
algébriquement clos. L'équation T'=^P(Q), où P(0)e©(K), a une solu-
tion dans ôi(K) si, et seulement si, le polygone P(X) est la puissance s-ième
d'un polygone Q(X). Toutes les solutions sont alors de la forme Q(Q).T,
où reA,== ^ V^X", ^= i pour tout n, et (^n) périodique ̂

[ n )

Si To est une solution dans <^(K), alors elle est dans ^(K) (corol-
laire 2 du théorème 1); il existe un entier m^i et des polynômes
Q^(X)çK[X] tels que

P(p.+7nr)==(^(r)5 pour ^= o, i, ..., m—i,

d'où P(X)=Q(X)S.

Le corollaire 2 de la proposition 3 (chap. II, § 2) complète la démons-
tration.

PROPOSITION 7. — L'équation ^?=P(6)/^a+Ç(6), avec P^o,
Q-^o, a ̂ o, degQ^s—2, n'a pas de solution dans <^(C).
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h

S'il existe une solution (^^Vc^X" dans ^(C), a/^Vp^e^.
7l î=l

Par le même raisonnement que celui de la démonstration du théorème 1,
il existe un entier m^i tel que

h

W =^Pi(^+mz)e^+m2)
i-=i

vérifie
/^ (2) == P(^+ mz) e^a+^)+ Qd^+mz),

soit une relation de la forme :

f^z) = P(z)e^+ Q(z), âegQ^s— 2.

En dérivant (s—i) cette relation, nous obtenons f(z).g(z)== R(z)e^z,
d'où f(z) = S(z) e^, et cle^(C) contrairement à l'hypothèse.

PROPOSITION 8. — Soit K un corps de nombres algébriques, A/c son
anneau d'idèles, ^(A^, k) l'algèbre de Hadamard associée (prop. 2,
chap. II).

cZr^V^X71 est une unité de ^(A/, k) si et seulement s'il existe un
n

entier m^i, des idèles ao, ..., ^m-\ tels que, pour ^= o, i, ..., m—i,
a^ est un idèle, et a^+rm== a^.a^ pour tout r^o.

Soit an== (an,^), et considérons, pour chaque v, cX^^a^X77.
n

a est une unité de <^(A^, k) si et seulement si cl., est une unité de c^(k,)
pour chaque y. Il existe donc m,, tel que

a^+rm,, .'= û ,̂ ̂  • a^ „, V r ̂  o.

Par le lemme du théorème de Mahler (chap. II, § 2), m., divise un
entier M qui ne dépend pas de v, et il suffit de prendre pour m le p. p. c. m.
des m.,.

PROPOSITION 9. — Soit K un corps fini, alors ôi(K\ K) est le groupe
des unités de (^(K).

En effet, ^(K)==So(K).
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CHAPITRE V.

Quotient de deux éléments de (^ (K).

K est un corps commutatif, de caractéristique zéro, et nous identifions
son sous-corps premier à Q.

1. Problème du quotient.
00 00

Soient (f^Va^e^K), ^=^bnXnç^(K); si
n == 0 n ==: 0

J(d3)=(n, ^=ojcJ(a),

l'équation d3r==cx a des solutions dans ^€(K), mais en général n'a
pas de solution dans ôi(K).

Par le théorème de Mahler (§2, chap. II), nous pouvons toujours
supposer J(^3) fini'; nous conviendrons alors de poser dn== bnCn avec
Cn==i pour neJ(^). Cette convention sera sous-entendue dans toute
la suite.

Un certain nombre de conditions suffisantes ont été données pour
que ^3.T=<fl admette une solution dans ôi(K). C. PISOT conjecture :

(c) Cn € Z pour tout n =>^ Cn X71 e ̂ (Z).

PROPOSITION 1 (POLYA-CANTOR) [11]. — Si ^>ç.^(K) et Cn entier
algébrique pour tout n, alors

C=^CnX'l^^(K).

G. PÔLYA a établi le résultat pour bn== n [25], D. G. CANTOR l'a géné-
ralisé à bn==P(n), PeC[X][ll]. Par la proposition 2 du chapitre IV,
le résultat s'étend à bn== P(n), PçK[X]; K, corps commutatif de carac-
téristique zéro et par la proposition 1 du chapitre I, à ôïç^(K).

r

PROPOSITION 2 (PISOT [24]). — Soit bn=^+^Pi(n)^, a,e(r,
1=1

7 € G*, Pi e C[X], avec [a ; < ] ao ] pour i = i, ..., r. Alors Cn ç. Z pour tout
n implique Ce^(Z).
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En utilisant le principe de la démonstration de C. PISOT, ce résultat
se généralise dans deux directions :

PROPOSITION 3 (Mme PATHIAUX [21]). — Si ^==Pi(nK+P,(n)a?,
ai€Q, û^eQ, P, et P.eQpC], alors Cn entier algébrique pour tout n
implique Ce^(Q).

COROLLAIRE. — Soient ae^(Q), d3ç^(Q), &,= P,(n)^+P,(n)^.
Si pour un entier s^i, an= bf,Cn, avec Cn entier algébrique pour tout n,
alors C^^c.X^e^Q).

n

II suffit de faire une récurrence sur s.
r

PROPOSITION 4. — Si ^=Po(nK+^P,(n)a?, a,eQ, P.eQ

^ | ̂  [ < | ao [, f = i, . . . . , r, alors

Cn^Z, Vn^o => Ce^(Z).
Démonstration.
(a) II existe une extension galoisienne À- de Q, de degré fini, telle

que a et d3e^(A-); soit îl l'anneau des entiers de k, il existe geîl,
^ ̂  o tel que q™ bn € îl pour tout n ̂  o, nous pouvons supposer
^€(^(31); nous pouvons aussi supposer que les a, sont dans ÎI et que
P.(X)e3I[X].

(&) Soit G=Gal(Â-/Q) et Po^]"!^^]- posons P^=^T[P?.
^ ^ÇG (J^eComme

/ r \
Y[ Po(7i)a,= ( p,(n)aS+^p;.(n)a? ) c^
^^-c \ i=i ]

nous pouvons supposer Po(X)€Z[X].
(c) Posons bn=P,(n)^ (i—Un) et Vn=P,(n)Un.
Alors, pour sçN,

^Ç^)=P^l(n)+Poç(^)^+...

+ Po '̂W1 +... + Po(n)^ + po(n)v^jc-o ̂ ^ — y/;
et

p^^ = a^(Pï(n) +... + P^W +...+.0+^/î o/i
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avec un = an ̂ n (PS (n) +... + PF7 (n) ̂  +... + ̂ ),

,.s+i a^^ __ ,. | ,,^+1 "7l

Cn — ^n -t-Un T~ 5^n — ^n ~r ^n ~L '
On

en posant c^Pr1^)^.

Comme J(d3) est fini et ^e'îl pour tout n,

I ^/Q (bn) [ ̂  i pour n ̂  ni.

Par ailleurs, pour tout crç G, Vo-^X^e^Â'), d'où

[ o- &„ ^ Ça pS pour n ̂  n^.

Il en résulte qu'il existe deux constantes positives C' et p' telles que

[ bn ^C'p^ pour n^n'.

Comme y ^ l ^ À p ^ avec p^i par hypothèse, il existe un entier
s^i tel que

1 a us+ï
^Ap^ avec p<i.

bn

^ûû^X^e^(C), et V —-1—X" a un rayon de méromorphie stricte-2
^" ^71

71 71

ment supérieur à i ; par le théorème de Polya-CarIson [26], c/, e Z pour

tout n implique Vc^X^e^UZ). Enfin, par le théorème de Pôlya-
n

Cantor, ̂  c/, X^ e ̂  (Z).
7l

PROPOSITION 5. — Soit ^€^(0)3 d3e^(Q) ^eZs gué
/

^=^Pz(n)af, / ̂  2 (;< | ai | = | as 1 > | a, [ (i = 3, ..., Z).
z=i

Supposons que Un== Pz(n)a?+P2(n)a;eZ pour ^ouf n^o, cf soif
a^= ^c^. AZors :

c,,eZ. Vn^o => Ce^(Z).

Nous pouvons toujours supposer dn et bn entiers algébriques pour
tout n. Posons bn==Un—Un, et considérons

f, j j S + ï „ ^s+l

/,' __ ï ï - î+ l /» __ U7l€-^ /, f-i,S \ ,,^-1 „ | | ,,5\ 1 ^î^/îc,,— u,, c^— —,— = a,,(u,,-f- u,, y,,+... + u^) + —,—•
l̂  l?7l
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Comme pour la proposition 4, nous obtenons 'Vc/.X^e^Z) et par le

corollaire de la proposition 3, ^c/îX^e^Z).

2. Suites de Pôlya.

DÉFINITION 1. — Une suite (dn) de Q est dite de Pôlya si, pour presque
tout nombre premier p, la valuation p'adique v? est triviale sur la suite (a.n).

^((dn)) désigne l'ensemble des p pour lesquels v? n'est pas triviale sur
la suite.

Une suite de nombres algébriques (dn) est de Pôlya si la suite (N(dn)),
où N(a) est la norme absolue de a, est une suite de Pôlya de Q.

L'ensemble des suites de Pôlya est multiplicativement stable.
00

DÉFINITION 2. — Soit K un corps commutait f; une série Vû^X"
n-=0

est dite une fonction de Pôlya s'il existe un entier m ̂  i, des éléments ao, ...,
cx.,n-i de K tels que pour ^.==0, ..., m—i,

a^+tm == a^. ̂  pour tout t ̂  o.

Les fonctions de Pôlya forment une partie multiplicativement stable
de ^(K).

THÉORÈME 1. — Soit K un corps commutatif contenant Q; soient
oo oo

a = ̂  anX11 e ̂  (K) et ^ = ̂  bnX'1 ç ôi (K),
TI=O n = 0

et C^^.CnX11, défini par a,i= bnCn.
n-=,Q

Si (en) est une suite de Pôlya de Q, alors C est une fonction de Pôlya.
Pour cl e <^(Z) et (^ == 3, nous retrouvons un résultat de G. PÔLYA [25] :

PROPOSITION 6. — Soit a^V^X^e^Z) tel que ^((ân)) soit
71=0

fini. Alors il existe un entier m^i et des entiers rationnels a^, pi==o,
i, . . . , m—i, tels que

7)i—J

a-y -^x—.
2j i—a^X-
p.=o

REMARQUE. — La proposition 6 permet de donner une autre démons-
tration du théorème 3 du chapitre IV, lorsque K== Q [unités de <^(Q)].
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En effet, soit cX==Va,^X /^e^(Q) tel que dn^o pour tout n, et
n

^X'y^e^Q). Il existe q et q ' , éléments non nuls de Z, tels que

Un== q^dn^Z, Vn^o,

Un= s—— eZ, Vn^o,ûf/i
d'où

U/^^W)^1»

(u/;) et (dn) sont des suites de Pôlya de Q.
Comme conséquence du théorème 1, nous pouvons énoncer un résultat

de « localisation » :

THÉORÈME 2. — Soit (dn) une suite de Pôlya de Q. Alors

a^^anX-ç^Q)
n--^Q

équivaut à :

(i) Pour tout nombre premier p, cX^==^ a/J^X^e^Q), et
7Z==0

00

(ii) ao==^sgn(a.)X^€^(Q).
n=0

REMARQUE. — Soit (a.n) une suite de Q*. Alors :
(an) est une suite de Pôlya ^=> pour presque tout p, ^p == ô,

et nous avons une « formule du produit » dans <^(Q) :

^.aoj_~[a^=ô.

3. Démonstration du théorème 1.

LEMME 1. — Soient a^y^X^e^C;), tô^V^X^e^HC).
n n

(a) I I existe un entier m^i tel que, pour chaque ^=o, i, . . . , / n — i ,
les couples

00 00

^77^,^==:^ap^mX^ 6^ ^m^^^^b^+tmX1

t=0 t^O

satisfont à la propriété (n) :
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(TT) 5oî  (a, j . Z^ poZfô ^ ez,̂ , ;p, j ceurc ^ d3 ;̂ aucun des quo-
tients a,/ay, (3,/p;, a,/̂ ., a^/ay(3, n'e^ une racme de Z'umfe auZre ^ue i.

(6) 5i cl e/ tô satisfont à la propriété (n), et s'il existe une relation de
la forme a^m== c^b^n pour t^to, alors a^c^bn pour tout n^o.

Si a est pôle de a,n, ̂ , il existe a' pôle de a tel que a == a'^; il suffit de
considérer les quotients a;/a;., ..., relatifs à 0 et d3, et de choisir un
entier m tel qu'aucune puissance m-ième de ces quotients ne soit une
racine de l'unité autre que i.

Soient
i r

an=--^Pi(n)^, bn=^ Qi(n)^,
i=l ^i

a et tô satisfaisant à (T:), et supposons a^= c^b^m pour t^t,.
Les ar sont distincts par (n), de même les ,3;", d'où 1=1', et en arran-
geant convenablement les indices :

^"-ï^r o'=i, ...,o,
d'où a;= yp, par (7r).

Par ailleurs,

Pi(^+tm)--=c^Qi(^+tm) (1=1, ...,l;t^to),
d'où

P,(X)=cft(X) (1=1, ...,/).

REMARQUE. — Pour (b), il suffit de supposer an=c^bn pour une
infinité de n, et d'utiliser le théorème de Mahler.

LEMME 2. — Soit a=^anXnçôi(Q), et soit p un nombre premier.
n=0

Alors il existe un entier m^i, et un entier m,, tels que t^Up{a,n^t,n)
soit une fonction affine.

Démonstration.
(a) Nous pouvons supposer eXç^(Z) puisqu'il existe qçZ, q^éo

tel que q^an^Z pour tout n.
(b) Soit E un anneau commutait f fini, et soit (a,,) une suite de E vérifiant

une relation de récurrence linéaire

a-n+h = qi an+h-i +... + q/z a,,, ^ ç E, q/, ̂  o.

Alors la suite (an) est périodique à partir d'un certain rang n,; et si q^
est inversible dans E, no= o (suite strictement périodique).
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Il suffit de considérer la relation :

239

u-n+l 0 1 0 . . . 0 "J r dn

0 0 1 ... 0

i_a.n+hA \_q/i

An+i==M.An.

0 1q^ qiJLdn+h-ïA

Comme E est fini, il existe T>o, Ho^o tels que A^+r=A^, d'où
An^r+n=An,+n pour tout H ̂  o. Si ç/, e E\ M est inversible, et
An+T=An pour tout n^o.

(c) Soit K un corps commutatif value, de ualuation discrète, de corps
résiduel fini; soient A son anneau de ualuation, OL son groupe d'unités.
Soit (a.n) une suite de A vérifiant une relation de récurrence linéaire (de lon-
gueur minimale)

( ç/eA, j = i , . . . , / î—i,
an+h = qi an+h-ï +... + ÇA dn

qhç.^

alors il existe une sous-suite (a^+tm) de ualuation constante.
En effet, soit a^ tel que

| û ^ [ = i n f ( | a o , ..., [a/,-i ),

et posons a^=7:^a'^, a^eUL.
7r étant une uniformisante,

an== ̂  a'n pour tout n ̂  o.

Les an sont dans A, et vérifient la même relation de récurrence que
les an. Module l'idéal maximal de A, la suite (a;,) est strictement pério-
dique et a^^ o.

(d) K, A, 01 étant les mêmes que dans (c), soit (a.n) une suite de K,
définie par

=^P.(n) ,̂ ^eA, PiGK[X],a,=^Pi(n)^
1=1

alors il existe une sous-suite (a^m) telle que t^v(a^tm) soit affine
pour t^to.

En multipliant les On par qç. A, nous pouvons supposer P,eA[X].
Séparons les a, en a^, ..., a/eOI, et a^,, ..., a.^ai, o^_l^s. Si l==s,
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c'est le cas (c). Si Z = = o . posons ay===7TWy, o^.e^ et soit ^=inf^ .
Posons alors

s

ay== TT .̂, a;,==^P;(n)a;.",
î=l

alors a,,== TT'W,,, et nous raisonnons sur la suite (a'n).
Supposons donc o<Z<s; et posons

/ .V

Un=^Pi(n)^, vn== ̂  Pi(n)^,
i=l i=l+ï

soit | TT p^ inf( [ a/+i |, ..., a, [ ), ^ > o, alors

^ ^|7r|^ Vn^o.

Les (u,,) vérifient une relation de récurrence linéaire :

. , ( g/eA, 7= i, ..., h,
Un+h = qi Un+h-l + . . . + qh Un\

( qhç^,
i

puisque X^—^iX^-1—.. .—^=]^(X—a/)^, 772;==: degPy, il existe
7=1

une sous-suite (u^+^) de valuation constante, d'où

u(a^+tm) = v(u^+tm) + v (p- + tm) pour t ̂  /o.

(e) 5'oî  âçûi (Z), a^= gi a,̂ î +... + ̂  a ,̂ ^^ ç Z.
Considérons le corps de décomposition k sur Q de X^— qiX^ —..._q/^

A son anneau d'entiers. Soit ^ un idéal premier de A au-dessus de p, et
soit K le complété de k pour la valuation ^-adique.

Il suffit d'appliquer (d).
(f) le lemme 2 peut s'énoncer pour un corps de nombres k :

Soit c^==^û„X/'e^(Â•). Pour toute valuation non archimédienne v
n

de k, il existe une sous-suite (a,n,+tm)t^o, mo et m dépendant de v, telle que
t->v(a,n^tm) soit une fonction affine.

Démonstration du théorème 1 :
(a) K==Q. — Nous faisons une récurrence sur 1= card'r((c/z)).
Z==o , alors Cn { i , — i , o j ; il suffit d'appliquer la proposition 3 du

chapitre II.
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Nous pouvons toujours supposer que a et tô satisfont à la propriété (n)
du lemme 1, sinon nous raisonnons sur chaque couple (f^m^, ^>m ^).
Par le théorème de Mahler, nous pouvons supposer I(a) fini, donc J(tô)
fini. Pour les Cn non nuls, posons

c,= £,.p^).. .p )̂, £,e(-i, +i ;, 9,(n)eZ.

Il existe une sous-suite (a^^) telle que t^u^a^^) soit affine
pour t^ti; de la suite (6^+^), nous pouvons extraire une sous-
suite (b^+tm^ de valuation Vp, affine pour Z^^. Il existe donc une
suite (c^+tm) telle que

Posons

alors

avec

Vp, (c^+fm) = ̂  14- s pour ^ fo.

a^+tm•-==p}t+sa^+tm,

a[).+fm= C^+tmb^+tm pOUr t^^to,

C^+tm== ̂ ^P?2^^ . . .p^^+</n).

Par l'hypothèse de récurrence, ^c^+^X^ est une fonction de Pôlya;
f==0

il existe donc m^i tel que Cv-^=Cvyï, d'où

ûv+^m7 = Cv ̂ . b^tm' pour tout / ̂  to,

et par le lemme 1,
dn^c^bn pour tout n.

(b) K == Q. — II existe une extension galoisienne k de Q, de degré
fini, contenant tous les dn, bn, ainsi que les coefficients des récurrences
qu'ils satisfont; soient G= Gal(A:/Q), et N l'application-norme de k dans Q.

a (a) = ̂  °' (^) X" € ̂  (A-) pour tout o- e G,
71

et

N(a) =^ N^QX^ e ̂  (Q).

Soit d==[k:Q], N(an)==cÏN(bn), d'où, par (a),

^c<iXn est une fonction de Polya.

BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASC. 3.
16
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Il existe m^ i, tel que
^d _ ^d ^l
^+tm — ̂ " i [ k f

soit 6^ tel que 6^==y^, alors c^+^n== c^.6^.^, avec Ç f = = i , mais
alors a^+tm = Cp,. 6^. t^-^. Ç<»
d'où, par la proposition 3, chap. II,
V ^tXt est une fonction de Pôlya et 'V CnX'1 est une fonction de Pôlya.

t n

(c) K = G. — II existe une Q-algèbre L, de type fini, contenant tous
les dn, bn, et les coefficients des récurrences correspondantes (prop. 2,
chap. IV). Il existe un Q-homomorphisme cp de L dans Q. Comme cp (a)
et ^(^)e^-(Q), et ^(ân) = ^(bn).Cn nous sommes ramenés à (c).

(d) K corps commutatif de caractéristique zéro. — Par la propo-
sition 2 du chapitre IV, il existe un corps Ki, ayant un degré de trans-
cendance fini sur Q, et tel que ae^(E:i), d3e^l(JCi). Ki est isomorphe
à un sous-corps de C.

4. Théorème de Pôlya pour un corps de nombres.

THÉORÈME 3 — Soient k un corps de nombres algébriques, et (un) une
suite de Pôlya de k. Alors :

00

a==^anXnçôi(k) <=> cl est une fonction de Pôlya.
n ==o

Nous pouvons toujours supposer an 7^0 pour tout n; soit N l'appli-
cation-norme de k dans Q. Lorsque aç.^ (k), d3 = N(<^) est une fonc-
tion de Pôlya dans <^(Q), donc inversible dans ^(Q). ^ est alors
elle-même inversible dans (^(k), et par suite une fonction de Pôlya.

COROLLAIRE. — Soif (an) une suite de Pôlya de nombres algébriques. Alors :

^ ==V anX^e^Q) <==> ^ est une fonction de Pôlya.

5. Applications.

Soit aeQ^ a^±i; soit (^(n)) une suite de Z. Alors :
00 oo

a ̂ ^a^X^e^Q) <=> ^a-y^X^e^Q)
n = 0 71 == 0

<=> 37n^i, tel que, pour ̂  ==o,i, .. . , /n—i,
t \-> cp (^ 4- un) est une fonction affine.

En effet, (a?^) est une suite de Pôlya de Q.
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COROLLAIRE 1. — Soit (an) une suite de Qp. Alors :

^ an\pXnG^(Q) ^ 3m^i, tel que, pour ^.===0,1, . . . , / n — i ,
?l=0

t^Vp(a^+tm) est affine.

COROLLAIRE 2. — Soit (an) une suite de Qp, et posons, pour a.n~^ o,
an== p-^^bn pour an==o, bn=-- o. 5ï a ==^ anXne<^(Qp), alors :

n

^la^e^Q) <=» ^bnX"çcK(Q,).
n n '

II suffit d'appliquer le théorème 1 et la proposition 7.

PROPOSITIONS.— Solm-V^X^e^Q^eZ— ; o},p.eN-|o j-•̂  p/i
7Î=0

(a,,, p,,) == i. Supposons que ^((^n)) soit fini et que ^((a,,))n^ (((3/,)) == 0.

AZor5 ̂  a/iX7' ^ ^1 P,, X^ 5on/ des fonctions de Pôlga.
n n

II existe q ç Z — { o } , tel que y14-1 — === Un ç, Z pour tout n. D'où
P/i

^((a,,)) fini =^ ^((P,0) et ^((u,z)) sont finis.

Pour tout pe^ ((<)), comme p^((8/.)), ^ | a^ I/. X11 e ̂  (Q), et il
n

suffit d'appliquer le théorème 2.

COROLLAIRE 1. — Soit (dn) une suite de Z— ; o j . AZors :
oc °o

^X^e^(Q) => ^^^^^(Z).,^
/Z==0 /l=0

COROLLAIRE 2. — Soit (an) une suite d'entiers algébriques non nuls.
Si VxV^e^(Q), alors ^anX'1 est une fonction de Pôlya.

n n

PROPOSITION 9. — Soit /•(X)==P(X)/Ç(X)eQ(X). Si f n'est pas
une constante, l'ensemble des nombres premiers, qui divisent Vun des termes
de la suite (f(n)), est infini [ou qui divisent seulement une sous-suite
(f(p. + tm))^].
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oc

En effet, si ^((f(n))) est fini, par le théorème 1, V f(n) X'1 est une
7l ==0

fonction de Pôlya, d'où f est un polynôme de degré zéro.

PROPOSITION 10. — II n'existe pas de fraction rationnelle

P(X)IQ(X)^C(X),

non polynôme, telle que f(n) soit entier algébrique pour tout n (pu seule-
ment pour les n d'une progression arithmétique).

Il suffit d'appliquer le théorème de Pôlya-Cantor (propos. 1).

PROPOSITION 11. — Soient a == V anXnçôi(Z), 6ï = V ^X^e^(Z),
n n

dn== bnCn. Supposons que :
(i) c,z€Z pour tout n;

(iï) ^((c.))n^((P.)) est fini;
(iïi) supï(c,,)< +00? où r(d) est le nombre de diviseurs positifs de

n

d e Z — j o } , r(o) =o.
Alors (Cn) est une suite de Pôlya, et elle est périodique.

Pour tô == ô, nous retrouvons un résultat de J. BERSTEL [8]. Nous
pouvons toujours supposer que dl et d3 satisfont à la propriété (n) du
lemme 1. Soit

an = ̂  Pi (n) af, an+h = ̂ i an+h-i +... + qh a", ^7 € Z,

la récurrence de longueur minimale. Supposons que ^((Cn)) ne soit pas
fini. Soient pi e ̂  ((c/,)),, pi^^((bn)), et pi ne divisant pas q^ Modulo pi,
la suite (Cn) est strictement périodique, il existe une sous-suite (c^+^)
dont tous les termes sont divisibles par pi. Si ^((c^+^)) était fini,
par la proposition 3 du chapitre II, (c^+/,^) serait périodique et, par
le lemme 1, (c/;) serait constante. Il existe donc p2€^((c^+^)), pa^pi,
p.^^((b^+tm,)), et p2 ne divisant pas qh. Comme

.s'

a^n =^ Pi(p. + tm) <. (ary [^m distincts par (?:)],
î==l

5

_[] (X— a?»)'"^1 = X' +... ± ̂ '.
1=1
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La suite (a^+//^) module p^ est strictement périodique, et pî divise
tous les termes d'une sous-suite (c^+y^J. Nous construisons ainsi une
suite infinie de nombres premiers distincts pi, pi, ... divisant des termes
de la suite (Cn), contrairement à l'hypothèse supï(c,,) < +00.

n

PROPOSITION 12. — Si F équation a .T=ô, où ae<^(Q), admet une
solution dans ^c(2î), où 21 est Vanneau d'entiers de Q, alors cette solu-
tion est dans <^(2l).

C'est un cas particulier de la conjecture de PISOT.

CHAPITRE VI.

Suites de S-unités.

Soient k un corps de nombres algébriques, 21 son anneau d'entiers,
01 son groupe d'unités; soit M l'ensemble des valuations de k, j le groupe
des idèles de 7c. Pour toute partie finie S de Mk, contenant l'ensemble Soo

des valuations archimédiennes, considérons ]s == FT ̂  J^ u^ ^ se

t^ÇS ^<^S

plonge canoniquement dans j, soit ks l'image réciproque de j/; ks est
le groupe des S-unités de k.

Le théorème de Dirichlet-Minkowski-Hasse-Chevalley [28] donne la
structure de ks : il existe l S-unités fondamentales £1, ... zi telles que
toute <S-unité £ s'écrit de manière unique

£ == ̂  . . . £^

u/eZ, Ç racine de l'unité dans k, et ks^GxZ1, où G est le groupe
des racines de l'unité de k. Pour S = Soc, alors fo= IL, et l = r, nombre
de Dirichlet de k.

Nous allons montrer que ces propriétés se « fonctorisent » par ^,

1. Suites d'unités de k.

THÉORÈME 1. — Soit (dn) une suite de 11, vérifiant une relation de
récurrence linéaire à coefficients constants. Il existe alors un entier
m ̂  i des unités ao, ..., a//,_i, tels que, pour ^ = o, i, ..., m — i,
a^^tm^a^^ pour tout t^o.

Soit a ==V û^X^e^Cll, k); par l'application-norme N de k dans Q :
n

(B==N(a)çôi(Q) et tô2^.
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Ci est donc inversible dans (R(k), et il suffit d'appliquer le théo-
rème 2 du chapitre IV.

COROLLAIRE. — Toute suite d'unités algébriques vérifiant une relation
de récurrence linéaire à coefficients constants (nécessairement algébriques)
est formée d'un nombre fini de progressions géométriques régulièrement
emboîtées.

THÉORÈME 2. — Soient Q la clôture algébrique de Q, % son anneau
d'entiers, 11 son groupe d'unités, T son groupe de racines de l'unité.
Alors ô^(u, Q) est le groupe des unités de <^(3î) et <^(r, Q) est le groupe
de torsion de ôi(u, Q).

Si a ==^a„Xr te^(^l, Q), il existe un corps de nombres algé-
n

briques k tels que ae^(A:), et a est inversible dans ôi(k) par le théo-
rème 1.

Si a est un élément de torsion de ^(li,Q), alors âç^(T,~Q).
Réciproquement, si ^e^r.Q), comme Tr\k est fini, il existe un
entier e tel que 01e = ô.

Rappelons que ^(îl) est une ^(Z)-algèbre entière.

COROLLAIRE. — Toute suite de racines de l'unité vérifiant une relation
de récurrence linéaire à coefficients constants est périodique.

Pour décrire la structure de c^(U, k), introduisons la définition
suivante :

DÉFINITION. — Soit K un corps commutatif (ou un anneau de Fatou),

S^(K) = ( ̂  anX'1, 3 Pô, ..., Pm-i e K[X], pour ^ == o, ..., m—i,
( 71=0

degP^j et a^tm=P^(t) pour tout t^ol.

S / ( K ) est un sous-groupe additif de ôi(K) [et de ^(K)],
So(K) est une sous-algèbre de ^(K).

THÉORÈME 3.
<^(ÎÏ) est un ^(Z) -module libre de type fini [et une (^(Z)-algèbre entière].
^(U, k) est le groupe des unités de 1̂(31) et ^(U, k)^ S', xS;,

où So est un sous-groupe de So (A), dont tous les éléments sont d'ordre ̂  e,
Si le groupe abélien Si (Z), et r le nombre de Dirichlet de k.
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Soit £ une unité fondamentale de A; soit (^(n)) une suite de Z. Par le
théorème 1,

^s^X^e^À:) <=> ^<p(n)X"€Si(Z).
7i n

L'application ^.^{n)Xnï->'^^(n)Xn est un isomorphisme du
n n

groupe multiplicatif ^l, == ^ V e^X1 çô^(k)\ sur le groupe additif Si (Z).
( n )

Soit £1, .„, £r des unités fondamentales de k; soit <3C = 'V a^X71 e ̂ (11, A).
n

Posons
a. = Ç. £Î1 (/î)... ^(/l), Ç. € G, cp; (n) e Z.

Comme cl est une fonction de Pôlya, il existe un entier m ̂  i tel que
a^tm=== a^a^ pour tout < e t ^ . = = o , i , . . . ,m — i; par l'unicité de la
représentation des unités, nous déduisons

^ ̂ (n^e^Z) pour j = i,..., r
/i

et
^Ç.X^eSoW.

n

Soit e l'ordre de G, alors S'o = { ( ^ ç S o ( k ) , a6^ ^ } . Notons le corol-
laire suivant :

COROLLAIRE. — Soit s une unité de k, non racine de U unité; soit (^(n))
une suite de Z. Alors :

^£^)X"€^(Â-) 4=> ^cp^X^eS^Z).
7l==0 /î==0

2. Suites de S-unités.

Soit S une partie finie de M/, contenant Soc.
Toute suite de S-unités de k est une suite de Pôlya. Toute suite de

Pôlya, (dn), de nombres algébriques telle que V û^X^e^ (Q), est une
n

suite de S-unités d'un corps de nombres k pour un certain S.
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PROPOSITION 1. — Soit (dn) une suite de S-unités de k. Alors :

a^^anX^^Çk) ^ a est une fonction de Pôlya.

PROPOSITION 2. — Soit <^s==^(ks,k); alors <^s est un sous-groupe
du groupe des unités ^ de c^(k) et ^ = lim^.^5.

À'

II suffit d'appliquer le théorème 3 du chapitre V.

THÉORÈME 4. — Si ks^ GxZ1, alors ^s ^S^xSiÇZy.
C'est une généralisation du théorème 3. Il suffit de remarquer que

si £ est une S-unité, non unité algébrique, alors

^s^X^^cp^).^

est encore un isomorphisme du groupe multiplicatif ^e sur le groupe
additif <Si(Z) par la proposition 7 du chapitre V.

COROLLAIRE 1. — Soit <t€Q\ cl non racine de l'unité; soit (<p(n))
une suite de Z. Alors

^ a^X71 ç. ̂  (Q) <=^ ^a-^X71 e ̂ (Q)
n n

^^cp(n)X-€Si(Z).

COROLLAIRE 2. — Soit E un sous-groupe (multiplicatif) de type fini
de Q\ Alors ^(£, Q) est un sous-groupe du groupe des unités de <^(Q).

Signalons pour C, le résultat suivant :

PROPOSITION 3. — Soit - D = { 2 , z^C, \z = i j . Alors ô^(D, G) est
un sous-groupe du groupe des unités de <^(C) et ^(I\ G) est son sous-
groupe de torsion,

COROLLAIRE. — Soit €i =Vû/,X/^e^-(C). Alors :
n=o

^^(a^X'̂ ^C!) => ^|a,,|X"e^(C).
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APPENDICE

Nous signalons dans cet appendice certaines questions ouvertes et
certaines conjectures.

CONJECTURES DE PISOT — Soit K un corps commutatif contenant Q,
algébriquement clos.

(PI) Soient a, ôïçôi(K), Si l'équation d3 .T==a possède une solu-
tion dans ^C(Z), alors cette solution est dans ^l(Z).

(P2) Soit aç<^(Z). Si l'équation Ts = a possède une solution
dans ^C(Z), alors elle possède une solution dans (^(K).

Remarquons que (PI) est conséquence de (P2) et de (P'1) :
(P'1) Soient a, d3e^(Z). Si l'équation c^.T=a a une solution

dans S€(Z), alors cette solution est dans <^(Z).
En effet, si a et tôe^l(Q), il existe un corps de nombres k tel que cl,

Cfïçôi(k), et par l'application-norme de k dans Q, d = [k : Q] :

N(a)= T^NW.

Par (P'1), T^e^Z) et par (P2), re^(Z).
Pour un corps commutatif de caractéristique zéro, nous nous ramenons

par la proposition 3 du chapitre IV au cas précédent.
C. PISOT a montré (P 2) pour Ci de la forme :

i
a = -kh^ +^ P.(6)7 ,̂ a,e G*, P,(6)e C[6], À ̂  o,

î'==i
et

| ̂ | < ] ao | pour 1=1,... l [24].

De même, si a est de la forme P(6), (P2) est vérifiée [17].
Dans le chapitre V, le théorème 1 a été établi lorsque (c,,) est une

suite de Pôlya de Q. Il nous semble raisonnable de le conjecturer pour
une suite de Pôlya d'un corps de nombres algébriques. Il suffirait de
démontrer :

(C) Soient k un corps de nombres algébriques, 1̂1 son groupe d'unités;
soient a, d3ç ôi(k) avec an = bnCn. Si Cn^U pour tout n, alors C =V CnXn

est une fonction de Pôlya.
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Ce résultat permettrait de préciser les solutions de l'équation N(T) == ex,
ae^l(Q), N l'application-norme de k dans Q, lorsque cette équation
possède une solution.

Notons que N(T)=:P(Q), P(6)e©(6), s'étudie avec le théorème 1
du chapitre IV. En particulier, « l'équation de Pell » N(T) == ô admet
un ensemble dénombrable ^i de solutions, ^i étant le sous-groupe
de ô^(U, k) des V dnX71 tels que N(an) == i pour tout n.

Pour les anneaux de Fatou (chap. III), signalons les problèmes
suivants :

(a) La classe des anneaux de Fatou est-elle distincte de celle des anneaux
complètement intégralement clos et de celle des anneaux intersections
d'anneaux de ualuation de hauteur i ?

(b) Les propriétés de transfert de la propriété d'être de Fatou, à un loca-
lisé, à un anneau de séries formelles, etc. J -P CAHEN a montré que si A
est de Fatou, A [X] est de Fatou.

Les principales propriétés de ô^(K) ont été démontrées lorsque K
est de caractéristique zéro. Si K est un corps fini, ^(K) == So(K).
Par contre, pour un corps non fini de caractéristique p, tous les pro-
blèmes restent ouverts.

D'autres sous-algèbres de ôi(K) peuvent être étudiées, en parti-
culier, 3(K) généralise ôi(K).

Les conjectures signalées sont des cas particuliers d'équations sur <^(K)',
d'autres équations pourraient être étudiées.

On peut également envisager divers produits de Hadamard à plu-
sieurs variables; certains résultats ont été obtenus dans le cas d'indé-
terminées non commutatives par des élèves de M.-P. SCHÛTZENBERGER.
D'autres produits, que le produit de Hadamard, peuvent être envi-
sagés, par exemple le produit de Hurwitz :

^ OnX- ̂  bnX11 ==^ CnX\

n^O ?t==0 n=0

avec
Cn== dn bo + <^ ân-ï &l +• • • + e^ Cin-k bk + . . .+00^.

Signalons que, pour un corps de nombres k, le plongement de k dans A,
ou Sk permet des interprétations topologiques sur ôi(k).

00

Pour a ==== V a^X^e^R), on peut considérer [a] ==V[û^]X^
/i==o n

où [a] est la partie entière de a. Des conditions sur la rationalité de [Oi\
ont été données par C« PISOT [24] et D. G. CANTOR [12].
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