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210 B. BENZAGHOU.

Introduction.

Soit A un anneau commutatif unitaire; si nous munissons le A-module
des séries formelles & coefficients dans A du produit (de Hadamard) :

d
Y a X Y b X =Y a,b, X",
=0

n n=0 n=0

i)

nous obtenons une A-algebre ¢(A).

Ce travail a pour objet I'étude de certaines sous-algébres de #¢(A).
Plus particulierement, K étant un corps commutatif, les séries qui
représentent des fractions rationnelles de K(X) forment une sous-
algébre de 4¢(K). Nous notons ®R(K) l'algébre des séries for-

melles Ea,lX", a coefficients dans K, et telles que la suite (a,) satisfait
n=0
4 une relation de récurrence linéaire a coefficients constants.

L’étude de R(K) est celle de la conservation de la rationalité par
certaines opérations algébriques sur les coefficients des séries associées.

Dans le chapitre I, nous donnons des exemples de sous-algébres
de 5¢(A), et des généralités sur ces sous-algebres.

Dans le chapitre II, nous donnons des propriétés générales des
algébres ® (K) pour un corps commutatif K de caractéristique zéro,
et en particulier des propriétés liées 4 un théoreme de MAHLER.

Un lemme de Fatou dit qu’une série de R (Q), a coefficients dans Z,
posséde une représentation P(X)/Q(X) dans Z(X) telle que Q(o) =1.
Dans le chapitre III, nous étudions systématiquement les anneaux qui
possédent une propriété analogue, et définissons ainsi une classe d’anneaux
(anneaux de Fatou). Nous montrons que cette classe est entre celle des
anneaux complétement intégralement clos et celle des anneaux inter-
sections d’anneaux de valuation de hauteur 1.

Dans le chapitre IV, nous déterminons le groupe des unités R (K),
pour un corps commutatif K de caractéristique zéro; en d’autres termes,

w

,oe o N ; . ,
nous 'caractérisons les séries formelles Za,lX” qui représentent des

n=~0
©

fractions rationnelles, ainsi que leurs inverses ZX”/a,l. Cette caracté-
n=0

risation est une conséquence du théoréme suivant :
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Si une fraction rationnelle, n’ayant qu’un seul péle, se factorise, dans 5¢(C),
en un produit de fonctions holomorphes dans le complémentaire d’un ensemble
fini de points (Uorigine n’étant pas point singulier), alors ces facteurs sont
des fractions rationnelles.

Dans le chapitre V, nous donnons des conditions suffisantes pour
que le quotient de deux éléments de R (K) soit dans ® (K). Ces condi-
tions sont de nature arithmétique et généralisent un résultat de G. Porva.

Dans le chapitre VI, nous déterminons, comme application des résultats
des deux chapitres précédents, les suites de S-unités d’un corps de
nombres algébriques k vérifiant une relation de récurrence linéaire.
En particulier, les suites d’unités algébriques vérifiant une relation de
récurrence linéaire sont nécessairement formées de progressions géomé-
triques emboitées. Nous en déduisons la structure du groupe

R, k) = a,X"€ R (k), a,€U pour tout n> o},
p

n=~0

analogue a celle du groupe des unités Al de k décrite par le théoréme
de Dirichlet.

Nous signalons, en appendice, certains problémes ouverts et certaines
conjectures.

Note. — Le lecteur qui ne s’intéresse qu’aux fractions rationnelles
peut aborder directement le chapitre II; le chapitre III n’intervient
dans la suite que par la définition des anneaux de Fatou; les démons-
trations du chapitre IV n’utilisent pas de résultat des chapitres
antérieurs.

Les principaux résultats ont été exposés au Séminaire Delange-Pisot-
Poitou : Théorie des nombres ([1]-[3]) et dans trois Notes aux Comptes
rendus de ’Académie des Sciences de Paris ([5]-[7]); un résumé est paru
au Séminaire Dubreil-Pisot : Algébre et théorie des nombres [4].

CuAPITRE 1.

Propriétés générales des algébres de Hadamard.

1. Définitions.

1° Soit A un anneau commutatif unitaire; dans le A-module des
séries formelles A [[X]], nous définissons le produit

D@ X ¥ b, X =¥ a, b, X,
n=o n=o

n=o
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#¢(A) désigne la A-algébre ainsi obtenue; c’est une algébre commu-

tative, unitaire, I’élément unité étant o =}: X", non integre. Si A* est
n=0

le groupe des unités de A, le groupe des unités de J¢(A) est

E a,X", a,€ A* pour tout n ? .
(n=0

20 Soit A la catégorie des anneaux commutatifs unitaires; la caté-
gorie de Hadamard, #(A), associée a A, est définie par :

— ses objets sont les anneaux 4C(A), ou A est un objet de A}

— si ¢ est un morphisme de A, o: A A’, 5(9) est le morphisme
de #¢(A) dans #¢(A’), défini par

ge@).( Zaan> =Z<9(a,,)X”.

n=o0

Notons que A se plonge dans 4¢(4) par a> ad.

3¢ peut s’interpréter comme un foncteur covariant de la catégorie
des anneaux commutatifs unitaires A dans la catégorie de Hadamard
associée J¢(A); ce foncteur est exact et représentable.

30 Un foncteur 5 de A dans une sous-catégorie de J¢(A) sera dit
un foncteur de Hadamard; F(A) est une sous-A-algebre de iC(A).

Si E est une partie de A, nous notons :

F(E, A) = ¥ a,X"€7(A), a,€E pour tout n .

n=0

2. Exemples.

10 0(4) = E P(n) X, P(X)eA[X]?

= )

Lorsque A est intégre, 0 (A) est intégre. Posons

U] =i nX»,
n=0

alors ©(4) = A[6].
20 Pour «€ A, définissons ha=2 arX", R (A) est la sous-algébre

n=0

de 9¢(A) engendrée par les h,, € A.
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30 ®R'(A) est la sous-algebre de #¢(A) engendrée par 0 (4) et ®' (4).
4o S(A) = { Ea,lX”, a, €A, et la suite (a,) ne prend qu'un nombre

n=0

fini de valeurs distinctes )

|

50 Soit K un corps commutatif, définissons

»

U’{(K) :{ZQ/LX”, a/LGK’ 3 qu c ooy lI/,EK, W# o,

n=o

et Ay = (h An-h—1 + coe + qh Qn, V n éo .

(voir chap. II).

6° Soit K un corps commutatif; considérons ’anneau E des fonc-
tions définies sur N a valeurs dans K qui soient restrictions de fonc-
tions rationnelles sur K. Définissons

:;(K) = ‘E(IHX’L, allEK’ 3 CP“ ..y CP/LEE, @/I# o,

et

et A= (P'l (I'l) Apyh—1 + DY + (P/L (n) a,, V n é o }'

J(K) est une K-algébre de Hadamard [18], et J est un foncteur de
Hadamard.

Donnons des exemples de sous-algebres de d¢(K), définies de maniere
non nécessairement fonctorielle.

70 Soit E un anneau de fonctions de N dans un corps commutatif K,
et définissons

my(K) = {ian X a, =Z<Pi(n) aly 9, € E, aiGK},

n=0 i=1

80 Soit K un corps commutatif muni d’une valeur absolue; définissons

~ 1
ae’ (K) = Xa/zX", a/zeK, m | a, |“ < +w l

- J

9° Pour K = G, définissons

(a) M' = ‘ za,,X“, f@ :Zanz” est le germe a lorigine d’une

n=»0 n=—o
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fonction analytique au voisinage de l'origine et n’ayant que des singu-

larités isolées dans G?.

o' est une C-algebre de Hadamard par le théoréme de multipli-
cation des singularités de Hadamard [19] (de 14 vient la terminologie
d’algébre de Hadamard).

(b) m ={ Za,LX", a,,=2 9:(n) 2, ou les ¢;(z) sont des fonctions

n=o0 n=1

entiéres de type exponentiel minimal, les «; dans G*;.
(© 9= { Z a, X", f(z) =Z a,z* est une intégrale de type Fuchs

n=—o n=o0

d’une équation différentielle linéaire & coefficients dans G (z) }[18].
10° Pour un corps commutatif K, nous avons
KcO(K)c®'(K)c®(K)c J(K)ca(K).
Pour G, nous avons, de plus,

CcR(C)cmcam' ca' (C)cse(C).

3. Propriétés générales des foncteurs de Hadamard.

1° PropositioN 1. — Soit A un anneau commutatif unitaire, conte-
nant une racine primitive m-iéme de lunité ¢, et soit F(A) une sous-
algébre de 3¢(A) contenant R'(A).

Pour p=o, 1, ..., m—1, Posons o,y =2Xu+1m,
t=0u
(i) Les 0,,, sont des idempotents de R'(A), el 0, .9,y = 0 pour
et L
(ii) Pour tout & =2 a, X*€ 7 (A),

=0
m—1

C‘lm, = 8171, U A = E cxp.*—lm Xuotm €eF (A) et a = E am, e
=0 w=0
m—1
(iii) m&,,,, = 2‘ *hok.a.

k=0
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La derniére relation résulte de

m—1

Ec_m rhn ( m sin=pmodm,
. o _—{ o sinz pmodm.
=0

29 Soit F une partie de (A). Un élément & de 7 (A4) est dit F-scindé
s’il existe un entier m> 1 tel que, pour p=o, 1, ..., m—1, &, ,€F.

Par exemple, soit K un corps commutatif, et § = ®R.2(K) désigne
I'ensemble des éléments de R (K) qui sont O (K)-scindés; c’est une sous-
algébre de ®R(K). Si nous prenons pour partie F, I’ensemble des élé-
ments de ®R(K) de la forme P(0)h., ou P(0)e®(K) et x€ K", nous
désignons par £ (K) ’ensemble des éléments de ® (K) qui sont F-scindés;
£(K) est une partie multiplicativement stable de R (K).

3° ProrosiTioN 2. — Soient A un anneau intégre, commutatif uni-
taire, k son corps des quotients, K une extension galoisienne de degré fini
de k, B la fermeture intégrale de A dans K.

Soit ¥ un foncteur de Hadamard tel que 7 (k, K) = (k). Alors :

(a) 7(K) est une 7 (k)-algébre entiére, libre de type fini;

(b) Si A est principal, (B, K) est une (A, k)-algébre entiére, libre
de type fini.

Soient {w,, ..., »¢} une base de K sur k, G = {ay, ..., g4} le groupe
de Galois de K sur k.

Soit @& =2 a.X"e 7 (K). Posons
n=o0

a, = 7kn,iw‘l +~ . + )\Il,d(‘)[l'

Pour tout c€ G,

e =Y o(a,) X" € F (K).

n=:0
Posons
A= X,
n=0
A =Aju, +... .+ Agog,
@ = A\o(w;) +...+ Ao (@)
et

e o0 oiwg\ /Ay
— ( ’
ca A \Ca®1 Gqwqe/) \Aa
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soit A = det (o;0;), alors

d
A.A/' =2d,~j€7i(’l € 5(]{, K).
i=1
Si A est principal, il suffit de prendre une base d’entiers { w;, ..., wg}
de B, %%, ceey m—g% constitue alors une base du 7 (4, k)-module 5 (B, K).

Pour a,€ K, soit P,(Y) le polyndme caractéristique de I’endomor-
phisme x> a,.x de K :

Pu(Y) =Y+ a,, Y +... 4+, €k[Y),

©

alors @; = 2 a,, ; X"€ 7 (k, K). Considérons

n=o0
P(Y)=Y4+ Y +...+A,eF(k)[Y],
alors P(Q) = o.
Si A est principal, donc intégralement clos, & ;€ 7 (4, k).

CoroLLAIRE 1. — Soif k un corps commutatif de caractéristique zéro,
et supposons que F posséde la propriété de finitude suivante :

(Fx) Pour ftout corps commutatif K confenant k et pour tout
a =2anX”esT (K), il existe une k-algébre de type fini L, confenue dans

K, et telle que A €5 (L) (L peut dépendre de Q).
Soit k la cléture algébrique de k, alors 7 (k) est une & (k)-algébre entiére.

CoRrOLLAIRE 2. — Soit K une extension galoisienne de degré fini de k,
K = k(%) et G = Gal(K/[k). Considérons :

G=15=(0)0.€G et P o, ()X €F(K) .

n=o0

Alors G est un groupe; soit & =2a,,X”ezT (K), alors & el

Fa —_—Zo’" (@) X*

ont méme polynéme caractéristique.

En effet, soit @ = A, 4+ A,0 4... 4+ A0, alors

FA=A,+ AT 4 A, on D= 0, (0) X"
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G est un groupe par la proposition 3 ci-dessous, notons que, lorsque
®(K)c 7 (K),

G' = {7 = (9.), 9n € G, (v,) périodique }

est un sous-groupe de G.

4° Tout homomorphisme ¢ de K dans k induit un homomorphisme 7 (¢)
de 5(K) dans F(k); en particulier, lorsque K est une extension algé-
brique de degré fini (séparable) de k, nous notons N et Tr les appli-
cations de & (K) dans & (k) correspondant aux applications norme et
trace de K dans k. )

ProposiTiON 3. — Soit K une extension algébrique séparable de degré
fini de k, et soit ¥ un foncteur de Hadamard. Alors un élément & de 5 (K)
est inversible dans F(K) si, et seulement si, N(&) est inversible
dans 7 (k, K).

Il suffit de remarquer que, dans 7 (K), N(Q) =Haa.

ceG

CoROLLAIRE. — Soit K une extension de degré fini de Q, U son anneau
d’entiers, AL son groupe d’unités. Alors 7 (U, K) est le groupe des unités
de 7(U, K).

Soit A eF (U, K), alors B = N(Q)e F(Q) et @*= q.

CuariTre II.

Propriétés générales des algébres R (K).

1. Définitions.

1° Soit K un corps commutatif; considérons

RK)=!a =2a,ZX", a, €K, et la suite (a,) satisfait a une relation

n=0
de récurrence linéaire a coefficients dans K pour tout n}.

Soit @ =E a, X" € R (K),
n=o0

(I) Anih = qi Apvf—1 + “ee + (I/L a, V n é o,

qleK’j = Iy ey hg W#O-
Soit Q(X) =1— @ X—...—qX"
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Nous pouvons toujours supposer que la relation de récurrence (1) est
la plus courte, c’est-a-dire que la représentation P(X)/Q(X) de @ est

irréductible; ce qui équivaut a

A — @ Ap—1 o.

Ap—1  Azj—1
Soit Q*(X) = X"—q, X"'—...—qu, et considérons un corps de
décomposition K, de Q*(X). Il est classique [23] que, lorsque K est de

caractéristique zéro,
a =Y Pi(n)
i=1
les 2; étant les zéros de Q*(X), de multiplicité m;, les P; des polynémes
de K,[X] de degré m;—1.
La forme des coefficients montre immédiatement que ®(K) est une
K-algébre de Hadamard. (C’est encore vrai en caractéristique quelconque).

Si © est un homomorphisme de corps K> K’, et si

a =2 a. X" € R (K),

alors
®R (C?) . Z a, X" =2 ¢ (an) Xre®r (K’).
n=0

n=0

Si E est une partie de K,
R(E, K) = {Ea,lX"ed’\(K), a,€E pour tout n ;

n

ProrositioN 1. — Soient L un corps commutatif, et K un sous-corps

de L, alors
R (K, L) = R (K).

En effet, si @ =2 a,X"e R(K, L),

Apih = G1 Qn-h—1 + e + qrQn, q: € L

et
a, ap—

A=

ap—1  Qzj—1
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le systéme
{ G=q:a— +...+ qra,
Aop= Q1 U2p—q+. ..+ qnQan—1»
en (¢, ..., qz), posséde une solution dans K.

20 Soit A un anneau commutatif unitaire intégre, et soit K son corps
des quotients. Définissons :

J{.(A) Z{cl =ZanX”, GnEA, 3 q1, o ey qheA

n=0

tels que @i = q1@nii—1+. ..+ qra, pour tout n et A £o}.

R (A) est contenue dans R (A, K), mais n’est pas, en général, une
algébre de Hadamard.
Si A est intégralement clos, alors R (A) est une A-algébre de Hadamard.

DEriNiTION. — Un anneau commutatif unitaire intégre A, de corps
des quotients K, est un anneau de Fatou si R(4) = R (A, K).

Les anneaux de Fatou seront étudiés au chapitre III.

2. Théoréme de Mabhler.
1° THEOREME DE MAHLER [20]. — Soit K un corps commutatif, de carac-

téristique zéro. Soit & :2 a,X"€ R(K), et posons I(Q) ={n,a.=o}.
n=0
Si I(Q) est infini, alors il existe un entier m>x1, des entiers distincts
Pras ooy Bs€1{0, 1, ..., m—1]} tels que I(&) soit la réunion d’une partie
finie I, et des ensembles I, ,,= {n,n = p; modm|.

Il est équivalent de dire que 0, ,.& =o0 pour i=1, ..., § et,
I(0m, @) est fini pour les autres (.

MaHLER établit le lemme suivant dans sa démonstration [20] :

LemME. — Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro, algé-
briguement clos, et soit

P > .<>‘1 )
% :an,,X”eJ{(K), 0,= ¥ Py(n) .

i=1

Soit 2 = { a;/a;, racine de l'unité autre que 1!}. Si I(@) est infini, alors
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2 Z 0. Soit M le plus petit entier tel que ¥ =1 pour tout CEZ.
Si In,n=1{n, n=pmodm}cI(Q), alors I, , cI(Q), ou m'= (m, M).

ProrposiTioN 2. — Soient k un corps de nombres algébriques, A I'anneau
des adéles de k. Définissons :

m-(‘A/I" k) = Zanxng anEAk’ 3 II1, ceey %Eks qh# o,

7n=0

et apin = G Apyh—1 +... 4+ qrQn, Vn>o;.

Alors R(Ay, k) est une Ai-algébre de Hadamard, et le théoréeme de Mahler
est valable dans R (A, k).

Soit @ —_—E a,X"€ R(Ar, k) tel que I() soit infini. Pour chaque
n=0

valuation » de k, a,= (a.,), posons

-
a, = Z a, . X e R (k).

n=o0

Soit Q*'(X) = X'—¢q, X"'—...—q, et soit M Ientier déterminé
par le lemme et qui ne dépend que de Q*. Comme I(A)c I(&,), il existe
un entier m,, divisant M et tel que I(Q,) soit réunion d’une partie
finie I,, et d'un nombre fini de I, . Il suffit de prendre pour m
le p.p.c.m. de ces m,.

ProPOSITION 3. — Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro.
Soient
a=YaXer(K) o &=YbXer(K);

n=o0 n=0

supposons I(®B)cI(&), et posons a,=b.c. en convenant que c,=1
pour ne€ I(®). Si (c,) ne prend qu'un nombre fini de valeurs distincles,

alors € = Z . X" € R (K).
n=0
Soit ¢ une valeur non nulle prise une infinité de fois par la suite c,,

et soit ,
I.={n,c,=c}|=I(A—cRB)

Alors ZX”GU’{(K) par le théoréme de Mahler.

nel,
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CoroLLAIRE 1. — Soit A € R(K) tel que la suite (a,) ne prend qu’un
nombre fini de valeurs distinctes. Alors la suite (a.) est périodique.

ReEMARQUE. — 1l en résulte que
$(K)n R (K) = $o(K) = ¥ a,X"(a,) périodique |.

n=0

C’est aussi une conséquence d’un théoréme de Szeco [26]; comme autre
conséquence de ce théoréme, nous avons

S(E)N I (K) = 5, (K)

parce que, si f(X) =2a,lX”e J(G), alors f(z) est solution d’une
n=0

équation différentielle linéaire a coefficients dans C(z), et n’admet donc

qu’un nombre fini de points singuliers.

CoroLLAIRE 2. — Soif K un corps commutatif de caractéristique zéro,
algébriquement clos.

Soient A€ R(K), @€ R(K) lels que &° = ®B°, s entier. Alors il existe
lFeA;={Te®R(K), T*=05} tl que @ =& T.

Remarquons que T =Eyn XreA;= (v,) est une suite périodique

n=0

de racines s-iéme de l'unité.

CoroLLAIRE 3. — Soit Ae®R(R) et sgn (a,)€f{o, 1, —1}. Alors :

E] a,| X"eRR) < sgn(a,)) est périodique,

n=0
ProrosiTioN 4. — Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro
et E={oy ..., 04} un ensemble fini d’endomorphismes de K.
Soit @@= a,X"e®R(K), el considérons 70 =W 0.(a:) X", 5 = (z.),
n n
a.€E pour fout n.

Alors

#=cAeR(K) < IAm>x1 tel queoyrm(AGyirm) = u(Ayrrm)
pour p=o,1,...,m—1,TeN,
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Soit c€E et Io={n, o,(a,) =c(a)} =I(B—c@), et le raison-
nement est analogue a celui de la proposition 3.

3. Extension du corps de base.
Pour R, la proposition 2 du chapitre I se précise ainsi :

ProposiTioN 5. — Soit k un corps commutatif de caractéristique zéro,
et K une extension algébrique de degré fini d de k.

Alors R(K) est une R (k)-algébre entiére, libre, de rang d.

Supposons K galoisienne sur k, et soit K = k(9); soit F(X) le poly-
néme irréductible sur k de 0.

Soit A={T, TeR(K), F(T) =o01.
Tout A e R(K) s’écrit

A= +Q0+... 4+ 0, aer),

el pour tout e A,

B = 4T +...Fa, i
a méme polynéme caractéristique que A (« conjugué » de Q).

Remarquons que T =2 T Xr€eA = v, =0,00), c,€Gal(K[k) et (5.)

n=0

périodique.

ProprosITION 6. — Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro,
algébriquement clos. K s’identifie @ un sous-corps de R (K).

La fermeture intégrale de K dans ®(K) est S,(K), et S,(K) est inté-
gralement fermée dans R (K).

Soit @& =Z a,X"€ R (K), entier sur $,(K)

AS 4+ B A ...+ By=0, B;eS,(K), @,:Zb,,,,-xrt
n=0
soit
Pn(yh) = Yé‘i‘ bn,1 Y- T+t bn,ss

il existe un entier m>.1 tel que P, (Y) = P,.(Y) pour tout n, d’ou

a e $,(K).
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CuariTrRe III.

Anneaux de Fatou.

1. Définitions.

1° Soit K un corps commutatif; une fraction rationnelle

P(X)/Q(X) e K(X)

est dite normalisée si deg P << deg Q, (P, Q) = 1 et Q(o) = 1. Nous

lui associons alors sa série de Taylor a I’origine Za,lX”GG{(K).

n=0

20 ProrosiTiON 1. — Soit A un anneau commutatif unitaire intégre,
et soit K son corps des quotients. Les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

() ®(4) = R (4, K);
(ii) Pour toute fraction rationnelle normalisée

P(X)/Q(X) =X a.X e R (K),

n=0
a,€ A pour tout n implique Q(X)e A[X].

REMARQUES.

Il en résulte que P(X)€ A[X], et que les zéros de Q*(X), polyndome
réciproque de Q(X) (qui sont les inverses des poles de la fraction ration-
nelle), sont des entiers algébriques sur A.

Si L est un corps commutatif quelconque contenant K, et si A est
un anneau de Fatou, ® (4, L) = R (4).

ExempLES : Un corps commutatif, Z (lemme de Fatou [16]), un anneau
de Dedekind [22] un anneau factoriel [14] sont des anneaux de Fatou.

2. Propriétés.

ProrosiTioN 2. — Soient L un corps commutatif, (As)ser une famille

de sous-anneaux de L, A = m A.. Si chaque A, est un anneau de Fatou,
ael
alors A est un anneau de Fatou.
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Soient K le corps des quotients de A, K. celui de A., K< K,. Soit

P(X)/Q(X)e K(X), normalisée, et P(X)/Q(X) =Z a,X", a,€A pour

tout n. Alors pour chaque «, Q(X)e€ A.[X].

CoroLLAIRE. — Tout anneau commutatif unitaire intégre posséde une
enveloppe de Fatou (plus petit anneau de Fatou le contenant).

En effet, le corps des quotients K de A est un anneau de Fatou, et
donc l’ensemble des sous-anneaux de K, contenant A et qui soient de
Fatou, n’est pas vide.

ProrosiTioNn 3. — Un anneau de Faftou est complétement intégrale-
ment clos.

Soit € K, corps des quotients de A, tel qu’il existe de A, d=o

et da*€ A pour tout n. AIorsEda"x":d/(x—aX) est normalisée

n=0

dans K(X), d’ou € A.

ProrosiTioN 4. — Soient K un corps commutatif, v une valuation
non ftriviale de K, A Uanneau de la valuation.
A est un anneau de Fafou si, et seulement si, v est de hauteur 1.

Si A est de Fatou, donc completement intégralement clos, v est de
hauteur 1 ([9], chap. VI, § 4, prop. 9).
Supposons » de hauteur 1, et soit K, le complété de K pour v. Soit

@ =Y a,X"=P(X)/Q(X)eK(X), normaliséc. En nous plagant
n=0

dans un corps de décomposition sur K; de Q(X) muni d’un prolon-

gement de v :

a, €A pour tout n = |a.|<=1 pour tout n.

Le rayon de convergence de la série Z a,z" est supérieur ou égal a 1,
n=0
les poles de la fraction rationnelle sont extérieurs au dique unité. Les zéros
de Q"(X) sont de valeur absolue =1, donc Q"(X)e A[X].

REMARQUE. — La démonstration montre que si

Y a.X"=P(X)/Q(X)e K (X),

n=on

normolisée, est telle que lim|a, |/"—1, alors Q(X)e A[X].
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TaEOREME. — Soient K un corps commutatif, et A un sous-anneau
de K intersection d’anneaux de valuation de K de hauteur 1. Alors A est
un anneau de Fatou.

CoroLLAIRE 1. — Un anneau de Krull est un anneau de Fatou.

Nous retrouvons ainsi les exemples cités dans le paragraphe 1.

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau noethérien. Alors :

A est un anneau de Fafou < A est intégralement clos.

Cela résulte, pour un anneau noethérien, de I’équivalence entre éfre
intégralement clos et étre de Krull.

ProposITION 5. — Soienf A un anneau de Fatou, de corps des quo-
tients K, L une extension algébrique de degré fini de K, A' 'anneau des
entiers algébriques de L sur A. Alors A’ est un anneau de Fatou.

LemME [22]. — Soient A un anneau commutatif unitaire intégre, K son

corps des quotients. Soitz a,X"=P(X)/Q(X)eR(A, K), normalisée,

n=0
Api-h = q1 Apy-h—1 + e + qrQn, Vn é o, ql' € K’

alors il existe une suite (a,) de A vérifiant la méme relalion de récurrence
que les (a), et telle que dy=a,=...=a)_,=o.

Démonstration de la proposition 5. — Soit

Q= i a,X"=P(X)/0(X)e R (4, L),

n=0
normalisée.
Par le lemme, nous pouvons toujours supposer P(X) = aX", ae L.

(a) Supposons L extension purement inséparable de K. p étant la
caractéristique de K, il existe un entier e tel que a;°€ A pour tout n,

" s P1X) _ P(X)”
2 X7 = 05 = 007

est normalisée dans K (X).

Il en résulte que Q(X)” €A[X], dou Q(X)eA'[X] par le lemme
de Gauss.
BULL. SOC. MATH. — T. 98, FASC. 3. 15
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(b) Supposons L séparable sur K, et soit L, ’extension galoisienne
engendrée par L; soit G = Gal (L;/K). Considérons

H<Za(a,l)X"> =Z b, X" (produit au sens usuel),

ceG n

b.€A pour tout n; soit d = [L, : K], [N(a)X‘”’“”]/[[IQ“(X)] est

CEG
normalisée dans K (X), d’ou €

0.X) =[] X eA[XIcA[X], et Q(X)eA'[X].

ceG

COROLLAIRE. — Soient A un anneau de Fatou, et A Uanneau de lous
les entiers algébriques sur A (dans une cléture algébrique de K). Alors A
est un anneau de Fatou.

En particulier, I’anneau des entiers algébriques sur Z est un anneau
de Fatou.

CHaPITRE IV.

Groupes des unités de R (K).

Tous les corps considérés dans ce chapitre et les chapitres suivants
sont commutatifs, de caractéristique zéro.

1. Groupes des unités de R (C).

1° Nous avons défini

M= Za,,X", J o1, ..., 92 fonctions entiéres de type exponentiel

n=0
h

.. \ .
minimum telles que an=z 9i(n)a}, a;€ G ).
i=1

Ol est une C-algébre de Hadamard, ® (C) est une sous-algébre de O,

ProrositioN 1 [15]. — Pour que & =2a,lX” soit dans M, il faut
n=—o0

et il suffit que f(2) =E a,z" soit le germe a lorigine d’une fonction nulle

n==0
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a Uinfini, holomorphe dans G — Sy, o1 S, est un ensemble fini de points,
ne contenant pas Uorigine.

h

Si an=2(9i(n)a’;, Iensemble des points singuliers S, de [ est
i=1
{g7'yi=1, ..., h}.

TatoriME 1. — Soit a=2p(n)Xu, P({)eC[t]. Si @ posséde une
n=:-0

factorisation & = @. € dans I, alors & et C sont dans ®(C).

Si f(z) est une fonction entiére, considérons

hy () = Tim 2BLLT D1,
r>w r
Posons

K(A, c)={f, f entiére et hy(0) = A, hy(m) = A, hy(=7[2) = c].

Nous avons besoin des lemmes suivants :

LemMmE 1 [10]. — Soit

F@=Yaz, acC Imla|"<+o.

n=0

Si F(z) définit une fonction nulle a I'infini, holomorphe en dehors du secteur

|z]| =e? et |z|=e", avec —c=9 =argz-c, A > o,
9=—c e ¢o=c avec e |z| e,

alors il existe fe K (A, c) telle que f(n) = a. pour lout n.

Lemme 2 [10] (théoréme de Carlson). — Si fe K(A, c¢) avecc <m
et f(n) = o pour tout n, alors f = o.

LemMmE 3. — Si f est une fonction entiére de type exponentiel qui n’a
qu’'un nombre fini de zéros dans G, alors f(z) = e P(z), ot aeC el
P(z)e C[z].

LemMmE 4 [13] (approximations diophantiennes simultanées). — Soient
%, ..., o des nombres réels de )o, 1). Alors quel que soit h > 1, il existe
des entiers non nuls m, m, ..., m; lels que | «;— (mn;/m)| < 1/mh pour
j=1, ..., k
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Démonstration du théoréme 1. — Soient

@ =Z b.Xrem, e =2 X em,
n n

tels que b..c.= P(n) pour tout n.

Soient F(z) =2 b.z", G(2) =2c,,z”, Zi, ..., 2 les points singu-

n=0 n=0

liers de F, z..1, ..., 2+ ceux de G, et posons z;=p; €%, Il existe des
entiers m, my, ..., m; tels que

% __my
2T m

I

5m

Sur chaque cercle de centre O et de rayon p;, considérons le poly-
gone régulier de m cotés ayant un sommet sur I’axe réel positif. Appe-
lons & I'ensemble des arcs de ces cercles de milieux les sommets des
polygones et d’angle 27/5 m; les points singuliers de F et G sont sur des
arcs de &. Considérons

Frop @) =X buermz™, (D) =2 busrmt’,

r=0 r=o0
@ @
G, w (Z) =2 Cytrm g, 'Jﬁp. (t) = 2 Cytrm t.
r=o0 r=o0

De la proposition 1, chap I, qui s’applique ici, nous déduisons que les
points singuliers de ¢, (f) et y,(f) sont sur des arcs centrés sur I'axe
réel positif et d’angle 27/5; il existe donc un secteur du type décrit dans
le lemme 1 avec ¢ < 7/2, et contenant ces points singuliers. Il existe
deux fonctions de K(4, c), fu. et g, telles que

bp,H-m = fp, (I'), Cp.+7'1n = gy. (I')

et
fu(@) gu(r) —P(x +rm) =o pour tout r>. o.

Par le lemme 2, f.(2)9u.(z2) =P(» +m2)=P,(z), VzeCG. D’ou

fu@ = €% Qu(@,  gu.(2) =€+ Ryu(2),
Bu» Yw€C;  Qu RyeC[z].
Il en résulte

A
‘P&L(t)='(l__%’ q"u(t)z(l_'i—_%%)f)z_’
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Ay, B, polyndmes, degAu< sy, deg By<<ly; uy, v,€C, up.v,=1,
d’ot
m—1

o X, Ay (X" Xv Bu(X”
F(X)=2_‘zl—iu—%(x—% G(X) Z(I_v”(xm)?u

CoROLLAIRE 1. — Si @ a un péle simple, alors les piles de & et € sont
simples. En particulier, pour € = 9,

m—1 m—1

_ N b X byt X
B—= Y —r el =

T e [ — uy, X™ 2 I— uﬁX”

u=0
by, uy,€ G pour . =o, 1, ..., m—1.
s Up.

CorOLLAIRE 2. — Soit A€ R(C), & n’ayant qu'un seul péle. Alors
toute factorisation de & dans OW est une factorisation dans ®(C).

Toute factorisation d’un élément de 2(C) dans O est une factorisation
dans £(C).

Toute factorisation d’un élément de «(C) dans O est une factorisation
dans £(G).

COROLLAIRE 3. — O ef ®R(C) ont méme groupe d’unités.

Le corollaire 1 nous permet de caractériser les éléments inversibles
de ®R(C).

TutorEME 2. — Pour qu'un élément & _—_Z a, X" de ®R(G) soit
n=o0
inversible dans R (GC), il faut et il suffit qu’il existe un entier m=>. 1 el
des nombres complexes non nuls a,, ..., «,—, tels que, pour u =o, 1, ...
m-—1, ay=o el ay.rn=ay.ay pour fout r> o.

2. Groupe des unités de R (K).

TutoreME 3. — Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro.

Un élément & =ZaﬂX" de R(K) est inversible dans R (K) si ef seule-
n=o

ment s’il existe un entier m>- 1 et des éléments non nuls de K, o, ..., dpn_y

tels que, pour p.=o, 1, ...,m—1, auZo e Quirm=ay.o} pour

tout r>. o.
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Le théoréme 3 résulte du théoréme 2 et de la proposition suivante :
ProrosiTioN 2. — Soift K un corps commutatif contenant Q, et soit

a =Y a,X"eqr(K).
n—0

Alors :

(@) 11 existe une Q-algébre de type fini L, contenant tous les a, et tous
les coefficients de la récurrence (de longueur minimale) entre les a,..

(b) 11 existe un sous-corps K, de K, de degré de transcendance sur Q
fini tel que A e R (K,).

En effet, soit a,.1 == ¢:@uri—s +. ..+ qra, la récurrence de longueur
minimale vérifiée par les a,. Il suffit de prendre pour L I’algébre engendrée
sur Q par a, ..., a1 etqi, ..., q, et pour K, 'extension de Q engendrée
par ces éléments. Il suffit alors de remarquer que K, est isomorphe a
un sous-corps de G pour obtenir le théoréme 3.

CoROLLAIRE. — Soit A un anneau de Fatou, de corps des quotients de
caractéristique zéro; et soit G le groupe des unités de R (A). Alors :

®©

N . . .
a =>_‘ . X"€g << il existe m>1,2,..., 201 € A" lels que,
n=0 pour (. =o0,1,...,Mm—1I,

a, €A et Quirm = Qu oy pour fout r> o.

Nous pouvons prendre par exemple pour A un anneau d’entiers algé-
briques sur Z, o A = K[t], K corps commutatif de caractéristique zéro.

Enoncons le théoréme 3 en termes de récurrence linéaire :

ProrosiTioN 3. — Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro.
Soit (a,) une suite d’éléments non nuls de K. Pour que les suites (a,.) et
(1/a,) vérifient chacune une relation de récurrence linéaire a coefficients
constants, il faut et il suffit que la suite (a.) soit formée d’un nombre fini
de progressions géomélriques réguliérement emboitées.

3. Applications.

ProrosiTioN 4. — Soit

3¢ (C) = Z @, X", a,€ G, lim|a, /"< +o0\.

n=0
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Soit A e 3¢’ (C); Uendomorphisme de 3¢'(C) défini par T+ &, T est
une convolution :

T() > #ljr T(u)@c(%)%,

ou I' est une courbe simple entourant U'origine et contenue dans le domaine
de convergence de & et T.

Pour que cet endomorphisme soit un automorphisme de ¢'(C) tels
que les noyaux A et A soient des fonctions holomorphes dans G privé
d’'un nombre fini de points, il faut et il suffit que & soit de la forme

m—1
ay, X
Z —I_—-}LTX&’ Ay, % € (o4 pour =0, 1, ..., M—1I,
is
w=0

ProrosITION 5. — Si un élément & de M vérifie une relation

By O+ By~ . .+ By= o,

avec B; €M, j=o,1,...,5—1, et B,€0(C), B;% 0, alors A€ R(C).

Il suffit de remarquer que — QA(B,A~'+...+4 B,_,)= B, est une
factorisation de @, dans Jn.

ProrosrTioN 6. — Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro,
algébriquement clos. L’équation T*= P(0), ot P(0)e®(K), a une solu-
tion dans R (K) si, et seulement si, le polygone P (X) est la puissance s-iéme
d’un polygéne Q(X). Toules les solutions sont alors de la forme Q(0).T,

ouTeA= { ZC"X"’ ¢»=1 pour fout n, et ({,) périodique \.

n

Si T, est une solution dans R (K), alors elle est dans £(K) (corol-
laire 2 du théoréme 1); il existe un entier m>1 et des polyndémes
Qu(X)e K[X] tels que

P(p+ mr)= Qu(r)’ pour p=o,1,...,m—I,

doit P(X) = Q(X)".

Le corollaire 2 de la proposition 3 (chap. II, § 2) compléte la démons-
tration,

ProposiTioN 7. — L’équation T°= P(0)h.+ Q(0), avec P # o,
Q#o0, a£0, degQ<s—2, n’a pas de solution dans R (C).
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h
S’il existe une solution & =Z a,X" dans ®R(C), a”ZZ P;(n) e,

i—=1
Par le méme raisonnement que celui de la démonstration du théoréme 1,
il existe un entier m:>1 tel que

13

fl-" (Z) =2 Pl(}L -+ mz) e%i(p+ms)

i=1
vérifie
fi (@) = P(p-+ mz) e #+7m3) 4 Q (p.+ mz),
soit une relation de la forme :

() = P@) e+ Q(2), degQ=s— 2.

En dérivant (s—1) cette relation, nous obtenons f(z).g(z) = R(2) e+,
d’ott f(z)= S(z) %, et @€« (C) contrairement a I’hypothése.

ProposiTioN 8. — Soit K un corps de nombres algébriques, A; son
anneau d’idéles, R(Ai, k) lalgébre de Hadamard associée (prop. 2,
chap. II).

a=2 a, X" est une unité de R(Ar, k) si et seulement s’il existe un
n
entier m> 1, des idéles a,, ..., a,, ltels que, pour p.=o, 1, ..., m—1,
ay est un idéle, el ay.,n= ay.o) pour loul r>o.

Soit a.= (a.,»), et considérons, pour chaque v, au=2a,l,pX”.
n

A est une unité de R (A, k) si et seulement si . est une unité de R (k.)
pour chaque v. Il existe done m, tel que

aV‘J.+l‘m‘,,|'= ap.,v-a{:,l" v réo‘

Par le lemme du théoréme de Mahler (chap. II, § 2), m. divise un
entier M qui ne dépend pas de v, et il suffit de prendre pour m le p. p. c. m.
des m,.

ProposiTiON 9. — Soit K un corps fini, alors ® (K*, K) est le groupe
des unités de R (K).

En effet, ®(K)= S,(K).
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CHAPITRE V,

Quotient de deux éléments de R (K).

K est un corps commutatif, de caractéristique zéro, et nous identifions
son sous-corps premier a Q.

1. Probléme du quotient.

Soient @ = 0, X" € R(K), B= Y, b, X" € R(K); si
n=0 n=~0

I(B)={n, by=o0}cI(Q),

Iéquation 3T = @ a des solutions dans #¢(K), mais en général n’a
pas de solution dans R (K).

Par le théoréme de Mahler (§ 2, chap. II), nous pouvons toujours
supposer I(3) fini; nous conviendrons alors de poser a.= b.c, avec
c,=1 pour ne€ I(®3). Cette convention sera sous-entendue dans toute
la suite.

Un certain nombre de conditions suffisantes ont été données pour
que 63.T= @ admette une solution dans ®R(K). C. PisoT conjecture :

(©) ¢.€Z pour tout n 32 . X" € R(Z).

Prorosition 1 (Porva-Cantor) [11]. — Si @€ £(K) et c. entier
algébrique pour tout n, alors

C= Z . X" € R (K).

G. PoLya a établi le résultat pour b,= n [25], D. G. CaANTOR I'a géné-
ralisé &4 b,= P(n), Pe G[X][11]. Par la proposition 2 du chapitre IV,
le résultat s’étend & b,= P(n), P K[X]; K, corps commutatif de carac-
téristique zéro et par la proposition 1 du chapitre I, & @ e £(K).

ProrositioNn 2 (Pisor [24]). — Soit b,= 7\x{f—|—ZPi(n)a;l, a;e O,
i=1
e Q' P;e C[X], avec | a;|<|«,| pour i=1, ..., r. Alors ¢, € Z pour tout
n implique Ce R(Z).
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En utilisant le principe de la démonstration de C. Pisor, ce résultat
se généralise dans deux directions :

Prorosition 3 (Mme PatHiaux [21]). — Si b,= P,(n)a} + Py (n)a%,
©€Q, ,€Q, P, e P,eQ[X], alors c, entier algébrique pour tout n
implique Ce R (Q).

CoRroLLAIRE. — Soient Ae R (Q), Be®(Q), b,= P,(n)a7 + P,(n)«!.
Si pour un entier s>.1, a,= b}, c., avec ¢, entier algébrique pour tout n,

alors C=2 . Xre®r(Q).

11 suffit de faire une récurrence sur s.

Prorosition 4. — Si b,= Py(n)«} —{—2 Pi(n)a}, o€ Q, P.eQ

i=1

el |o;|<|ag|, i=1, ..., T, alors

¢€Z, ¥Yn>o0 = CeR(Z).
Démonstration.

(a) 11 existe une extension galoisienne k de Q, de degré fini, telle
que A et Be®R(k); soit A I'anneau des entiers de k, il existe g,
g7 o tel que ¢+'b, €W pour tout n>o, nous pouvons supposer
B e ®(A); nous pouvons aussi supposer que les o; sont dans A et que
P(X)eA[X].

(b) Soit G=Gal(k/Q) et P,=] | PzcZ[X]. Posons p=r;]]P:.

ceG oHe
Comme

]]RMMF<H®ﬁ+EH®ﬂ>%

o#e

i=1

nous pouvons supposer P,(X)e€Z[X].
(c) Posons b,= Py(n)a} (1—u,) et v,= Po(n) U

Alors, pour s€ N,

Pg-{»—l
T—g =P (n) + Py (v, + ...
+P-Y—/'(n)vi+1 + +P (n)v*‘ + PO(n)’)fzi‘1
0 A oo 0 n P——o (n) —
et
Pg+l T > . n ;S‘l+1
PSPy 4o+ P @+ 00) + 20
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avec w,= a, %" (P;(n)+...+ P,/ (n)v}+ )
n n o 0 s -0 n "'—I—'vn’

a,
Co= 05"
blL

en posant c¢,= P (n)c,.
Comme I(3) est fini et b,€A pour tout n,

1 Nk/Q (bn) I =1 pour n=>.n,.

Par ailleurs, pour tout o€ G, Ec(b,l)X"e R (k), d’out
|ab. | <L Cop’ pour n>ng.
Il en résulte qu’il existe deux constantes positives C' et ¢’ telles que
| b | > C'p™ pour n>.n'.

Comme |v,|<4p"" avec p”<<1 par hypothése, il existe un entier
s>1 tel que
anvv+l

= Apn, avec p<1.

n

z‘mnX”em(G) et Ea” X" a un rayon de méromorphie stricte-

ment supérieur a 1; par le théoréme de Polya-Carlson [26], ¢, €Z pour

tout n implique Zc’,lX”eJ{(Z). Enfin, par le théoréme de Polya-

Cantor, 2 . X"eR(Z).
ProposiTiON 5. — Soit A€ ®(Q), Be®(Q) tels que

b,l=ZP,-(n)a;’, I>2 e |a|=|m|>ul (=3, ...,

Supposons que u,= Pi(n)a}+ P;(n)a3€Z pour tout n>o, et soit
a,= b,cp. Alors :
€2, Yn>o0 = Cer(2).

Nous pouvons toujours supposer a, et b, entiers algébriques pour
tout n. Posons b,= u,—uv,, et considérons

! s+1 an us+1 s a’l
C,L= u,, cn'—' b = arl (un + u vll + + vlt) +
n
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Comme pour la proposition 4, nous obtenons ECLIX"EG’\(Z) et par le

corollaire de la proposition 3, chX”eu’\ ().

2. Suites de Poélya.

DErFiNiTION 1. — Une suite (a,) de Q est dite de Polya si, pour presque
tout nombre premier p, la valuation p-adique v, est triviale sur la suite (a,).

2 ((a»)) désigne lensemble des p pour lesquels v, n’est pas triviale sur
la suite.

Une suite de nombres algébriques (a.) est de Polya si la suite (N (a.)),
ot N(a) est la norme absolue de a, est une suite de Polya de Q.

L’ensemble des suites de Polya est multiplicativement stable.
DEFINITION 2. — Soit K un corps commutatif; une série Za,lX”
n-=—0
est dife une fonction de Polya s’il existe un entier m > 1, des éléments «,, .. .,
%, de K tels que pour p.=o, ..., m—1,

Ay iim= ay .oy pour tout {>o.

Les fonctions de Polya forment une partie multiplicativement stable

de ®R(K).

TuEOREME 1. — Soit K un corps commutatif contenant Q; soient

a=YaXer(K) o B=Y bhXer(K)

n=o n=0

el C=2 C,LX", déﬁnl par a,= bn Cn.

n=>0
Si (c.) esl une suite de Polya de Q, alors C est une fonclion de Pélya.

Pour @ € R (Z) et G == J, nous retrouvons un résultat de G. PoLva [25]:

ProrosiTion 6. — Soit c‘(:Za,lX”eLR(Z) tel que < ((a.)) soit
n=0
fini. Alors il existe un entier m=>.1 et des entiers rationnels «,, |.=o,
I, ..., m—1, tels que

m—1 X
a w
A= Z _Gp R |
I___au"‘}(m
p=o0 i

REMARQUE. — La proposition 6 permet de donner une autre démons-
tration du théoréme 3 du chapitre IV, lorsque K = Q [unités de R (Q)].
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En effet, soit a:E a,X"€R(Q) tel que a,2o0 pour tout n, et
ZX"/a,lea(Q). Il existe q et ¢/, éléments non nuls de Z, tels que

n

u,= q*+'a,€Z, Vn>o,

In--1
— €24, VYn>o,

1t

Un=
d’olt
w.0n=(qq')"*

(u.) et (a.) sont des suites de Pdlya de Q.
Comme conséquence du théoréme 1, nous pouvons énoncer un résultat
de « localisation » :

TuEOREME 2. — Soit (a,) une suite de Polya de Q. Alors

“
a=z a,. X"e R(Q)

équivaut a : "
(i) Pour tout nombre premier p, c‘t,,=2|a,,, [, X"eR(Q), et
(i) A= 2 sgn(a,) X" € ® (Q).
n=0
REMARQUE. — Soit (a,) une suite de Q*. Alors :

(a.) est une suite de Polya <> pour presque tout p, &,= 9,

et nous avons une « formule du produit » dans ®(Q) :

a.a, l] a,=a.
P

3. Démonstration du théoréme 1.

LemMmE 1. — Soient & =2a,lX"eu‘<(G), 03:2 b, X"€ ®(C).
(a) Il existe un entier m>1 fel que, pour chaque p=o, 1, ..., m—1,
les couples

@ «©
—
Clm, W =2 ap.+tm Xt et J‘,’m, }L:Z bp,+tm Xt
t=0 t=0

satisfont a la propriété (m) :
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() Soient {a;} les poles de ., {5} ceux de B,,,; aucun des quo-
tients a;fa;, 3:/B;, @B, @:3;[x;3: n’est une racine de Uunité auire que 1.
(b) Si & et 33 satisfont a la propriété (m), et s’il existe une relation de
la forme ay.,im= Vi bysrem pour t>14,, alors a,= cy*b, pour lout n>o.

Si « est pole de &,,,, il existe o’ pole de & tel que « = a'7; il suffit de
considérer les quotients o;fo;, ..., relatifs a & et @, et de choisir un
entier m tel qu’aucune puissance m-ieme de ces quotients ne soit une
racine de I'unité autre que 1.

Soient

dn=2pi(n)9‘;l, bn=2 Qi(n)ﬁlfl’

i=1 i=1

A et @ satisfaisant a (7), et supposons ay.,im= ¢y Y} bystrm pour f>=1,.
Les «* sont distincts par (), de méme les 3/, d’ou [=1I, et en arran-
geant convenablement les indices :

w'="1f (=1 ...,D

d’out o;= yf3; par (m).

i

Par ailleurs,
Pi(p+ tm) = cy Qi(+ 4 tm) (i=1,...,Ltxt),
d’ou '
P;(X)=cQ:«(X) (i=1,...,10.

ReEMARQUE. — Pour (b), il suffit de supposer a,=cy"b, pour une
infinité de n, et d’utiliser le théoréme de Mahler.

LemMmE 2. — Soit a:z a,X"€R(Q), et soit p un nombre premier.
n=o0
Alors il existe un entier m>~1, et un entier m,, ltels que t > v,(@mu,+n)
soit une fonction affine.
Démonstration.
(a) Nous pouvons supposer A€ R(Z) puisqu’il existe ¢e€Z, g=¢
tel que q"+'a,€Z pour tout n.

(b) Soit E un anneau commulatif fini, et soit (a,) une suile de E vérifiant
une relation de récurrence linéaire

Ani-n = q1 An-h—1 + R + qrQn, q;€ E, qh¢ 0.

Alors la suite (a,.) est périodique a partir d’un certain rang no; et si g
est inversible dans E, n,= o (suife strictement périodique).
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11 suffit de considérer la relation :

T ] [o 1 o ... o7 a.
O O 1 e [}
o I
L apin _qlz BRI q: [/Fy B B/ PR |
Api=M.A,.

Comme E est fini, il existe T'> o, n,>~ o tels que 4,,,. = 4,,, d’ou
Anysrin=Au+n pour tout n>o. Si ¢,€E, M est inversible, et
A,.r=A, pour tout n>xo.

(¢) Soit K un corps commutatif valué, de valuation discréte, de corps
résiduel fini; soient A son anneau de valuation, UL son groupe d’unités.
Soit (a.) une suite de A vérifiant une relation de récurrence linéaire (de lon-
gqueur minimale)

€A, j=1,...,h—1,

Ansn= 1 Ap-h—1 + .o ‘I‘ qrQn Qe ‘ll,

alors il existe une sous-suile (a,.:m) de valuation constante.

En effet, soit a, tel que
ay|=inf(|a ], ..., |- ]),
et posons a,=m'ay, a,€U.
m étant une uniformisante,
a,= m’a, pour tout n> o,
Les a, sont dans A, et vérifient la méme relation de récurrence que

les a,. Modulo I'idéal maximal de A, la suite (a,) est strictement pério-
dique et @, o.

@) K, A, U étant les mémes que dans (c), soit (a,) une suite de K,
définie par

a,=Y P(n)a;, €A, PeK[X],

i=1
alors il existe une sous-suite (ay...) lelle que t+>v(ay+wm) soit affine
pour t>1,.

En multipliant les a, par g€ A, nous pouvons supposer P;e A[X].
Séparons les «; en 2, ..., ;; €U, et oy gy ..., U, 015, Sil=s5,
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c’est le cas (¢). Sil==o. posons o;=m"a", 2 €U, et soit v=infy,.
Posons alors

s
3, 1 ’ 7
af=7:lai’ a/z=2Pi(n)ai"!
i—=1

alors a,= m'-da/,, et nous raisonnons sur la suite (a,).
Supposons donc o<<l<s; et posons

s

!
w=Y Pin)a, v.= Y, Pi(n)a,

i=1 i=[l+1

soit |7 P=inf(| a1y «oe,

os|), A> o, alors

[o.| <, W n>o.

Les (u,) vérifient une relation de récurrence linéaire :

€A j=1, ...,k
Wnth= Qi Unsn—1F- -« + Quln % Z;E‘U: !

A
puisque X'—gq, X"—1— . '—q":l_[ (X — o)y, my= degP;, il existe
=1
une sous-suite (#,..,) de valuation constante, d’olt

V(Qy+im) = V(Uy+1m)+ v (24 tm) pour {4,

(e) Soit ae R(Z), Apy =1 an+/z--1+- .o + qnQn, qiezt

Considérons le corps de décomposition k sur Q de X" — q, X'—'—. . .—qy,
A son anneau d’entiers. Soit ¢ un idéal premier de A au-dessus de p, et
soit K le complété de k pour la valuation T-adique.

11 suffit d’appliquer (d).

(f) le lemme 2 peut s’énoncer pour un corps de nombres k :

Soit cl:EanX"e(K(k). Pour toute valuation non archimédienne v

n
de k, il existe une sous-suile (@, tm)ex0, Mo et m dépendant de v, telle que
t—v(au,~+m) soit une fonction affine.

Démonstration du théoréme 1 :

(@) K= Q. — Nous faisons une récurrence sur = card < ((c.)).

l=o, alors ¢,{1,—1, o}; il suffit d’appliquer la proposition 3 du
chapitre II.
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Nous pouvons toujours supposer que ¢t et @ satisfont a la propriété (m)
du lemme 1, sinon nous raisonnons sur chaque couple (¢, ws B, )
Par le théoréme de Mahler, nous pouvons supposer I(Q) fini, donc I(d3)
fini. Pour les ¢, non nuls, posons

€= &,.p9" ... pH, Gp€{—1, 41}, ¢;(n)€Z.
Il existe une sous-suite (ay,..n,) telle que ti>wv, (ay, ..n,) soit affine
pour ixt; de la suite (by,+cm,), DOUs pouvons extraire une sous-

suite (by,-m,) de valuation v, affine pour {>.f,. Il existe donc une
Suite (cp.-p-tm) te]le que

Up, (Cprtm) =248 pour (x.{,.

Posons
Ayv-tm= p)1 S @y tms
alors
a:u.+ tm= C’p.+ tm bp.+tm pour ixt,
avec
Cpoe tm = gt PTET L pyre+ tm),

£

5 . N : : .

Par I'hypothése de récurrence, ZCM,,”X‘ est une fonction de Polya;
t=0

il existe donc m'>1 tel que ¢y_ ., = ¢, ¥¥, d’olt

Ayitny= CyY5. busreny pour tout {14,

et par le lemme 1,
a,=cy"b, pour tout n.

(b)) K= Q. — 1l existe une extension galoisienne k de Q, de degré
fini, contenant tous les a,, b., ainsi que les coefficients des récurrences
qu’ils satisfont; soient G= Gal(k/Q), et N I’application-norme de k dans Q.

o (@)= 2 o(a,)X"€R (k) pour tout s€ G,

et
N(Q) =2 N(a,) X e ®(Q).

Soit d=[k: Q], N(a.)= ¢! N(b,), d’ou, par (a),

ZcﬁX” est une fonction de Polya.

n

BULL. SOC. MATH, — T. 98, FASC. 3. 16
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Il existe m>. 1, tel que
C}L—o— tm = C{JI. . Ti’"

soit 0, tel que Of=ry,, alors cuim=c,.04.%, avec {!=1, mais
alors @y im= cy.04.byitm.Cs
d’ou, par la proposition 3, chap. II,

z ¢, X* est une fonction de Polya et 2 ¢, X" est une fonction de Pdlya.

12 n
(¢) K = G. — 1l existe une Q-algébre L, de type fini, contenant tous
les a,, b., et les coefficients des récurrences correspondantes (prop. 2,

chap. IV). Il existe un Q-homomorphisme ¢ de L dans Q. Comme ¢ ()
et o(®)e® (Q), et ¢(a) =¢(b.).c. nous sommes ramenés a (c).

(d) K corps commutatif de caractéristique zéro. — Par la propo-
sition 2 du chapitre IV, il existe un corps K, ayant un degré de trans-
cendance fini sur Q, et tel que A€ R(K,), B € R(K,). K, est isomorphe
4 un sous-corps de C.

4. Théoréme de Polya pour un corps de nombres.

TutorEME 3 — Soient k un corps de nombres algébriques, et (a.) une
suite de Polya de k. Alors :

a =Z a.X"e®(k) < @ est une fonction de Polya.

n=0

Nous pouvons toujours supposer a,2 o pour tout n; soit N I'appli-
cation-norme de k dans Q. Lorsque A€ ® (k), 3 = N(&X) est une fonc-
tion de Polya dans ®(Q), donc inversible dans R (Q). & est alors
elle-méme inversible dans ® (k), et par suite une fonction de Pélya.

COROLLAIRE. — Soit (a,) une suite de Polya de nombres algébriques. Alors :
a =2 0. X"e®(Q) < @ est une fonction de Polya.
n=0
5. Applications.
Soit a€ Q*, a~ =1; soit (¢(n)) une suite de Z. Alors :
on n N —Z (n n
a=YarXer(Q) < IaFXeR(Q)
n=0 n=20
< dAm>1, telque,pourp.=o,1,...,m—r1,
t> ¢(v +tm) est une fonction affine.

En effet, (a#"”) est une suite de Pdlya de Q.
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CoroLLAIRE 1. — Soit (a.) une suite de Q,. Alors :

2!a,,|pX"eﬁi(Q) < 3dAm>1, ftel que, pour p.=o0,1, ..., m—1,

n=>0

te> v, (aysem) est affine.

CoroOLLAIRE 2. — Soit (a,) une suite de Q,, et posons, pour a,= o,

= p—"»@) b, pour @,= o, by=o0. Si A = a, X € R(Q,), alors :
P p »

n

Yla|Xer(Q = I bX'€r(Q)

11 suffit d’appliquer le théoréme 1 et la proposition 7.

»

. [e4
PROPOSITION 8. — Soif O = E Zn

Bn
n=0
(2, Brn) = 1. Supposons que Z ((«,)) soit fini et que Z((a.)) N2 ((3.)) = 9.
Alors 2 o, X" et Z B. X» sont des fonctions de Polya.

n n

XeR(Q), 2, €Z—{0},L,eN—{o]

Il existe g€Z—{o}, tel que q"+1%=unez pour tout n. D’oun
2((2,)) fini = 2((3.)) et 2((u.)) sont finis.

Pour tout pe2((x)), comme pé&Z((3.)), 2 lan], X"e®R (Q), et il

suffit d’appliquer le théoréme 2.

CoroLLAIRE 1. — Soit (a,) une suite de Z— {o|. Alors :

i Xa, e R(Q) = i a,X"€ R(Z).

n=o0 n=o0

CoroLLAIRE 2. — Soit (a,) une suite d’entiers algébriques non nuls.
Si 2 X'|a,€ ®(Q), alors 2 a, X" est une fonction de Pélya.

n

PropositioN 9. — Soit f(X) =P(X)/Q(X) €Q(X). Si f n’est pas
une constante, I’ensemble des nombres premiers, qui divisent I'un des termes
de la suite (f(n)), est infini [ou qui divisent seulement une sous-suite

(f(» + tm))en]-
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En effet, si 2((f(n))) est fini, par le théoréme 1, E f(n) X" est une
n=0

fonction de Polya, d’ou f est un polyndme de degré zéro.

PropositioNn 10. — Il n’exisle pas de fraction rationnelle
P(X)[Q(X) € G(X),

non polynéme, telle que f(n) soit entier algébrique pour tout n (ou seule-
ment pour les n d’une progression arithmétique).

11 suffit d’appliquer le théoréme de Pdlya-Cantor (propos. 1).

ProposiTioN 11. — Soient & = Y ¢, X"€R(Z), B = ¥ b, X" € R (D),

n

a, = b,c,. Supposons que :

(i) c.€Z pour toul n;

(i) 2(e)nZ((B) est fini;

(iii) sup 7(c.) < + o0, ot 7(d) est le nombre de diviseurs positifs de
deZ—l{lo }y T(0) =o.

Alors (c.) est une suite de Polya, et elle est périodique.

Pour @ =9, nous retrouvons un résultat de J. BersteL [8]. Nous

pouvons toujours supposer que & et @ satisfont a la propriété (m) du
lemme 1. Soit

~
a, :z P; (n) 1?5 An-t = G1 Qnn—1 +... +quat, q; € Z’

i=1

la récurrence de longueur minimale. Supposons que Z((c,)) ne soit pas
fini. Soient p, € Z((c.)), p: & Z((b.)), et p, ne divisant pas g;. Modulo p,,
la suite (¢.) est strictement périodique, il existe une sous-suite (cy,-cm,)
dont tous les termes sont divisibles par p;. Si Z((cy,«m,)) était fini,
par la proposition 3 du chapitre II, (cy,.-.n,) serait périodique et, par
le lemme 1, (c,) serait constante. Il existe donc p,€ Z((Cy,+m,))s P27 Pis
P& 2((by,+m,)), et p. ne divisant pas ¢,. Comme

Qyrin =Y, Pi(p- +tm) " (a")  [o" distinets par (z)],

i=1

[T @—arymri=X. =gy
i=1
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La suite (dy,-..,) modulo p, est strictement périodique, et p, divise
tous les termes d’une sous-suite (cy,...,). Nous construisons ainsi une
suite infinie de nombres premiers distincts p;, p., ... divisant des termes
de la suite (c,), contrairement & I'hypothése supt(c,) < 4+ 0.

n

ProposITION 12. — Si Péquation &.T =3, otr @€ R(Q), admet une
solution dans 3¢(N), ou A est anneau d’entiers de Q, alors cette solu-
tion est dans ® ().

C’est un cas particulier de la conjecture de Pisort.

CHAPITRE VI.

Suites de S-unités.

Soient k un corps de nombres algébriques, A son anneau d’entiers,
U son groupe d’unités; soit M I'ensemble des valuations de k, j le groupe
des idéles de k. Pour toute partie finie S de Mj;, contenant I'ensemble S..

des valuations archimédiennes, considérons js= Hk: n U, k* se
vEs veEs
plonge canoniquement dans j, soit k, I'image réciproque de js; k. est
le groupe des S-unités de k.
Le théoréme de Dirichlet-Minkowski-Hasse-Chevalley [28] donne la
structure de ks : il existe ! S-unités fondamentales ¢, ... ¢; telles que
toute S-unité : s’écrit de maniére unique

2 == (g
E=68 ..

uy

&

u,€Z, ¢ racine de l'unité dans k, et ks~ GXZ!, ou G est le groupe
des racines de l'unité de k. Pour S = S.., alors ks= U, et [ = r, nombre
de Dirichlet de k.

Nous allons montrer que ces propriétés se « fonctorisent » par R.

1. Suites d’unités de k.

TutoreME 1. — Soit (a.) une suite de U, vérifiant une relation de
récurrence linéaire a coefficients constants. Il existe alors un entier
m>1 des unités «,, ..., %n_y, tels que, pour p=o,1,...,m—1,
Ay +n = @y oy, pour tout 1> o.

Soit & =2 a,X"€ R (U, k); par I'application-norme N de k dans Q :

B=N@Qe®R(Q) et @*=a.
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@ est donc inversible dans ®(k), et il suffit d’appliquer le théo-
réme 2 du chapitre IV.

CoroLLAIRE. — Toute suite d’unités algébriques vérifiant une relation
de récurrence linéaire a coefficients constants (nécessairement algébriques)
est formée d’un nombre fini de progressions géométriques réguliérement
emboitées.

TuEOREME 2. — Soient Q la cléture algébrique de Q, A son anneau
d’entiers, U son groupe d’unités, I' son groupe de racines de Iunité.

Alors ® (U, Q) est le groupe des unités de & (N) et R (T, Q) est le groupe
de torsion de ® (L, Q).

Si a=2a,lX”ecR(‘1_L, Q), il existe un corps de nombres algé-

briques k tels que A€ R (k), et @ est inversible dans R (k) par le théo-
reme 1.

Si @ est un élément de torsion de ®(AU, Q), alors ae®(T, Q).

Réciproquement, si @e®(T, Q), comme I'nk est fini, il existe un
entier e tel que @°=o.

Rappelons que m(ﬁf) est une R (Z)-algebre entiere.
CoroLLAIRE. — Toute suite de racines de l'unité vérifiant une relation
de récurrence linéaire a coefficients constants est périodique.

Pour décrire la structure de ®(U, k), introduisons la définition
suivante :

DEeriNITION. — Soit K un corps commulatif (ou un anneau de Fatou),
S;(K) =), a.X", AP, ..., P, €K[X], pour p=o, ..., m—1,
n=0
degP,j et ay.in= Py (!) pour tout téo) .

S;(K) est un sous-groupe additif de R (K) [et de % (K)],
So(K) est une sous-algébre de R (K).

THEOREME 3.

R(A) est un R (Z) -module libre de type fini [el une R (Z)-algébre entiére].

R (U, k) est le groupe des unités de R(A) ef R(U, k)~ S, XS,
o1 S est un sous-groupe de S,(k), dont fous les éléments sont d’ordre — e,
S: le groupe abélien S,(Z), et r le nombre de Dirichlet de k.
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Soit ¢ une unité fondamentale de k; soit (¢(n)) une suite de Z. Par le
théoréme 1,

deanXrerl) < o)X eS.(D).

n

L’application 25?‘">X’11—>E 9(n)X* est un isomorphisme du

n n

groupe multiplicatif ®R. = { Z e X e R (k) } sur le groupe additif S, (Z).

n

Soit &4, .y &~ des unités fondamentales de k; soit & = Z . X*e R (U, k).
n
Posons

a, = Cn Ef‘(m e 3%"("), Cu € G, (P] (n) € z.
Comme @ est une fonction de Poélya, il existe un entier m>.1 tel que

Ay tm = ayop pour tout £ et p =o, 1, ..., m— 1; par l'unicité de la
représentation des unités, nous déduisons

Y o;(MXreS(@) pour j=r,...,rT

n

et
Dt Xre So(k).

Soit e l'ordre de G, alors S, = { @€ S,(k), A= ¢ |. Notons le corol-
laire suivant :

COROLLAIRE. — Soif ¢ une unité de k, non racine de Uunité; soit (9 (n))
une suite de Z, Alors :

Y Fxrer(E) = Y o)X €S (@)

n=0 n=0

2. Suites de S-unités.

Soit S une partie finie de M;, contenant S..
Toute suite de S-unités de k est une suite de Polya. Toute suite de
Polya, (a,), de nombres algébriques telle que Z . X"e® (Q), est une

n

suite de S-unités d’un corps de nombres k pour un certain S.
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ProrosrTioN 1. — Soit (a,) une suite de S-unités de k. Alors :

a :2 a.X"e®(k) < @ est une fonction de Pélya.

n

ProposITION 2. — Soit Gs= R(ks, k); alors Gs est un sous-groupe
du groupe des unités G de R (k) et § =limg,.
_
S

11 suffit d’appliquer le théoréme 3 du chapitre V.

THEOREME 4. — Si ks~ GXZ!, alors Gs ~ Sy xS:(2Z)'.

C’est une généralisation du théoréme 3. Il suffit de remarquer que
si ¢ est une S-unité, non unité algébrique, alors

2 €900 X > Z 9 (n) X"

n

est encore un isomorphisme du groupe multiplicatif ®. sur le groupe
additif S,(Z) par la proposition 7 du chapitre V.

CoroLLAIRE 1. — Soit @€ Q*, @ non racine de lunité; soit (3(n))
une suite de Z. Alors

E ;P Xre R (6) —> zq—?(u)Xn € (R(_Q)

=¥ ()X S\ (2).

n

COROLLAIRE 2. — Soit E un sous-groupe (mulfiplicatif) de type fini
de Q*. Alors & (E, Q) est un sous-groupe du groupe des unités de ®(Q).

Signalons pour G, le résultat suivant :

ProrosiTION 3. — Soit D=1{z z€C, |z| =1}. Alors ®(D, C) est
un sous-groupe du groupe des unités de ®(G) et ®(T, C) est son sous-
groupe de ftorsion.

CorOLLAIRE. — Soif & =2 a,X"e ®(C). Alors :

n=0

2 arg(a,) X"e R(C) = 2 | a,| X" e ®(G).
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APPENDICE

Nous signalons dans cet appendice certaines questions ouvertes et
certaines conjectures.

CoNJECTURES DE P1sor — Soit K un corps commutatif contenant Q,
algébriquement clos.

(P 1) Soient A, BeR(K). Si léquation B3.T = & posséde une solu-
tion dans #¢(Z), alors cette solution est dans R (Z).

P2) Soit AeRr(Z). Si Uéquation T<= & posséde une solution
dans 5 (Z), alors elle posséde une solution dans R (K).

Remarquons que (P 1) est conséquence de (P2) et de (P'1) :

(P'1) Soient &, BeR(Z). Si lUéquation B.T = a une solution
dans 3¢(Z), alors cette solution est dans R (Z).

En effet, si @ et e 6{(6), il existe un corps de nombres k tel que @,
@€ R (k), et par I'application-norme de k dans Q, d =[k: Q] :

N(@)= T!.N(®).

Par (P'1), T’e R (Z) et par (P2), TeR(Z).
Pour un corps commutatif de caractéristique zéro, nous nous ramenons

par la proposition 3 du chapitre IV au cas précédent.

C. P1sor a montré (P 2) pour A de la forme :

l
@ =2ha, + 3, PiO)hap 1€ C,,  Pi(0)€C[0],  A5Zo,
i=1
et
o] <|as| pour i=r,... 1 [24].

De méme, si & est de la forme P (0), (P2) est vérifiée [17].

Dans le chapitre V, le théoréme 1 a été établi lorsque (c.) est une
suite de Pé6lya de Q. Il nous semble raisonnable de le conjecturer pour
une suite de Polya d’un corps de nombres algébriques. Il suffirait de
démontrer :

(C) Soient k un corps de nombres algébriques, U son groupe d’unités;

soient &, B € R (k) avec a, = b,.c,. Si c,€U pour tout n, alors C =Z Xy

est une fonction de Polya. !
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Ce résultat permettrait de préciser les solutions de I'équation N (T) = @,
ae®r(Q), N lapplication-norme de k dans Q, lorsque cette équation
posséde une solution.

Notons que N(T)=P(8), P(0)e® (), s’étudie avec le théoréme 1
du chapitre IV. En particulier, « 'équation de Pell » N(T) = ¢ admet
un ensemble dénombrable G, de solutions, g, étant le sous-groupe

de R (U, k) des 2 a, X" tels que N(a,) =1 pour tout n.

Pour les anneaux -de Fatou (chap. III), signalons les problémes
suivants :

(a) La classe des anneaux de Fatou est-elle distincte de celle des anneaux
complétement intégralement clos et de celle des anneaux intersections
d’anneaux de valuation de hauteur 1 ?

(b) Les propriétés de lransfert de la propriété d’étre de Fatou, a un loca-
lisé, a un anneau de séries formelles, etc. J -P CAHEN a montré que si A
est de Fatou, A [X] est de Fatou.

Les principales propriétés de ®R(K) ont été démontrées lorsque K
est de caractéristique zéro. Si K est un corps fini, ®R(K) = S,(X).
Par contre, pour un corps non fini de caractéristique p, tous les pro-
blémes restent ouverts.

D’autres sous-algébres de ®R(K) peuvent étre étudiées, en parti-
culier, J(K) généralise R (K).

Les conjectures signalées sont des cas particuliers d’équations sur ® (K);
d’autres équations pourraient étre étudiées.

On peut également envisager divers produits de Hadamard a plu-
sieurs variables; certains résultats ont été obtenus dans le cas d’indé-
terminées non commutatives par des éléves de M.-P. SCHUTZENBERGER.
D’autres produits, que le produit de Hadamard, peuvent étre envi-
sagés, par exemple le produit de Hurwitz :

ul X[/ Ql
Yax ¥ nx=Yax,
n=0 n=0 n=0

avec
Co==bo+Clatp_y by +...+Clarrbr +...+asb.

Signalons que, pour un corps de nombres k, le plongement de k dans A,
ou J; permet des interprétations topologiques sur R (k).

Pour a = 2 a,X"eR(R), on peut considérer [A] =Z [a.] X",
n=>o0 n

ou [a] est la partie entiére de a. Des conditions sur la rationalité de [4]

ont été données par C. Prsor [24] et D. G. Canror [12].
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