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MODORVM QVIBVS FIGVRAE
PLANAE RECTILINEAE PER DIAGONALES
DIVIDVNTVR IN TRIANGVLA.

Auctore
TOH. ANDR. DE SEGNER.

"?’fn;mgnium per diagonalem in alia folui non poffe,
vtpote quod ex fe ipfo vno tantum modo com-
ponitur , notum eft : quadrilaterum autem ita diuidi
duplicem in :modum pofle , mox apparet. Neque dif-
“ficulter perfpicitur , modos , quibus quinque laterum
figura per diagonales in triangula foluitur, -quinque efle,
quorum quilibet difcrepat ab altero. Sex autem, vel
plurium  faterum ‘figurae, quot modis ita foluantar
enumerare difficilins eft ; eoque difficilins , quo plura,
funt figurae latera.  Soluitur autem hexagonum m
triangula 14 modis diverfis, hepragonum 42, ogdogo-
num 132, €NNeagonum 429; QuOs OUMCros mecum
‘benenclus communicauit fummus Ewulerus, modo, quo
«€0s reperit,, atque progrefionis ordine, wcelatis. Vtrum-
que -perfpiciendi cupido, poft tentamrina quaedam inania,
cos numeros eliciendi methodus occurrit adeo fimplex ,
¥t in ea acquielcendum mibi putaverim , quam hic
Proponam.

Triangulum prima ordine cft figurarum  planarum
reckilinearum , quadrilaterum fecunda, et ita dcinc':P:i;

Cc'2




204 pE. FIGVRIS RECTILINEIS

fic vt index ordinis. cuiuslibet repcriutuF, 2 Numerg,
lacerum figurae vel: angulorum: duabus: vnitatibus- fubery.
ais. Ex quo: fequitur ,, quod. neminem: latet:, biangy.
lum , vel lineam reéam: figuram: non: effe .. vtpote cy;;
index ordinis o refpondet..

Problema..

Dato: indice: ordinis- figurae: planae: retilineae

m; datoque numero: modorum:, quo- quaelibet eius ge~

neris. figura alia, ordinis, cuius: exponens- numero w

minor eft, in- triangula Oluitur : reperire numerum mo-

dorum ,, quibus, in: triangulu. folui: poteft figura: illa.

ordinis 7:
Solutio.
Si figura',. cuius: ordinis index cft 6, in: triangula
folui- poffic modis- @;, figura: autem, ordinis- ¥, modis &
figura. ordinis: 2; modis. ¢, et ita: porro ; figura: autem

ordinis ,. coius. index. et #—x, modis ¢; figura: ordinis-

n—2, modis p, reliquaj, dicaturque numerus: modornm
quacfitus, quo. figura. ordinis: proxime. fequentis #. in
triangula: foluitur, x: feriptis- indicions- ab 0. ad n—1,

ordine ,, atque: ad: quemliber: adfcripto: divifionum. nu--

mero:, hunc in- modum: :
_g___[__l b e d . \n—g|n=2|n—1
@ f b fina T i T 0 opel ag

erit. numerus. omoium. indicum: ita. feriptorum, vel  par,

vel impar ;. prius. quidem: i 2~ x impar foerit atque

% pan, pofterius i #—x par foerit, atque u impar;  Si

par fic nnmerus: indicum, fic x—=2ag+25p+2¢0, €
ica

-




N’ TRIANGVEA DIVIDENDIS. 208

ity perro, donec terminus intermedius nullus fic reli-
quus: Sin: autem numerns: indicem: it impar,. iisdem
fa&is ,. quia. termioum intermedium vnum- fupereffe ne-
ceffe eft, quit fit & huoins quadratum: fais- adde ,- ¥t
fiat = 2@q—+ 2bp—+ 2co—+t-etc ~—dd

Ad indicem. 0 eft. 2 — 1. Sii enim linea reda
concipiatar” vt triangulum 3 fignram iftam aliter atque
aliter: diffolui. non: pofie manifeftum. eft , quia plures
vna: rectae. inter due: punéta: non® cadant.- Hoc fumpto,
i, et: numeromm iluftris- Euleri: quingue® priores: veri
efe ponuntur,, fumt autem: VerL Ommes,. reperctur nu-
merus: modosum’,. quibus- in  triapgula. {oluitur: figura
ordinis- fextr’,. fiue: ogdogonum , faciendo: fecundum
{chema: adicétum?

ool mafloa o mvofioae g 6;—,'_
\3’:& b el s o [ae sy

+28° l

+ 20
132"
w2 x4k 2x14 -} 2x10.. Sique hinc porros per=
gere- velis- ad- enneagonum . quae- figura® eft: ordinis' feptis
mi:, erit' ex: {chemate produéto,
ol ] A T O L 0 L e o
v o1 1 5 [ 14 [ 42 | 132 | 264
+ 84
.58
+.25
429

| =]
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Cc 3 Atque




Jl!ﬁ“i‘“”;\-‘\f VIL VIII ‘\“viii’l XL '
0 | 1 2 :'3..l il 8wic Ou ] _‘ 2 R0
(|7 | = |¢]|10|28| 5| 264 | B5% |ss6o5vay
.| |};3:‘L \LIO 284 S+i264-,‘:‘«55256-3!
.' ; ;.‘ | 4] 20 | 56 | 168 | 528 1716 |
l .| g /| |I ] 25 L| 140 | 4201320 |
1” 1]z ]lS!Hr“ﬂ\132:4':’9iI"r3c+5':“:1“}79
XI1II R P RS | XV (X VI
1T Yo g 14 e
— \ ~ Fegmyatia dSeost |
89502 " r1s50 | 116024 1503800 53584580 !.
9724 33592 | 117572 |- 416024 11503800 |
5728 | 19448 ‘ 77184 | 235144 ‘Ss:o+8\ *
| 4290 14300 | 48620 | 167960 | 587860 ||
3606 I20I2 | 730040 FZ61830 1 2902884
TyDg. | TIo88 36036 120120 | 408408 ‘
i 17424 | 113256 | 377520 |
f b e e e e R 184041 \
{ 55786 | 208012 ‘ 751900 | 2692440 (9748845
I XVII XVII ‘ XX f ;
' 16 17 ] ' | '
| 19497690 | 69016140 | 252827590
L 5384880 | 19497690 69016140 |
| 3097600 | 10769760 | 38995380 |
| 2080120 | -75: 800 [ 26924400 | f
| 1646008 58624336 21055200 J l
i 15.1-2-36._;, 493.‘3gg+ 17473¢c08 | \i
! 1283568 1434144 15510504 | |
| 19734° | 4171596 | 14410068 | ]
PRS0 243100 |~ 1396%9aa '
34508070 [1264153790 | 469925500 |

METHO

|




SO (0 ) ke 13
Vi

Fnumeratio modorum , quibus figurae
planae reétilineae per diagonales diuis
duntur in triangula,

Au&t. I. A. de Segner pag, 203.

Q-mndu in Geometria' area figurarum pluribus lateris
bus inclufarum definiri debet , eae per diagonales:
in teiangula refolui. folent - quia tum cmusque trianguli
areae ex cogoitis lateribus facile determinantur.  Quo
pluribus. autem lateribus figura eft praedita, eo pluribus
modis eam hoc modo in triangula. refolui  pofic , vel
; leviter attendenti (tatim eft. manifeftum. Ita cum in
i quadrilaterom-dwas.diagonales ducere liceat , quadrilate-
rum: duplici modo in bina trianghla dimditor. Pentas
gooum autem quintuplici modo , diagonalibus. ducendis ,
in. triangula refolui. pofle reperitur, hexagonum vero
X4 modisy ot heptagonum 42 modis 5 OCtogonum.ag =
modis , eoneagonum 420 modis etc. quae omunium
modorum  poflibilium enumeratio , quo magis- cum  la-
terum numero eorum. multitudo crefeit , eo fit diffici-
lior et tacdiofior. Quare quaettio omnino curiofa , et
Geometrarum attentione digna, videtur , qua lege il
refolutionum nomeri pro laterum  multitudine progre~
d"““““",_ vt inde pro quouis polygono refolutionum nu-
?‘:fﬁ; rltc.dcﬁn.m queat.¢" Hine 1L Auctor modo prog-
; gulari et ingeniofo legem progrefionis horum nus
b 3 meno+

E——
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merorum €xponit, ac rigorofe demnl1ﬁrﬂt, dom docit,
quomodo pro quouis polygono reiolutmnurp numr:rL,_l ;
ex cogaita refolutione pqugcmormr_w 'ﬁmp]lctorum, quae
paucioribns conftant E;ll:cr:bus., _co]hgl debcat.‘ Hqc ra-
tione , fi a fimpliciflimis incipiamus , hanc inveftigatio-
nem continuo ad pelygona pluriom laterum c‘:»_:LcIudL'f'c
licer 3 ficque Ill. Auctor fub finem tabellam adiecit | in
qua iftissmodi refolutiones ad pni;-‘gnna 20 laterom vsque
exhibet. Liceat autem nobis, 2 fummo quodam Geome-
tra, qui esndem hanc tabulam calculo fubiecit , admonitis,
obferuare, hanc tabulam, ob quendam calculi errorem .
tantum vsque ad polygona 15 laterum efle iuftam, quip-
pe pro hoc polygono refolutionum numerus non eft
751900, vt tabella haber, fed 942900 , fequentes
quoque numeri, dum forte nouus error irrepfit , pri-
mo ad 17 vsque latera nimis font magoi , deinde ve-
0 nimis parui , dum pro 20 lateribus relolutionnm
dumerus etk 4936387300~ Facilius “haec apparent |,
€x lege primum obferyata, qua quilibet numerns ex
omnibus praccedentibus colliginr , alia g computum
facilior eliciatur , cuijus ope quilibet numerus ex folo
praccedente. definiatur, g f Pro polygono 7 laterum
dumerus - refolutionum fir P, PO polygono fequente
A1 _I:m:mrp merus  refolutionum erit Y—<p
Quin etiam hinc,  fine conlideratione  praecedentium ,

flarm j ;
folu:;n?;tﬁ.“"e Pro polygono # laterum numeras re-
1ta per f: g
¥ B%ores Xprimitur , v fit ;

A T

3 3+ 3 . 12
Fvx- o

vbi DUmeratores quaternario , deno
ate crefeune  Hipe fequente

4M— 1 g
.
L

Minatores vero Vni-
m nouam mbulgm’ bene-
vole
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Extrait d’'une lettre de M. Lané 4 M. LiouviLLe sur celte
question : Un polygone convexe étant donné, de combien
de Hi.r_.fﬂ.‘lr‘_-'_‘_{‘,LECEL!:{’_}_{!___{'_(,’_,%L!LJ'LLL{T;EI‘ en In'mi.;_{fm' au moyen

3

de diagonales? (*)

« La formule que vous m’avez communiquée hicr, se déduit
facilement de la comparaison de denx méthodes qui conduisent au
méme but.

»En effet, on peut, a Paide de deux méthodes différentes, évaluer
le nombre des décompositions en triangles d’un polygone : par la
considération des cotés , ou par celle des sommets.

» Soit ABCDEF... un polygone convexe de n -1 ¢0tés, et soit de-
signé par le symbole P, le nombre total des décompositions en
triangles d’'un polygone de & cOtés. Un coté quelconque AB de
ABCDEF... servira de base a4 un triangle, dans chacune des P..,
décompositions de ce polygone, et ce triangle anra son sommet en G,
ouD, ou E, ou F...; au triangle CBA correspondront P, décom-

(*) Fayez un Mémoire de Segner (Noyi Commentarit Acad. Petrop., t vil,
p. 203), L'auteur a trouvé Véquation (1) de M. Lamé; mais la formule (3) .
une solution bien plus simple que la sienne. Cette formule (3) est due sans doute
4 Euler. Elle est indiquée sans démonstration & la page 1§ ‘_lu ‘fﬁlunw, i
plus haut. L’identité des équations (1) et (3) n'est pas facile 4 elahllu'. M. ler.-
quem y élant parvenu a l'aide de quelques prc-prie‘t-c'ﬁ. des f.imlo‘rmlles‘ r‘na
proposé ce probleme. Je l'ai communiqué ensuite & divers {Eeotlnutrcs: Tu-'-m[l
d’cluf- ne Pa r\e'solu; M. Lamé a été plﬂs heureux : j’ignol‘e 51 d'anilres avalen

obtenu avant lui une solution aussi élégante.
J. LiouviLLe




PURES ET APPLIQUEES.

19

AR L T A A A A A L AR WA A A

Réflexions sur le Probleme de déterminer le nombre de
- 4 i Ay 5 v =
manieres dont une figure rectiligne peut Ftre partagée

en triangles aw moyen de ses diagonales ;

Piar M. J. BINET

?

‘rofesscur au Gollége de France , ancien Professéur i I'Ecole Polvtechnique . et
rolesseu G 3 J {

Cette question a ¢té resolue par Euler, mais il n'a pas donné la
démonstration de sa formule. On la trouve citée dans Vanalyse som-
maire d'un Mémoire de Segner, sur le méme sujet, imprimé dans la
collection de Saint-Pétershourg, 1758 — 1759 nous apprenons de
Segner qu’]—illlcr lur avaii hl(liqrui ce pa‘oh]i:m{; et qu'” lui avait en
méme temps communiqué les nombres de décompositions triangu-
laives des polygonesde 4, 5, 6, 7, 8, g cOtés : ces nombres sont
2,5, 14, 42, 132, 429. Segner trouva unec méthode pour passer
successivement des pnl_)-'gumts de moins de n edlés an pl’)lygone
de n cités, par une espece d'échelle de dérivation que nous
rapporterons ci-dessous. Il en déduisit une table élendue Jus-
qu'aux polygones de 20 cOtés : En comparant cette table i la
sienne , Euler reconnut qu’a partiv du polygone de 15 cbtés, elle était
défectuense. Cest alors qu’il donna sa formule, et la table qu'il en
avait deduile portée jusqu'aux polygones de 25 edtés. La formule
résulte d'une équation a différences finies du premier ordre, beaucoup
plus simple que Téchelle de dérivation de Segner. Ainsi la sola-
tion d'un méme probleme a conduit & deux formules analytiques
distinctes: par quelle voie algébrique peut-on passer de I'one & Iautre?

Nous avons appris de M. Terquem , dont le talent et Pérudition sont

connus des géometres, que ce probléme d'analyse 2 vainement exercé

des hommes habiles. Dans ces derniers temps, M. Lamé a démontré la
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Solution nouvelle de cette question : Un polygone étant
donné, de combien de mani¢res peut-on le partager en

triangles aw moyen de diagonales ?
5 ) 5

Pis E. CATALAN. {*).

Soit ABCD...XYZA, un polygone convexe de n + 1 cotés, et
soit désigné par P, le nombre total des décompositions de ce po-
lygone.

Parmi ces décompositions, il y enaqui renferment le triangle ABC :
leur nombre est P,. ‘

Il y en a qui renferment le triangle BCD : ‘elles sont toutes dis-
tinctes des précédentes . et leur nombre est pareillement P..

A ces deux groupes, nous devons ajouter :

1°. Les décompositions du polygone de n cdtes CEF...ZABC,
dans lesquelles n'entre pas le triangle ABC; je désigne leur nombre
par P,.;

2°. Les décompositions de DFG. . . ADCD, dans lesquelles n'entrent
pas les deux triangles consécutifs ABC, BCD; je désigne leur nom-
bre par P, ,;

5*. Les décompositions de EGH. . .BCDE, dans lesquelles n'entreat
pas les trois triangles consécutifs ABC, BCD, CDE; leur nombre
est P, 5;

- - - . . - = v . .

(n -- 2. Enfin, les décompositions du polygone de n colés
ZBCD...XYZ, dans lesquelles n’entrent pas les.n — 2 triangles
consécutifs BCD, CDE,.... XYZ : leur nombre est P, . ..~

En réunissant ces décompositions , nous obtiendrons loutes celles

(*) Cette solution est trouvée depuis le mois de novembre dernier. Comme on

en'a de plus simples ; je ne mé serais pas décidéd la publier, si, par une coinci—

dence assez remarquable; M. Binet m'éuait. arrivé, de son cole, i I'équation (A)-
PE--




508 JOURNAL DE .'\I.-\T”'t.':'\]ATiQ'lfl_jf“
Note sur une FEquation aux différences finies ;

Pirn E. CATALAN

M. Lamé a démonire que 'équation

Pl!—l = P:: + P.—x—lPE"f"' P.—--:LP.1 _'_ L + -il_«'_lj_.‘_, —|— l}‘,].}_—,_, - i-'.; . 4

se ramene a l'équation linéaire tres simple,

P — b P..

n

bt

Admettant donc la concordance de ces deux formules, je vais cher-
cher a en déduire quelques conséquences.

L'intégrale de l'équation (2) est

6 10 14 4n—06
P,+,.‘:§.—,-.T E |
4 2

et comme, dans la question de géométrie qui conduit a ces deux
équations, on aP,= 1, nous prendrons simplement

=

P 2.6,10.14. .. (4n — 6) M
S T e n 2

Le numérateur

)

arn— 3)

3.6.,10.14...(4n—6)—=2"""'.1.3.
et Lt WE B IR b ek S

2.4.6.8...(a2n—2) e asdl St e

f

.3.4...(an—12]

B

Donc

. nn41){n-2)... (an —2) (4
Fopy = 5.5.4-.+ 1 4 )
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{ddition & la note sur wune y-',r}uf,nr.f,_'”,r; L d'.r.'ffr_«'”;””-,

finies , insérée dans le volume précédent page 508

Par E. CATALAN (*).

VIIL.
Si l'on désigne par C,, , Te nombre des combinaisons de an lettre
J)r:.-' n A !.r_, Orn aura
a ] — 34 i
!'n‘ CHeg (‘a-'-—:,'—u > {"i_l + "n.——.@,_q—. - ‘1.5|| +- . '+- ";._ﬁ — ¥

Pour démontrer ce théoreme, je considere Véquation
P.4+P._ P +P_P,+...4+PP,_ +P, = :; (%)

dans laquelle a est une constante donnée, et P, une fonction incon-
nue du nombre entier 1, assujettie seulement 2 celte condition que
P =.

Conformément a la méthode tres élégante employée par M. Binet
dans un cas semblable (voyez page 82), je prends la fonction géne-

ratrice de P,, savoir
Z=14Ps4Pr4.. 4Pr4..., (32)

z etant une indéterminée,
En élevant au carré, il vient en vertu de I'équation (31),

L= 1 tatart+add 4. Far . (35

Or, quel que soit 2, on peut toujours supposer z assez petile, pour

¥} On continuera dans cette dddition Vordre des o de la note citée.




CCLXI.

Sur les Nombres de Segner

(Adout 1886.)

XVIIL. Relation entre les Nombres de Seqner et les Nombres
de Catalan (**).

Le petit Mémoire intitulé: Sur un développement de Vintégrale
elliptique, de premiére espéce (***), contient les égalités suivantes:

n—1 Wlt=2(n—3

(2n-1) e—(2n—3)P' T2 A2 —_ ———{An-CRNIEE

n’P, — 8(3n*

in+ 1)P,_, + 128(n — 1Y

w
o

1w
).
On en conclut, évidemment, une équation du premier degré,

enlre les carrés des Nombres de Segner. Elle parait devoir étre
fort compliquée.

XIX. Propriétés nouvelles (') — 1° Soit i le nombre des
termes impairs compris dans la suile -
|-’u—- 2\ (n— 2\ fn— 2) fn— 2"'
s G ) TR Lt

selon que n est pair ow impair, T. est ou n’est pas divisible

par 2' (™).

(") Complément & la Note GVIL. (Congrés de Nancy.)

(") M. I'Amiral de Jonquiéres m'a fait I'honneur de proposer cette
dénomination, qui n'a point prévalu. Je Pemploie pour abréger.

(") Académic de Belgique, 10 octobre 1885,

(") Les nombres entiers Py, P,, P, ..., que M. de Jonquiéres a bien
voulu calculer, ont les valeurs suivantes :

P,=8, P,=380, P;=806, P,=10816, ..

(") Addition au paragraphe XVII,
(") Cette proposition résulte de I'égalité

NTnpi= Conus,n=1,s @
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Donc on a enhn

-t etc. - /}- At _-..'N")I‘—J

inférieur ayant lien suivant que 7 est pair ou impai

le ~.']<\ne ::'1Ipfl'1'-'l"".'1' ou
ec {_f].lll que I'on E'lk‘lh dé duire d'une solution d
L 1 différen

Ce résultat sa accorde av
L].OI'LIN_“.J par LAPLACE dans les mémoires de Pari

du méme exemple ,
1779, M.° XVII, page 267

Si l'on fait 72 négatif dans la formule (1) ci-dessus, on trouve, en rejetans
lles de leurs parties o les indices de » sont négati :

formule se réduit a la suivante:

les termes et ce
»' négatils ou positifs > o, que cette

"~—1;._A,ln
— 0 et que sa seule dérivée » est £, C

levient

- g‘,"-‘,__ff\\.

laquelle, a cause que o =

1 —E—l_,__fj_‘ Errt

4=g'{ Ao,0.6" ™
Dlou il suit que Am,-n

sous forme de triang

nlest zéro quautant que 7 est < 7. _-\i:1~i la séne

récurrente s'étend , le, dans la quatrieme régi
FExEMPLE Val:

la table suivante, ol chaq

e dans la méme ligne horiz

a le imiI |1{‘l] aten

, commencement de
elui qui le préce de
]:mc horizonta
de la ]\l'cm

246. Ttant donné le

est formé de la somme de c

ot de celui qui le suit dun rang dans la
avec la condition que chacun des termes
. on demande le terme génér al de ¢

bL'I-'[H?l'J.(illr{B 3

horizontale soit égal & Tunité

L 1 1 1 1 etc.
1 2 3 { 5 etc.
2 5 g 14 20 etc.
5 14 28 4.8 73 etec.
14 42 Qo 102 2735 etc
elc. etc et etc et etc.
T au
L'écuation de relation est Amn Aprp = Amt-1pn 'y me

lieu de m, et elle devient




