UN MONOIDE DE TABLEAUX PROVENANT DE LA PHYSIQUE QUANTIQUE.^∗

Gérard H. E. Duchamp^† , Alexander Klyachko^‡, Daniel Krob^§ and Jean-Yves Thibon^¶

3 june 1998

Résumé This paper discusses various deformations of free associative algebras and of their convolution algebras. Our main examples are deformations of noncommutative symmetric functions related to families of idempotents in descent algebras, and a simple q-analogue of the shuffle product, which has unexpected connections with quantum groups, hyperplane arrangements, and certain questions in theoretical physics (the quon algebra).

∗ Publié dans : Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science Vol. 2 (1998). † LIPN UMR CNRS 7030 Université de Paris XIII, F-93430, France – e-mail:

ghed@lipn.univ-paris13.fr

‡ Bilkent University, Ankara, Turkey – e-mail: klyachko@fen.bilkent.edu.tr § LITP (IBP, CNRS), Université Paris 7, 2, place Jussieu, 75251 Paris Cedex 05, France – e-mail:

dk@litp.ibp.fr

¶ IGM, Université de Marne-la-Vallée, 2, rue de la Butte-Verte, 93166 Noisy-le-Grand Cedex, France – e-mail: jyt@litp.ibp.fr

Table des matières

1 Introduction 3

1 Introduction

Soit S, un semigroupe, on définit, sur k⟨S⟩ une loi ↑ par w ↑ 1 = 1 ↑ w = w et

a.u ↑ b.v = a.(u ↑ b.v) + q^{|u||b|}_c q^{|a||b|}_s (ab).(u ↑ v) + q^{|au||b|}_c b.(au ↑ v) (1)

on va montrer que cette loi est déterminée par

– un monoïde d’actions (permutations compositions) sur les mots qui joue un rôle similaire à celui du groupe symétrique pour le shuffle et le q-shuffle – une statistique sur les mots, indexée à des éléments de ce monoïde, qui fournit un associateur

... partie d’Arthur

Soit [a] un tableau à |a| = n places, on lui associe la suite des entrées trouvées par lecture de bas en haut puis de gauche à droite, ceci fournit une fonction de lecture λ_{[a]} : [1..n] → alph([a]). Pour I,J deux intervalles de N^∗, I précédent strictement J (sup(I) < inf(J)), on définit la classe de tableaux ish(I,J) comme les tableaux tels que

a) les colonnes sont de hauteur au plus 2 et croissantes b) les restrictions de la fonction de lecture

λ^{−1}_{[a]} (I) → I ; λ^{−1}_{[a]} (J) → J (2)

sont croissantes

Remarque 1.1 Si I = [r..s] (resp. J = [r..s]) et que J = ∅ (resp. I = ∅), ish(I,J) est constitué du seul tableau [r..s].

On considère maintenant que le semigroupe S est gradué sur N^∗ par une application π : S → N^∗ (on peut, dans une première lecture, considérer que S = A^+ et que π est donnée par une fonction de poids sur les lettres).

Théorème 1.2 On définit alors la statistique Q([a],w) sur les mots w tels que |w| ≥ sup(alph([a])) par

Q([a],w) = Π_{c∈[a] ; c=}[s_r] q^{π(w[r])×π(w[s])} s Π_{j<i ; λ[a](j)∈J ; λ[a](i)∈I} q^{π(w[λ[a](i)])×π(w[λ[a](j)])} c (3)

alors, pour w_1, w_2 ∈ S, |w_1| = p ; |w_2| = q, on a

w_1 ↑ w_2 = ∑ [a]∈ish([1..p],[p+1..p+q])

Q([a],w_1w_2) [a].w_1w_2 (4)

Preuve — Soit ⊤ la loi définie par le membre de droite. Pour montrer l’égalité, il suffit de démontrer que ⊤ vérifie la récursion qui définit ↑ ce qui se fait par inspection de la statistique Q. □