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M OTIVATION ET OBJECTIFS .

Le but de ce travail est la résolution de problèmes de la
physique quantique par des méthodes combinatoires

V Définir un cadre formel rigoureux.

Nous nous interessons aux problèmes de physique quantique
et plus particulièrement à la combinatoire desopérateurs de
création et d’annihilation

V Ce cas précis donne naissance à des structures
infinies qui peuvent être traitées en
informatique.
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OPÉRATEURS DE CRÉATION ET

D’ ANNIHILATION BOSONIQUES

Définitions
1 Opérateur d’annihilationOpérateur qui fait passer un

système àN (avecN ≥ 1) particules àN− 1 particules

2 Opérateur de créationOpérateur qui fait passer un système à
N particules àN + 1 particules.

ces opérateurs obeissent à la relation de commutation:

[a,a†] = 1

V Une nouvelle règle de reécriture

aa† −→ 1 + a†a

Forme normale

N (w(a,a†)) =
∑

i,j

λij (a
†)iaj
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Représentation matricielle de la forme normale dew = a†aa†

1 0 0 0 0 0 · · ·
1 1 0 0 0 0 · · ·
2 4 1 0 0 0 · · ·
6 18 9 1 0 0 · · ·
24 96 72 16 1 0 · · ·
120 600 600 200 25 1 · · ·

...
...

...
...

...
...
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RETOUR SUR LA FORME NORMALE
Motivation

Non commutativité des opérateurs de création d’annihilation=⇒
Problème de définition des fonctions d’opérateurs en mécanique
quantique.

=⇒ Définir la forme normalement ordonnée
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FORME NORMALE DES MOTS DE BOSONS

Soitw ∈ {a,a†}∗ un mot de Bosons et définissonsr = |w|a† et
s = |w|a.

La forme normale dewn est:

N (wn) =
nm∑

k=0

Sw(n,nm− k)(a†)nr−kans−k

Avec

m = min(r,s)

Sw est la généralisation des nombres de Stirling de seconde
espèce.

⇐⇒N (wn)=

 (a†)ne
( ∑∞

k=0 Sw(n,k)(a†)k(a)k
)
, si e≥ 0;( ∑∞

k=0 Sw(n,k)(a†)k(a)k
)

an|e|, sinon.

Oùe = r − s représente l’excès.
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EXEMPLES

Exemple 1w = a†aaa†a†
1 0 0 0 0 0 0 · · ·
2 4 1 0 0 0 0 · · ·
12 60 54 14 1 0 0 · · ·
144 1296 2232 1296 306 301 · · ·

...
...

...
...

...
...

...


Exemple 2w = a†a

1 0 0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 0 0 · · ·
0 1 1 0 0 0 · · ·
0 1 3 1 0 0 · · ·
0 1 7 6 1 0 · · ·
0 1 15 25 10 1 · · ·
...

...
...

...
...

...
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REMARQUES GÉNÉRALES

Remarque

Dans chaque cas, la matriceSw a la forme en escalier et chaque
"marche"dépend du nombre d’opérateurs d’annihilationa dans le
mot. Ainsi toutes les matrices sontfinies par ligneet unitriangu-
laires si et seulements = 1.

Récapitulatif

Soitw = (a†)r−pa(a†)p

1 Si p = 0, la matrice associéeSw est unematrice unipotente
de substitution

2 Si p > 0, Sw est unematrice unipotente de substitution avec
préfonction
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PROPRIÉTÉS

Sw ∈ UT (N,C) ⊂ LT ×(N,C) ⊂ LT (N,C) ⊂ L(CN) '
C(N) ⊂ CN×N

avec

UT (N,C) est l’ensemble des matrices unipotentes.

LT (N,C)× est le groupe multiplicatif des éléments
inversibles deLT (N,C).

LT (N,C) est l’algèbre des matrices triangulaires inférieures.

L(CN) l’algèbre des endomorphismes continus dansCN.

C(N) le sous espace vectoriel deCN×N des matrices dont les
lignes sont à support fini.

CN×N est l’espace vectoriel des matrices infinies
(Mn,k)n∈N,k∈N
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Sw ∈ UT (N,C) ⊂ LT ×(N,C) ⊂ LT (N,C) ⊂ L(CN) '
C(N) ⊂ CN×N

avec

UT (N,C) est l’ensemble des matrices unipotentes.

LT (N,C)× est le groupe multiplicatif des éléments
inversibles deLT (N,C).

LT (N,C) est l’algèbre des matrices triangulaires inférieures.

L(CN) l’algèbre des endomorphismes continus dansCN.

C(N) le sous espace vectoriel deCN×N des matrices dont les
lignes sont à support fini.

CN×N est l’espace vectoriel des matrices infinies
(Mn,k)n∈N,k∈N
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Il a été prouvé (G. Duchamp et al.,2003) que pour tout motw ∈
{a,a†}∗ avec un seul opérateur d’annihilation, qu’il existe deux sé-
ries formellesg(x) etφ(x) avec[1]g(x) = 1 et[x]φ(x) = 1 tel que

∑
n≥0

Sw(n,k)
xn

n!
= g(x)

φ(x)k

k!

SoitM une matrice unipotente. Pour toutk ∈ N, la fonction
génératriceck(x) de lakiemecolonne deM

ck(x) =
∑
n≥0

M(n,k)
xn

n!

AlorsM est unematrice unipotente de substitution
si et seulement si, pour toutk ∈ N, on a

ck(x) = c0(x)

(
c1(x)
c0(x)

)k

k!
(1)

Donc

c0(x) = g(x) et
c1(x)
c0(x)

= φ(x)
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M ATRICES DE SUBSTITUTION APPROXIMÉES

Remarque

En prenant les sous matrices[0..n] × [0..n] de l’algèbre des trans-
formations de matrices triangulaires inférieuresT (N,C) d’une ma-
trice, on aun morphisme d’algèbres

τn : T (N,C) −→M([0..n]× [0..n],C)

Théorème

SoitM une matice de substitution alorsMt l’est aussi∀ t ∈ C

I DÉE DE LA PREUVE

Considérons l’ensemble des matrices à coefficients
complexesCN×N etC[0···n]×[0···n] l’ensemble des matrices de
taille (n + 1)× (n + 1).
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M ATRICES DE SUBSTITUTION APPROXIMÉES

Considérons la troncaturern de ces matrices prenant la sous
matrice principale supérieure gauche de dimension(n + 1)
V On obtient une application linéaire

rn : CN×N −→ C[0···n]×[0···n]

ConsidéronsUT (N,C) l’algèbre des matrices triangulaires
inférieures unipotentes etUT ([0 · · ·n],C) les matrices de
taille ([0 · · ·n]× [0 · · ·n]) obtenues par la troncatureτn.

V τn : UT (N,C) −→ UT ([0 · · ·n],C)
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On a alors le diagramme

CN×N rn // C[0···n]×[0···n]

UT (N,C)
τn //

J1

OO

UT ([0 · · ·n],C)

J2

OO

Remarque

UT (N,C)= lim
←−

(UT ([0 · · ·n],C))

i.eUT ([0 · · ·n],C) est la limite projective deUT (N,C)

Soit, pourm≤ n deux flêchesτn et τm , alors on a le système
projectif

UT (N,C)
τn //

τm

))TTTTTTTTTTTTTTT
UT ([0 · · ·n],C)

τmn

��
UT ([0 · · ·m],C)
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CN×N rn // C[0···n]×[0···n]

UT (N,C)
τn //

J1

OO

UT ([0 · · ·n],C)

J2

OO
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UT (N,C)= lim
←−

(UT ([0 · · ·n],C))

i.eUT ([0 · · ·n],C) est la limite projective deUT (N,C)
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UT (N,C)
τn //

τm

))TTTTTTTTTTTTTTT
UT ([0 · · ·n],C)

τmn

��
UT ([0 · · ·m],C)
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Par(1) on a
(∀n ∈ N)(τn(M)) est unematrice de substitution avec
préfonctionsi et seulement si

(∀k ≤ n) ck(τn(M)) = c0(τn(M))
((

c1(τn(M))
c0(τn(M))

)k

k!

)
V (∀n ∈ N) ck(τn(M)) =

⌊
ck(τN(M))

⌋
n

Conditions polynomiales

V groupe à un paramètre.
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Taille Nb de tirages Borne des N.A Proba

[3× 3] 300 [1 · · ·10] 1
[1 · · ·100] 1

[1 · · ·10000] 1

[4× 4] 275 [1 · · ·10] 0.0473
[1 · · ·100] 0.0001

[1 · · ·10000] 0+

[10× 10] 1500 [1 · · ·10] 0.0327
[1 · · ·100] 0+

[1 · · ·10000] 0+

Résultat

Soit r la borne des nombres aléatoires etn× n la taille de la ma-
trice. La probabilitépn d’apparition des matrices de substitutions
est donnée par:

pn ≤
r2n−3

r
n(n−1)

2
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OBJECTIFS

SoitΩ un opérateur homogène (i.e.un seul opérateur
d’annihilation à chaque monôme) de la forme

Ω =
∑

|w|a=1,exces=e

αww (2)

V Reconstruire les séries caractéristiques∑
n,k

SΩ(n,k)
xn

n!
yk

Solution

Donner un sens augroupe à un paramètreeλΩ (Opérateur d’évolu-
tion).
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CAS HOMOGÈNE UNIPOTENT

Ω = (a†)
r
a représentation de Bargmann Fockxr d

dx

Redresser le champs de vecteurV Champ de vecteur
constanta

a cf. R. P. AGARWAL , V. LAKSHMIKANTHAM , Uniqueness and
nonuniqueness criteria for ordinary differential equations, Series in Real
Analysis volume 6, World scientific (1993).

Le groupe à un paramètre (local) est

Uλ[f ](x) = f (u−1(u(x) + λ))

Un calcul direct donne le vecteur tangent
d

dλ

∣∣∣
λ=0

f (u−1(u(x) + λ)) =
1

u′(x)
f ′(x)
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CAS HOMOGÈNE

Pour trouver le difféomorphismeu V 1
u′(x) = xr

r 6= 1

u(x) =
x1−r

1− r
⇒ u−1(y) = ((1− r)y)

1
1−r

V eλxr d
dx [f ](x) = f

(
x

(1−λ(r−1)xr−1)
1

r−1

)
r = 1

eλx d
dx [f ](x) = f (eλx)
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CAS HOMOGÈNE GÉNÉRAL

Ω = (a†)
r−p

aa†
p ⇐⇒ xr−p d

dx
xp

Ω =
e+1∑
r=0

αr(a
†)e+1−ra(a†)r

= (
e+1∑
r=0

αr)(a
†)e+1a + (

e+1∑
r=1

rαr)(a
†)e

= ρ(a†)e+1a + ρ′(a†)e

ρ = 0

V Le problème de l’ordre normal est trivial
N (Ωn) = (ρ′)n(a†)ne
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CAS HOMOGÈNE GÉNÉRAL

ρ 6= 0

V Redresser le champ de vecteurV Définir le
difféomorphismeu

u(x) = x
ρ′
ρ

V

eλΩ[f ](x) =
1

x
ρ′
ρ

f (sλ(x))(sλ(x))
ρ′
ρ

=
[(sλ(x))

x

] ρ′
ρ

f (sλ(x))

avec
sλ(x) =

x

(1− λ(r − 1)xr−1)
1

r−1
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2 Etudier le cas des mots avec au moins deux opérateurs
d’annihilation (i.e.matrices doublement infinies non
unipotentes)

3 Package sur les groupes algébriques de matrices de
substitutions approximées.
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