AMI2 (Calcul Formel) : Partiel du 20 Mars 2013.

Seules les notes manuscrites et le support de cours sont autorisés. Le candidat s’efforcera de rédiger
lisiblement et avec soin sa copie.
Le sujet est (en principe) trop long pour le temps imparti, il est donc conseillé de traiter en priorité les

questions que 1’on sait faire en en indiquant clairement la référence.

I) QuesTIONS DE COURS. —
1) a) Qu'est-ce qu’une suite ultimement périodique ? Quels en sont les parametres 7
On met une suite ultimement prriodique S = (x,),>0 sous deux formes

S = To, L1, (xN17 o _:L,N1+P1)oo = To, L1, " (:ENQa T 'xNQ—&-Pz)OO (1)

avec N; > 0; P, > 0.
b) Expliquez pourquoi on peut la mettre sous la forme

S:1:075171""($N37"':BN3+P3)OO (2)

avec N3 = min(Ny, No) ; Py = ppcm(Py, Py).
¢) En déduire qu’il existe une forme minimale

o
S:-Q:O)xlv"'(m(i?"'xe—i-p) (3)
qui minore toutes les autres, c’est a dire que si
S =z, w1, (TN, TN4P)T (4)

alors e < N et p|P.

2) a) Qu’est-ce qu’un générateur a un pas (G1P), a deux pas (G2P) ?

b) Qu'est-ce quun GCL1 7 Un GCL2 (ou GL2P) 7 Donner des exemples.

¢) Donner la décomposition du GL2P dans le cas ou I’équation caractéristique (EC) a des
racines (deux cas). On utilisera les notations suivantes

(T0, T1; Tny2 = axy + Brny [p]) (5)
d) Que fait-on quand 'EC n’a pas de racine 7
IT) EXERCICES. —

1) Donner I'ensemble des n qui vérifient I’équation (on le donnera soit sous forme de ()
soit a I’aide d’un ensemble périodique le cas échéant)

a) 3 =77 [11] b)3"=n*[11] ¢)n3" = (2n+1)2" [11]
2) a) Donner les orbites (sauf pour le Q) et les parametres des générateurs suivants:

&) xo=1; vy =32, +1[17] &) 29 =0; xpy1 = Tz, + 1 [18]
O) 2o =2; wpy1 = 162, +4 [45] W) 29 =2; 2,41 = 162, + 3 [45]

b) Quel est le type des générateurs précédents ? Citer le théoréeme permettant de savoir,
sans calculs §'ils sont (ou non) de période maximum.

3) Donner les ”pieuvres” des générateurs suivants:
& -2+ 1[11] &)z — 2®+ax (17
Dax—23—1[7 &) x— 23+ 22 [10]



¢) On constate que, dans les ”pieuvres” précédentes, les sommets ont un nombre d’antécédents
bornés par B selon le tableau suivant:

Exercice | & | O | O | &
B 2131319

pouvez-vous expliquer ce phénomene 7

4) a) Donner les orbites des GL2P suivants (pour vous aider, la période est indiquée dans
le tableau qui utilise les notations de (5)).

Question | x¢ | x1 a b P A
i) 1 5 9 11 13 | 4
ii) 1 5 1 10 13 | 4
iii) 1 1 9 11 13 |12
iv) 1 1 1 10 13 | 52

b) Décomposer les générateurs donnés par le tableau précédent.
5) a) Donner les orbites des GL2P suivants.

Question || zg | =1 a b D r? = A
) 1| 1] 1|2 5| 2 |12
ii) 1 1 5 0 7 3 12
iii) 1 1 3 1 5 2 24
iv) 1 1 3 1 7 3 24

b) Décomposer les générateurs donnés par le tableau précédent (on adjoindra la racine indiquée

dans le tableau).

ITI. (Petit) Probléme

On considere la suite z, = n2" + 3" + 1 mod 13, le but du probleme est de montrer
qu’elle provient d’'un GL4P. Un GLKP est défini par

k—1
(To, T1, vy Tp_1; Tpag = Z Qi)
j=0

a) Calculer les différences v, = Tpi1 — Tn; Zn = Ynat1 — 2Un; tn = Zne1 — 3-2n

b) Montrer que z, provient d’'un GL2P en calculant ¢,,1 — 2.1,.

¢) Montrer, par une méthode similaire que y, et x, proviennent respectivement d’un
GL3P et d’'un GL4P que l'on précisera.



