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1 Préambule

Ce cours est commun aux́etudiants originaires des filières Physique et chimie. Il est conçu
de façonà permettre aux́etudiants des deux sensibilités de pouvoir s’entraı̂ner tant au niveau
de la programmation (TP - TD - libre service) qu’au niveau conceptuel : outils analytiques,
numériques et symboliques de l’informatique &/ou utilisés en informatique moderne (sécurit́e,
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simulation, algorithmique rapide). Les T.D. se font en maple, mais le contenu de l’enseignement
est ind́ependant du langage.

Le poly correspond̀a un programme maximal. Seule une partie de celui-ci sera traitée cette
anńee. Les exercices qui sont là pour aider̀a la compŕehension du cours.
II se peut que vous ne compreniez pas certainsénonćes, dans ce cas choisissez que les questions
que vouŝetes capables d’aborder ... et contactez-moi rapidement pour le d́ecodage.
Ceci vaudra aussi lorsque vous vous exercerez sur annales.

Les parties enpetits caract̀eressont des suppléments et ne sont pas obligatoires.

2 Introduction

LeCalcul Symboliqueest l’art de manipuler (scientifiquement) les symboles (exacts :4/7, π2/6,
√

10
ou bien litt́erauxx,y,z,t,u,v) selon certaines règles dites “de calcul” (ou bien de dérivation1).
En fait, cette activit́e est tr̀es ancienne et remonteà la nuḿeration puisque celle-ci consisteà
symboliser des quantités par des symboles et que les quatre opérations arithḿetiques ne sont
autres que le calcul symbolique attaché à des probl̀emes concrets (ajout ou retrait de quantités,
calcul de longueur, de surface, de volume, mesure d’une grandeur) et donnent lieu aux alogo-
rithmes de l’arithḿetiqueélémentaire.
De même que la math́ematique (quand elle n’est pas autogène) d́eveloppe des modèles pour les
sciences de la nature (équations de la physique, lois ..), de même l’Informatique Th́eorique a
dévelopṕe des mod̀eles et des concepts pour les ordinateurs (machines de Turing, calculabilit́e,
automates, śeries ǵeńeratrices, complexité, grammaires..).
Le Calcul Formel2 est ńe d̀es que l’on a essayé de traiter automatiquement certains calculs trop
compliqúes ou fastidieux pour̂etreélaboŕesà la main3. Il se d́emarque duCalcul Nuḿeriqueen
ceci qu’il est un calcul exact (c’està dire sans perte d’information due aux erreurs d’arrondi).
Par exemple, si l’on veut faire ḿecaniquement les quatre opérations avec les fractions et

√
2, il

faut utiliser la structure de donnéea + b
√

2; a,b ∈ Q, il n’y a pas l̀a d’arrondi. Le probl̀eme
principal du Calcul Formel est l’explosion des données en cours de calcul (c’est le prixà payer
pour l’exactitude). Ansi toute l’arithḿetique et ses applications4 nécessite le calcul exact, en
effet une erreur d’un digit m̂eme sur un nombre de 250 chiffres peut transformer un nombre
pair en nombre impair ! Ceci est génant pour les tests de parité, par exemple dans les modems :
le bit de parit́e, une forme tr̀es rudimentaire de code détecteur d’erreurs.
Le Calcul Symbolique peut icîetre vu comme la science qui va traiterà la fois des structures de
donńes du Calcul Formel et du comportement de ceux-ci (cf infra, laméthode Symbolique en
complexit́e).

Pour ŕesumer, le voisinage scientifique du Calcul Symbolique se compose ainsi :

– le calcul scientifique exact
– le calcul formel (et, concrètement, les systèmes de Calcul Formel)
– l’informatique th́eorique

1. On parle derègle de d́erivationen logique formelle ou en réécriture et d’arbre de d́erivationdans les th́eories
des grammaires et des systèmes formels

2. Computer Algebra en anglais.
3. En anglais : hand and paper computation.
4. comme le codage, décodage, cryptage, la sécurit́e des transmissions par exemple..
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– les syst̀emes formels
– la combinatoire

les sciences voisines sont l’informatique, les mathématiques, la physique et, depuis peu, la
chimie et la biologie.

3 Syst̀emes de Calcul Formel et structures de donńees

4 Présentation ǵenérale et screenshots (captures d’écran)

Fig 1. —

Une courbe paraḿetrique(x(t),y(t)) = (cos(3t),sin(t)).
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Fig 1a. — La même en Maple(x(t),y(t)) = (cos(3t),sin(t)).
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Fig 2. — Matrices de donńees.
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Fig 3. — Visualisation d’une matrice.

Fig 4. — Le m̂eme diagramme après rotation.
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4.1 Numération

Il est bon, avant d’attaquer, de maı̂triser la nuḿeration en base quelconque. Voici quelques exer-
cices.
Entiers positifs en base quelconque. —

N =
m∑

j=0

ajB
j (1)

où B ≥ 2 est un entier (la base) etN est suffsament grand. On peut rajouter des zéros devant
(qj = 0 pourj > m) cela ne change pas la valeur. On note le résultat

N = (amam−1 · · · a0)B (2)

Par exemple(101122)3 = 287, mais(101122)5 = 3287 et (101122)7 = 17215.
Pour des nombres “fractionnaires”, on utilise une représentation avec chiffres après la virgule.

N =
m∑

j=−n

ajB
j . (3)

Ce nombre se représente

N = (amam−1 · · · a0 , a−1 · · · a−n)B (4)

Il se peut que, pour̂etre exact, le d́eveloppement doive avoir une infinité de chiffres apr̀es la
virgule (on se limite icià B = 10 et l’on appelle cela un DDI ou D́eveloppement D́ecimal
Illimit é). On connait tous

1/3 = 0,3333333333333333333333333 · · · (5)

mais on a aussi

22/7 = 3,142857142857142857142857142857142857142857 · · · = 3,(142857)∞ . (6)

En fait un DDI(amam−1 · · · a0 , a−1 · · ·) (j va dem à−∞) repŕesente le ŕeel

x = limn→∞

( m∑

j=−n

aj10j
)

. (7)

Tout ŕeel admet un DDI (et m̂eme un DDI propre, c’est̀a dire ne se terminant pas par(9)∞). On
peut monter que
Proposition 4.1 Soit x > 0 un réel admettant un DDIx = amam−1 · · · a0 , a−1 · · ·, on a
l’ équivalence suivante

(Le DDI de x est ultimement périodique)⇐⇒ (x = p/q avec p,q ∈ N \ {0})

Parties entìeres. —
C’est ce qu’il y adevant la virgule. En informatique, on utilise deux parties entières. Lapartie
ent̀ere hauteceiling (plafond, en anglais)⌈x⌉, c’est le plus petit entier naturel supérieuràx
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et lapartie ent̀ere bassefloor (plancher, an anglais)⌊x⌋). On a Lorsquex n’est pas entier, on
a

⌊x⌋ =

{
⌈x⌉ si x ∈ N

⌈x⌉ − 1 si x /∈ N
, (8)

⌊x⌋ est donc le plus grand entier inférieur (ouégal)àx.

Fractions continues. —

Pourx > 0 donńe, on peut imaginer le procéd́e de calcul suivant.

frac_cont:=proc(x,n)
local res,an,xn,i;
xn:=x:an:=floor(x):res:=an:
for i to n while xn<>floor(xn)
do
xn:=1/(xn-an):an:=floor(xn): res:=res,an
od
:[res]
end;

4.1.1 Quelques exercices

Objectifs : Il faut que leśetudiants soient maı̂tres (papier crayon et programmation) des conver-
sions entre bases (avec virgule) et du passage (fraction↔ développement ṕeriodique). La
commande maple pour vérifier les conversions està chercher dansconvert , celle pour les
développement illimit́es dansevalf (attentionà la variable d’environnementDigits ).

1) Mettre les nombres binaires suivants sous forme décimale
a)(101101)2 b)(101101101)2 c) (101 · · · 101︸ ︷︷ ︸

3n chiffres

)2 (pour le (c), on montrera que la réponse

dépend de la conversion d’un nombre plus simple)
2) Mettre les fractions suivantes sous forme décimale
a) (0,615)8 b) (12,321)5 c) (0, 7777777777︸ ︷︷ ︸

10 chiffres

)8

3) Calculer
a)an = (0, 5 · · · 5︸ ︷︷ ︸

n chiffres

)8 b) bn = (12, 1212 · · · 12︸ ︷︷ ︸
2n chiffres

)8 c) cn = (12, 2112 · · · 2112 · · ·︸ ︷︷ ︸
n chiffres

)8

d) f1 = (0,(54321)∞)8

e) le d́eveloppement d́ecimal illimité de
i) 23/7 ii) 7/22 iii) 1/99999

4) Conversions Fraction↔ Développements illimit́es en baseb (les ŕesultats seront toujours
donńes en base dix sauf pour les points c,e).
a)12,(345)∞; b = 10 b) 12,(345)∞; b = 8
c) BA/CA; b = 16 d) 22/132; b = 10 e)BA,(CA)∞; b = 16
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4.2 Les syst̀emes de Calcul Formel

4.2.1 Pŕesentation

Un syst̀eme de CF est composé de
– un noyau
– des biblioth̀eques

Les objets manipulés sont:
1. Toutes les structures de données classiques :

arbres, listes, permutations, graphes, ensembles, intervalles, tables, tableaux, mots, parti-
tions, compositions,partitions, endofonctions.

2. Les quantit́es du calcul scientifique :
nombres, radicaux, polynômes, fractions rationnelles, matrices, vecteurs, tenseurs, fonc-
tions, śeries.

3. Les oṕerateurs pour ces structures :

(a) Pour les structures de données : Manipulation d’arbres (sous arbres, etc...), retirerou
ajouter unélément dans une liste ou un ensemble, un sommet ou une arête dans un
graphe, concaténer ou simplifier des mots (fusion, réunion, contraction etc...).

(b) Pour les quantités du calcul scientifique : dérivation, int́egration et sommation sym-
boliques.́equations diff́erentielles, d́eveloppements limités ou en śerie.

4. Résolution deśequations pośees dans le cadre préćedent.
Bien entendu, un système de calcul formel comprend aussi des interfaces graphiques, texte
etc....
On peut repŕesenter toutes sortes de formules et on est très vite confront́e aux probl̀emes
d’égalit́e (i.e. reconnâıtre les doubles représentations). Par exemple on a

√
2 +
√

3 +
√

5 =

√

10 + 2
√

10 + 2
√

3

√
7 + 2

√
10 (9)

comment le système peut-il s’en appercevoir? Plus difficile, comment le système peut-il don-
ner la premier membrèa partir du second ? (problèmesA = B, A → B, voir les fonctions
convert(??,parfrac), rationalize, normal, collect ) (→֒ forme normale,
canonique, simplification automatique).
: Remarquer que:
> A :=

√
7 + 2

√
10;

A :=
√

7 + 2
√

10

> simplify( A);

√
2 +
√

5

Mais

> B :=

√
10 + 2

√
10 + 2

√
3
√

7 + 2
√

10: simlify( B);

√
10 + 2

√
2
√

5 + 2
√

3
√

5 + 2
√

3
√

2

Vaut-il mieux repŕesenter une fraction sous la formep
q

ou par son d́eveloppement d́ecimal (qui
est compl̀etement repŕesentable en machine parce que périodiqueà partir d’un certain rang)?
Comment passer d’une représentatioǹa l’autre?

11



Combinatoire. —
C’est l’art de manipuler ls structures de données discr̀etes.

Exercice 4.2 i) BijectionsN2 → N et écriture explicite du couple de rangn.
ii) Arbre de Wilf
iii) Fractions continues.

4.2.2 Exemples de sessions

Interpr éteur (cf [3] p17). —

> c:= [1,2,3,u,v];

c := [1, 2, 3, u, v]

> nops(c);

5

> op(4,c);

u

> c[4];

u

> d:=[2,5 * u,4 * v];

d := [2, 5 u, 4 v]

> e:=[op(c),op(d)];

e := [1, 2, 3, u, v, 2, 5 u, 4 v]

> map(x->xˆ2,c);

[1, 4, 9, u2, v2]

La formule de Rodrigues pour les polynomes d’Hermite est

Hn(x) := (−1)nex2 dn

dxn
(e−x2

)
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On peut les calculer en repetant une même commandèa l’aide dediff . Soit
> n:=0:c:=[n,exp(-xˆ2)];

c := [0, e(−x2)]

> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],x))];

c := [1, − 2 x e(−x2)]

> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],x))];

c := [2, 2 e(−x2) (−1 + 2 x2)]

> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],x))];

c := [3, − 4 x e(−x2) (−3 + 2 x2)]

> for i to 7 do n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],x))]: od : print(c);

[10, 32 e(−x2) (−945 + 9450x2 − 12600x4 + 5040x6 − 720 x8 + 32 x10)]

> f:=1/(1+xˆ4);

f :=
1

1 + x4

> int(f,x);

1

8

√
2 ln(

x2 + x
√

2 + 1

x2 − x
√

2 + 1
) +

1

4

√
2 arctan(x

√
2 + 1) +

1

4

√
2 arctan(x

√
2− 1)

> with(combinat);

Warning, the protected name Chi has been redefined and unpro tected

[Chi, bell , binomial, cartprod , character , choose, composition, conjpart , decodepart ,

encodepart , fibonacci , firstpart , graycode, inttovec, lastpart ,multinomial ,

nextpart , numbcomb, numbcomp, numbpart , numbperm, partition, permute,

powerset , prevpart , randcomb, randpart , randperm, stirling1 , stirling2 , subsets ,

vectoint ]

> fibonacci(43);

13



> 433494437;

Exercice 4.3 On consid̀ere la suite des nombres de FibonacciF0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn +
Fn+1.

a) Montrer que (
0 1
1 1

)n

=

(
Fn Fn+1

Fn+1 Fn+2

)
(10)

b) En d́eduire que, pourn ≥ 2, on a

Fn = ( 0 1 )

(
0 1
1 1

)n−2 (
0
1

)
(11)

c) En d́eduire une ḿethode rapide de calcul desFn.
d) Évaluer la complexit́e, en nombre d’oṕerations arithḿetiques, de la ḿethode näıve (fen̂etre
glissante) et de la ḿethode propośee en (b).
e) Indiquer comment on peut encore réduire la complexit́e en remarquant une propriét́e de

syḿetrie sur les matrices

(
0 1
1 1

)n

.

Taylor: Exemple de((1− x)/(1 + x))1/2

> f := ((1 + x)/(1− x))(1/2); √
1 + x√
1− x

> taylor(f,x = 0,20);

(1 + x +
1

2
x2 +

1

2
x3 +

3

8
x4 +

3

8
x5 +

5

16
x6 +

5

16
x7 +

35

128
x8+

35

128
x9 +

63

256
x10 +

63

256
x11 +

231

1024
x12 +

231

1024
x13 +

429

2048
x14+

429

2048
x15 +

6435

32768
x16 +

6435

32768
x17 +

12155

65536
x18 +

12155

65536
x19 + O

(
x20

)
)

> f1 := f/(1 + x);

> taylor(f1,x = 0,20);

(1 +
1

2
x2 +

3

8
x4 +

5

16
x6 +

35

128
x8 +

63

256
x10+

231

1024
x12 +

429

2048
x14 +

6435

32768
x16 +

12155

65536
x18 + O

(
x20

)
)

> f2 := (1− x)(−1/2);

(1 +
1

2
x +

3

8
x2 +

5

16
x3 +

35

128
x4 +

63

256
x5 +

231

1024
x6 +

429

2048
x7+

6435

32768
x8 +

12155

65536
x9 +

46189

262144
x10 +

88179

524288
x11 +

676039

4194304
x12 +

1300075

8388608
x13 +

5014575

33554432
x14+

9694845

67108864
x15+

300540195

2147483648
x16+

583401555

4294967296
x17+

2268783825

17179869184
x18+

4418157975

34359738368
x19+O

(
x20

)
)
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> f3 := subs(x = 4 ∗ x,f2);

> taylor(f3,x = 0,20);

(1 + 2x + 6 x2 + 20 x3 + 70 x4 + 252x5 + 924x6 + 3432x7+

12870x8+48620x9+184756x10+705432x11+2704156x12+10400600x13+40116600x14+

155117520x15+601080390x16+2333606220x17+9075135300x18+35345263800x19+O
(
x20

)
)

> cb := proc(n) binomial(2 ∗ n,n) end;

proc(n) binomial(2 ∗ n,n) end

> cb(17);

2333606220

> cb(19);

35345263800

> sum(binomial(2 ∗ n,n) ∗ xn,n = 0..infinity);
1√

1− 4x

Solutions approch́ees de(x = arctan(2x))

> read flot;

f := proc(n)

localx,y;

x := 1;

y := 2;

while evalf(y − x,n) <> 0 do x := y; y := evalf(2 ∗ arctan(x),n) od

end;

> f(10);

2.331122370

> f(20);

2.3311223704144226136

> f(100);

2.3311223704144226136678359559171213382690776953861145751097372933932308174327

16673842154257104393014

Exercice 4.4 Les śerieslog(1 + h) et exp(X) étant connues. On pose,

(1 + h)α := exp(α.log(1 + h))

pourα ∈ C. D’autre part, pour tout complexeα, on d́efinit
(

α
k

)
:=

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
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i) En utilisant le d́eveloppement de Taylor, montrer que

(1 + h)α =
∞∑

k=0

(
α
k

)
hk

ii) En déduire la formule
∑

n≥0

(
2n
n

)
xn =

1√
1− 4x

Programmation. —
Le produit de facteurs

∏

ǫi∈{−1,1}, i=1..3

(X + ǫ1

√
2 + ǫ2

√
3 + ǫ3

√
5)

qui peut servir̀a montrer l’́equation (9).
pol2 :=
proc()
local res,i,j,k;
res := 1;
for i from -1 by 2 to 1 do
for j from -1 by 2 to 1 do
for k from -1 by 2 to 1 do
res := res * (X − i ∗ 2̂(1/2)− j ∗ 3̂(1/2)− k ∗ 5̂(1/2))
od
od
od;
res
end;

> pol2();
(
X +

√
2 +
√

3 +
√

5
) (

X +
√

2 +
√

3−
√

5
) (

X +
√

2−
√

3 +
√

5
)(

X +
√

2−
√

3−
√

5
)

(
X −

√
2 +
√

3 +
√

5
) (

X −
√

2 +
√

3−
√

5
) (

X −
√

2−
√

3 +
√

5
) (

X −
√

2−
√

3−
√

5
)

> expand(”);
−960 X2 + 352X4 − 40 X6 + X8 + 576

> subs(seq(X(2∗i) = xi,i = 1..4),”);

−960 x + 352x2 − 40 x3 + x4 + 576

> [solve(”)];

[10 + 2
√

10 + 2
√

3

√
7 + 2

√
10,10 + 2

√
10− 2

√
3

√
7 + 2

√
10,

10− 2
√

10 + 2
√

3

√
7− 2

√
10,10− 2

√
10− 2

√
3

√
7− 2

√
10]

> op(1,”);

10 + 2
√

10 + 2
√

3

√
7 + 2

√
10
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4.2.3 Histoire succinte des Systèmes de Calcul Formel

Voici, à gros traits, deśeléments de l’histoire récente (nous ne parlons pas de la machine
arithmétique de Pascal) des Systèmes de Calcul Formel.

1953: Premier syst̀eme de d́erivation (en LISP).
1958: LISP (John Mc Carthy au MIT).
1960-70: SAC-1 (G. Collins) manipulations de polynômes en Fortran.

ALPAK aux Bell Labs (polyn̂omes et fractions rationnelles).
FORMAC à IBM.
Premier programme d’intégration en LISP.
MATHLAB au MIT (utilisation interactive, affichage bidimentionnel).
REDUCE (en Lisp)̀a Standford.

1970-80: MACSYMA (En lisp au MIT).
SCRATCHPAD (chez IBM).

1980-90: MAPLE à Waterloo (en C).
SMP par S. Wolfram.
SCRATCHPAD II (chez IBM).
Syst̀emes d́edíes MACAULAY, GAP, CAYLEY, PARI,...

1990-..: MATHEMATICA (S. Wolfram), AXIOM (Version commercialiśee de SCRATCHPAD I),
MuPAD (Dévelopṕe par des universitaires européens).
http://mupad.sourceforge.net/

Quelques commentaires..

AXIOM, demande une grosse station de travail I.B.M.
MACSYMA, dévelopṕe au MIT, commercialiśe par Symbolics.
REDUCE de Anthony C. Hearn, disponible chez Softworld.
MATHEMATICA, tr ès convivial mais pas toujours très fiable.
muMATH, peut fonctionner sur de petits ordinateurs.
SCRATCHPAD, d́evelopṕe par IBM, langage fortement typé.
CAYLEY, manipule les groupes.
MACAULAY, d évelopṕe par David Bayer et Michel Stillman, résout bien les systèmes d’́equations
algébriques.
MAPLE, dévelopṕe à l’universit́e de Waterloo (Canada), disponible chez Softworld.
PARI Comporte les meilleurs algorithmes actuels de théorie des nombres (dévelopṕe à Bor-
deaux).
SYMMETRICA Comporte les meilleurs algorithmes sur la combinatoire du groupe syḿetrique,
les polyn̂omes syḿetriques, les alg̀ebres de Hecke et leurs représentations.
MuPAD Syst̀eme ǵeńeraliste qui a des commandes similaires a Maple, mais la communication
avec C et C++ est plus simple.

4.3 Introduction à Maple : T.D.

4.4 Quelques structures de donńees

4.4.1 Arbres binaires complets

L’ensembleA des arbres binaires est construit par la grammaire(G1)
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•
A = △ + ւ ց

A A

Il y a trois notions detaille classiques : le nombre de nœuds, le nombre de sommets, la profon-
deur.

Exercice 4.5 1) Montrer que pour toutes ces notions de taille, le nombre d’arbres d’une taille
donńee est fini.
2) Donner la śerie ǵeńeratrice des arbres binaires complets par nombre de nœuds.
3) Donner la grammaire qui engendre les arbres binaires dontles feuilles sont indexées par un
ensembleF fini donńe. Donner les premierśeléments pourF = {a,b}.

Éléments pour la solution (s’entrâıner à rédiger l’exercice pŕećedent). —
On peut adopter une notation typographiquement plus rapide: un arbre diff́erent de• sera donc
not́eA = (Ag,Ad) oùAg (resp.Ad) est le sous-arbre gauche (resp. droit). La taille (ici nombre
de nœuds) peut se définir récursivement par

τ(•) = 1; τ((Ag,Ad)) = τ(Ag) + τ(Ad) + 1 (12)

ce qui donne l’́equation pour la SGO
∑

k≥0 akx
k (où ak est le nombre d’arbres binairesà k

nœuds).
T = x + xT 2 (13)

soitxT 2−T +x = 0 on ŕesout (13) par la ḿethode habituelle. Le discriminant est∆ = 1−4x2

et les racines possibles sont

T1 =
1−
√

1− 4x2

2x
; T2 =

1 +
√

1− 4x2

2x
(14)

T2 ayant un terme de plus bas degré en1/x ne peut paŝetre retenue. On a doncT = T1.
Vérifions ce ŕesultat.
On sait que

(1 + X)α =
∑

k≥0

(
α
k

)
Xk (15)

avec (
α
k

)
:=

(α)(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
(16)

ceci qui donne
√

1− 4x2 =
∑

k≥0

(
1/2
k

)
(−4x2)k (17)

à l’aide de (16), on a, pourk ≥ 1

(
1/2
k

)
=

(1/2)(1/2− 1)(1/2− 2) · · · (1/2− k + 1)

k!
=

(−1).(−3) · · · (3− 2k)

2kk!
= (18)

(−1)k−11.3. · · · (2k − 3)

2kk!
=

(−1)k−1(2k − 2)!

22k−1k!(k − 1)!
(19)
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en remplaçant ce résultat dans (17) puis dans (14), il vient

T =
∑

k≥1

(
2k − 2
k − 1

)

k
x2k−1 = (20)

x + x3 + 2x5 + 5x7 + 14x9 + 42x11 + 132x13 + 429x15 · · · (21)

Exercice 4.6 Reprendre l’exercice préćedent avec le nombre de sommets comme taille.

4.4.2 Arbres binaires incomplets

L’ensembleA des arbres binaires est construit par la grammaire(G2)

• • •
A = △ + ւ + ց + ւ ց

A A A A
De même que pŕećedemment, il y a trois notions detaille classiques : le nombre de nœuds, le
nombre de sommets, la profondeur.

Exercice 4.7 Reprendre l’exercice préćedent pour ce type d’arbres.

4.4.3 Arbre 1-2

Pour les arbres 1-2, on a la grammaire

• •
A = • + | + ւ ց

A A A
Exercice 4.8 1) Peut -ońenuḿerer ces arbres par nombre de feuilles, par profondeur?
2) Reprendre les exercices préćedents pour le nombre de nœuds.

Éléments pour la solution (s’entrainerà rédiger l’exercice pŕećedent). —

Par nombre (total) de nœuds on a

T = x + xT + xT 2 soit xT 2 + (x− 1)T + x = 0 (22)

on obtient

T =
1− x−

√
1− 2x− 3x2

2x
= x+x2 +2x3 +4x4 +9x5 +21x6 +51x7 +127x8 + · · · (23)

4.4.4 Arité variable

Cette fois, chaque nœud peut avoir un nombre arbitraire de fils. La grammaire en notation
symbolique est

A = •+
∑

k≥1

(A,A, · · · ,A)︸ ︷︷ ︸
k fois

(24)

Exercice 4.9 Écrire et ŕesoudre la śerie ǵeńeratrice de ces arbres.

19



4.4.5 Expressions arithḿetiques

Une expression arithḿetique, impliquant les quatre opérations(+, × , − ,/) est un arbre dont
les nœuds sont marqués avec ces opérateurs. Les deux premières oṕerations (associatives) sont
d’arité variable et les deux dernières (non associatives) d’arité deux. Le nombre de feuilles de
ces arbres est lenombre de places de l’expression arithmétique.

Exemple 4.10Par exemple((◦+◦+◦)∗◦)/(◦−◦) est une expression arithmétiqueà 6 places.

Exercice 4.111) Donner la grammaire des expressions arithmétique et les premières d’entre
elles.
2) Comment d́efinir le domaine de d́efinition d’une expression arithḿetique?

4.4.6 Mon̂omes noncommutatifs

Cette structure est familière aux́etudiants de nos formations, c’est celle desmotssur un alphabet
donńeA. La grammaire de ces mots est

M = ǫ +
∑

a∈A

aM (25)

l’ensemble engendré est lemonöıde libreM = A∗.

Exercice 4.12Donner la grammaire pour les mots de{a,b}∗ sansa2. Sansa2 ni b2.

4.4.7 Mon̂omes commutatifs

Ce sont les mon̂omes du calcul alǵebrique. Par exemple pour deux lettres{a,b}, les mon̂omes
sont les expressionsaibj. Ces mon̂omes sont munis d’une structure de monoı̈de par

(ai1bj1)(ai2bj2) = ai1+i2bj1+j2 (26)

Plus ǵeńeralement, soit un alphabet finiA = {a1,a2, · · · ,an}, le monöıde commutatif libre est
défini par

A⊕ = {ai1
1 ai2

2 · · · ain
n }ik∈N (27)

la loi étant donńee par

(ai1
1 ai2

2 · · · ain
n )(aj1

1 aj2
2 · · · ajn

n ) = ai1+j1
1 ai2+j2

2 · · · ain+jn

n (28)

ce qui permet les calculs comme(x3y5z2)(x2y8z4) = x5y13z6.
Exercice 4.13Payement par pièces. (Donńe en cours.)
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5 Les constructeurs set, multiset & list

5.1 Définitions générales

5.2 Set

5.3 List

5.4 Multiset

5.4.1 OGF

5.4.2 EGF

5.5 Śeries rationnelles (reṕesentations lińeaires et aspect automatique)

Exercices pŕeliminaires. — Fontaine de pièces de Wilf, polyomino tas.
Avant de ǵeńeraliser la th́eorie des śeries rationnelles̀a plusieurs variables (non-commutatives),
il est utile de voir comment elles peuvent se représenter par un automate (unaire età mltipli-
cités). On a la proposition suivante (énonćee dans le cas géńeral òu l’ensemble des scalairesK
est un corps commutatif quelconque)

Proposition 5.1 Soit S =
∑

n∈ N anz
n ∈ K〈〈z〉〉 une śerie. Les conditions suivantes sont

équivalentes
i) S est rationnelle, c’est̀a direS = P (Q)−1 où P,Q ∈ K〈z〉 etQ(0) 6= 0
ii) Les coefficients deS vérifient une ŕecurrence lińeaire

(∃(αj)0≤j<k ∈ Kk)(∀n ∈ N)(an+k =
k−1∑

j=0

αjan+j) (29)

iii) Il existe λ ∈ K1×n, T ∈ Kn×n,γ ∈ Kn×1 tels que

(∀n ∈ N)(an = λT nγ) (30)

Preuve —ii) =⇒ iii). —
La relation de ŕecurrence lińeaire implique

(an+1,an+2 · · · ,an+k) = (an,an+1 · · · ,an+k−1)





0 0 · · · · · · 0 α0

1 0
. . .

...
...

0 1
. . . .. .

...
...

...
...

. . . .. . 0
...

...
...

.. . 0 αk−2

0 0 · · · · · · 1 αk−1





(31)

soit, en posantT , la matrice etvn = (an,an+1 · · · ,an+k−1), vn+1 = vnT , d’où vn = v0T
n. On a

finalement

an = vn





1
0
...
0



 = (a0,a1 · · · ,ak−1)T
n





1
0
...
0



 (32)
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iii) =⇒ i). —
En effet,S =

∑
n anz

n =
∑

n λT nγzn = λ(
∑

n T nzn)γ = λ(I − zT )−1γ. Mais

(I − zT )−1 =
1

det(I − zT )
comatrice(I − zT ) (33)

et lesQ(z) = det(I − zT ) est un polyn̂ome enz tel queQ(0) = 1 et comatrice(I-zT) est une
matrice de polyn̂omes enz (exercice !!). D’òu le ŕesultat.
i) =⇒ ii). —
On peut poserQ(z) =

∑k−1
j=0 βjz

j avecβ0 = 1. CommeP = SQ, pour toutn ∈ N, on a
〈P |zn〉 =

∑
p+q=n βpaq, soit, sin > N = max(deg(P ),k),

∑
p+q=n βpaq = 0 ce qui peut

encore s’́ecrirean = −∑k
j=1 βjan−j, ce qui donne, pour toutn ∈ N,

an+N = −
k∑

j=1

βjan+N−j (34)

ce qui entraine (ii). ♣

Définition 5.2 Un triplet T = (λ,T,γ) tel que 〈S|zn〉 = λT nγ est appelĺe reṕesentation
linéairede dimensionn deS. De m̂emeS est appeĺeecomportementdeT .

Note 5.3 Une śerie rationnelle admet en géńeral plusieurs repŕesentations lińeaires. La di-
mension minimale de ces représentations est appelléerangdeS. C’est aussi la dimension de
l’espace vectoriel engendré par les d́ecaĺees deS.

5.5.1 Produit de Hadamard

C’est juste le produit des fonctions (fonctions “coefficient”), il sera not́e⊙. Par exemple pour
les śeries d’une variable on a

∞∑

n=0

anz
n ⊙

∞∑

n=0

bnzn =
∞∑

n=0

anbnz
n (35)

Exercice 5.4 Effectuer les produits de Hadamard suivants

a) 1
1−z2 ⊙ 1

1−2z
b) 1

1+z+z2 ⊙ 1
1−2z

c) 1
1+z+z2 ⊙ f(z)

d) 1
1−z2 ⊙ ez e) z

1−z2 ⊙ ez f) 1
1−z
⊙ f(z)

Montrer que le ŕesultat de (c) est rationnel sif(z) est rationnelle i.e. sif(z) = P (z)
Q(z)

; Q(0) 6= 0

indication. — Pour le (b), d́ecomposer eńeléments simples. Pour le (c) on pourra remarquer que11+z+z2 = 1−z
1−z3 .

Théorème 5.5 PRODUIT DE HADAMARD DE SÉRIES RATIONNELLES. —
SoientS,T ∈ C[[z]] rationnelles. AlorsS ⊙ T est rationnelle.

Preuve — On peut remarquer qu’une série R ∈ C[[z]] est rationnelle ssi l’ensemble de ses
décaĺees(γ∗

z )
kR est de rang fini. Commeγ∗

z (U ⊙ V ) = γ∗
z (U)⊙ γ∗

z (V ), on a le ŕesultat.
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6 Génération aléatoire

6.1 Engendrer le hasard

Dès les premiers temps des ordinateurs, on les a appliquésà la simulation de ph́enom̀enes trop
complexes pour̂etre d́ecrits exactement (on dit “bien modelisés”). Ils ont alors l’air d’̂etre ŕegis
par le hasard (foudre, finance, mét́eo).
La question est alors :
“Comment concevoir des géńerateurs de tirages automatiques qui soientéquiŕepartis?”
Notons qu’̀a partir de l’́equiŕepartition on peut simuler les autres lois.

Exercice 6.1 Soit une loi discr̀ete donńee par un tableau
k · · · ki · · · kn

p(X = k) · · · pi · · · pn

a) On suppose d’abord quepi = ni

di
et d = ppcm(di), montrer comment simulerX avec un

géńerateuréquiŕeparti sur[1..d]N .
b) Lespi sont ŕeels quelconques, expliquer sur un exemple (cf. la cible) pourquoi il vaut mieux
utiliser les fractions continues pour approximer lespi.

Le premier ǵeńerateur de nombres aléatoires áet́e conçu selon la ḿethode du milieu du carré
(middle square method), dont la recette est la suivante :
a) Prendre un nombrèa 10 chiffres.
b) L’ élever au carŕe.
c) Prendre les 10 chiffres du milieu.
Par exemple, avec le mini-programme suivant, on peut avoir la middle-square method.

>MSM:=proc(n)
local i,LL,S;

LL:=convert( n2,base,10);
S:=0;
for i from 6 to 15 do S := S + LL[i] ∗ 10(i−6) od;
S

end;

>MSM(1234567890);
1578750190

>MSM(");
4521624250

>MSM(");
868581880

Question. — Comment́evaluer les performances d’un tel géńerateur?
La premìere id́ee est de faire une statistique sur un grand nombre de tirages.
La seconde est d’examiner les orbites.
ReponseSi le ǵeńerateur est bon :
a) On met un certain temps avant de revoir une valeur (cf théor̀eme de la ṕeriode max).
b) Les tirages sont (semblent??) indépendants (cf les géńerateurs̀a deux pas).

Exerc. Machine 6.2 1) a) Faire106 tirages par laMSMavec longueurs 3, 4, 8. Sont-ilséquiŕepartis?
b) Faire calculer les orbites. Que constate-t-on dans ce cas?
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c) La situation s’aḿeliore-t-elle quand on augmente la longueur?
2) Quelles sont les plus petites périodes, les plus grandes, combien y a-t-il de cycles?

6.2 Générateurs à un pas

Nous pouvons formaliser cette classe de géńerateurs comme suit.

Définition 6.3 SoitF un ensemble fini,x0 ∈ F et f : F → F une application, On appelle
géńerateur (̀a un pas) le triplet(F,f,x0).

Exemple 6.4 A) SoitEn+1 = [0,10n−1[, l’ensemble des entiers̀a n+1 chiffres (́ecrits en base
10). On consid̀ere l’applicationf définie par les r̀egles suivantes:
1) SiN = (anan−1 · · · a0)10 est pair (i.e. sia0 = 0,2,4,6,8) f(N) = N/2.
2 Sinonf(N) = ((a0 − 1)anan−1 · · · a1)10.
On a par exemple, avecn = 2; x0 = 91,

91→ 09→ 80→ 40→ 20→ 10→ 05→ 40→ 20→ 10→ · · ·

B) Soitm, un module. Consid́erer les ǵeńerateursà un pas avecF = Z/mZ et f une fonction
polyn̂ome. Par exemplex2 + 1.

Exerc. Machine 6.5 (EVELYN NELSON). — On consid̀ere la fonction de transition suivante
dansE4 :
i) Pour un nombreN ∈ E4, c(N) (resp. d(N)) désigne le ŕearrangement croissant (resp.
décroissant) des chiffres deN .
ii) f(N) = c(N)− d(N).
SoitC4, l’ensemble des chiffres de la formek(1111) avec0 ≤ k ≤ 9 (ce sont les nombres qui
ont leurs quatre chiffreśegaux).
1) Montrer quef(C4) ⊂ C4 et que siN ∈ E4 − C4, on af(N) ∈ E4 − C4.
On poseraD4 = E4 − C4.
2) Impĺementer le ǵeńerateur(x0,f).
3) Faire la liste des cycles, que remarque-t-on?

Exercice 6.6 Faire dessiner les graphes de différentes fonctions.

6.2.1 Param̀etres

Les caract́eristiques d’un ǵeńerateur sont donńees par la proposition suivante :

Proposition 6.7 Soit(F,f,x0) un ǵeńerateurà un pas. Alors :
i) La suite(xn)n≥0 définie par

x0; xn+1 = f(xn)

est ultimement ṕeriodique, plus pŕeciśement,
ii) Il existe un plus petit indiceµ dont la valeur est prise deux fois (indice d’entrée dans la
période) et un plus petit entierλ (période) tel que, pourn ≥ µ; k ≥ 0

xn = xn+kλ

L’ensemble des valeurs de la suite est{xj}0≤j≤µ+λ−1
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Voici l’exemple d’un petit programme qui calcule l’orbite d’un élément dans les entiers modulo
N .

>orb1:=proc(x0,f,B)
local i,LL,x;

x:=x0:LL:=NULL:
for i to N while not member(x,LL) do LL:=LL,x: x:=f(x) od
[LL,x]

end;

> f := x− > x2 + x + 1 mopt41;
f := x− > x2 + x + 1;

> orb1(0,f,41);
[0,1,3,13,19,12,34,2,7,16,27,19]

> orb1(5,f,41);
[5,31,3,9,9]

> orb1(8,f,41);
[8,32,32]

> orb1(11,f,41);
[11,10,29,10]

> orb1(14,f,41);
[14,6,2,7,16,27,19,12,34,2]

Les param̀etres sont

x0 0 5 8 11 14
µ 4 3 1 1 2
λ 7 1 1 2 7

L’orbite de0 a une ṕeriode de7 son cycle est19,12,34,2,7,16,27, à ce cycle se “raccrochent”
d’autres branches, comme celle de l’orbite de14 (14,6,2, · · ·). L’orbite de5 a une ṕeriode de1
(orbite aṕeriodique).

Applications 6.8 Pour la loi uniforme sur[1,n]N une urnéequitable an boules peut bien faire
l’affaire. Informatiquement, l’urne est remplacée par une fonction aléatoire du typerand() .
Nous verrons le type de géńerateur comme en utilise Maple (c’est un géńerateur congruentiel
linéaire, cf paragraphe suivant). Par exemple, on a :

>rand(1000);
proc()
local t
global seed;

seed:=irem(427419669081 * seed,999999999989; t:= seed;irem(t,1000)
end;
> seed;

1
>rand(1000)();
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81
> seed;

427419669081

Noter que l’on obtient ainsi un “hasard faible” qui est, en géńeral bon (voir toutefois les triplets
[8]) pour la simulation parce qu’il estéquiŕeparti (mais il n’est pas aléatoire)

Remarque 6.9 La compŕehension de ces paramètres est fondamentale et està l’origine de
nombreuses applications (notamment en factorisation : attaques de systèmes śecuriśes du type
RSA).

Plus ǵeńeralement, on a la notion de suite ultimement périodique.

Définition 6.10 On dit qu’une suitexn est ultimement ṕeriodique ssi il existe un certain rang
N à partir duquel elle est ṕeriodique. Soit

(∃N)(∃t > 0)(∀n ≥ N)(xn+t = xn)

Note 6.11 Une telle suite peut donc se mettre sous la forme

(· · · (xN ,xN+1 · · ·xN+t−1)
∞)

(commea(ba)∞ par exemple), mais on constate qu’il y a une façon plus compacte que les autres
de l’écrire sous cette forme (dans l’exemple préćedent, c’est(ab)∞). Ceci d́etermine l’indice
d’entrée dans le cycle et la période.

– param̀etres
– oṕerations (produit cartésien,image)
– celles qui proviennent d’un G1P (rappel) et autres
– fonctions ŕeversibles et orbites

Exercice 6.12La suite ultimement ṕeriodique10(100)∞ provient-elle d’un ǵeńerateur à un
pas?

Exerc. Machine 6.13 1) a) Tester l’amplitude du ǵeńerateur de hasard standard de Maple.
Est-ce[0..1012 − 11]N, comme semble l’indiquer l’aide?
b) Avec cette connaissance, former un tirage aléatoire de Bernouillìa deux dimensions.
c) Exṕerimenter et comparer avec le tirage préćedent.
2) Faire une statistique sur laMSMpour N = 2,3 (λ,n(λ)) où n(λ) est la nombre de points de
départ qui aboutissent sur un cycle de longueurλ). (On aḿenagera la statistique de la façon la
plus parlante possible en prenant par ex.λ dans des intervalles d’amplitude 100, et on raffinera
certains intervalles.)

Remarque 6.14L’image d’un ǵeńerateurà un pas n’est pas toujours un géńerateurà un pas
comme le montrent les exemples ci-dessous.
i) Projection d’un ǵeńerateurà deux pas :

(
xn+1

xn+2

)
=

(
0 1
1 1

) (
xn

xn+1

)
(36)
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dans(Z/5Z)2 et la premìere projection.
On obtient la suite[0,1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1]∞, on observe que le retour d’une
valeur n’entraine pas ńecessairement le retour de la suivante.
ii) Cascade de congruences (technique utilisée par Maple) : On consid̀ere un ǵeńerateur GCL1
xn+1 = axn + b mopt m de ṕeriode maximale (cf le th́eor̀eme (6.17)). On le réduit modulo
une autre congruence (m1 < m) par exemple on peut montrer (et l’observerà la machine)
que, pour que le ŕesultatyk ≡ xk[m1] est aussi ultimement périodique et de ṕeriodeλy qui
divisem = λx. Mais pour queyk soit équiŕeparti, il faut et il suffit quem1 divisem. Pourquoi?
Expliquer alors pourquoiyk provient d’un ǵeńerateurà un pas.

Exercice 6.1 A) Suites ultimement périodiques, ḿethodes deBRENT, de FLOYD [9] pp 308,
337, 346.
B) Impĺementer les diff́erentes ḿethodes et comparer leurs performances sur les géńerateurs
suivants:

xn+1 = 3141692621xn + 2718281829 mopt 1010

xn+1 = x2
n + 5xn + 1 mopt 1032

6.2.2 Algorithmes de Brent et Floyd

Il est facile de d́eterminer les param̀etres de la suite d́efinie par un ǵeńerateur̀a un pas lorsque
celle-ci

– n’est pas trop longue
– est compośee de nombres pas trop grands

mais, dans la pratique, on peutêtre ameńe à tester des suites de nombres de plus de 100 chiffres
dont on ne sait pas la longueur de la période, il est alors hors de question de tout stocker, il
faut se contenter de ḿethodes “locales” qui ne demandent de stocker,à chaque instant que deux
valeurs. C’est le cas des algorithmes de Brent et Floyd.

Brent. —
On proc̀ede aux comparaisons suivantes:

x0 x1 · · · x2k−1 · · ·
x1 x2,x3 · · · x2k , · · · x2k+1−1 · · ·

jusqu’̀a ce que l’on trouve une coı̈ncidencex2l−1 = xm; m ∈ [2l · · · 2l+1 − 1]. Ceci se produit
forcément d̀es que2l−1 ≥ e (indice d’entŕee dans le cycle, inconnu rappellons-le) et que2l ≥ λ.
Soit doncx2l−1 = xm; m ∈ [2l, · · · 2l+1 − 1], la cöıncidence trouv́ee, on aλ = m − (2l − 1).
Maintenant que l’on connaitλ, on proc̀ede aux comparaisons

x0 x1 · · · xk · · ·
xλ xλ+1 · · · xλ+k · · ·

la premìere a lieu pourk = e. L’ étude de complexité de cet algorithme d́epasse le cadre de ce
cours, mais peut̂etre trouv́ee dans [8, 9].

Floyd. —

27



On proc̀ede aux comparaisons suivantes

x0 x1 · · · xd · · ·
x1 x2 · · · x2k · · ·

la premìere cöıncidence se produit pour le premierk multiple deλ qui dépassee. L’indice k
trouvé est un multiple deλ (mais pas ńećessairementλ), on proc̀ede alors aux comparaisons
suivantes

x0 x1 · · · xl · · ·
xd xd+1 · · · xd+l · · ·

la premìere con̈ıncidence se produit pourl = µ. On finit en d́eterminantλ par

xµ xµ · · · xµ · · ·
xµ+1 xµ+2 · · · xµ+k · · ·

le premierk qui produit unéegalit́e estk = λ.

6.2.3 Ǵenérateurs congruentiels lińeaires

On appelle ainsi (en abr. GCL) les géńerateurs̀a un pas d́efinis parx0; xn+1 = axn + b mopt m
où m est un module. Quand ils sont utilisés comme ǵeńerateurs de hasard (benin) on cherche
que leur ṕeriode soit maximum (soitm). Voici quelques exemples donnés dans [9].

Exemple 6.151) x0 = 0; xn+1 = 4xn + 1 mopt 9.
(0→ 1→ 5→ 3→ 4→ 8→ 6→ 7→ 2→)∞

2) x0 = 0; xn+1 = 2xn + 1 mopt 48.
0→ 1→ 3→ 7→ (15→ 31→)∞

3) x0 = 0; xn+1 = 3xn + 1 mopt 20.
(0→ 1→ 4→ 12→)∞

4) x0 = 0; xn+1 = 2xn + 1 mopt 5.
(0→ 1→ 3→ 2)∞ et, six0 = 4, (4→)∞

C’est ce type de ǵeńerateur qu’utilisent les langages de programmation. Par exemple en Maple,
on a:

>rand(1000);
proc()
local t
global seed;

seed:=irem(427419669081 * seed,999999999989; t:= seed;irem(t,1000)
end;
> seed;

1
>rand(1000)();

81
> seed;

427419669081

28



Noter que l’on obtient ainsi un “hasard faible” qui est, en géńeral bon (voir toutefois les triplets
[8]) pour la simulation parce qu’il est́equiŕeparti (mais il n’est pas aléatoire).

Exercice 6.16Vérifier la période du ǵeńerateur pŕećedent parBRENT et FLOYD. Comparer
les performances de ces méthodes.
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On le th́eor̀eme suivant qui indique comment fabriquer des géńerateurs de ṕeriode maximale.

Théorème 6.17Pour qu’un GCLxn+1 = axn + b mopt m soit de ṕeriode maximale il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient vérifées:
a) b est inversiblemoptm.
b) a ≡ 1 [p] pour toutp premier divisantm.
c) Si4|m alorsa ≡ 1[4]

Preuve —
Période maximale→ Critère. —

– On axn = an.x0 + [n]a.b

– S’il y a une ṕeriode maximale, elle passe par zéro. En posanty0 = xn0
= 0 on ayn = [n]a.b et la ṕeriode

est max pouryn, il existen1 tel que[n1]a.b = 1 d’où (a).
– Soitp|m, on a une projectionZm → Zp, si la ṕeriode est maximale dansZm, c’est aussi la cas dansZp (on

noteZN une classe de restes moduloN , classique ou centrée par exemple).
– Sia ≡/ 1 [p], on a, dansZp, le point fixe b

1−a
, ce qui est incompatible avec la période maximale, d’òu (b).

– Si4|m, commea ≡ 1 [2], on aa ≡ 1,3 [4]. Si a ≡ 3 ≡ −1 [4], on axn+2 = −(−xn + b) + b = xn, il n’y
a donc pas de ṕeriode maximale d’òu (c).

Critère→ Période maximale. —

– (Réduction du probl̀eme)

1. Sim =
∏

pα(p), il suffit de d́emontrer que la ṕeriode est maximale dans tous lesZpα

2. Regardons le cycle de0, qui est engendré par le ǵeńerateur

y0 = 0; yn+1 ≡ a.yn + b

on a, comme pŕećedement,yn ≡ [n]a.b [m], et puisqueb est inversible modulom, il suffit de montrer
que le crit̀ere entraine[n]a est de ṕeriodem dansZm.

– On montre que la ṕeriode de[n]a est maximalèa l’aide de l’identit́e

[sq]a = [s]a.[q]as

♣

Exerc. Machine 6.18 Soit(F,f,x0), un ǵeńerateur. Au lieu d’une orbite, on peut vouloir tracer
tout le graphe (la pieuvre) def . Pour cela, il faut savoir “raccrocher” leśeléments aux arbres
qui se raccrochent aux cycles. La première ḿethodeà laquelle on pense est de “scanner” les
éléments non visités un par un. Mais, il est des cas (nous allons en voir deux) ou l’on peut
créer un fonction ant́ećedent qui prend uńelémenty et retourne l’ensemble des solutions de
l’ équationy = f(x).
1er Cas: Les GCLà un pasx0; xn+1 = axn + b mopt m.
1.1)pgcd(a,m) = 1 alors on calcule un inverse dea modulom par la méthode de l’algorithme
d’Euclideétendu qui donne les coefficients de Bezoutau+mv = 1 gcdex en Maple et MuPAD.
On a doncau ≡ 1. Ainsiy ≡ ax + b[m] estéquivalent̀a y − b ≡ ax et par multiplication par
u, on au(y − b) ≡ x [m] solution unique.
1.2) a et m ont des diviseurs communs. On calculed = pgcd(a,m) et pargcdex on calcule
des coefficientsu,v tels queau + mv = d. Soit maintenant̀a résoudrey ≡ ax + b[m]. Il y a
deux cas :
1.2.1)y − b ≡/ 0[d] pas de solution enx et on se trouvèa une feuille de l’arborescence.
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1.2.2) y − b = kd alors, en posanta1 = a/d, m1 = m/d on a, de manìere équivalente,
k ≡ a1x[m1]. Commepgcd(a1,m1) = 1, on est rameńe au cas pŕećedent.

2èmeCas: Les ǵeńerateurs quadratiques du typexn+1 ≡ ax2
n + bxn + c[p] (p premier). Il faut

résoudrey ≡ ax2 + bx+ c[p] soitax2 + bx+(c−y) ≡ 0[p]. La discussion se fait classiquement
par ∆ := b2 − 4a.(c− y) (voir le détail, utilisé dans les ǵeńerateursà deux pas (6.4.4)).

6.3 Générateurs à deux pas

Q1 Si on voit sortir une suite ultimement pérodique d’une bôıte noire, comment reconnaitre
qu’elle provient d’un ǵeńerateur̀a un pas?
Q2 On constate que les “tirages” ne sont pas indépendants, peut-on améliorer cette situation?
Q3 Comment appliquer BRENT et FLOYD au nouveau type de géńerateurs?
Repartons de la suitex0,x1; xn+2 = xn + xn+1 mopt 5, c’est une suite ṕeriodique de ṕeriode
20, telle qu’une valeur soit “fonction” des deux préćedentes, ceci peut se formaliser de la façon
suivante.

Définition 6.19 SoitF un ensemble fini,x0,x1 ∈ F etf : F 2 → F une application, On appelle
géńerateur (̀a deux pas) le triplet(F,f,(x0,x1)). La suite associée au ǵeńerateur est donńee par
x0,x1; xn+2 = f(xn,xn+1).

Exercice 6.20Montrer que la suite des “Fibonacci impairs”an = F2k−1 vérifie la récurrence

an+2 = 3an+1 − an

Exemple 6.21 i) Soit F = Z/7Z f(x,y) = x2 + y et (x0,x1) = (1,2) On a la suite1 → 2 →
3→ 0→ 2→ 2→ −1→ 3→ 4→ −1→ 1→ 2
ii) x0 = 1, x1 = 2, xn+2 ≡ 3xn + xn+1mopt9

Note 6.22 En utilisant la notation d’un “linear shift register” (utilisés abondamment en co-
dage), on a

· · · xn ← xn+1 ← xn+2 · · ·
ց ւ ↑

f(?,?) → xn+2

Exercice 6.23 i) Faire tournerBRENT et FLOYD sur des ǵeńerateurs quadratiques du type de
(6.18).
ii) Faire tourner BRENT et FLOYD sur les ǵeńerateurs suivants (a,b=main; c,d=machine).
a) (x0,x1) = (0,1) xn+2 ≡ 2(xn + xn+1) [16] b) (x0,x1) = (1,1) xn+2 ≡ x2

n + xn+1) [13]

c) (x0,x1) = (1,1) xn+2 ≡ x2
n + x2

n+1) [103] d) (x0,x1) = (1,1) xn+2 ≡ x
(xn+1)
n [1001]

La vectorisation (qui consistèa consid́erer la suite(xn,xn+1)) permet de ramener l’étude d’un
géńerateur̀a deux pas̀a celle d’un ǵeńerateur̀a un pas.

6.3.1 Vectorisation et param̀etres

Proposition 6.24 i) La suite engendŕee par un ǵeńerateur à deux pas(F,f,(x0,x1)) est la
premìere projection de la suite engendrée par le ǵeńerateurà un pas(F 2,g,(x0,x1)) où g est
donńee parg(x,y) = (y,f(x,y)). En particulier :
ii) Cette suite est ultimement périodique, ses param̀etres sont ceux de la suite “vectorisée”
((xn,xn+1))n≥0.
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Remarque 6.25 i) Le résultat pŕećedent permet d’appliquer les algorithmes deBRENT et
FLOYD aux ǵeńerateursà deux pas.
ii) Avec les notations de Mupad, en notantc := (x,y), on aurait

g(c)=(op(c,2),f(op(c,1),op(c,2)))

Exemple 6.26La suite de Fibonacci dansZ/5Z se vectorise en
(

x0

x1

)
=

(
1
1

)
;

(
xn+2

xn+1

)
=

(
1 1
1 0

) (
xn+1

xn

)
(37)

(voir remarque (6.14)).
En utilisant le produit par blocs on a que

(
xn+1 xn

xn+2 xn+1

)
=

(
1 1
1 0

)n (
1 2
1 1

)

ce qui prouve que la ṕeriode est celle de

(
1 1
1 0

)
(modulo 5) et que l’indice est0.

Un exemple dont on maı̂trise les param̀etres est celui des géńerateurs lińeairesà deux pas
(GL2P), dont la fonction de transition estf(x,y) = ax + by. Par exemple, la suite de Fibo-
nacci modulop F0 = 0,F1 = 1; Fn+2 = Fn + Fn+1 mopt p (en faire l’́etude).

6.4 Générateurs du type GL2P

6.4.1 Ǵenéralit és

La suite fournie par un GL2P est donnée par
{

x0,x1

xn+2 = axn + bxn+1 (RL2)

la relation (RL2) s’appelle récurrence lińeaire d’ordre deux.
À cette ŕecurrence est attachée une l’́equationr2 = a + br appelĺeeéquation caractéristique et
qui provient de la consid́eration suivante

Proposition 6.27 Pour qu’une suite de puissances(rn)n≥0 (suite ǵeoḿetrique de premier terme
1) vérifie RL2, il faut et il suffit qu’elle la v́erifie pourn = 0, soit

r2 = a + br (38)

Pour concevoir des géńerateurs efficaces, il faut pouvoir les paramétrer de façon qu’ils aient une
grande ṕeriode. Pour cela il est néćessaire de les décomposer en “petits” ǵeńerateurs dont on
mâıtrise la ṕeriode. Ce seront les suites(rn)n≥0 et (nrn)n≥0.
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6.4.2 Combinaison de deux ǵenérateurs

La suite(rn)n≥0 moptp est produite par un GL1P et(nrn)n≥0 moptp est produite par un GL2P.

Proposition 6.28 i) Soit m > 0 un entier etα,β,r1,r2 ∈ N alors la suite de nombres(αrn
1 +

βrn
2 )n≥0 est produite par le ǵeńerateur

{
α + β,αr1 + βr2

xn+2 = (r1 + r2)xn+1 − (r1r2)xn (RL2)

ii) Dans les m̂emes conditions que précedemment, la suite de nombres(αrn + βnrn)n≥0 est
produite par le ǵeńerateur

{
α + β,αr1 + βr2

xn+2 = 2rxn+1 − (r2)xn (RL2)

Remarque 6.29En fait, il suffit de remarquer que, dans les deux cas, l’équation caract́eristique
doit avoir r1,r2 comme racines (r = r1 = r2) dans le deuxìeme cas. Celle-ci est alors(r −
r1)(r − r2) = 0.

6.4.3 D́ecomposition et calcul de la ṕeriode d’un GL2P (m = p premier).

Voici comment on proc̀ede:

1. On ŕesout si possible l’équation caractéristique
2. On combine les résultats de façoǹa trouver les m̂emes conditions initiales.

Par exemple pour Fibonnacci, on trouver = 3 comme solution unique pourm = p = 5.
L’ équation caractéristique estr2 = 1 + r et ses racines dans différents “moduli” sont ({} = ∅
signifie qu’il n’y a pas de racine). On peut montrer d’ailleurs que les seulsp premiers tels que
l’ équation ait des racines sont de la forme10k ± 1.

p 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
r {} {3} {} {4,8} {} {} {5,15} {} {6,24} {9,13} {} {7,35}

Dans le cas òu il y a deux racines distinctesr1,r2 il existe toujours des coefficientsu,v tels que
l’on ait les deux premiers termes de le suite analysée soitxk = urk

1 + vrk
2 ; k = 0,1 en ce cas la

relation pŕećedente reste vraie pour toutk.
Dans le cas òu il n’y a qu’une raciner, il existe toujours des coefficientsu,v tels que l’on ait les
deux premiers termes de le suite analysée soitxk = (uk + v)rk; k = 0,1 en ce cas la relation
préćedente reste vraie pour toutk.
On peuténoncer :

Proposition 6.30 i) Dans le cas òu l’ équation caract́eristique admet deux racines distinctes
r1,r2 il existe toujours des coefficientsu,v tels que l’on ait les deux premiers termes de le suite
analyśee soit

xk = urk
1 + vrk

2 ; k = 0,1

en ce cas la relation préćedente reste vraie pour toutk.
ii) Dans le cas òu l’ équation caract́eristique n’admet qu’une raciner il existe toujours des
coefficientsu,v tels que l’on ait les deux premiers termes de le suite analysée soitxk = (uk +
v)rk; k = 0,1 en ce cas la relation préćedente reste vraie pour toutk.
iii) Les couples(u,v) détermińes pŕećedemment sont uniques.
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Nous ne traitons pas cette année le cas òu il n’y a pas de racine. Voyons maintenant, avec plus
de d́etails, la technique utiliśee pour ŕesoudre leśequations du second degré modulop (premier
impair).

6.4.4 Carrés etéquations du second degŕe dansFp

L’ équation du second degré dansZ/pZ = Fp; p 6= 2 se discute comme dans le cas classique
(i.e. ŕeel) en tenant compte des carrés.Dans tout ce paragraphe,p désigne un nombre premier
6= 2.

Proposition 6.31 L’ équation du second degré ax2 + bx + c = 0; a 6= 0 se discute et ŕesout
selon le discriminant∆ = b2 − 4ac.
i) Si ∆ = δ2 est un carŕe dansFp alors l’équation admet les racines

−b− δ

2a
;
−b + δ

2a

ii) Si ∆ n’est pas un carŕe, l’équation n’a pas de solution.

Remarque 6.32Si∆ = 0, les deux racines du cas (i) se confondent en une racine dite double
−b
2a

.

Les carŕes se calculent sur la “première moitíe” deFp.

Proposition 6.33 L’application donńee parx− > x2 définit une bijection entre[0..p−1
2

] et
l’ensemble des carrés deFp.

p = 3 5 7 11

2
x 0 1
x2 0 1

4 3
x 0 1 2
x2 0 1 4

6 5 4
x 0 1 2 3
x2 0 1 4 2

10 9 8 7 6
x 0 1 2 3 4 5
x2 0 1 4 2 5 3

Exercice 6.34Résoudre et discuter dansZ/pZ:
a) x2 + x + 1 = 0; p = 11,23,31 b) x2 + 4x + 2 = 0; p = 17,29
c) x2 + mx + 1 = 0; p = 7,11,13 d) x3 + 1 = 0; p = 19,23
e)x4 = m; p = 29,31 f) x4 + x2 + 1 = 0; p = 11,23,31

6.4.5 Calcul de la ṕeriode d’un GCL2

Rappelons ici la discussion.
La suite fournie par un GL2P est donnée par

{
x0,x1

xn+2 = αxn+1 + βxn (RL2)

la relation (RL2) s’appelle récurrence lińeaire d’ordre deux.
Voici comment on proc̀ede :

1. On ŕesout si possible l’équation caractéristique
2. On combine les résultats de façoǹa trouver les m̂emes conditions initiales.
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Exercice 6.35 i) (p = 5) Résoudre et discuter les 25équations

r2 = αr + β

pour (α,β) ∈ F5 (essayer de regrouper des cas, voir des symétries etc..)
ii) Constater que si on tire les param̀etres(α,β) ∈ F2

5 “au hasard” (équidistribúe), la probabi-
lit é que l’́equation(38) ait0,1,2 racines est :

Nb. rac. 0 1 2
Proba. 2

5
1
5

2
5

iii) (Cas géńeral) On consid̀ere maintenantp 6= 2 quelconque et on tire les paramètres(α,β) ∈
F2

p au hasard (́equidistribúe). Montrer que la probabilit́e que l’́equation(38) ait0,1,2 racines
est :

Nb. rac. 0 1 2
Proba. p−1

2p
1
p

p−1
2p

iv) Faire des exṕeriences machine sur différentes valeurs dep.
a) Exhaustives : examinertous les couples(α,β).
b) Aléatoires (grandes valeurs dep) : utiliser un ǵeńerateur de hasard.

On rappelle que, pourp premier, unélément non nulg ∈ Z/pZ vérifie toujoursgp−1 = 1
(Fermat). Mais il peut y avoir des puissances plus petites. Le plus petitk > 0 telle quegk = 1
est appelĺe l’ordre deg. Voici à titre d’exemple les ordres desg 6= 0 dansZ/19Z.

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
ord(g) 1 18 18 9 9 9 3 6 9 18 3 6 18 18 18 9 9 2

Les ṕeriodes sont donńees par la tableau suivant:

racines xn = période

0 est rac.
ou (xn)n≥1 vient d’un GCL1.

0 ∈ {u,v}
r1,r2 6= 0 r1 6= r2 xn = urn

1 + vrn
2 ppcm(ord(r1),ord(r2))

u,v 6= 0 r1 = r2 = r xn = (un + v)rn p× ord(r)

Par exemple, pour Fibonacci mod 5, on a

xn ≡ 3n + n.3nmopt5

ce qui explique la ṕeriode de20 = 5.4. Pour Fibonacci modulo 11, on a

xn ≡ 10 ∗ 4n + 2 ∗ 8n ≡ −4n + 2 ∗ 8nmopt11

ce qui explique la ṕeriode de 10 carord(4) = 5; ord(8) = 10

Exercice 6.36a) Concevoir un programme qui donne les ordres deséléments modulop.
b) Faire, pour diff́erentes valeurs dep, la statistiquep→ (maxord(p),numaxord(p)) où
maxord est l’ordre maximal etnummaxord est le nombre deśeléments d’ordre maximal. Que
remarque-t-on?
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La notion de ǵeńerateur a d́ejà ét́e utilisée pour RSA, nous la rappellons ici.

Proposition/Definition 6.37 i) Pour toutp premier, il existe deśelémentsg ∈ Zp tels que

Zp − {0} = {gk}0≤k≤p−2 = {1,g,g2,g3, · · · gp−2}

c’està dire que les puissances deg décrivent tous leśeléments non-nuls.
ii) De telséléments (exactement ceux qui sont d’ordre maximal soitp−1) sont appelĺes ǵeńrateurs.
iii) (Calcul de l’ordre d’un élément quelconque) Sig est un ǵeńerateur, on a

ord(gk) =
p− 1

pgcd(k,p− 1)

la conclusion de cettéetude est que la période d’un ǵeńerateurà deux pas avec solutions de
l’EC est : soit un diviseur dep − 1 (cas òu il y a deux racines), soitp × ord(r) (cas òu il n’y a
qu’une seule raciner) et donc la plus longue période ŕealisable avec un géńerateur “̀a racine(s)”
estp(p− 1). On verra aussi que la plus longue période d’un ǵeńerateur “sans racine” estp2− 1.
Soit pour les premiers nombres premiers6= 2

p 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47

p(p− 1) 6 20 42 110 156 272 342 506 812 930 1332 1640 1806 2162
p2 − 1 8 24 48 120 168 288 360 528 840 960 1368 1680 1848 2208

6.5 Autres ǵenérateurs

Knuth donne dans [8] (p26), un géńerateur de D.J. Mitchell et D.P Moore

Xn = (Xn−24 + Xn−55) mopt m

où les termes initiauxX0 · · ·X54 sont des entiers arbitraires non tous pairs. Il a pour période
2f (255 − 1) pourm = 2e et0 ≤ f < e (cf [8] p34 Ex. 11) et se programmeà l’aide d’une liste
cycliqueà 55 pas.

6.6 Généateursà k pas

6.7 Énumérer, classer, indexer

6.8 Répartitions équitables et moinśequitables

7 Syst̀emes et Calcul

7.1 Introduction

Exemples d’automates booléens, stochastiques, de comptage, de plus courts chemins. Les semi-
anneaux associés sont :B, R+,N,([0, +∞],min,+).
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7.2 Description de la structure d’automate

7.2.1 Graphe pond́eré

L’ élément de base de ces graphes est la flêcheA = q1
a|α→ q2 avecqi ∈ Q, a ∈ Σ, α ∈ k où

Q est un ensemble d’états,Σ un alphabet etk, un semi-anneau5. Pour un tel objet, on d́efinit,
selon les conventions géńerales de la th́eorie des graphes,

– t(A) := q1 (“tail”: queue, source, origine)
– h(A) := q2 (“head” t̂ete, but, extŕemit́e)
– l(A) := a (“label” étiquette)
– w(A) := α (“weight” poids).

Un cheminest une suite d’arêtesc = A1A2 · · ·An (c’est un mot en les arêtes et sa longueur est
n) telle queh(Ak) = t(Ak+1) pour1 ≤ k ≤ n − 1 pour un tel chemint(c) = t(A1), h(c) =
h(An), l(c) = l(A1)l(A2) · · · l(An) (concat́enation),w(c) = w(A1)w(A2) · · ·w(An) (produit
dans le semi-anneau).
Par exemple pour le chemin de longueur 3 suivant (k = N),

u = p
a|2→ q

b|3→ r
c|5→ s (39)

on at(u) = p, h(u) = s, l(u) = abc, h(u) = 30.
Le poids d’un ensemble de chemins de même source, but et́etiquette est la somme des poids
des chemins de cet ensemble. Ainsi, si

q1

u|α→
u|β→ q2 (40)

le poids de cet ensemble de chemins estα + β. On a donc que les poids se multiplient en série
et s’aditionnent en parallèle. Les diagrammes suivants montrent la nécessit́e des axiomes de
semi-anneau.

Diagramme Identit́e Nom
a|α→

p
a|β→ q α + (β + γ) = (α + β) + γ Associativit́e de+
a|γ→

p
a|α
→
a|β
→

q α + β = β + α Commutativit́e de+

p
a|α
→

a|0
→q

α + 0 = α Élément neutre (droite) de+

p a|0 q
b|β→ r 0 + β = α Élément neutre (gauche) de+

p
a|α→ q

b|β→ r
c|γ→ s α(βγ) = (αβ)γ Associativit́e de×

p
a|α
→
a|β
→

q
b|γ→ r (α + β)γ = αγ + βγ Distributivité (droite) de× sur+

p
a|α→ q

b|β
→
b|γ
→

r α(β + γ) = αβ + αγ Distributivité (gauche) de× sur+

p
a|α→ q

b|1k→ r α× 1k = α Élément neutre (droite) de×
p

a|1k→ q
b|β→ r 1k × β = β Élément neutre (gauche) de×

5. Nous verrons plus bas que les axiomes de la structure de semi-anneau sont contraints par la définition même
du syst̀eme de transitions ainsi obtenu.
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7.2.2 Structure et comportement des automates

Un automatèa poids ou pond́eŕe (“automaton with weights”) est la donnée de troiśeléments
vectoriels(I,M,T ):




• Un vecteur d′entrée I ∈ k1×Q

• Une famille (indexée à A) de matrices de transition M : A→ kQ×Q

• Un vecteur de sortie T ∈ kQ×1

La donńee des transitions (M ) est équivalentèa celle d’un graphe pondéŕe dont les sommets
sontQ, l’alphabetA et les poids sont pris dansk. De plus celle deI (resp.T ) correspond̀a la
donńee de fl̂eches rentrantes (resp. sortantes) marquées avec des poids. Dans tout ce processus,
on peut ne pas indiquer les flêches de poids nul.
Ce type d’automates géńeralise les automates (booléens) de la th́eorie des langages (que l’on
obtient alors pourk = B) est une machine qui prend un mot en entrée et retourne un coefficient
(dansk) en sortie. Son comportement est donc une fonctionA : A∗ → k (que l’on peut noter,
de manìereéquivalente, comme une sérieA =

∑
w∈A∗ A(w)w).
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Calcul du poidsA(w). —

On étend d’abord la fonction de transitionM àA∗ par

M(ǫ) = IQ×Q, M(w) = M(a1a2 · · · an) = M(a1)M(a2 · · ·M(an) (41)

où IQ×Q est la matrice identité de formatQ × Q. Le calcul du poids d’un mot est alors, par
définition,

A(w) := IM(w)T (42)

d’apr̀es la r̀egle de multiplication des matrices, on a bien queIM(w)T est une matrice de format
1× 1 et donc uńelément dek. Le lien avec le graphe de l’automate est donné par la proposition
suivante :
Proposition 7.1 Soit, pour deux́etatsr,s et un motw ∈ A∗

Ar,s(w) := Ir




∑

c, chemin l(c)=w

t(c)=r, h(c)=s

weight(c)



Ts (43)

alors
A(w) =

∑

r,s∈Q

Ar,s(w) (44)

Cette proposition a le sens intuitif suivant :

1. l’ équation (43) donne le poids calculé comme au paragraphe préćedent

– on fait le bilan parall̀ele (c’est̀a dire une somme) des poids des chemins qui joingnent
r às

2. on multiplie (̀a gauche si c’est non commutatif) par le poids d’entrée enr
3. on multiplie (̀a droite si c’est non commutatif) par le poids de sortie ens

7.2.3 Premiers automates

1. Longueur totale
∑

w∈A∗ |w|w
2. Comptage desa,

∑
w∈A∗ |w|aw et desb,

∑
w∈A∗ |w|bw

3. Produit des degrés partiels
∑

w∈A∗ |w|a|w|bw
4. Autres produits

∑
w∈A∗ F|w||w|w,

∑
w∈A∗ F|w|a|w|bw

Fin du tronc commun

7.2.4 Composition des automates

Somme et multiplication par un coefficient constant

Produit de Hadamard

Produit (de concat́enation)

Nous avons vu que nous pouvions coder de “l’infini dans du fini”en consid́erant les suites
ultimement ṕeriodiques que sont les développements illimit́es des rationnels. Nous allons voir
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qu’il en est de m̂eme pour la production des automates finis, en effet, un automate fini, d̀es qu’il
poss̀ede un chemin réussi qui comporte un boucle, reconnaı̂t un langage infini.

Exercice 7.2 Montrer que cette condition est suffisante, autrement dit, si aucun chemin ŕeussi
ne comporte de boucle, alors le langage reconnu par l’automate est fini.

Commençons par un exemple : On considère un automate (booléen), d’ensemble d’étatsQ et
dont les transitions sont́etiquet́ees par un alphabetA. Cet automate, via la correspondance
(graphes↔ matrices) peut̂etre vu comme un triplet(I,T,M) avec :






• Un vecteur d′entrée I ∈ k1×Q

• Une famille de matrices de transition M : A→ kQ×Q

• Un vecteur de sortie T ∈ kQ×1

Dans les automates usuels, les scalaires sont pris dans{0,1}. Si on consid̀ere ces nombres
comme des entiers naturels, l’opérationw → IM(w)T donne le nombre de chemins réussis.
Une expression rationnelle du comportement de l’auromate (tenant compte des multiplicités)
résulte du calcul suivant

∑

w∈Σ∗

(IM(w)T )w = I(
∑

w∈Σ∗

M(w)w)T = I(Idn −
∑

a∈Σ

M(a)a)−1T

si on noteMΣ =
∑

a∈Σ M(a)a, on aM∗
Σ = (Idn −

∑
a∈Σ M(a)a)−1. C’est la matrice dont

l’entrée d’adresse(i,j) est la somme
∑

w étiquette
un chemin de i vers j

(nb de chemins i→ j d′étiquette w)w

par exemple la matrice

MΣ =

(
a a
b 0

)

a pourétoile

M∗
Σ =

(
(a + ab)∗ (a + ab)∗a
b(a + ab)∗ (ba∗a)∗

)

il est facile de voir que les séries associées sont sans multiplicité (i.e. pour(i,j) et w donńes il
existe au plus un chemin d’étiquettew), mais ce n’est pas le cas pour

QΣ =

(
a a
b a

)

qui a pourétoile

Q∗
Σ =

(
(a + aa∗b)∗ (a + aa∗b)a∗a

a∗b(a + aa∗b)∗ (a + ba∗a)∗

)

Exercice 7.3 1) Dessiner les automates (sans vecteurs d’entrée et sortie) associés aux matrices
MΣ,QΣ.
2) a) Montrer, en utilisant un raisonnement sur les chemins dans un graphéetiquet́e convenable,
que pour deux lettres, on a(a + b)∗ = (a∗b)a∗ (élimination de Lazard monoı̈dale).
b) Appliquer cette identité pour trouver une autre forme de(a + aa∗b)∗.
c) Montrer quea∗aa∗ = a 1

(1−a)2
=

∑
n≥1 nan.
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d) Si un mot ne se termine pas parb, sa multiplicit́e dans(a∗aa∗b)∗ est nulle, mais s’il s’́ecrit
w = an1ban2b · · · ankb, on a(w,(a∗aa∗b)∗) = n1 + n2 + · · ·nk. En d́eduire le d́eveloppement
(i.e. les multiplicit́es des mots) de(a∗aa∗b)∗a∗, puis des 4 coefficients de la matriceQ∗

Σ.
3) a) Soit l’alphabet̀a quatre lettresΣ = {a11,a12,a21,a22}, montrer directement en raisonnant

sur les chemins, que siG =

(
a11 a12

a21 a22

)
on a

G∗ =

(
A11 A11a12a

∗
22

a∗
22a21A11 A22

)
; A11 = (a11 + a12a

∗
22a21)

∗, A22 = (a22 + a21a
∗
11a12)

∗

b) Expliquer en quoi ces formules fournissent un algorithmepermettant de calculer l’étoile de
toute matrice de śeries propres.

Exemple 7.4 SoitLn le langage fini forḿe des motsw tels que|w|a + 2|w|b = n.
a) Écrire les premiers termesL0,L1,L2 · · ·.
b) Calculer|Ln| à l’aide d’une ŕecurrence simple.
c) Montrer queSG =

∑
n |Ln|tn = (t + t2)∗ = 1

1−t−t2
.

d) Faire le lien avec le nombre de pavages d’un rectangle2× n par des dominos2× 1 ([?] pp
321) comment coder les pavages, lesénuḿerer, les ǵeńerer.
e) À l’aide des d́ecalages, former l’automate qui reconnait la sérieS.

On a un analogue parfait de ce qui se passe pour les rationnelspositifs. Plus pŕeciśement :

Exercice 7.5 A) On consid̀ere les arbres1− 2 qui sont les arbres̀a 1 ou deux fils.
À chaque arbre1− 2, dont les noeuds internes sont signés par ”+” s’ils ont deux fils et ”()−1”
s’ils en ont un on fait correspondre une fraction (i.e. sonévaluation avec les feuilles en1)
donńee par la r̀egle ŕecursive

ev(•) = 1; ev((A1,A2)) = ev((A1) + ev(A2); ev((A)) =
1

ev(A)

montrer que l’ensemble des valeurs obtenues estQ∗
+. Est-ce que la repŕesentation est unique?

Est-ce qu’elle englobe les fractions continues? Comment caract́eriser les arbres qui les donnent?
B) On consid̀ere les śeries sur un alphabetA (i.e. fonctionsA∗ → k où k est un semi-anneau
(i.e. suffisant pour faire la calcul matriciel).
a) Montrer que les conditions suivantes sontéquivalentes :
i) La sérieS est l’évaluation d’une expression rationnelle.
ii) La sérieS est combinaison lińeaire d’un ensemble de sériesS1,S2, · · ·Sn qui est (lińeairement)
stable par d́ecalages soit

(∀x ∈ A)(∀i ∈ [1..n])(x−1Si =
∑

0≤j≤n

µi,j(x)Sj

iii) Il existe λ ∈ K1×n, µ : A→ Kn×n,γ ∈ K1×n tels que pour toutw ∈ A∗, (S,w) = λµ(w)γ
(où µ() dénote encore l’extention deµ à A∗).

Lorsque l’on a une partieX ∈ A∗, on peut se demander :
Quel est le langageL(X) engendŕe parX ?
c’est à dire les suites finies d’instructions (i.e. le sous-monoı̈de engendŕe). On aL(X) =∑

n≥0 Xn à coefficients dansB. La même sommèa coefficients dansN contient plus d’in-
formations (soit le nombre de façons d’obtenirw comme produit de facteurs dansX).
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Automates. Automates̀a multiplicité (notion de côut). Comportement d’un automate. Séries
(exemples), rationnelles.
Passage SGO↔ Aut↔ Exp. rat.
Exemples deN etZ automates.
Séries ǵeńeratrices (rationnelles -arbres de Fibonacci- et non rationnelles -arbres binaires, che-
mins de Dyck-). Ŕesolution des premières ŕecurrences, d́ecalage et∆. Complexit́e du comptage
des boucles. Arbres1− 2.

7.3 Śeries

7.3.1 Exemple : Comportement d’un automate

7.3.2 Oṕerations sur les śeries

7.3.3 Lien avec les grammaires et les structures de données

7.3.4 Énumération

7.3.5 Rudiments de Calcul Modulaire

8 Fonctions ǵenératrices (approfondissement)

8.1 Une variable

8.2 Application au calcul de complexit́e

8.3 Plusieurs variables
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9 TD et TP (E. Laugerotte & J-P. Dubernard)

MI-MIM TD1 Calcul Formel 2002/2003

Exercice 1 On consid̀ere les expressions arithmétiques suivantes :
• x ∗ (y + z) ∗ (−2)

• 2 ∗ x/y ∗ z4

• x ∧ (y ∧ z)

1) Construire les arbres associés. CF

2) À l’aide des fonctionswhattype, nops, op de Maple, confirmer et en déduire les types.

3) À l’aide de la fonctionsubsde Maple, remplacerx par2 ∗ x1 + x2 dans les expressions
préćedentes.

Exercice 2 À l’aide des fonctionswhattype, nops, op de Maple, donner l’arbre et le type
assocíe à22/7 et à32.6789.

Exercice 3 (Suite de Fibonacci) Soit (Fn) la suite d́efinie par





F0 = 0,
F1 = 1,
Fn+2 = Fn+1 + Fn ∀n ∈ N.

1) Écrire une proćedure ŕecursive Maple efficace calculantFn.

2) CalculerFn en fonction den. Pouvez-vous en déduire une nouvelle procédure ? Est-elle
plus performante?

3) Montrer que, pour tout entiern,

F 2
n+1 − FnFn+2 = (−1)n.

4) Montrer que, pour tout entiern,

Fn+m = FmFn+1 + Fm−1Fn,

puis en d́eduire que
pgcd(Fn,Fm) = Fpgcd(n,m).

Exercice 3 (Algorithme d’Euclide)

1) Écrire une proćedure Maple rendant le PGCD de deux nombres entiers naturelsa et b.

2) En supposant connu le théor̀eme de Dirichlet qui dit que la probabilité pour que deux entiers
positifsu etv soient premiers est de6

π2 , écrire une proćedure qui calcule efficacement le PGCD

de plusieurs entiers.

Exercice 4 (Th́eorème de Laḿe) On suppose quea et b sont deux entiers naturels tels que
a > b > 0.

1) Si l’algorithme d’Euclide demanden itérations pour le calcul du PGCD dea et b, montrer
quea ≥ Fn+2 et b ≥ Fn+1. Combien y a-t-il d’it́erations sia = Fn+2 et b = Fn+1 ?
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2) Avec les m̂emes hypoth̀eses qu’en1), montrer que

n + 2 <
log10

√
5(a + 1)

log10 φ

et

n + 1 <
log10

√
5(b + 1)

log10 φ

où φ est le nombre d’or i.e la racine positive de l’équationX2 −X − 1 = 0.

3) Si n est le nombre de chiffres décimaux d’un entierb positif, montrer que
⌊

log10

√
5(b + 1)

log10 φ

⌋
≤ 5p + 1.

4) Si n est le nombre d’it́erations de l’algorithme d’Euclide poura > b > 0, montrer que

n ≤ 5 (⌊log10 b⌋+ 1) .

En d́eduire la complexit́e de l’algorithme d’Euclide.
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MI CALCUL FORMEL 2002/03

Travaux Pratiques 1 - Opérations sur les entiers

Manipulations 1 Taper, noter les résultats affich́es et comprendre...
>22/7;
>evalf(%);
>a:=23/7;
>evalf(a,500);
>18/12;
>?igcd
>igcd(456,752);

Manipulations 2 Idem.
>sum(i,i=1..n);
>factor(%);
>sum(iˆ2,i=1..n);
>factor(%);

Exercice 1

1) Calculer la forme factoriśee de la somme
∑n

i=1 i3.

2) Chercher le mode d’emploi de l’instructionlength .

3) Donner le nombre de chiffres de
∑100

i=1 i7.

Exercice 2

1) Calculer 100!.

2) Donner le nombre de chiffres de 100!.

3) Donner les 50 premières d́ecimales deπ.

Exercice 3

1) Calculer (ou programmer) la sommeSn =
∑n

k=1
1
k
.

2) Exprimer de façon exacte puis de façon approchéeS7, S20, S40, S1000 etS1000000.

Exercice 4

1) Trouver la d́ecomposition en facteurs premiers de9876543210123456789.

2) Calculer le nombre de diviseurs.
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Travaux Pratiques 2 - L’algorithme d’Euclide

Manipulations d’ensembles Tapez les ordres suivants et observez les réponses.
>A:={1,3,5,7,9};
>B:={0,2,4,6,8};
>C:={seq(2 * i,i=0..9)};
>DD:=A union B;
>X:=A intersect C;
>Y:=C minus B;

Exercice 1 Soit S l’ensemble des entiers strictement inférieursà 100. SoientA, B et C les
sous-ensembles deS respectivement multiples de 2, de 3 et de 5. On noteX le compĺementaire
de la partieX deS et on d́efinit l’opération∆ parX∆Y = (X ∩ Y ) ∪ (Y ∩X)

1) Déterminer(A∆B) ∩ (A∆C).

2) DéterminerA∆(B ∩ C).

3) A-t-on (A∆B) ∩ (A∆C) ⊂ A∆(B ∩ C)?

Exercice 2

1) Écrire une proćedure Maple rendant le premier (resp. dernier)élément d’une liste.

2) Écrire une proćedure Maple rendant la liste privée de son premier (resp. dernier)élément.

3) Écrire une procedure Maple réalisant la fusion de deux listes.

4) Écrire une proćedure Maple rendant une liste “miroir” de L.

Exercice 3 Les nombres de Mersenne sont de la formeMp = 2p − 1 avecp premier.

1) Écrire les nombres de Mersenne pourp ≤ 31.

2) Parmi eux, quels sont ceux qui sont premiers?

3) Décomposer les autres en facteurs premiers et trouver leurs diviseurs.

Exercice 4 Soitp un nombre premier(p ≥ 5). On d́efinit la somme

Sp =

p−1∑

k=1

1

k
.

1) CalculerS5, S7, S29 sous forme de fraction irréductible.

2)Donner le reste de la division du numérateur deSp parp2 pour les trois valeurs dep préćedentes.

3) Calculer le reste de la division du numérateur deSp par p2 pour toutp premier dans l’en-
semble{2, . . . ,100}.

Exercice 5

1) Écrire une proćedure qui calcule le PGCD de deux entiers.

2) Écrire une proćedure qui calcule le PGCD de plusieurs entiers sachant que la probabilit́e pour
que deux entiers positifsu etv soient premiers est de6

π2 .

3) Écrire une proćedure qui calcule le PPMC de plusieurs entiers.



Travaux Pratiques 3 - Repŕesentation graphique

Il y a trois types d’objets Maple que l’on peut représenter graphiquement :

• une expression

>P:=xˆ3-3 * xˆ2+x+1;
>plot(P,x=-5..5,-3..3);

• une fonction

>f:=x->if x=0 then 1 else sin(x)/x fi;
>plot(f,-3 * Pi..3 * Pi);

• une ligne polygonale

>L:=[[1,1],[3,4],[1,3],[-1,5]];
>plot(L);

On peut repŕesenteŕegalement une famille(gn) de fonctions (respectivement d’expressions) :
>g:=n->n * exp(x)+x;
>famille:={seq(g(n),n=0..10)};
>plot(famille,x=-5..5,y=-5..5);

Exercice 1 Repŕesenter la fonctionf définie parf(x) = x sin x dans les fen̂etres suivantes
[-10,10,-10,10] et [-500,500,-500,500].

Exercice 2 Repŕesenter la suite de fonctions(fn) définie parfn(x) = nx/(1 + n2x4) pourn
variant de 0̀a 10 dans la fen̂etre [0,2,0,10].

Exercice 3 Repŕesenter sur un m̂eme graphique la fonctionf(x) = ex et la suite de fonctions
(fn) pourn ∈ {0, . . . ,10} définie parfn(x) =

∑n
k=0 xk/k!. Reprendre le m̂eme travail avec la

fonctionf(x) = − ln(1− x) et la suite de fonctions(fn) définie parfn(x) =
∑n

k=1 xk/k.

Exercice 4 Étant donńee une fonction nuḿeriquef , un ŕeela et un entiern, on veut obtenir la
liste

Ln = [[u0,0],[u0,u1],[u1,u1],[u1,u2], . . . ,[un−1,un],[un,un]]

avec {
u0 = a,
un+1 = f(un), ∀n ∈ N.

1) Déterminer cette liste quandf(x) = 1/2(x2 + 1), a = 1/2 etn = 4. Repŕesenter, si possible
sur un m̂eme graphique, la courbe def , la droitey = x et la listeL4.

2) Écrire une proćedure Maple qui admet une fonctionf , un ŕeela et un indicen, et qui construit
la listeLn. Repŕesenter sur un m̂eme graphique, la courbe def , la droitey = x et la listeLn

aveca = 1.2 etn = 15.

3) Écrire une proćedure Maple qui “automatise” cetteétude graphique.



4) Étudier graphiquement les suites définies par les ŕecurrences
{

u0 = 1
un+1 = 2un/(1 + un)− ln(1 + un) ∀n ∈ N{
u0 = 1
un+1 = 2(1− e−un) ∀n ∈ N{
u0 = 3.9
un+1 = 2

√
4− un ∀n ∈ N
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MI CF 2002/03

Travaux Pratiques 4 - Nombres aĺeatoires

Exercice 1 Écrire une proćedure qui calcule lesn premiers termes de la suite obtenue par
la méthode MSM connaissant la graine et le nombre maximum de chiffres dans l’́ecriture
décimale. Quel nombre suit1010101010 et 3792 dans la ḿethode MSM? Donner les premiers
termes si la graine est2345678 et le nombre maximum de chiffres est16.

Exercice 2 On consid̀ere un ǵeńerateur donńe par :

u0 = g

ui = f(ui−1) [m] (i > 0)

1) Écrire une proćedure calculant le nième terme de la suite connaissantg, f etm.

2) Montrer que la suite est ultimement périodique.

3) Soit ℓ(n) la plus grande puissance de2 qui est plus petite oúegaleàn. Montrer qu’il existe
un entiern > 0 tel queun = uℓ(n)−1. Écrire un algorithme (l’algorithme de Brent) qui calcule
les différents param̀etres de la suite ultimement périodique.Évaluer l’efficacit́e du ǵeńerateur
de nombres aléatoires de Maple puis celui du langage C qui est donné par :

un = 1103515245× un−1 + 12345 [231] (n > 0).

4) Soit le ǵeńerateur̀a deux pas d́efini par :

u0 = g0

u1 = g1

ui = f(ui−1,ui−2) [m] (i > 1)

Quelle transformation faut-il faire pour appliquer l’algorithme de Brent? Ǵeńeraliser aux ǵeńerateurs
àn pas.
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10 TD

Calcul Formel 2002/2003

Exercice 1Donner des formes closes de fonction géńeratrice ordinaire et exponentielle de la
suite2,5,13,35, . . . ,2n + 3n, . . ..

Exercice 2Pavage d’un rectangle2× n
1. Quel est le nombreTn de façons de recouvrir entièrement un rectangle2 × n avec des do-
minos2× 1? Nous supposerons que les dominos sont tous identiques et que seule compte leur
orientation (verticale ou horizontale).
2. Un collectionneur excentrique achète des pavages2 × n par des dominos au prix de 4 euros
le domino vertical et 1 euro le domino horizontal¿ Combien de pavages valent exactementm
euros?

Exercice 3Résoudre les relations de récurrence suivantes par la méthode des fonctions géńeratrices :

1.
{

F0 = 0,F1 = 1,
Fn = Fn−1 + Fn−2 sinon.

2.
{

U0 = U1 = 1,
Un = 4Un−1 − 4Un−2 + n− 1 sinon.

3.∀n ≥ 2,2Un = 3Un−1 − Un−2

4.∀n ≥ 2,Un = 4Un−1 − 4Un−2

5.
{

U0 = 1,U1 = 0,
Un = 3Un−1 − 2Un−2 + n/2n sinon.

Exercice 4Résouder les relations de récurrence simultańees
{

U0 = 1,U1 = 0 et∀n ≥ 2,Un = Un = 2Vn−1 + Un−2

V0 = 0,V1 = D10 et∀n ≥ 2,Vn = Un = Un−1 + Un−2

Exercice 5On suppose que la durée d’un point dans le code morse est de 2 unités de temps et
celle d’un trait de 3 unit́es. D́eterminer la fonction ǵeńeratrice des mots du code morse selon
leur duŕee
Exercice 6Nombres de Stirling de deuxième esp̀ece

Soit

{
n
k

}
lr nombre de façons de partitionner[n] = {1,2, . . . ,n} enk classes (ou sous en-

sembles). Par exemple,

{
4
2

}
= 7.

1. Déterminer une ŕecurrence sur les

{
n
k

}
.

2. En d́eduire une expression deBk(x) =
∑

n

{
n
k

}
, puis de

{
n
k

}
.

Exercice 7Dans le “probl̀eme du collectionneur de coupons”, imaginons que nous voudrions
avoir la collection complete desd photos des stars de cinéma. A chaque achat d’une boı̂te de
céŕeales, on obtient une de ces photos qui peut bien sûr être une que l’on a d́eja.
Soitpn la probalit́e d’obtenir enn achats exactement la collection complète.
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1. Montrer que

pn =

d!

{
n
k

}

dn
.

2. Soitp(x) =
∑

n dnx
n. Montrer que

p(x) =
(d− 1)!xd

(d− x)(d− 2x) · · · (d− (d− 1)x)
.

Exercice 8SoitT un arbre binaire completà2n + 1 sommets. On considère

E =
∑

x feuille

prof(x),

I =
∑

x sommet interne

prof(x)

Trouver une relation entreE, I etn et la d́emontrer.

Exercice 9SoientCn le nombre d’arbres binaires complets ayant2n + 1 sommets etC(x) la
fonction ǵeńeratrice de ces arbres selon le nombre de sommets.

C(x) =
∑

n≥0

Cnx
n.

1. Déterminer une ŕecurrence sur lesCn.
2. En utilisant le ŕesultat pŕećedent, trouver unéequation fonctionnelle pourC(x) et la ŕesoudre.
3. En d́eduire la valeur deCn.

Exercice 10Le but de cet exercice est d’énuḿerer les objetśetudíes en construisant une bijec-
tion avec des mots d’un langage.
1. Construire tous les arbres binaires complets ayant au plus5 sommets.
2. Déterminer un codage de ces arbres par des mots construits surl’alphabet{x,x}.
3. Calculer le codage des arbres construits en 1.
4. Caract́eriser le langage engendré par ces mots et déterminer la grammaire algébrique corres-
pondante.
5. En d́eduire unéequation fonctionnelle et la résoudre.
6. En utilisant l’́equation fonctionnelle d́etermińee en 4.,́ecrire un programme Maple calculant
lesp premiers termes deC(x).

Exercice 11Après avoir fait une dict́ee auxélèves de sa classe, un instituteur redistribue les
copies. On notebn le nombre de façons de distribuer les copies de façonà ce qu’aucuńelève ne
reçoive sa propre copie.
1. Calculerb1,b2 et b3.
2. Montrer que l’on a la relationbn = (n− 1)(bn−1 + bn−2), pourn > 2.
3. Etablir la relationbn − bn−1 = (−1)n, pourn ≥ 2.
4. On poseb0 = 1 et on d́efinit la śerie ǵeńeratrice exponentielle par

b)z) =
∑

n≥0

bnzn

n!
.
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Montrer queb(z) =
e−z

1− z
.

11 Śeries

11.1 Introduction

Les śeries jouent le r̂ole d’un outil tr̀es important en MATHÉMATIQUES (algèbre : ŕealisation
explicites de complét́es, analyse : d́eveloppement de fonctions analytiques, développements
asympotiques, ǵeoḿetrie : classes de singularités, probabilit́es : śeries ǵeńeratrices de probabi-
lit és), en INFORMATIQUE (combinatoire - alǵebrique,énuḿerative, analytique -, analyse d’al-
gorithmes, grammaires d’objets, théorie des langages), en PHYSIQUE (probĺeme des moments,
développements perturbatifs, solutions d’ED) et dans l’artde l’ingénieur (́electronique : trans-
formée en “z”, śeries de Fourier, d́eveloppement de caractéristiques non lińeaires, Linear Shift
Register) pour ne citer que quelques unes de leurs applications.

11.2 Les śeries sont des fonctions

Les śeries se pŕesentent sous forme d’une somme (finie ou infinie)

∑

m∈M

coefficient(m)m (45)

l’ensembleM pouvant̂etre un ensemble de monômes ou un ensemble de fonction bien choisies
(séries d’exponentielles, séries de Fourier, de Dirichlet). Dans ce cours, nous nous limiterons au
cas des mon̂omes. Dans ce cadre rentrent

1. les śeries et polyn̂omes d’une ou plusieurs variables (commutatives, non commutatives
ou partiellement commutatives)

2. les fonctions syḿetriques
3. les śeries et polyn̂omes de Laurent, de Malcev
4. les śeries d’exponentielles, de Bertrand et de Dirichlet

le caract̀ere commun de ces séries est que l’ensemble des monoômesM est ferḿe (stable en
français) pour la multiplication.

11.3 Śeries liéesà des statistiques

11.3.1 La formule exponentielle

SoitG une classe de graphesétiquet́es qui est

1. Stable par renommage. C’està dire, si on ŕeétiquette les sommets (bijectivement, c’està
dire sans ŕeṕeter deśetiquettes), on reste dans la classe.

2. Stable par composantes connexes c’està dire, un graphe est dansG ssi toutes ses compo-
santes connexes y sont.
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on peut appliquer la formule exponentielle.

Théorème 11.1SoitM(n,k) le nombre de graphes :
i) Dont lesétiquettes sont[1..n]
ii) Qui ont k composantes connexes.
On forme la śerie

SGE(G) =
∑

n,k≥0

M(n,k)
zn

n!
yk (46)

alors
SGE(G) = ey

∑
n≥1 M(n,1) zn

n! (47)

TODO exemples: classes de Burnside, Nombres Idempotents

11.3.2 Multisection de śeries

Problème ǵenéral. —

Soit F (z) =
∑

n anz
n une śerie. On cherche des expressions pour les séries “restreintes”

FC(z) =
∑

n vérifie C
anz

n.

Problème particulier : multisection de śeries. —

Soit b ∈ N∗, les conditionsc(b,r)[n] seront “le reste den dans la division parb estr”.
Pour une śerieF (z), on pose

section(F,b,r) =
∑

n≡r [b]

anz
n =

∞∑

k=0

abk+rz
bk+r (48)

11.4 Types courants (de śeries)

Pour pouvoir faire des opérations sur les séries, il faut supposer que l’on sait opérer sur les
coefficients. Pour simplifier notre approche, nous supposerons que les coefficients sont réels ou
complexes (i.e.k = R ouC)6.
D’autre part, on se limitera aux séries pour lesquelles l’ensemble des monômes est stable poour
une certaine oṕeration associative(M,∗). On dit que(M,∗) est unsemigroupe.
Définition 11.2 Soitk en corps et(M,∗) un semigroupe. On appelle série surM à coefficients

dansk, toute fonctionM
coeff7→ k.

6. En fait une telle restriction est inutile en pratique et l’espace des coefficients peutêtre restreint aux anneaux
et même - avec encore plus de succès en Informatique - aux semi-anneaux qui sont des structures qui v́erifient les
axiomes des anneaux sauf l’existence d’un opposé pour tout́elément
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11.5 Exemples

Les śeries de toutes sortes sont des fonctions (avec ou sans restrictions) sur les monöıdes
constitúes par les mon̂omes. Voyons quelques exemples.

Séries Monômes Restrictions Remarques

Univariées enz zN = {zn}n∈N Aucune Espace not́ek[[z]]
Polyn̂omes enz zN = {zn}n∈N Support fini Espace not́ek[z]

Plusieurs variables N(X), fonctionsX 7→ N

commutatives (X) à support fini Aucune Espace not́ek[[X]]

Polyn̂omesà plusieurs N(X), fonctionsX 7→ N

variables commutatives (X) à support fini Support fini Espace not́ek[X]
Plusieurs variables X∗, monöıde libre

noncommutatives (X) sur l’alphabetX Aucune Espace not́ek〈〈X〉〉
Polyn̂omesà plusieurs X∗, monöıde libre

variables noncommutatives sur l’alphabetX Support fini Espace not́ek〈X〉
Séries de Laurent zZ = {zn}n∈Z n ≥ N ; N ∈ Z Espace not́ek((z))

Polyn̂omes de Laurent zZ = {zn}n∈Z Support fini Espace not́ek(z,z−1)
Séries de Puiseux zQ+ = {zα}α∈Q

α≥0
Aucune

Séries de Malcev (Γ, ≺) groupe Support
totalement ordonńe bien ordonńe Espace not́ek((Γ))

Séries de Taylor zN = {zn}n∈N Rayon de convergenceEspace not́ek[[{z}]]
k = R ouC

Exponentielles {enz}n∈N

Dirichlet {n−z}
n>0 entier

Bertrand eαzln(z)βnγ

11.6 Produit scalaire〈série|polynôme〉 et premières oṕerations

Pour suivre l’usage en ce qui concerne les séries cit́ees et quelques autres (polynômes d’expo-
nentielles) nous appeleronspolyn̂omeune śerieM 7→ k à support fini. L’espace des séries sera
not́ekM et celui des polyn̂omesk(M).

Définition 11.3 La dualit́e entrekM etk(M) est d́efinie, pourS ∈ kM etP ∈ k(M) par

〈S|P 〉 =
∑

m∈M

S(m)P (m) (49)

on v́erifie facilement que cette somme està support fini (donc bien d́efinie).

Exercice 11.4 1) a) Rappeler la structure d’EV dekX = F(X,k). Montrer quek(X) = {f ∈ kX | supp(f) est fini}
est un SEV dekX .
b) Pour toute partieZ ⊂ X, χZ est la fonction caract́eristique deZ (avec les notations de l’informatiqueχZ(x) =
[x ∈ Z] où [ ] est le symbole d’Iverson [?]). Montrer que, siZ1 etZ2 sont disjointes, on aχZ1

+ χZ2
= χZ1∪Z2

.
c) Que se passe-t-il si les parties ne sont pas disjointes?, si k = Z2 ?
d) Montrer que pourS ∈ kM ; m ∈M , on a〈S|χ{m}〉 = S(m)

2) a) Montrer que pour toutP ∈ k(M), on a

P =
∑

m∈M

〈P |χ{m}〉χ{m} (50)
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b) Montrer que l’applicationM 7→ kM définie parm 7→ χ{m} a son image dansk(M) et qu’elle est injective. On
identifiera alorsm à χm.
c) Comment se réécrit l’ équation (81) avec l’identification du (b)?
3) On veut prolonger aux séries l’écriture (81) ou plut̂ot sa version simplifíee avec l’identification du 2) b). On
dira qu’une famille(Si)i∈I de śeries estsommablesi, pour toutm ∈M , la fonctionI 7→ k define pari 7→ Si(m)
està support fini. Dans ce cas, on dira que la famille(Si)i∈I est de sommeS définie parS(m) =

∑
i∈I Si(m).

On noteraS =
∑

i∈I Si

SoitS ∈ kM une śerie. Montrer que la famille(〈S|m〉m)m∈M est sommable et queS =
∑

m∈M 〈S|m〉m.

12 Śeries d’une variable (C[[z]])

Faute de temps, nous n’aborderons pas les opérations sur les séries en ǵeńeral, mais nous
concentrerons sur cellesà une variable de façon que l’étudiant sache calculer dansC[[z]].

12.1 Oṕerations sur les śeries

Tableau des oṕerations usuelles (décalage, int́egration, d́erivation).

Nom Opérateur Effet surS =
∑∞

n=0 anz
n

Décalage γ∗
z

∑∞
n=0 an+1z

n

Dérivation d
dz

∑∞
n=1 annzn−1

Intégration
∫
0

∑∞
n=0 an

zn+1

n+1

Sommes cumulées γ 1
1−z

∑∞
n=0

(∑n
j=0 aj

)
zn

Étoile (a0 = 0) 1
1−S

=
∑∞

n=0 Sn

Exercice 12.1Prendre ces oṕerateurs deux par deux et donner des formules pour la composi-
tion et l’échange (si elles existent). Par exemple prouver la formuleγ∗

z
d
dz
− d

dz
γ∗

z = (γ∗
z )

2.

12.2 Les deux produits : Convolution (produit de Cauchy) et produit de
Hadamard

12.2.1 Produit de Cauchy

Ce produit s’obtient facilement̀a partir de la notation sommatoire. On multiplie formellement
les sommes. AvecS =

∑∞
n=0〈S|zn〉zn; T =

∑∞
m=0〈T |zm〉zm on a

ST =
∞∑

n,m=0

〈S|zn〉〈T |zm〉zn+m (51)

puis, en regroupant par degrés,

ST =
∞∑

r=0

( ∑

n+m=r

〈S|zn〉〈T |zm〉
)
zr (52)

Définition 12.2 SoientS,T ∈ C[[z]]. On d́efinit le produit (de Cauchy) ou convolution de ces
deux śeries par la formule (83).

ST =
∞∑

r=0

( ∑

n+m=r

〈S|zn〉〈T |zm〉
)
zr (53)
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Exercice 12.3 SUPPORT D’ UN PRODUIT. —
On rappelle que le support d’une série R =

∑
n∈N〈R|zn〉zn est l’ensemble desn ∈ N pour

lesquels〈R|zn〉 6= 0.
Donner les supports des séries suivantes

a) 1
1−z2 b) zk

1+βz
c) 1

1+z+z2

d) 1
1−z3 e) 1−z

1−z2 f) 1
1−z

+ 1
1+z

Exercice 12.4 ÉTOILE D’ UNE SÉRIE. —
La notion de sommabilité d́efinie dans l’exercice (14.4) est reprise ici dans le cadre plus simple
des śeries complexes̀a une variable.
On dira qu’une famille(Si)i∈I de śeries estsommablesi, pour toutn ∈ N, la fonctionI 7→ C

define pari 7→ 〈Si|zn〉 est à support fini. Dans ce cas, on dira que la famille(Si)i∈I est de
sommeS définie par〈S|zn〉 =

∑
i∈I〈Si|zn〉. On noteraS =

∑
i∈I Si

1) SoitT ∈ C[[z]] etSi sommable. Montrer queTSi est sommable et que
∑

i∈I TSi = T
∑

i∈I Si.
2) a) SoitS ∈ C[[z]] une śerie sans terme constant (formellement〈S|z0〉 = 0), montrer que la
famille (Sk)k∈N est sommable.
b) Montrer que

∑
k∈N Sk = (1− S)−1 dansC[[z]].

3) En posantS = a0 + S+ où a0 = 〈S|z0〉 et S+ = S − a0 =
∑

n>0〈S|zn〉zn, montrer la
proposition (15.5).

Proposition 12.5 SÉRIES INVERSIBLES. — SoitS ∈ C[[z]], S est inversible dansC[[z]] ssi
son terme constant〈S|z0〉 l’est.

Exercice 12.61) Fontaine de pìeces de Wilf (donńe en cours).
2) Polyominos tas stricts (donné dans la pŕesentation du cours).

12.2.2 Śeries rationnelles

Définition 12.7 Une śerie S ∈ C[[z]] est dite rationnelle si elle peut s’exprimer sous la forme
S = P

Q
; P,Q ∈ C[z]; Q(0) 6= 0.

Nous allons voir trois caractérisations (tr̀es importantes) des séries rationnelles :
– Rat. — Fraction rationnelleS = P

Q
; Q(0) 6= 0

– Coeff. — Coefficients〈S|zn〉 =
∑

(s,λ)∈F α(s,λ)nsλn, avecF fini.
– Rec. — Récurence lińeaire

(∃(α0,α1, · · ·αk) ∈ Ck+1)(∀n ∈ N)(〈S|zn+k〉 =
k−1∑

j=0

αj〈S|zn+j〉)

lesétudiants devront̂etre mâıtres du passage de l’une des ces formesà l’autre. Nous allons les
détailler maintenant.
Rat→Rec. — CommeQ(0) 6= 0, on met la fractionP

Q
sous la forme

N(z)

1−∑m
j=1 βjzj

(54)
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(en divisant haut et bas parQ(0)). Une fois ceci fait, on a

S(1−
m∑

j=1

βjz
j) = S − S(

m∑

j=1

βjz
j) = N(z) (55)

soit

S = S(
m∑

j=1

βjz
j) + N(z) (56)

Maintenant, pourk ≥ sup(deg(N(z)),m), on a〈N |zn+k〉 = 0 d’où

〈S|zn+k〉 =
n∑

j=1

βj〈zjS|zn+k〉 =
n∑

j=1

βj〈S|zn+k−j〉 (57)

qui est la ŕecurrence lińeaire cherch́ee.

Exercice 12.8Les nombres de Fibonacci sont donnés par la ŕecurrence

F0 = 0, F1 = 1; Fn+2 = Fn + Fn+1 (58)

a) Red́emontrer que la śerie ǵeńeratrice des nombres de Fibonacci estS(z) = z
1−z−z2 .

b) En d́eduire que celle des nombres de Fibonacci impairsT (z) =
∑

n≥0 F2n+1z
n est 1

1−3z+z2

c) En d́eduire la relation de ŕecurrence satisfaite par ces nombres (lesan = F2n+1).

Rec→Rat. — Soit S qui vérifie la relation de ŕecurrence lińeaire, donńee par des coefficients
(α0,α1, · · ·αk) ∈ Ck,

(∀n ∈ N)(〈S|zn+k〉 =
k−1∑

j=0

αj〈S|zn+j〉) (59)

on a , pour toutn,

〈(γ∗
z )

kS|zn〉 =
k−1∑

j=0

αj(γ
∗
z )

j〈S|zn〉 (60)

soit

(γ∗
z )

kS −
k−1∑

j=0

αj(γ
∗
z )

jS = 0 (61)

si on fait zm(γ∗
z )

mS on obtient la śerie priv́ee de sesm premiers termes, soit le reste d’ordre
m S − trunc(S,m − 1) (où trunc(S,l) =

∑l
n=0〈S|zn〉zn est l’oṕerateur de troncature). En

multipliant l’équation pŕećedente parzk on obtient

0 = zk(γ∗
z )

kS−
k−1∑

j=0

αjz
k−jzj(γ∗

z )
jS = S− trunc(S,k− 1)−

k−1∑

j=0

αjz
k−j(S− trunc(S,j− 1))

(62)
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soit

S
(
1−

k−1∑

j=0

αjz
k−j

)
= trunc(S,k − 1)−

k−1∑

j=0

αjz
k−jtrunc(S,j − 1) (63)

dont le second membre est un polynôme. Ce qui est la forme cherchée

S =
trunc(S,k − 1)−∑k−1

j=0 αjz
k−jtrunc(S,j − 1)

1−∑k−1
j=0 αjzk−j

(64)

Exercice 12.9En calculantF 2
n+3−F 2

n+2 trouver une relation de ŕecurrence entre lesan = F 2
n .

Calculer la fraction rationnelle
∑

n F 2
nzn

Rat→Coeff. — On utilise la d́ecomposition eńeléments simples

P

Q
= E(x) +

∑

λ∈OQ

nλ∑

j=1

α(λ,j)

(z − λ)j
(65)

il suffit donc de savoir calculer les coefficients du développement de chaque1
(z−λ)j avecλ 6= 0.

Exercice 12.101) a) Montrer quedk

dzk (1− βz)−1 = k!βk(1− βz)−(k+1).

b) Montrer que dk

dzk (1− βz)−1 =
∑∞

n=k n(n− 1) · · · (n− k + 1)βnzn−k.

On adopte les notations commodes suivantes
http://mathworld.wolfram.com/FallingFactorial.html
Factorielle descendante(x)k = x(x− 1) · · · (x− k + 1)
Factorielle ascendantex(k) = x(x + 1) · · · (x + k − 1)

Binomial généralisé
(

x
k

)
= 1

k!
(x)k = x(x−1)···(x−k+1)

k!

2) Déduire du (1.b) que

1

(1− βz)k+1
=

∞∑

n=k

(
n
k

)
βn−kzn−k =

∞∑

m=0

m(k)

k!
βmzm (66)

Exercice Machine 12.11On veut convertir les factorielles montantes sur la base despuis-
sances. La clef est le triangle des nombres de Stirling de 1èreesp̀ece.
1) a) Lire et interpŕeter les ŕesultats du programme suivant

> with(combinat);

[Chi, bell , binomial, cartprod , character , choose, composition, conjpart , decodepart ,

encodepart , fibonacci , firstpart , graycode, inttovec, lastpart ,multinomial ,

nextpart , numbcomb, numbcomp, numbpart , numbperm, partition, permute,

powerset , prevpart , randcomb, randpart , randperm, setpartition, stirling1 ,

stirling2 , subsets , vectoint ]

> rf:=proc(x,k) product(x+j,j=0..k-1) end;

rf := proc(x, k) product(x + j, j = 0..k − 1) end proc
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> rf(x,5);
x (x + 1) (x + 2) (x + 3) (x + 4)

> seq(print(expand(rf(x,k))),k=0..7);
1

x

x2 + x

x3 + 3 x2 + 2 x

x4 + 6 x3 + 11 x2 + 6 x

x5 + 10 x4 + 35 x3 + 50 x2 + 24 x

x6 + 15 x5 + 85 x4 + 225x3 + 274x2 + 120x

x7 + 21 x6 + 175x5 + 735x4 + 1624x3 + 1764x2 + 720x

> seq(print(seq(stirling1(n,k),k=0..n)),n=0..7);
1

0, 1

0, − 1, 1

0, 2, − 3, 1

0, − 6, 11, − 6, 1

0, 24, − 50, 35, − 10, 1

0, − 120, 274, − 225, 85, − 15, 1

0, 720, − 1764, 1624, − 735, 175, − 21, 1

b) Se renseigner sur les nombres de Stirling de première esp̀ece (par exemple dans les livres ou
dans
http://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheFirstKind.html ) et
donner l’expression dex(k) en fonction des puissances dex.
2) On appelle Śerie Quasi-Polyn̂ome (SQP), une sérieP (l,α,z) =

∑∞
n=0 nlαnzn avecα 6= 0.

a) Calculer le produitP (l1,α1,z)P (l2,α2,z).
b) Exprimer la SGO des nombres de Fibonacci en fonction de deux SQP.
c) Déduire de la question (1) une expression deséléments simples 1

(1−αz)k+1 en fonction des SQP

(P (l,α,z) =
∑∞

n=0 nlαnzn).

Note 12.12On peut montrer que les fonctionsP (l,α,z) sont lińeairement ind́ependantes et
forment une base des fractions rationnelles sans pôle nul ni partie entìere. Ce qui pŕec̀ede
montre qu’elles forment unebase multiplicativede cet espace.

Coeff→Rat. —

Exercice 12.13On suppose qu’à partir d’un certain rang les coefficients de la sérieS sont une
combinaison lińeaire d’expressions du typenlαn.
1) Montrer queS se d́ecompose de façon unique comme

S = P (z) +
∑

(l,α)∈F

β(l,α)P (l,α,z) (67)

où P est un polyn̂ome.
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Exercice Machine 12.141) a) Lire et interpŕeter le programme suivant.

> S1:=matrix(10,10,(i,j)->stirling1(i-1,j-1));

S1 :=





1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 2 −3 1 0 0 0 0 0 0
0 −6 11 −6 1 0 0 0 0 0
0 24 −50 35 −10 1 0 0 0 0
0 −120 274 −225 85 −15 1 0 0 0
0 720 −1764 1624 −735 175 −21 1 0 0
0 −5040 13068 −13132 6769 −1960 322 −28 1 0
0 40320 −109584 118124 −67284 22449 −4536 546 −36 1





> S2:=matrix(10,10,(i,j)->stirling2(i-1,j-1));

S2 :=





1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 3 1 0 0 0 0 0 0
0 1 7 6 1 0 0 0 0 0
0 1 15 25 10 1 0 0 0 0
0 1 31 90 65 15 1 0 0 0
0 1 63 301 350 140 21 1 0 0
0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0
0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1





> multiply(S1,S2);




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1





b) Les nombres de Stirling de deuxième esp̀ecestirling2(n,k) avecn,k ∈ N forment la matrice
inverse de celle des nombres de première esp̀ece. On peut voir cela come une relation entre
patrice infinies ou bien comme une infinité de relations au sens suivant.
Soient les matrices deZ(N+1)×(N+1),

S1(N) = (stirling1(n,k))0≤n,k≤N etS2(N) = (stirling2(n,k))0≤n,k≤N (68)

alorsS1S2 = I(N+1)×(N+1).
2) SoitP (l,α,z) =

∑∞
n=l(n)l αnzn.

a) Exprimer lesP (l,α,z) en fonction desP (l′,α′,z). Écrire soigneusement la matrice de pas-
sage.
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b) À l’aide des nombres de Stirling de deuxième esp̀ece, exprimer lesP (l,α,z) en fonction des
P (l′,α′,z).
3) Déduire de tout ce qui préc̀ede une ḿethode pour exprimerS comme une fraction rationnelle.

Remarque 12.15Les passagesRec→CoeffetCoeff→Recse font par composition des méthodes
préćedentes. Si l’on tient̀a des ḿethodes directes (mais pas nécessairement plus courtes ni plus
élégantes), on peut aussi, pour le premier, utiliser une réduction de Jordan de la matrice com-
pagnon associéeà la récurrence et utiliser des produits de Hadamard (cf paragraphe (15.2.4))
pour le second.

12.2.3 Śeries rationnelles (reṕesentations lińeaires et aspect automatique)

Avant de ǵeńeraliser la th́eorie des śeries rationnelles̀a plusieurs variables (non-commutatives),
il est utile de voir comment elles peuvent se représenter par un automate (unaire età mltipli-
cités). On a la proposition suivante (énonćee dans le cas géńeral òu l’ensemble des scalairesK
est un corps commutatif quelconque)
Proposition 12.16 SoitS

∑
n∈ N anz

n ∈ K〈〈z〉〉 une śerie. Les conditions suivantes sontéquivalentes
i) S est rationnelle, c’est̀a direS = P (Q)−1 où P,Q ∈ K〈z〉 etQ(0) 6= 0
ii) Les coefficients deS vérifient une ŕecurrence lińeaire

(∃(αj)0≤j<k ∈ Kk)(∀n ∈ N)(an+k =
k−1∑

j=0

αjan+j) (69)

iii) Il existe λ ∈ K1×n, T ∈ Kn×n,γ ∈ Kn×1 tels que

(∀n ∈ N)(an = λT nγ) (70)

Preuve —ii) =⇒ iii). —
La relation de ŕecurrence lińeaire implique

(an+1,an+2 · · · ,an+k) = (an,an+1 · · · ,an+k−1)





0 0 · · · · · · 0 α0

1 0
. . .

...
...

0 1
. . . .. .

...
...

...
...

. . . .. . 0
...

...
...

.. . 0 αk−2

0 0 · · · · · · 1 αk−1





(71)

soit, en posantT , la matrice etvn = (an,an+1 · · · ,an+k−1), vn+1 = vnT , d’où vn = v0T
n. On a

finalement

an = vn





1
0
...
0



 = (a0,a1 · · · ,ak−1)T
n





1
0
...
0



 (72)

iii) =⇒ i). —
En effet,S =

∑
n anz

n =
∑

n λT nγzn = λ(
∑

n T nzn)γ = λ(I − zT )−1γ. Mais

(I − zT )−1 =
1

det(I − zT )
comatrice(I − zT ) (73)
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et lesQ(z) = det(I − zT ) est un polyn̂ome enz tel queQ(0) = 1 et comatrice(I-zT) est une
matrice de polyn̂omes enz (exercice !!). D’òu le ŕesultat.
i) =⇒ ii). —
On peut poserQ(z) =

∑k−1
j=0 βjz

j avecβ0 = 1. CommeP = SQ, pour toutn ∈ N, on a
〈P |zn〉 =

∑
p+q=n βpaq, soit, sin > N = max(deg(P ),k),

∑
p+q=n βpaq = 0 ce qui peut

encore s’́ecrirean = −∑k
j=1 βjan−j, ce qui donne, pour toutn ∈ N,

an+N = −
k∑

j=1

βjan+N−j (74)

ce qui entraine (ii). ♣

Définition 12.17 Un triplet T = (λ,T,γ) tel que〈S|zn〉 = λT nγ est appelĺe reṕesentation
linéairede dimensionn deS. De m̂emeS est appeĺeecomportementdeT .

Note 12.18Une śerie rationnelle admet en géńeral plusieurs repŕesentations lińeaires. La di-
mension minimale de ces représentations est appelléerangdeS. C’est aussi la dimension de
l’espace vectoriel engendré par les d́ecaĺees deS.

12.2.4 Produit de Hadamard

C’est juste le produit des fonctions (fonctions “coefficient”), il sera not́e⊙. Par exemple pour
les śeries d’une variable on a

∞∑

n=0

anz
n ⊙

∞∑

n=0

bnzn =
∞∑

n=0

anbnz
n (75)

Exercice 12.19Effectuer les produits de Hadamard suivants

a) 1
1−z2 ⊙ 1

1−2z
b) 1

1+z+z2 ⊙ 1
1−2z

c) 1
1+z+z2 ⊙ f(z)

d) 1
1−z2 ⊙ ez e) z

1−z2 ⊙ ez f) 1
1−z
⊙ f(z)

Montrer que le ŕesultat de (c) est rationnel sif(z) est rationnelle i.e. sif(z) = P (z)
Q(z)

; Q(0) 6= 0

indication. — Pour le (b), d́ecomposer eńeléments simples. Pour le (c) on pourra remarquer que11+z+z2 = 1−z
1−z3 .

Théorème 12.20PRODUIT DE HADAMARD DE SÉRIES RATIONNELLES. —
SoientS,T ∈ C[[z]] rationnelles. AlorsS ⊙ T est rationnelle.

Preuve — On peut remarquer qu’une série R ∈ C[[z]] est rationnelle ssi l’ensemble de ses
décaĺees(γ∗

z )
kR est de rang fini. Commeγ∗

z (U ⊙ V ) = γ∗
z (U)⊙ γ∗

z (V ), on a le ŕesultat.
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13 Syst̀emes de Calcul Formel et structures de donńees

13.1 Ŕevision numération

Il est bon, avant d’attaquer, de maı̂triser la nuḿeration en base quelconque. Voici quelques
exercices.

13.1.1 Quelques exercices

Objectifs : Il faut que leśetudiants soient maı̂tres (papier crayon et programmation) des conver-
sions entre bases (avec virgule) et du passage (fraction↔ développement ṕeriodique). La
commande maple pour vérifier les conversions està chercher dansconvert , celle pour les
développement illimit́es dansevalf (attentionà la variable d’environnementDigits ).

1) Mettre les nombres binaires suivants sous forme décimale
a)(101101)2 b)(101101101)2 c) (101 · · · 101︸ ︷︷ ︸

3n chiffres

)2 (pour le (c), on montrera que la réponse

dépend de la conversion d’un nombre plus simple)
2) Mettre les fractions suivantes sous forme décimale
a) (0,615)8 b) (12,321)5 c) (0, 7777777777︸ ︷︷ ︸

10 chiffres

)8

3) Calculer
a)an = (0, 5 · · · 5︸ ︷︷ ︸

n chiffres

)8 b) bn = (12, 1212 · · · 12︸ ︷︷ ︸
2n chiffres

)8 c) cn = (12, 2112 · · · 2112 · · ·︸ ︷︷ ︸
n chiffres

)8

d) f1 = (0,(54321)∞)8

e) le d́eveloppement d́ecimal illimité de
i) 23/7 ii) 7/22 iii) 1/99999

4) Conversions Fraction↔ Développements illimit́es en baseb (les ŕesultats seront toujours
donńes en base dix sauf pour les points c,e).
a)12,(345)∞; b = 10 b) 12,(345)∞; b = 8
c) BA/CA; b = 16 d) 22/132; b = 10 e)BA,(CA)∞; b = 16

14 Śeries

14.1 Introduction

Les śeries jouent le r̂ole d’un outil tr̀es important en MATHÉMATIQUES (algèbre : ŕealisation
explicites de complét́es, analyse : d́eveloppement de fonctions analytiques, développements
asympotiques, ǵeoḿetrie : classes de singularités, probabilit́es : śeries ǵeńeratrices de probabi-
lit és), en INFORMATIQUE (combinatoire - alǵebrique,énuḿerative, analytique -, analyse d’al-
gorithmes, grammaires d’objets, théorie des langages), en PHYSIQUE (probĺeme des moments,
développements perturbatifs, solutions d’ED) et dans l’artde l’ingénieur (́electronique : trans-
formée en “z”, śeries de Fourier, d́eveloppement de caractéristiques non lińeaires, Linear Shift
Register) pour ne citer que quelques unes de leurs applications.
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14.2 Les śeries sont des fonctions

Les śeries se pŕesentent sous forme d’une somme (finie ou infinie)

∑

m∈M

coefficient(m)m (76)

l’ensembleM pouvant̂etre un ensemble de monômes ou un ensemble de fonction bien choisies
(séries d’exponentielles, séries de Fourier, de Dirichlet). Dans ce cours, nous nous limiterons au
cas des mon̂omes. Dans ce cadre rentrent

1. les śeries et polyn̂omes d’une ou plusieurs variables (commutatives, non commutatives
ou partiellement commutatives)

2. les fonctions syḿetriques
3. les śeries et polyn̂omes de Laurent, de Malcev
4. les śeries d’exponentielles, de Bertrand et de Dirichlet

le caract̀ere commun de ces séries est que l’ensemble des monoômesM est ferḿe (stable en
français) pour la multiplication.

14.3 Śeries liéesà des statistiques

14.3.1 La formule exponentielle

SoitG une classe de graphesétiquet́es qui est

1. Stable par renommage. C’està dire, si on ŕeétiquette les sommets (bijectivement, c’està
dire sans ŕeṕeter deśetiquettes), on reste dans la classe.

2. Stable par composantes connexes c’està dire, un graphe est dansG ssi toutes ses compo-
santes connexes y sont.

on peut appliquer la formule exponentielle.

Théorème 14.1SoitM(n,k) le nombre de graphes :
i) Dont lesétiquettes sont[1..n]
ii) Qui ont k composantes connexes.
On forme la śerie

SGE(G) =
∑

n,k≥0

M(n,k)
zn

n!
yk (77)

alors
SGE(G) = ey

∑
n≥1 M(n,1) zn

n! (78)

TODO exemples: classes de Burnside, Nombres Idempotents
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14.3.2 Multisection de śeries

Problème ǵenéral. —

Soit F (z) =
∑

n anz
n une śerie. On cherche des expressions pour les séries “restreintes”

FC(z) =
∑

n vérifie C
anz

n.

Problème particulier : multisection de śeries. —

Soit b ∈ N∗, les conditionsc(b,r)[n] seront “le reste den dans la division parb estr”.
Pour une śerieF (z), on pose

section(F,b,r) =
∑

n≡r [b]

anz
n =

∞∑

k=0

abk+rz
bk+r (79)

14.4 Types courants (de śeries)

Pour pouvoir faire des opérations sur les séries, il faut supposer que l’on sait opérer sur les
coefficients. Pour simplifier notre approche, nous supposerons que les coefficients sont réels ou
complexes (i.e.k = R ouC)7.
D’autre part, on se limitera aux séries pour lesquelles l’ensemble des monômes est stable poour
une certaine oṕeration associative(M,∗). On dit que(M,∗) est unsemigroupe.
Définition 14.2 Soitk en corps et(M,∗) un semigroupe. On appelle série surM à coefficients

dansk, toute fonctionM
coeff7→ k.

7. En fait une telle restriction est inutile en pratique et l’espace des coefficients peutêtre restreint aux anneaux
et même - avec encore plus de succès en Informatique - aux semi-anneaux qui sont des structures qui v́erifient les
axiomes des anneaux sauf l’existence d’un opposé pour tout́elément
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14.5 Exemples

Les śeries de toutes sortes sont des fonctions (avec ou sans restrictions) sur les monöıdes
constitúes par les mon̂omes. Voyons quelques exemples.

Séries Monômes Restrictions Remarques

Univariées enz zN = {zn}n∈N Aucune Espace not́ek[[z]]
Polyn̂omes enz zN = {zn}n∈N Support fini Espace not́ek[z]

Plusieurs variables N(X), fonctionsX 7→ N

commutatives (X) à support fini Aucune Espace not́ek[[X]]

Polyn̂omesà plusieurs N(X), fonctionsX 7→ N

variables commutatives (X) à support fini Support fini Espace not́ek[X]
Plusieurs variables X∗, monöıde libre

noncommutatives (X) sur l’alphabetX Aucune Espace not́ek〈〈X〉〉
Polyn̂omesà plusieurs X∗, monöıde libre

variables noncommutatives sur l’alphabetX Support fini Espace not́ek〈X〉
Séries de Laurent zZ = {zn}n∈Z n ≥ N ; N ∈ Z Espace not́ek((z))

Polyn̂omes de Laurent zZ = {zn}n∈Z Support fini Espace not́ek(z,z−1)
Séries de Puiseux zQ+ = {zα}α∈Q

α≥0
Aucune

Séries de Malcev (Γ, ≺) groupe Support
totalement ordonńe bien ordonńe Espace not́ek((Γ))

Séries de Taylor zN = {zn}n∈N Rayon de convergenceEspace not́ek[[{z}]]
k = R ouC

Exponentielles {enz}n∈N

Dirichlet {n−z}
n>0 entier

Bertrand eαzln(z)βnγ

14.6 Produit scalaire〈série|polynôme〉 et premières oṕerations

Pour suivre l’usage en ce qui concerne les séries cit́ees et quelques autres (polynômes d’expo-
nentielles) nous appeleronspolyn̂omeune śerieM 7→ k à support fini. L’espace des séries sera
not́ekM et celui des polyn̂omesk(M).

Définition 14.3 La dualit́e entrekM etk(M) est d́efinie, pourS ∈ kM etP ∈ k(M) par

〈S|P 〉 =
∑

m∈M

S(m)P (m) (80)

on v́erifie facilement que cette somme està support fini (donc bien d́efinie).

Exercice 14.4 1) a) Rappeler la structure d’EV dekX = F(X,k). Montrer quek(X) = {f ∈ kX | supp(f) est fini}
est un SEV dekX .
b) Pour toute partieZ ⊂ X, χZ est la fonction caract́eristique deZ (avec les notations de l’informatiqueχZ(x) =
[x ∈ Z] où [ ] est le symbole d’Iverson [?]). Montrer que, siZ1 etZ2 sont disjointes, on aχZ1

+ χZ2
= χZ1∪Z2

.
c) Que se passe-t-il si les parties ne sont pas disjointes?, si k = Z2 ?
d) Montrer que pourS ∈ kM ; m ∈M , on a〈S|χ{m}〉 = S(m)

2) a) Montrer que pour toutP ∈ k(M), on a

P =
∑

m∈M

〈P |χ{m}〉χ{m} (81)
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b) Montrer que l’applicationM 7→ kM définie parm 7→ χ{m} a son image dansk(M) et qu’elle est injective. On
identifiera alorsm à χm.
c) Comment se réécrit l’ équation (81) avec l’identification du (b)?
3) On veut prolonger aux séries l’écriture (81) ou plut̂ot sa version simplifíee avec l’identification du 2) b). On
dira qu’une famille(Si)i∈I de śeries estsommablesi, pour toutm ∈M , la fonctionI 7→ k define pari 7→ Si(m)
està support fini. Dans ce cas, on dira que la famille(Si)i∈I est de sommeS définie parS(m) =

∑
i∈I Si(m).

On noteraS =
∑

i∈I Si

SoitS ∈ kM une śerie. Montrer que la famille(〈S|m〉m)m∈M est sommable et queS =
∑

m∈M 〈S|m〉m.

15 Śeries d’une variable (C[[z]])

Faute de temps, nous n’aborderons pas les opérations sur les séries en ǵeńeral, mais nous
concentrerons sur cellesà une variable de façon que l’étudiant sache calculer dansC[[z]].

15.1 Oṕerations sur les śeries

Tableau des oṕerations usuelles (décalage, int́egration, d́erivation).

Nom Opérateur Effet surS =
∑∞

n=0 anz
n

Décalage γ∗
z

∑∞
n=0 an+1z

n

Dérivation d
dz

∑∞
n=1 annzn−1

Intégration
∫
0

∑∞
n=0 an

zn+1

n+1

Sommes cumulées γ 1
1−z

∑∞
n=0

(∑n
j=0 aj

)
zn

Étoile (a0 = 0) 1
1−S

=
∑∞

n=0 Sn

Exercice 15.1Prendre ces oṕerateurs deux par deux et donner des formules pour la composi-
tion et l’échange (si elles existent). Par exemple prouver la formuleγ∗

z
d
dz
− d

dz
γ∗

z = (γ∗
z )

2.

15.2 Les deux produits : Convolution (produit de Cauchy) et produit de
Hadamard

15.2.1 Produit de Cauchy

Ce produit s’obtient facilement̀a partir de la notation sommatoire. On multiplie formellement
les sommes. AvecS =

∑∞
n=0〈S|zn〉zn; T =

∑∞
m=0〈T |zm〉zm on a

ST =
∞∑

n,m=0

〈S|zn〉〈T |zm〉zn+m (82)

puis, en regroupant par degrés,

ST =
∞∑

r=0

( ∑

n+m=r

〈S|zn〉〈T |zm〉
)
zr (83)

Définition 15.2 SoientS,T ∈ C[[z]]. On d́efinit le produit (de Cauchy) ou convolution de ces
deux śeries par la formule (83).

ST =
∞∑

r=0

( ∑

n+m=r

〈S|zn〉〈T |zm〉
)
zr (84)
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Exercice 15.3 SUPPORT D’ UN PRODUIT. —
On rappelle que le support d’une série R =

∑
n∈N〈R|zn〉zn est l’ensemble desn ∈ N pour

lesquels〈R|zn〉 6= 0.
Donner les supports des séries suivantes

a) 1
1−z2 b) zk

1+βz
c) 1

1+z+z2

d) 1
1−z3 e) 1−z

1−z2 f) 1
1−z

+ 1
1+z

Exercice 15.4 ÉTOILE D’ UNE SÉRIE. —
La notion de sommabilité d́efinie dans l’exercice (14.4) est reprise ici dans le cadre plus simple
des śeries complexes̀a une variable.
On dira qu’une famille(Si)i∈I de śeries estsommablesi, pour toutn ∈ N, la fonctionI 7→ C

define pari 7→ 〈Si|zn〉 est à support fini. Dans ce cas, on dira que la famille(Si)i∈I est de
sommeS définie par〈S|zn〉 =

∑
i∈I〈Si|zn〉. On noteraS =

∑
i∈I Si

1) SoitT ∈ C[[z]] etSi sommable. Montrer queTSi est sommable et que
∑

i∈I TSi = T
∑

i∈I Si.
2) a) SoitS ∈ C[[z]] une śerie sans terme constant (formellement〈S|z0〉 = 0), montrer que la
famille (Sk)k∈N est sommable.
b) Montrer que

∑
k∈N Sk = (1− S)−1 dansC[[z]].

3) En posantS = a0 + S+ où a0 = 〈S|z0〉 et S+ = S − a0 =
∑

n>0〈S|zn〉zn, montrer la
proposition (15.5).

Proposition 15.5 SÉRIES INVERSIBLES. — SoitS ∈ C[[z]], S est inversible dansC[[z]] ssi
son terme constant〈S|z0〉 l’est.

Exercice 15.61) Fontaine de pìeces de Wilf (donńe en cours).
2) Polyominos tas stricts (donné dans la pŕesentation du cours).

15.2.2 Śeries rationnelles

Définition 15.7 Une śerie S ∈ C[[z]] est dite rationnelle si elle peut s’exprimer sous la forme
S = P

Q
; P,Q ∈ C[z]; Q(0) 6= 0.

Nous allons voir trois caractérisations (tr̀es importantes) des séries rationnelles :
– Rat. — Fraction rationnelleS = P

Q
; Q(0) 6= 0

– Coeff. — Coefficients〈S|zn〉 =
∑

(s,λ)∈F α(s,λ)nsλn, avecF fini.
– Rec. — Récurence lińeaire

(∃(α0,α1, · · ·αk) ∈ Ck+1)(∀n ∈ N)(〈S|zn+k〉 =
k−1∑

j=0

αj〈S|zn+j〉)

lesétudiants devront̂etre mâıtres du passage de l’une des ces formesà l’autre. Nous allons les
détailler maintenant.
Rat→Rec. — CommeQ(0) 6= 0, on met la fractionP

Q
sous la forme

N(z)

1−∑m
j=1 βjzj

(85)
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(en divisant haut et bas parQ(0)). Une fois ceci fait, on a

S(1−
m∑

j=1

βjz
j) = S − S(

m∑

j=1

βjz
j) = N(z) (86)

soit

S = S(
m∑

j=1

βjz
j) + N(z) (87)

Maintenant, pourk ≥ sup(deg(N(z)),m), on a〈N |zn+k〉 = 0 d’où

〈S|zn+k〉 =
n∑

j=1

βj〈zjS|zn+k〉 =
n∑

j=1

βj〈S|zn+k−j〉 (88)

qui est la ŕecurrence lińeaire cherch́ee.

Exercice 15.8Les nombres de Fibonacci sont donnés par la ŕecurrence

F0 = 0, F1 = 1; Fn+2 = Fn + Fn+1 (89)

a) Red́emontrer que la śerie ǵeńeratrice des nombres de Fibonacci estS(z) = z
1−z−z2 .

b) En d́eduire que celle des nombres de Fibonacci impairsT (z) =
∑

n≥0 F2n+1z
n est 1

1−3z+z2

c) En d́eduire la relation de ŕecurrence satisfaite par ces nombres (lesan = F2n+1).

Rec→Rat. — Soit S qui vérifie la relation de ŕecurrence lińeaire, donńee par des coefficients
(α0,α1, · · ·αk) ∈ Ck,

(∀n ∈ N)(〈S|zn+k〉 =
k−1∑

j=0

αj〈S|zn+j〉) (90)

on a , pour toutn,

〈(γ∗
z )

kS|zn〉 =
k−1∑

j=0

αj(γ
∗
z )

j〈S|zn〉 (91)

soit

(γ∗
z )

kS −
k−1∑

j=0

αj(γ
∗
z )

jS = 0 (92)

si on fait zm(γ∗
z )

mS on obtient la śerie priv́ee de sesm premiers termes, soit le reste d’ordre
m S − trunc(S,m − 1) (où trunc(S,l) =

∑l
n=0〈S|zn〉zn est l’oṕerateur de troncature). En

multipliant l’équation pŕećedente parzk on obtient

0 = zk(γ∗
z )

kS−
k−1∑

j=0

αjz
k−jzj(γ∗

z )
jS = S− trunc(S,k− 1)−

k−1∑

j=0

αjz
k−j(S− trunc(S,j− 1))

(93)
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soit

S
(
1−

k−1∑

j=0

αjz
k−j

)
= trunc(S,k − 1)−

k−1∑

j=0

αjz
k−jtrunc(S,j − 1) (94)

dont le second membre est un polynôme. Ce qui est la forme cherchée

S =
trunc(S,k − 1)−∑k−1

j=0 αjz
k−jtrunc(S,j − 1)

1−∑k−1
j=0 αjzk−j

(95)

Exercice 15.9En calculantF 2
n+3−F 2

n+2 trouver une relation de ŕecurrence entre lesan = F 2
n .

Calculer la fraction rationnelle
∑

n F 2
nzn

Rat→Coeff. — On utilise la d́ecomposition eńeléments simples

P

Q
= E(x) +

∑

λ∈OQ

nλ∑

j=1

α(λ,j)

(z − λ)j
(96)

il suffit donc de savoir calculer les coefficients du développement de chaque1
(z−λ)j avecλ 6= 0.

Exercice 15.101) a) Montrer quedk

dzk (1− βz)−1 = k!βk(1− βz)−(k+1).

b) Montrer que dk

dzk (1− βz)−1 =
∑∞

n=k n(n− 1) · · · (n− k + 1)βnzn−k.

On adopte les notations commodes suivantes
http://mathworld.wolfram.com/FallingFactorial.html
Factorielle descendante(x)k = x(x− 1) · · · (x− k + 1)
Factorielle ascendantex(k) = x(x + 1) · · · (x + k − 1)

Binomial généralisé
(

x
k

)
= 1

k!
(x)k = x(x−1)···(x−k+1)

k!

2) Déduire du (1.b) que

1

(1− βz)k+1
=

∞∑

n=k

(
n
k

)
βn−kzn−k =

∞∑

m=0

m(k)

k!
βmzm (97)

Exercice Machine 15.11On veut convertir les factorielles montantes sur la base despuis-
sances. La clef est le triangle des nombres de Stirling de 1èreesp̀ece.
1) a) Lire et interpŕeter les ŕesultats du programme suivant

> with(combinat);

[Chi, bell , binomial, cartprod , character , choose, composition, conjpart , decodepart ,

encodepart , fibonacci , firstpart , graycode, inttovec, lastpart ,multinomial ,

nextpart , numbcomb, numbcomp, numbpart , numbperm, partition, permute,

powerset , prevpart , randcomb, randpart , randperm, setpartition, stirling1 ,

stirling2 , subsets , vectoint ]

> rf:=proc(x,k) product(x+j,j=0..k-1) end;

rf := proc(x, k) product(x + j, j = 0..k − 1) end proc
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> rf(x,5);
x (x + 1) (x + 2) (x + 3) (x + 4)

> seq(print(expand(rf(x,k))),k=0..7);
1

x

x2 + x

x3 + 3 x2 + 2 x

x4 + 6 x3 + 11 x2 + 6 x

x5 + 10 x4 + 35 x3 + 50 x2 + 24 x

x6 + 15 x5 + 85 x4 + 225x3 + 274x2 + 120x

x7 + 21 x6 + 175x5 + 735x4 + 1624x3 + 1764x2 + 720x

> seq(print(seq(stirling1(n,k),k=0..n)),n=0..7);
1

0, 1

0, − 1, 1

0, 2, − 3, 1

0, − 6, 11, − 6, 1

0, 24, − 50, 35, − 10, 1

0, − 120, 274, − 225, 85, − 15, 1

0, 720, − 1764, 1624, − 735, 175, − 21, 1

b) Se renseigner sur les nombres de Stirling de première esp̀ece (par exemple dans les livres ou
dans
http://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheFirstKind.html ) et
donner l’expression dex(k) en fonction des puissances dex.
2) On appelle Śerie Quasi-Polyn̂ome (SQP), une sérieP (l,α,z) =

∑∞
n=0 nlαnzn avecα 6= 0.

a) Calculer le produitP (l1,α1,z)P (l2,α2,z).
b) Exprimer la SGO des nombres de Fibonacci en fonction de deux SQP.
c) Déduire de la question (1) une expression deséléments simples 1

(1−αz)k+1 en fonction des SQP

(P (l,α,z) =
∑∞

n=0 nlαnzn).

Note 15.12On peut montrer que les fonctionsP (l,α,z) sont lińeairement ind́ependantes et
forment une base des fractions rationnelles sans pôle nul ni partie entìere. Ce qui pŕec̀ede
montre qu’elles forment unebase multiplicativede cet espace.

Coeff→Rat. —

Exercice 15.13On suppose qu’à partir d’un certain rang les coefficients de la sérieS sont une
combinaison lińeaire d’expressions du typenlαn.
1) Montrer queS se d́ecompose de façon unique comme

S = P (z) +
∑

(l,α)∈F

β(l,α)P (l,α,z) (98)

où P est un polyn̂ome.
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Exercice Machine 15.141) a) Lire et interpŕeter le programme suivant.

> S1:=matrix(10,10,(i,j)->stirling1(i-1,j-1));

S1 :=





1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 2 −3 1 0 0 0 0 0 0
0 −6 11 −6 1 0 0 0 0 0
0 24 −50 35 −10 1 0 0 0 0
0 −120 274 −225 85 −15 1 0 0 0
0 720 −1764 1624 −735 175 −21 1 0 0
0 −5040 13068 −13132 6769 −1960 322 −28 1 0
0 40320 −109584 118124 −67284 22449 −4536 546 −36 1





> S2:=matrix(10,10,(i,j)->stirling2(i-1,j-1));

S2 :=





1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 3 1 0 0 0 0 0 0
0 1 7 6 1 0 0 0 0 0
0 1 15 25 10 1 0 0 0 0
0 1 31 90 65 15 1 0 0 0
0 1 63 301 350 140 21 1 0 0
0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0
0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1





> multiply(S1,S2);




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1





b) Les nombres de Stirling de deuxième esp̀ecestirling2(n,k) avecn,k ∈ N forment la matrice
inverse de celle des nombres de première esp̀ece. On peut voir cela come une relation entre
patrice infinies ou bien comme une infinité de relations au sens suivant.
Soient les matrices deZ(N+1)×(N+1),

S1(N) = (stirling1(n,k))0≤n,k≤N etS2(N) = (stirling2(n,k))0≤n,k≤N (99)

alorsS1S2 = I(N+1)×(N+1).
2) SoitP (l,α,z) =

∑∞
n=l(n)l αnzn.

a) Exprimer lesP (l,α,z) en fonction desP (l′,α′,z). Écrire soigneusement la matrice de pas-
sage.
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b) À l’aide des nombres de Stirling de deuxième esp̀ece, exprimer lesP (l,α,z) en fonction des
P (l′,α′,z).
3) Déduire de tout ce qui préc̀ede une ḿethode pour exprimerS comme une fraction rationnelle.

Remarque 15.15Les passagesRec→CoeffetCoeff→Recse font par composition des méthodes
préćedentes. Si l’on tient̀a des ḿethodes directes (mais pas nécessairement plus courtes ni plus
élégantes), on peut aussi, pour le premier, utiliser une réduction de Jordan de la matrice com-
pagnon associéeà la récurrence et utiliser des produits de Hadamard (cf paragraphe (15.2.4))
pour le second.

15.2.3 Śeries rationnelles (reṕesentations lińeaires et aspect automatique)

Avant de ǵeńeraliser la th́eorie des śeries rationnelles̀a plusieurs variables (non-commutatives),
il est utile de voir comment elles peuvent se représenter par un automate (unaire età mltipli-
cités). On a la proposition suivante (énonćee dans le cas géńeral òu l’ensemble des scalairesK
est un corps commutatif quelconque)
Proposition 15.16 SoitS

∑
n∈ N anz

n ∈ K〈〈z〉〉 une śerie. Les conditions suivantes sontéquivalentes
i) S est rationnelle, c’est̀a direS = P (Q)−1 où P,Q ∈ K〈z〉 etQ(0) 6= 0
ii) Les coefficients deS vérifient une ŕecurrence lińeaire

(∃(αj)0≤j<k ∈ Kk)(∀n ∈ N)(an+k =
k−1∑

j=0

αjan+j) (100)

iii) Il existe λ ∈ K1×n, T ∈ Kn×n,γ ∈ Kn×1 tels que

(∀n ∈ N)(an = λT nγ) (101)

Preuve —ii) =⇒ iii). —
La relation de ŕecurrence lińeaire implique

(an+1,an+2 · · · ,an+k) = (an,an+1 · · · ,an+k−1)





0 0 · · · · · · 0 α0

1 0
. . .

...
...

0 1
. . . . . .

...
...

...
...

. . . . . . 0
...

...
...

. . . 0 αk−2

0 0 · · · · · · 1 αk−1





(102)

soit, en posantT , la matrice etvn = (an,an+1 · · · ,an+k−1), vn+1 = vnT , d’où vn = v0T
n. On a

finalement

an = vn





1
0
...
0



 = (a0,a1 · · · ,ak−1)T
n





1
0
...
0



 (103)

iii) =⇒ i). —
En effet,S =

∑
n anz

n =
∑

n λT nγzn = λ(
∑

n T nzn)γ = λ(I − zT )−1γ. Mais

(I − zT )−1 =
1

det(I − zT )
comatrice(I − zT ) (104)
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et lesQ(z) = det(I − zT ) est un polyn̂ome enz tel queQ(0) = 1 et comatrice(I-zT) est une
matrice de polyn̂omes enz (exercice !!). D’òu le ŕesultat.
i) =⇒ ii). —
On peut poserQ(z) =

∑k−1
j=0 βjz

j avecβ0 = 1. CommeP = SQ, pour toutn ∈ N, on a
〈P |zn〉 =

∑
p+q=n βpaq, soit, sin > N = max(deg(P ),k),

∑
p+q=n βpaq = 0 ce qui peut

encore s’́ecrirean = −∑k
j=1 βjan−j, ce qui donne, pour toutn ∈ N,

an+N = −
k∑

j=1

βjan+N−j (105)

ce qui entraine (ii). ♣

Définition 15.17 Un triplet T = (λ,T,γ) tel que〈S|zn〉 = λT nγ est appelĺe reṕesentation
linéairede dimensionn deS. De m̂emeS est appeĺeecomportementdeT .

Note 15.18Une śerie rationnelle admet en géńeral plusieurs repŕesentations lińeaires. La di-
mension minimale de ces représentations est appelléerangdeS. C’est aussi la dimension de
l’espace vectoriel engendré par les d́ecaĺees deS.

15.2.4 Produit de Hadamard

C’est juste le produit des fonctions (fonctions “coefficient”), il sera not́e⊙. Par exemple pour
les śeries d’une variable on a

∞∑

n=0

anz
n ⊙

∞∑

n=0

bnzn =
∞∑

n=0

anbnz
n (106)

Exercice 15.19Effectuer les produits de Hadamard suivants

a) 1
1−z2 ⊙ 1

1−2z
b) 1

1+z+z2 ⊙ 1
1−2z

c) 1
1+z+z2 ⊙ f(z)

d) 1
1−z2 ⊙ ez e) z

1−z2 ⊙ ez f) 1
1−z
⊙ f(z)

Montrer que le ŕesultat de (c) est rationnel sif(z) est rationnelle i.e. sif(z) = P (z)
Q(z)

; Q(0) 6= 0

indication. — Pour le (b), d́ecomposer eńeléments simples. Pour le (c) on pourra remarquer que11+z+z2 = 1−z
1−z3 .

Théorème 15.20PRODUIT DE HADAMARD DE SÉRIES RATIONNELLES. —
SoientS,T ∈ C[[z]] rationnelles. AlorsS ⊙ T est rationnelle.

Preuve — On peut remarquer qu’une série R ∈ C[[z]] est rationnelle ssi l’ensemble de ses
décaĺees(γ∗

z )
kR est de rang fini. Commeγ∗

z (U ⊙ V ) = γ∗
z (U)⊙ γ∗

z (V ), on a le ŕesultat.
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