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1 Preambule

Ce cours est commun awtudiants originaires des #lies Physique et chimie. Il est congu
de facona permettre auktudiants des deux sensil®t de pouvoir s’entiaer tant au niveau
de la programmation (TP - TD - libre service) qu’au niveauaaptuel : outils analytiques,
numeriques et symboliques de I'informatique &/ou udssen informatique moderneeuri€,



simulation, algorithmique rapide). Les T.D. se font en reaplais le contenu de I'enseignement
est incependant du langage.

Le poly correspond un programme maximal. Seule une partie de celui-ci seit@draette
anree. Les exercices qui somt pour aidea la compehension du cours.

Il se peut que vous ne compreniez pas certamme&s, dans ce cas choisissez que les questions
que vousttes capables d’aborder ... et contactez-moi rapidememnti@oecodage.

Ceci vaudra aussi lorsque vous vous exercerez sur annales.

Les parties empetits caragressont des suppments et ne sont pas obligatoires.

2 Introduction

Le Calcul Symboliquest I'art de manipuler (scientifiquement) les symboles¢esa /7, 72 /6, v/10
ou bien literauxz,y,z,t,u,v) selon certainesgles dites “de calcul” (ou bien dedvationt).

En fait, cette activié est tes ancienne et remonéela nungration puisque celle-ci consisie
symboliser des quanéis par des symboles et que les quatrerations arithratiques ne sont
autres que le calcul symbolique attééhdes prol#mes concrets (ajout ou retrait de qudastit
calcul de longueur, de surface, de volume, mesure d’'unalgtapet donnent lieu aux alogo-
rithmes de l'arithrétiqueélementaire.

De méme que la ma#tmatique (quand elle n’est pas awtag) @&veloppe des mades pour les
sciences de la naturéquations de la physique, lois ..), d&me I'Informatique TBorique a
developp des modles et des concepts pour les ordinateurs (machines degTaalttulabilie,
automates,éries @grératrices, complex@, grammaires..).

Le Calcul Formef est ré ces que I'on a ess&yde traiter automatiquement certains calculs trop
compligtés ou fastidieux pol&treélaboésa la mair?. Il se cemarque diCalcul Nunériqueen
ceci qu'il est un calcul exact (c’estdire sans perte d’'information due aux erreurs d’arrondi).
Par exemple, si I'on veut faire @aniquement les quatre@ptions avec les fractions ¢, il

faut utiliser la structure de doBéea + bv/2; a,b € Q, il n'y a pas & d’arrondi. Le pro#me
principal du Calcul Formel est I'explosion des dées en cours de calcul (c’est le péxayer
pour I'exactitude). Ansi toute l'arithitique et ses applicatiohsiecessite le calcul exact, en
effet une erreur d’un digit @me sur un nombre de 250 chiffres peut transformer un nombre
pair en nombre impair! Ceci eségant pour les tests de p&ripar exemple dans les modems:
le bit de pari€, une forme tés rudimentaire de codé@tkcteur d’erreurs.

Le Calcul Symbolique peut ié@tre vu comme la science qui va traiéela fois des structures de
donrés du Calcul Formel et du comportement de ceux-ci (cf infrmé@thode Symbolique en
complexig).

Pour Eesumer, le voisinage scientifiqgue du Calcul Symbolique seposmainsi:

— le calcul scientifique exact
— le calcul formel (et, conetement, les systnes de Calcul Formel)
— l'informatique treorique

1. On parle deegle de érivationen logique formelle ou ereecriture et darbre de drivationdans les thories
des grammaires et des gystes formels

2. Computer Algebra en anglais.

3. En anglais : hand and paper computation.

4. comme le codagegdodage, cryptage, l&surié des transmissions par exemple..
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— les systmes formels
— la combinatoire

les sciences voisines sont l'informatique, les reathtiques, la physique et, depuis peu, la
chimie et la biologie.

3 Sysemes de Calcul Formel et structures de donges

4 Présentation gnérale et screenshots (captures écran)
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Une courbe paratrique (z(¢),y(t)) = (cos(3t),sin(t)).
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Fig 1a — La méme en Mapléx(t),y(t)) = (cos(3t),sin(t)).




9 wxMaxima HTML export - Mozilla Firefox
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/* wxMaxima 0.7.2 http://wxmaxima.sourceforge.net

Maxima 5.12.0 http://maxima.sourceforge.net

Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.8 (aka GCL)
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

This 1s a development version of Maxima. The function bug report()
provides bug reporting information.

(%i11) M: matrix([41, 2, 3, 4], [1, 42, 3, 2], [1, 2, 43, 4], [1, 2, 3, 43])$
f(x, y) = float (M [?round(x), ?round(y)])$
plot3d (£, [x, 1, 4], [y, 1, 4], ['grid, 4, 4])$

(%i4) M: matrix([100, 2, 3, 4], [1, 200, 3, 2], [1. 2, 300, 4], [1, 2, 3, 400])$
f(x, y) = float (M [?round(x). ?round(y)])$
plot3d (f, [x, 1, 4], [y. 1, 4], ['grid, 4, 4])$

Created with wxMaxima.

Fig 2. — Matrices de donges.
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Fig 3. — Visualisation d’'une matrice.
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4.1 Numération

Il est bon, avant d’attaquer, de itréser la nunération en base quelconque. Voici quelques exer-
cices.
Entiers positifs en base quelconque—

N=> a;B 1)
j=0

ou B > 2 est un entier (la base) &f est suffsament grand. On peut rajouter deog devant
(¢; = 0 pourj > m) cela ne change pas la valeur. On notelsultat

N = (amam_1---a0)B (2)

Par exemplg101122); = 287, mais(101122); = 3287 et(101122); = 17215.
Pour des nombres “fractionnaires”, on utilise une éspntation avec chiffres & la virgule.

N=)> aB. (3)
j=-n
Ce nombre se repsente
N = (amam—1---a9,a_1-a_p)B 4)

Il se peut que, pouétre exact, le @éveloppement doive avoir une infigitle chiffres aprs la
virgule (on se limite icia B = 10 et I'on appelle cela un DDI ou &eloppement Bcimal
[llimit €). On connait tous

1/3 = 0,3333333333333333333333333 - - - (5)
mais on a aussi
22/7 = 3,142857142857142857142857142857142857142857 - - - = 3,(142857)OO . (6)

En fait un DDI(a,,a/m—1 - ag,a_1 - --) (j va dem a—oo) repesente le&el

m

T = limn_,oo< Z aj10j> . (7)

j=-n

Tout réel admet un DDI (et @me un DDI propre, c’est dire ne se terminant pas gajy>°). On
peut monter que

Proposition 4.1 Soit x > 0 un réel admettant un DDk = a,,a,,_1---ag,a_1---, ON a
I’ équivalence suivante

(Le DDI de x est ultimement périodique) <= (z = p/q avec p,qg € N'\ {0})

Parties entieres —
C’est ce gu'il y adevant la virgule En informatique, on utilise deux parties eémgés. Lapartie
eneére hauteceiling  (plafond, en anglais)z |, c’est le plus petit entier naturel seipeura x



et lapartie enére bassdloor (plancher, an anglaig) |). On a Lorsquer n’est pas entier, on

a
B [z]six € N

LQJJ_{ [x] —1siz ¢ N 7’ (8)

| x| est donc le plus grand entier érfeur (ouégal)a x.

Fractions continues —

Pourz > 0 donrg, on peut imaginer le préce de calcul suivant.

frac_cont:=proc(x,n)

local res,an,xn,i;
xn:=x:an:=floor(x):res:=an:

for i to n while xn<>floor(xn)

do

xn:=1/(xn-an):an:=floor(xn): res:=res,an
od

;[res]

end,

4.1.1 Quelques exercices

Obijectifs: Il faut que lesetudiants soient maes (papier crayon et programmation) des conver-
sions entre bases (avec virgule) et du passage (fraetioteveloppement griodique). La
commande maple pouvifier les conversions est chercher dansonvert , celle pour les
developpement illimiés dangvalf (attentiona la variable d’environnemeitigits ).

1) Mettre les nombres binaires suivants sous forgmrdale
a)(101101) b)(101101101), c)(101---101), (pour le (c), on montrera que laponse

, . 3n chiffres
déepend de la conversion d’'un nombre plus simple)

2) Mettre les fractions suivantes sous forngeithale
a) (0,615)g b) (12,321)5 €) (0, 7777777777)s
————

10 chiffres

3) Calculer
Qa, = (0,5::5)s )b, =(12,0212:--12)s €)= (12,2112 2112 - )
n chiffres 2n chiffres n chiffres

d) f1 = (0,(54321)>)s
e) le ceveloppementécimal illimité de
i) 23/7 i) 7/22 iii) 1/99999

4) Conversions Fraction- Développements illimés en basé (les ©sultats seront toujours
donrés en base dix sauf pour les points c,e).

a)12,(345)®; b =10 b)12,(345)®; b =8

C)BA/CA; b=16 d)22/132; b=10 e)BA,(CA)>; b=16

10



4.2 Les systmes de Calcul Formel
4.2.1 Presentation

Un syseme de CF est compesle
— un noyau
— des biblioteques

Les objets manipéls sont:

1. Toutes les structures de dé@ms classiques:
arbres, listes, permutations, graphes, ensembles, afiesytables, tableaux, mots, parti-
tions, compositions,partitions, endofonctions.

2. Les quantis du calcul scientifique :
nombres, radicaux, polgmes, fractions rationnelles, matrices, vecteurs, tesséanc-
tions, ®ries.

3. Les o@rateurs pour ces structures:

(a) Pour les structures de ddres : Manipulation d’arbres (sous arbres, etc...), reder
ajouter urelement dans une liste ou un ensemble, un sommet ou étedans un
graphe, concéner ou simplifier des mots (fusiorgunion, contraction etc...).

(b) Pour les quants du calcul scientifique édivation, inegration et sommation sym-
boliques.equations diférentielles, dveloppements limis ou en &rie.

4. Résolution degquations pdses dans le cadregrédent.
Bien entendu, un sy&me de calcul formel comprend aussi des interfaces graghidaxte
etc....
On peut repesenter toutes sortes de formules et on & tite confroré aux probdmes
d’égalié (i.e. reconnidre les doubles repsentations). Par exemple on a

\/§+\/§+\/3:\/10+2\/1_0+2\/§ 7+ 210 (9)

comment le sygime peut-il s’en appercevoir? Plus difficile, comment leé&aye peut-il don-
ner la premier membra partir du second? (pralshesA = B, A — B, voir les fonctions
convert(??,parfrac), rationalize, normal, collect ) (— forme normale,
canonique, simplification automatique).

: Remarquer que:

> A:=+/7+2V10;
A:=T7+2/10
> simplify( A);
V2+V6

Mais

> B=\/10+2VI0+2v3V7 1 2v10: simlify(  B);

V10 +2v2V5 + 235 + 2/3v2
Vaut-il mieux repésenter une fraction sous la forrgleau par son éveloppementé&kcimal (qui
est compdtement re@sentable en machine parce qéeipdiquea partir d’un certain rang) ?
Comment passer d’'une r&ggentatiora I'autre ?
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Combinatoire. —
C’est I'art de manipuler Is structures de dées disostes.

Exercice 4.2i) BijectionsN? — N et écriture explicite du couple de rang

i) Arbre de Wilf
iii) Fractions continues.

4.2.2 Exemples de sessions

Interpr éteur (cf [3] p17). —

> c:= [1,2,3,u,v];

c:=1[1,2,3,u,v]
> nops(c);
5)
> op(4,c);
u
> c[4];
u
> di=[2,5 *ud V]
d:=[2,5u,40]

> e:=[op(c),op(d)];
e:=11,2,3,u,v,2,5u,4v]
> map(x->X"2,c);
[1,4,9,u° v7]
La formule de Rodrigues pour les polynomes d’Hermite est

22 d" 2

Hy(2) = (—1)"e T (e ™)

12



On peut les calculer en repetant unéme commanda I'aide dediff . Soit
> n:=0:c:=[n,exp(-X"2)];

= [0, 2]
> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],X))];
=1, =2z
> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],X))];
= (2,27 (=1 4 222)]
> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],x))];
—[3, —dze™) (=3 +22?)]
> for i to 7 do n:=n+l:c:=[n,factor(diff(c[2],x))]: od : print(c);
(10,327 (=945 + 9450 2% — 12600 2% + 5040 2% — 720 2° + 322'°)]

> £=1/(1+x74);

> int(f,x);

—\/_ln(x +x\/_+1

1 1
+—\/§arctan x\/§+1 +—\/§arctan x\/§—1

> with(combinat);

Warning, the protected name Chi has been redefined and unpro tected

[Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition, conjpart, decodepart,
encodepart, fibonacct, firstpart, graycode, inttovec, lastpart, multinomial

nextpart, numbcomb, numbcomp, numbpart, numbperm, partition, permute,
powerset, prevpart, randcomb, randpart, randperm, stirlingl , stirling2, subsets,

vectoint]

> fibonacci(43);

13



> 433494437,

Exercice 4.3 On consi@re la suite des nombres de Fibonaé¢gi= 0, F; = 1, F,,.» = F, +

Foir.
0 1\" ([ F, F.u
(1 1) ‘(Fnﬂ Fn+2) (10)

a) Montrer que
b) En ceduire que, poun > 2, on a

r=o (0 ) () v

c) En ceduire une rathode rapide de calcul d€s,.

d) Evaluer la complex&, en nombre d’ogrations arithnétiques, de la @thode nave (ferétre
glissante) et de la Athode propose en (b).

e) Indiquer comment on peut encoreduire la complexé& en remarquant une prof@iée de

L (0 11"
synetrie sur les matrice RE

Taylor: Exemple dé(1 — x)/(1 + z))'/?

> fi= (L a)/(1 - 2) s
ViTs
Vi—z

> taylor(f,x = 0,20);
5)

1., 1. 3., 3 5 35
1 to L3 94 95, 9 6, 2 7, 9 g
(L@ 4 5a7 4 507 4 g0 4 207+ ea” + oo’ + oot
35 , 63 ., 63 ., 231 ., 231 . 429
1287 T256% Ta567 T1024” T 10ma” T 20a8”

429 45 6435 6435 ;12155 .o 12155
—X —X x x —_—
2048 32768 32768 65536 65536

> fli=f/(1+x);
> taylor(f1,x = 0,20);

+ 0 (x20))

G lar e Bty Do, B 6 63
—x°+ ="+ —x° + — —
27 T3T T 16" T 128" T 256
231 ., 420 ., 6435 . 12155 "
it i o)

10247 To0” T 3o768" T 65536 (™))

> f2:=(1—2)Y%;

$10+

(1+ 1:z: + §:c2 + 21'3 + E:z:4 + 6—3x5 + 2—31366 + 4&:674—
2 8 16 128 256 1024 2048
6435 ¢ 12155 4 46189 ,, 88179 ,, 676039 ,, 1300075 5 5014575 ,
x° + 7+ x T T x T
32768 65536 262144 524288 4194304 8388608 33554432
9694845 ,, 300540195 4 583401555 ., 2268783825 ¢ 4418157975 2910 (xQO))

67108364 ' 2147483648 | 4294967296 ' 17179869184 ' 34359738368
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> f3:= subs(x =4 x,f2);
> taylor(f3,x = 0,20);
(1+2z+ 622 +202° + 702" +2522° + 924 2° 4 343227+
12870 2% +48620 2° + 184756 2° + 705432 ' +2704156 2% + 10400600 '* +40116600 z'*+
155117520 2'°+601080390 x'°+2333606220 ' "-+9075135300 '*+35345263800 ' +O (2*°))
> cb := proc(n) binomial(2 * n,n) end;
proc(n) binomial(2 * n,n) end

> ¢cb(17);

2333606220
> ¢b(19);

35345263800

> sum(binomial(2 * n,n) * 2™ n = 0..in finity);
1

v1—A4zx
Solutions approdkes dgx = arctan(2x))

> read flot;
f = proc(n)
localx,y;
T =1
Y =2
while eval f(y — z,n) <> 0do x := y;y = eval f(2 * arctan(x),n) od

end,

> f(10);
2.331122370
> f(20);
2.3311223704144226136
> £(100);
2.3311223704144226136678359559171213382600776953861145751097372933932308174327
16673842154257104393014

Exercice 4.4 Les €rieslog(1 + h) etexp(X) étant connues. On pose,
(1 4+ h)* := exp(a.log(1l + h))
pour« € C. D’autre part, pour tout complexe, on c&finit

(a) _ala—1)-(a—k+1)

k k!
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i) En utilisant le ceveloppement de Taylor, montrer que
o . « k
(L+h)=>" ( . ) h
k=0
i) En déduire la formule

Z(2n>$”:—1
n>0 n V1—dzx

Programmation. —
Le produit de facteurs

H (X+€1\/§+62\/§+63\/3)
ee{—1,1}, i=1..3

qui peut servia montrer lequation (9).

pol2 =
proc()

local res,i,j,k;
res :=1;

for i from -1 by 2 to 1 do

for j from -1 by 2 to 1 do

for k from -1 by 2 to 1 do

res:i= res *(X —i*x27(1/2) —jx37(1/2) —kx5(1/2))
od

od

od;

res

end;

> pol2();
(X+\/§+\/§+\/5> (X+\/§+\/§—\/5> (X+f—\/§+\/5> (X+\/§—\/§—\/5>
(X = v2+VB+vE) (X = v2+v3-v5) (X = vV2-v3+V5) (X~ v2- V3 - V5)

> expand(”);
—960 X2+ 352 X* — 40 X% + X® + 576

> subs(seq(X @) = z'i = 1..4),");
—960 2 + 352 2% — 40 2 + 2* + 576
> [solve(”)];
[10 4+ 2v10 4+ 231/ 7 + 2v/10,10 + 210 — 231/ 7 + 2110,
10 — 2v10 4+ 2v/31/7 — 21/10,10 — 2310 — 234/ 7 — 2V/10]

> op(1,7);

10 + 210 +2v31/7 + 210
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4.2.3 Histoire succinte des Systnes de Calcul Formel

Voici, a gros traits, deglements de l'histoireécente (nous ne parlons pas de la machine
arithmetique de Pascal) des S§stes de Calcul Formel.

1953: Premier systme de érivation (en LISP).

1958: LISP (John Mc Carthy au MIT).

1960-70. SAC-1 (G. Collins) manipulations de polymes en Fortran.
ALPAK aux Bell Labs (polytomes et fractions rationnelles).
FORMACa IBM.

Premier programme d’iegration en LISP.
MATHLAB au MIT (utilisation interactive, affichage bidiméonnel).
REDUCE (en Lisp) Standford.
1970-80¢ MACSYMA (En lisp au MIT).
SCRATCHPAD (chez IBM).
1980-90 MAPLE a Waterloo (en C).
SMP par S. Wolfram.
SCRATCHPAD Il (chez IBM).
Sysemes @édies MACAULAY, GAP, CAYLEY, PARI,...

1990-.. MATHEMATICA (S. Wolfram), AXIOM (Version commercialise de SCRATCHPAD I),
MuPAD (Dévelopg par des universitaires eugsms).
http://mupad.sourceforge.net/

Quelques commentaires..

AXIOM, demande une grosse station de travail 1.B.M.

MACSYMA, dévelopg au MIT, commercialis par Symbolics.

REDUCE de Anthony C. Hearn, disponible chez Softworld.

MATHEMATICA, tr €s convivial mais pas toujourss fiable.

MuUMATH, peut fonctionner sur de petits ordinateurs.

SCRATCHPAD, @velopg par IBM, langage fortement tgp

CAYLEY, manipule les groupes.

MACAULAY, d évelopg par David Bayer et Michel Stillmargsout bien les systnes déquations
algebriques.

MAPLE, developf a I'universié de Waterloo (Canada), disponible chez Softworld.

PARI Comporte les meilleurs algorithmes actuels deotie des nombres édelop@ a Bor-
deaux).

SYMMETRICA Comporte les meilleurs algorithmes sur la combairatdu groupe sy#trique,
les polyrobmes syrdtriques, les akgpores de Hecke et leurs régentations.

MuPAD Syseme @réraliste qui a des commandes similaires a Maple, mais la conwation
avec C et C++ est plus simple.

4.3 Introduction a Maple: T.D.

4.4 Quelques structures de donees
4.4.1 Arbres binaires complets

L'ensembleA des arbres binaires est construit par la gramn{&d
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A=A+ S N
A A

Il'y a trois notions ddaille classiques: le nombre de nceuds, le nombre de sommets, ¢anprof
deur.

Exercice 4.5 1) Montrer que pour toutes ces notions de taille, le nombeglates d’une taille
donrée est fini.

2) Donner la €rie gerératrice des arbres binaires complets par nombre de nceuds.

3) Donner la grammaire qui engendre les arbres binaires desfeuilles sont indées par un
ensemblé fini donré. Donner les premiergléments pou#’ = {a,b}.

Elements pour la solution (s'entrdner a rédiger I'exercice precedent). —

On peut adopter une notation typographiquement plus rapiderbre diferent des sera donc
not A = (A,,A4) ou A, (resp.A,) est le sous-arbre gauche (resp. droit). La taille (ici na@mb
de nceuds) peut seéfinir recursivement par

(o) =1; 7((AyAg)) = 7(Ay) +7(Ag) +1 (12)

ce qui donne Bquation pour la SGQ _, ., apx® (ol a;, est le nombre d’arbres binairésk
nceuds).
T=zx+ 2T (13)

soitzT? — T+ = 0 on résout (13) par la @thode habituelle. Le discriminant est= 1 — 422
et les racines possibles sont

1—+V1—4x2 14+ V1 —4a2
2x 2x
T, ayant un terme de plus bas deg@n1/z ne peut pagtre retenue. On a doric = T;.

Veérifions ce esultat.

On sait que
(”X)a:];(k)Xk (15)
avec . bl
(Z):: (@)=t fa=k+D 16)
ceci qui donne
2 1/2 2
V1— 4z _kzzo< . )(—4:5 ) (17)

a l'aide de (16), on a, pour > 1
( 1/2) _@/2/2-1)@1/2-2)---(1/2-k+1) _ (=1).(=3)-- (3 - 2k) (18)

k k! 2k k|
(=113, (2k—3)  (=1)F(2k — 2)! 19
2k k! o 22%k1El(k — 1) (19)
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en remplacant ceesultat dans (17) puis dans (14), il vient

B — e —

( 2k — 2 )

k—1

T — 2k—1

> 0)
E>1

x4+ 2%+ 22° + 507 + 142” + 422" + 13221 4 429210 - - (21)

Exercice 4.6 Reprendre I'exercice @eedent avec le nombre de sommets comme taille.

4.4.2 Arbres binaires incomplets
L'ensembleA des arbres binaires est construit par la gramn{&2)

A=40+ / + N\, + N\
A A A A

De méme que frcedemment, il y a trois notions daille classiques: le nombre de nceuds, le
nombre de sommets, la profondeur.

Exercice 4.7 Reprendre I'exercice @edent pour ce type d’arbres.

4.4.3 Arbre 1-2
Pour les arbres 1-2, on a la grammaire

[ ) [}
A=e+ | + \
A A A

Exercice 4.8 1) Peut -orénunerer ces arbres par nombre de feuilles, par profondeur?
2) Reprendre les exercicesguédents pour le nombre de noeuds.

Elements pour la solution (s'entrainera rédiger I'exercice precedent). —

Par nombre (total) de nceuds on a

T =x+ 2T +2T*soit 2T* + (x — )T +2 =0 (22)
on obtient
1—2— 12z — 322
T = T e =+ 22+ 22 + 42* +92° 4+ 212° 4+ 512" + 12728 4 - -+ (23)

2z

4.4.4 Arité variable
Cette fois, chaque nceud peut avoir un nombre arbitraire deLlggrammaire en notation
symbolique est

A=et) (AA- A (24)

Exercice 4.9 Ecrire et resoudre la 8rie gerératrice de ces arbres.
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4.4.5 Expressions arithnétiques

Une expression arithatique, impliquant les quatre émtions(+, x , — ,/) est un arbre dont
les nceuds sont margs avec ces @pateurs. Les deux preares oprations (associatives) sont
d’arité variable et les deux desares (non associatives) d'd@itleux. Le nombre de feuilles de
ces arbres est lgombre de places de I'expression aritbinque

Exemple 4.10 Par exemplé (o +o0+o0)*o0) /(o — o) est une expression arittétiquea 6 places.

Exercice 4.111) Donner la grammaire des expressions ariétigue et les premsres d’entre
elles.
2) Comment éfinir le domaine de&finition d’une expression arithetique ?

4.4.6 Monmmes noncommutatifs

Cette structure est famdlie auxétudiants de nos formations, c’est celle destssur un alphabet
donré A. La grammaire de ces mots est

M=e+> aM (25)

acA
I'ensemble engendrest lemonade libre M = A*.

Exercice 4.12 Donner la grammaire pour les mots de,b}* sansa?®. Sansz? ni v?.

4.4.7 Mordmes commutatifs
Ce sont les madmes du calcul akeprique. Par exemple pour deux lettfesb}, les mordmes
sont les expressionsl’. Ces modmes sont munis d’une structure de mialeopar
(ai1 bjl)(ai2bj2) = glrtizpiitiz (26)
Plus geréralement, soit un alphabet fidi = {a;,as, - - - ,a,, }, le mondde commutatif libre est
défini par
A® ={da? - a'r ) en (27)

la loi étant donie par

(-l ol o ) = Gl @9

ce qui permet les calculs comme?y®z?)(z2y®z*) = xoy'325.
Exercice 4.13 Payement par gices. (Doné en cours.)

20



5 Les constructeurs set, multiset & list

5.1 Definitions générales
5.2 Set
5.3 List

5.4 Multiset
5.4.1 OGF
5.4.2 EGF

5.5 Series rationnelles (regesentations lireaires et aspect automatique)

Exercices p€liminaires. — Fontaine de gices de Wilf, polyomino tas.

Avant de gréraliser la tlorie des &ries rationnellea plusieurs variables (non-commutatives),
il est utile de voir comment elles peuvent se asanter par un automate (unaireaaniltipli-
cités). On a la proposition suivantenon@&e dans le casggéral al 'ensemble des scalairés
est un corps commutatif quelconque)

Proposition 5.1 Soit S = ° _ ya,2" € K((2)) une €rie. Les conditions suivantes sont
équivalentes

i) S est rationnelle, c’esh dire S = P(Q)' ot P,Q € K{z) etQ(0) # 0

i) Les coefficients d&' vérifient une currence lieaire

k—1
(3(y)osjcr € K*¥)(In € N)(anix = Y ajainy ;) (29)
j=0
iii) Il existe A € K", T € K™y € K™ tels que
(Vn € N)(a,, = XT"y) (30)
Preuve —ii) = iii). —
La relation de &currence ligaire implique
0 O 0 o
1 0 '
o 1 " P :
(@ns1,@ntaGnk) = (Qnyngr - Angr—1) - SO . (31)
Do 0 ag—
0 0 1 A1

soit, en posant’, la matrice et,, = (a,,an11 " Gnik-1)s Vns1 = v, T, d'00 v, = veT™. On a
finalement

1 1
0 0

an =y | . | = (ag,ar---,ap_1)T" | . (32)
0 0
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i) = i) —
Eneffet,S =3 a,2" => ANT"yz" = X3, T"2")y = A\(I — 2T)"'~. Mais

(I —27)7" comatrice(] — 2T) (33)

1
~ det(I — 2T)

etlesQ(z) = det(I — =zT') est un polydme enz tel que@(0) = 1 et comatrice(l-zT) est une
matrice de polydmes erx (exercice !!). D’ai le resultat.

1) =ii). —

On peut poser)(z) = Z?;é B;2 avecfly, = 1. CommeP = SQ, pour toutn € N, on a
(Pl2") = >, qen Bpaq, SOIt, sSin > N = maz(deg(P),k), >_,. ., Bpas = 0 Ce qui peut
encore scrirea,, = — Zle B;a,—;, ce qui donne, pour tout € N,

k
p4N = — 5;‘ An4N—j (34)
j=1

ce qui entraine (ii). &
Définition 5.2 Un triplet 7 = (\T,y) tel que (S|z") = AT™y est appek repasentation
linéairede dimensiom de S. De némeS est appetecomportementle 7.

Note 5.3 Une <rie rationnelle admet enégéral plusieurs repésentations ligaires. La di-
mension minimale de ces r&sentations est appékrangde S. C'est aussi la dimension de
I'espace vectoriel engendipar les @cakes desS.

5.5.1 Produit de Hadamard

C’est juste le produit des fonctions (fonctions “coefficignil sera noé ©. Par exemple pour
les €ries d’'une variable on a

i a2 © i b,z" = i anby 2" (35)
n=0 n=0 n=0

Exercice 5.4 Effectuer les produits de Hadamard suivants

a) 1—1z2 © 1—12z b) 1+21+22 © 1—122 c) 1+zl+z2 ® f(2)

A0 e 06 N o f()

Q(=)’
indication. — Pour le (b), @composer ealéments simples. Pour le (¢) on pourra remarquer q{geL

T+ 22 = 13

Montrer que le esultat de (c) est rationnel $i(z) est rationnelle i.e. sf(z) = Plz). Q(0) #0
1—2

Théoréme 5.5 PRODUIT DE HADAMARD DE SERIES RATIONNELLES —
SoientS, T € C|[z]] rationnelles. AlorsS ® T est rationnelle.

Preuve — On peut remarquer qu'une&ge R € C|[z]] est rationnelle ssi 'ensemble de ses
déecabes(y?)" R est de rang fini. Comme' (U © V) = v(U) @ v;(V), on a le Esultat.
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6 Generation aleatoire

6.1 Engendrer le hasard

Des les premiers temps des ordinateurs, on les a agglégla simulation de pdnonenes trop
complexes pouétre decrits exactement (on dit “bien modd@s). s ont alors I'air détre €gis
par le hasard (foudre, financegét@o).

La question est alors:

“Comment concevoir desagérateurs de tirages automatiques qui sobeptiepartis ?”
Notons qua partir de lequi€partition on peut simuler les autres lois.

Exercice 6.1 Soit une loi discéte donge par un tableau

k Tk [ Tk,
pX=k) |- |pi| | pn
a) On suppose d'abord que = 7 etd = ppcem(d;), montrer comment simuleX’ avec un
gérérateuréquireparti sur(l..d] .

b) Lesp; sont eels quelconques, expliquer sur un exemple (cf. la ciblejqumi il vaut mieux
utiliser les fractions continues pour approximer jes

Le premier @rérateur de nombresé&sdtoires &té concu selon la gthode du milieu du cagr
(middle square method), dont la recette est la suivante :

a) Prendre un nombie 10 chiffres.

b) L’ élever au ca#.

c¢) Prendre les 10 chiffres du milieu.

Par exemple, avec le mini-programme suivant, on peut aaairitdldle-square method.

>MSM:=proc(n)

local i,LL,S;
LL:=convert( n?base,10);
S:=0;
for i from 6 to 15 do S := S+ LL[i] * 10079 od;
S
end;
>MSM(1234567890);
1578750190
>SMSM(");
4521624250
SMSM("):;
868581880

Question — Commentvaluer les performances d’un té&mgrateur?

La premere icke est de faire une statistique sur un grand nombre de tirages

La seconde est d’examiner les orbites.

Reponsé&i le gerérateur est bon':

a) On met un certain temps avant de revoir une valeur gdféime de la priode max).
b) Les tirages sont (semblent??)@péndants (cf lesapérateursx deux pas).

Exerc. Machine 6.2 1) a) Faire10° tirages par laMSMavec longueurs 3, 4, 8. Sont-dguirépartis ?
b) Faire calculer les orbites. Que constate-t-on dans ceé’cas
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c) La situation s’ardliore-t-elle quand on augmente la longueur?
2) Quelles sont les plus petitegnndes, les plus grandes, combien y a-t-il de cycles?

6.2 (Genéerateursa un pas

Nous pouvons formaliser cette classe éeggateurs comme suit.

Définition 6.3 Soit F' un ensemble finiy, € F et f : F — F une application, On appelle
gérérateur @ un pas) le triple{ F', f,xo).

Exemple 6.4 A) SoitE,,.; = [0,10™ — 1], 'ensemble des entiegsn + 1 chiffres crits en base
10). On consi@re I'application f définie par les égles suivantes:

1) SiN = (anan-1 - - - ap),0 est pair (i.e. sig = 0,2,4,6,8) f(N) = N/2.

2 Sinonf(N) = ((agp — 1)anan,—_1 - - - a1)40.

On a par exemple, avec= 2; zo = 91,

91 —-09—-80—40—-20—-10—05—40—20—10 — ---

B) Soitm, un module. Consk&ter les grérateursa un pas aved' = Z/mZ et f une fonction
polyrdme. Par exemple? + 1.

Exerc. Machine 6.5 (EVELYN NELSON). — On considre la fonction de transition suivante
dansky:

i) Pour un nombreN € Ej, ¢(N) (resp.d(N)) désigne le earrangement croissant (resp.
décroissant) des chiffres dg.

i) f(N) = c(N) —d(N).

SoitCy, 'ensemble des chiffres de la formél111) avecO < k£ < 9 (ce sont les nombres qui
ont leurs quatre chiffreégaux).

1) Montrer quef(C,) C Cyetque siN € E, — Cy,onaf(N) € E, — Cy.

On poseraD, = E;, — C}.

2) ImpEmenter le grérateur(x, f).

3) Faire la liste des cycles, que remarque-t-on?

Exercice 6.6 Faire dessiner les graphes de éiféntes fonctions.

6.2.1 Paranetres

Les caradtristiques d’'un grérateur sont dorées par la proposition suivante :

Proposition 6.7 Soit(F, f,x¢) un gérérateura un pas. Alors:
i) La suite(z,),>o définie par
Loy Tptl = f(wn)

est ultimementé&riodique, plus peciment,
ii) Il existe un plus petit indice: dont la valeur est prise deux fois (indice d’'es#rdans la
période) et un plus petit entiex (periode) tel que, poun > u; k£ > 0

Tn = T4k

L’'ensemble des valeurs de la suite €8f}o<j<,+r—1
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Voici I'exemple d’un petit programme qui calcule I'orbitéud element dans les entiers modulo
N.

>orbl:=proc(x0,f,B)

local i,LL,X;
X:=x0:LL:=NULL.:
for i to N while not member(x,LL) do LL:=LL,x: x:=f(x) od
[LL,X]

end,

\Y

fi=x—>2>+ 2+ 1 moptdl;
fi=x—>22+ax+1,;
> orb1(0,f,41);
[0,1,3,13,19,12,34,2,7,16,27,19]
> orb1(5,f,41);
[5,31,3,9,9]
> orb1(8,f,41);
[8,32,32]
> orb1(11,f,41);
[11,10,29,10]
> orb1(14,f,41);
[14,6,2,7,16,27,19,12,34,2]

Les paramatres sont

7010 5 8 11 14
n |4 3 1 1 2
XN |7 11 2 7

L'orbite de0 a une @riode der son cycle est9,12,34,2,7,16,27, a ce cycle se “raccrochent”
d’autres branches, comme celle de l'orbiteldg14,6,2, - - -). L'orbite de5 a une @riode del
(orbite ageriodique).

Applications 6.8 Pour la loi uniforme suff1,n]y une urneéquitable an boules peut bien faire
I'affaire. Informatiquement, I'urne est remplae par une fonction @htoire du typeaand()
Nous verrons le type deegerateur comme en utilise Maple (c’est uangrateur congruentiel
linéaire, cf paragraphe suivant). Par exemple, on a:

>rand(1000);

proc()

local t

global seed,;

seed:=irem(427419669081 * _seed,999999999989; t.= _seed;irem(t,1000)

end;

> seed,;

1
>rand(1000)();
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81
> _seed;
427419669081

Noter que I'on obtient ainsi un “hasard faible” qui est, @méral bon (voir toutefois les triplets
[8]) pour la simulation parce qu'il egtquiparti (mais il n’est pas aatoire)

Remarque 6.9 La compghension de ces parartnes est fondamentale et est’origine de
nombreuses applications (notamment en factorisatioragatts de sy8mes écuries du type
RSA).

Plus ¢geréralement, on a la notion de suite ultimemeatipdique.

Définition 6.10 On dit qu’une suiter,, est ultimement griodique ssi il existe un certain rang
N a partir duquel elle est@riodique. Soit

(3AN)(Ft > 0)(Yn > N)(xp4t = )
Note 6.11 Une telle suite peut donc se mettre sous la forme
(- (NN TN-1)™)

(commaen(ba)>™ par exemple), mais on constate qu’il y a une fagon plus catepgue les autres
de I'écrire sous cette forme (dans I'exemplé&gadent, c’estab)>). Ceci cetermine l'indice
d’entrée dans le cycle et lagpiode.

parangtres

operations (produit cagésien,image)

celles qui proviennent d’'un G1P (rappel) et autres
fonctions éversibles et orbites

Exercice 6.12La suite ultimement&riodique 10(100)> provient-elle d’'un grérateura un
pas?

Exerc. Machine 6.131) a) Tester 'amplitude du &érateur de hasard standard de Maple.
Est-ce[0..10'? — 11]y, comme semble l'indiquer I'aide ?

b) Avec cette connaissance, former un tirageaabire de Bernouilla deux dimensions.

c) Exgerimenter et comparer avec le tiragequedent.

2) Faire une statistique sur IMSMpour N = 2.3 (A,n(\)) ol n()) est la nombre de points de
départ qui aboutissent sur un cycle de longugur(On anénagera la statistique de la facon la
plus parlante possible en prenant par exdans des intervalles d’amplitude 100, et on raffinera
certains intervalles.)

Remarque 6.14L'image d’un gerérateura un pas n’est pas toujours uregerateura un pas
comme le montrent les exemples ci-dessous.
I) Projection d’'un gerérateura deux pas:

(=) =00 D () (30
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dans(Z/5Z)* et la premére projection.

On obtient la suitd0,1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1]>°, on observe que le retour d'une
valeur n’entraine pas @cessairement le retour de la suivante.

i) Cascade de congruences (technique wiigpar Maple) : On consite un grérateur GCL1
Tni1 = ar, + b mopt m de periode maximale (cf le #toreme (6.17)). On le&duit modulo
une autre congruencer(; < m) par exemple on peut montrer (et 'obsenéta machine)
que, pour que leésultaty, = z,[m;] est aussi ultimementépiodique et de priode A\, qui
divisemm = \,. Mais pour quey, soitéquireparti, il faut et il suffit quen; divisem. Pourquoi?
Expliquer alors pourquoiy, provient d’un grérateura un pas.

Exercice 6.1 A) Suites ultimementépiodiques, rathodes dBBRENT, de FLOYD [9] pp 308,
337, 346.
B) Implementer les diffrentes rathodes et comparer leurs performances sur k€mteurs
suivants:

Tpe1 = 3141692621z, + 2718281829 mopt 1010
Tpt1 = ZL‘EL + 5, + 1 mopt 1032

6.2.2 Algorithmes de Brent et Floyd

Il est facile de éterminer les paraatres de la suiteéfinie par un grérateura un pas lorsque
celle-ci

— n’est pas trop longue
— est compose de nombres pas trop grands

mais, dans la pratique, on pedite amea a tester des suites de nombres de plus de 100 chiffres
dont on ne sait pas la longueur de lkaripde, il est alors hors de question de tout stocker, il
faut se contenter de@thodes “locales” qui ne demandent de stockehaque instant que deux
valeurs. C’est le cas des algorithmes de Brent et Floyd.

Brent. —
On pro@de aux comparaisons suivantes:

vo| @ | Ty [

l’l ‘ x27x3 ‘ DY ‘ $2k7...x2k+1_1 ‘ . ..

jusqu’a ce que I'on trouve une @ucidencery_; = x,,; m € [2'--- 271 — 1]. Ceci se produit
forcément @s que2’—1 > e (indice d’entée dans le cycle, inconnu rappellons-le) et 2fue ).
Soit donczy_y = x,,; m € [2,--- 271 — 1], la cdncidence trouge, on a\ = m — (2! — 1).
Maintenant que I'on connakt, on pro@de aux comparaisons

la premere a lieu pouk = e. L' étude de complexétde cet algorithme&passe le cadre de ce
cours, mais pelgtre trouee dans [8, 9].

Floyd. —
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On pro@de aux comparaisons suivantes

wo |z |- | wa |-
oy | @2 | - | T | -
la premere cdncidence se produit pour le premiemultiple de X qui depasse. L'indice &

trouvé est un multiple de\ (mais pas acessairemend), on pro@de alors aux comparaisons
suivantes

o | @y || m |

va | @art | | @an |

la premere coiincidence se produit podir= 4. On finit en céterminant\ par

Tpit | Tra | | Tprn |

le premierk qui produit uneegali€ estk = \.

6.2.3 Genérateurs congruentiels lireaires

On appelle ainsi (en abr. GCL) legiggrateursx un pas éfinis parzg; z,.1 = ax, +b mopt m
ou m est un module. Quand ils sont utés comme grérateurs de hasard (benin) on cherche
que leur griode soit maximum (soit). Voici quelques exemples doesdans [9].

Exemple 6.151) zy = 0; x,,+1 = 4z, + 1 mopt 9.
0—-1-5—-3—24—-8—-6—-T7—2—)®

2)xg = 0; x,41 = 2z, + 1 mopt 48.

0—-1—-3—-7—(15—-31—-)

3)zo = 0; x,01 = 3z, + 1 mopt 20.

0—-1—4—12—)>

A xy=0; r,11 = 2x, + 1 mopt 5.

(0—=1—3—2)et Sizg =4, (4 —)>

C’est ce type de@erateur qu'utilisent les langages de programmation. Paraple en Maple,
on a:

>rand(1000);
proc()
local t
global seed;
seed:=irem(427419669081 *_seed,999999999989; t.= _seed;irem(t,1000)
end,;
>_seed;
1
>rand(1000)();
81
> _seed;
427419669081
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Noter que I'on obtient ainsi un “hasard faible” qui est, edmgral bon (voir toutefois les triplets
[8]) pour la simulation parce qu’il eséquiréparti (mais il n’est pas @atoire).

Exercice 6.16 Veérifier la periode du @rérateur pecdent parBRENT et FLOYD. Comparer
les performances de cesthodes.
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On le threoeme suivant qui indique comment fabriquer désggateurs de griode maximale.

Théoreme 6.17Pour qu'un GCLz,,; = ax, + b mopt m soit de @riode maximale il faut et
il suffit que les conditions suivantes soieatifées:

a) b est inversiblanoptm.

b) a = 1 [p] pour toutp premier divisantn.

c) Si4jm alorsa = 1[4]

Preuve —
Période maximale— Critére —
— Onazx, = a"™.xg+ [n]a.b
— S'ily a une griode maximale, elle passe p&ra. En posany, = z,,, = 0 on ay,, = [n],.b et la feriode
est max pouy,,, il existen; tel que[n,],.b = 1 d’ou (a).
— Soitp|m, on a une projectiofd,, — Z,, Si la periode est maximale dai#s,,, c’est aussi la cas daf, (on
noteZy une classe de restes modNg classique ou ceré#e par exemple).
— Sia # 1 [p], ona, dan&,, le point fixeﬁ, ce qui est incompatible avec l&éfode maximale, d'o (b).
— Si4/m,commea =1[2],0naac=1,3[4]. Sia=3=—-1[4],0naz,12 = —(—x, +b) + b = x,,ilnYy
a donc pas degriode maximale d'o (c).

Critere — Période maximale—

— (Réduction du proldme)
1. Sim = [[p*®, il suffit de cemontrer que lag@riode est maximale dans tous &s.
2. Regardons le cycle dk qui est engendrpar le grérateur

Yo = 0;yn+1 = a.Yn + b

on a, comme facdementy,, = [n],.b [m], et puisqueé est inversible modula, il suffit de montrer
que le criere entrainén], est de @griodem dansZ,,.

— On montre que lagriode d€gn], est maximalé l'aide de I'identie
[sqla = [s]a-[q)as

&

Exerc. Machine 6.18 Soit(F’, f,z,), un gerérateur. Au lieu d’'une orbite, on peut vouloir tracer
tout le graphe (la pieuvre) dé. Pour cela, il faut savoir “raccrocher” le€lements aux arbres
qui se raccrochent aux cycles. La pré&ma nmethodea laquelle on pense est de “scanner” les
éléments non viges un par un. Mais, il est des cas (nous allons en voir deuxjayugdeut
créer un fonction aricédent qui prend ulementy et retourne I'ensemble des solutions de
I équationy = f(z).

1°" Cas: Les GCLA un pasty; Zn+1 = az, + b mopt m.

1.1)pgcd(a,m) = 1 alors on calcule un inverse demodulom par la méthode de 'algorithme
d’Euclideétendu qui donne les coefficients de Bezautmv = 1 gcdex en Maple et MuPAD.
On a doncau = 1. Ainsiy = ax + b[m] estéquivalenta y — b = ax et par multiplication par
u, on au(y — b) = z [m] solution unique.

1.2) a etm ont des diviseurs communs. On calcdle= pgcd(a,m) et pargcdex on calcule
des coefficients,v tels queau + mv = d. Soit maintenané résoudrey = ax + bjm]. ll'y a
deux cas:

1.2.1)y — b = 0[d] pas de solution em et on se trouvé une feuille de I'arborescence.
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1.2.2)y — b = kd alors, en posant; = a/d, m; = m/d on a, de marére équivalente,

k = ayz[m;]. Commepged(ai,my) = 1, on est rame@ au cas pecdent.

2°M€Cas: Les cererateurs quadratiques du type_ = az? + bz, + c[p] (p premier). Il faut
résoudrey = ax?+ bx + ¢[p] soitaz? + bz + (c—y) = 0[p]. La discussion se fait classiquement
par A := b — 4a.(c — y) (voir le detall, utilise dans les grérateursa deux pas (6.4.4)).

6.3 Geénérateursa deux pas

Q1 Si on voit sortir une suite ultimemengpdique d’'une bibe noire, comment reconnaitre
qu’elle provient d'un @rérateura un pas?

Q2 On constate que les “tirages” ne sont pagpehdants, peut-on @liorer cette situation?

Q3 Comment appliquer BENT et HLOYD au nouveau type decgérateurs?

Repartons de la suitey,r1; z,,2 = =, + ,+1 mopt 5, c’est une suite @riodique de priode

20, telle gu’une valeur soit “fonction” des deuxguedentes, ceci peut se formaliser de la fagon
Suivante.

Définition 6.19 SoitF un ensemble fini;y,z; € Fetf : F? — F une application, On appelle
gérérateur @ deux pas) le tripletF, f,(xo,z1)). La suite assoéie au @rérateur est donee par

L0, L1y Tpy2 = f(xnaxn—i—l)-

Exercice 6.20 Montrer que la suite des “Fibonacci impairsi,, = Fy,_; Vvérifie la recurrence

ap42 = 3an+1 — Qap
Exemple 6.21i) Soit F = Z/7Z f(z,y) = 2* + y et(xg,z1) = (1,2) On a la suitel — 2 —
3—m0—-2—-2—--1—-23—-4—--1—-1-—2

i) xg =1, 21 =2, rpio = 32, + T, mopt9

Note 6.22 En utilisant la notation d’'un “linear shift register” (utisés abondamment en co-

dage), on a
= [ =
N\ / T

1(.2) -
Exercice 6.231) Faire tournerBRENT et FLOYD sur des @réerateurs quadratiques du type de
(6.18).
i) Faire tourner BRENT et FLOYD sur les grérateurs suivants (a,b=main; c,d=machine).
a) (xovxl) = (071) Tnt2 = 2<xn + anrl) [16] b) (movxl) = (171> Tnt2 = xi + anrl) [13]
C) (zo,1) = (1,1) Tppo = 22 +22,1) [103]  d) (wo,21) = (1,1) Tpyo = T+ [1001]

La vectorisation (qui consiste consi@rer la suitgx,,,z, 1)) permet de ramenerdtude d’'un
gérérateura deux pas celle d'un @rérateura un pas.

6.3.1 Vectorisation et paranetres

Proposition 6.24 i) La suite engendre par un @rérateur a deux pas(F,f,(xq,r1)) est la
premiere projection de la suite engerélr par le @rérateura un pas(F?,g,(zo,z1)) ol g est
donrée parg(x,y) = (y,f(z,y)). En particulier :

i) Cette suite est ultimemengpodique, ses paragtres sont ceux de la suite “vectoess’

((xmxn-i-l))nZO'
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Remarque 6.25i) Le résultat péccdent permet d’'appliquer les algorithmes BRENT et
FLOYD aux gerérateursa deux pas.
ii) Avec les notations de Mupad, en notant= (z,y), on aurait

9(c)=(op(c,2),f(op(c,1),0p(c,2)))
Exemple 6.26 La suite de Fibonacci dari8/5Z se vectorise en

()= () G =G o () e

(voir remarque (6.14)).
En utilisant le produit par blocs on a que

Toor ) (1 1\"[1 2
Tpy2 Tnl S \1 0 11
ce qui prouve que lagriode est celle dﬁ{l L ) (modulo 5) et que l'indice es$t

1 0

Un exemple dont on nttise les paramtres est celui deségérateurs ligairesa deux pas
(GL2P), dont la fonction de transition eftx,y) = ax + by. Par exemple, la suite de Fibo-
nacci modulgp Fy = 0,F; = 1; F,,.» = F,, + F,,.1 mopt p (en faire I'etude).

6.4 Generateurs du type GL2P
6.4.1 Cenréralitées

La suite fournie par un GL2P est daepar

Z0,21
Tpio = axp + bx, (RL2)

la relation (RL2) s’appelleacurrence ligaire d’'ordre deux.
A cette Ecurrence est attaeb une lequationr? = a + br appelbeéquation caraéristique et
qui provient de la consitation suivante

Proposition 6.27 Pour qu’une suite de puissanc@e$),,~, (suite geonétrique de premier terme
1) vérifie RL2, il faut et il suffit qu’elle la&rifie pourn = 0, soit

r?=a+br (38)
Pour concevoir desagérateurs efficaces, il faut pouvoir les paitrer de facon qu'ils aient une

grande priode. Pour cela il estatéssaire de lesatomposer en “petits”@pérateurs dont on
maitrise la f@riode. Ce seront les suites’),,~o et (nr"),>o.
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6.4.2 Combinaison de deux gnérateurs
La suite(r"),,>o moptp est produite par un GL1P étr™),,>, moptp est produite par un GL2P.

Proposition 6.28 i) Soitm > 0 un entier etw,3,r,r2 € N alors la suite de nombregvr} +
Bry)n>o €st produite par le grérateur

{ a+ Bar + fry

Tpio = (11 +712) T — (rire)z,  (RL2)

i) Dans les némes conditions que @cedemment, la suite de nombfes” + fnr™),>o est
produite par le @rérateur

a+ B.ary + Ory
Tpio = 21z — (r?)x, (RL2)

Remarque 6.29 En fait, il suffit de remarquer que, dans les deux ca&sgjlation caradristique
doit avoir 1,7, comme racinesr(= r; = ry) dans le deuime cas. Celle-ci est alofs —
r1)(r —ry) = 0.

6.4.3 Decomposition et calcul de la priode d’'un GL2P (m = p premier).

Voici comment on progde:

1. On ésout si possible&quation caraéristique

2. On combine lesasultats de facoa trouver les rames conditions initiales.
Par exemple pour Fibonnacci, on trouve= 3 comme solution unique poun = p = 5.
L’ équation caraétistique est? = 1 + r et ses racines dans difents “moduli” sont{} = 0
signifie gu’il n’y a pas de racine). On peut montrer d'aillegue les seuls premiers tels que
I’ équation ait des racines sont de la forioé + 1.

p|3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
el B8y {48 {3 {F {5150 {} {624} {913} {} {735}

Dans le cas0il y a deux racines distinctes,r; il existe toujours des coefficientsv tels que

I'on ait les deux premiers termes de le suite anedysoitr;, = urt +vr5; k= 0,1 en ce cas la
relation pecedente reste vraie pour tokit

Dans le caswil n’y a qu’une racine, il existe toujours des coefficientsv tels que I'on ait les
deux premiers termes de le suite an@lysoitr, = (uk + v)r*; k = 0,1 en ce cas la relation
précedente reste vraie pour tokit

On peuténoncer :

Proposition 6.30 i) Dans le cas a I'équation caradristique admet deux racines distinctes
r1,r9 il existe toujours des coefficientsv tels que I'on ait les deux premiers termes de le suite
analyse soit

x = ury +ork; k=01
en ce cas la relation @edente reste vraie pour tokt
i) Dans le cas o I'équation caradtristigue n’admet qu’'une racine il existe toujours des
coefficients.,v tels que I'on ait les deux premiers termes de le suite akaly®itr, = (uk +
v)r¥; k= 0,1 en ce cas la relation f@edente reste vraie pour toit
i) Les couplegu,v) détermires peccdemment sont uniques.
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Nous ne traitons pas cette @mle cas 0l n'y a pas de racine. Voyons maintenant, avec plus
de cktails, la technique utilee pour esoudre legquations du second dégmodulop (premier
impair).

6.4.4 Carrés etéquations du second deg¥ dansF,

L' équation du second degdansZ/pZ = F,; p # 2 se discute comme dans le cas classique
(i.e. reel) en tenant compte des d@&srDans tout ce paragraphe, désigne un nombre premier

£ 9.

Proposition 6.31 L’équation du second degrax? + bz + ¢ = 0; a # 0 se discute et&sout
selon le discriminant\ = b? — 4ac.
i) Si A = 6% est un caré dansF, alors I'équation admet les racines

—b—06 —b+9
2¢ ' 2a

i) Si A n’est pas un caf, I'équation n’a pas de solution.

Remarque 6.32Si A = 0, les deux racines du cas (i) se confondent en une racine dibld
=b
2a "

Les carés se calculent sur la “preare moite” deF,,.

Proposition 6.33 L'application donrée parz— > z?* définit une bijection entréo..’%l] et
I'ensemble des caés defF,,.

p= 3 5 7 11
2 413 6|54 1019|8716
z|0[1 | 2|0|1|2 | z|0|1|2|3 | z|0|1|2|3|4]|5
2?01 2 |0]|1]4 2?0 1]4]2 2|0 1]4]2[5]3]

Exercice 6.34 Résoudre et discuter dar%/pZ:
)’ +x+1=0;p=112331 b)az?+42+2=0; p=17,29
Q)a24+mr+1=0; p=711,13 d)a’>+1=0; p=19,23
e)z* =m; p=29,31 at+224+1=0; p=11,23,31

6.4.5 Calcul de la g@riode d’'un GCL2

Rappelons ici la discussion.
La suite fournie par un GL2P est dazpar

20,21
Tpio = axpiq + Oz, (RL2)

la relation (RL2) s’appellegcurrence ligaire d’ordre deux.
Voici comment on proede :

1. On gsout si possible &quation caraétistique
2. On combine lesasultats de facoa trouver les rames conditions initiales.
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Exercice 6.35i) (p = 5) Résoudre et discuter les Zgjuations
r’=ar+0

pour («,3) € F5 (essayer de regrouper des cas, voir desélyias etc..)
i) Constater que si on tire les parastres(«,3) € F2 “au hasard” (équidistrib&), la probabi-
lité que lequation(38) aib, 1,2 racines est:

Nb.rac.| 0 1 2
2 1 2
Proba. : o :

iif) (Cas géréral) On consiére maintenanp # 2 quelconque et on tire les parates(a,5) €
F§ au hasard équidistribie). Montrer que la probabilé que léquation(38) ait),1,2 racines
est:

Nb.rac.| 0 1 2
1

Proba. | 21 1
2p p 2p

iv) Faire des expriences machine sur défifentes valeurs de.
a) Exhaustives : examinéous les couplesa,(3).
b) Aleatoires (grandes valeurs ¢#: utiliser un gerérateur de hasard.

On rappelle que, pouys premier, unélement non nuly € Z/pZ vérifie toujoursg?~! = 1
(Fermat). Mais il peut y avoir des puissances plus petiteglus petitt > 0 telle queg® = 1
est appel I'ordre deg. Voici a titre d’exemple les ordres des# 0 dansZ/19Z.

g |1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 [8
ordg) |1 18 18 9 9 9 3 6 9 18 3 6 18 18 18 9 9 2

Les periodes sont dorées par la tableau suivant:

| racines \ Ty, = \ période |
0 estrac.
ou (@n)n>1 vient d’un GCL1.
0€ {uw}
ri,ro # 0 r1 £ 1o xn, = ury +orl | ppem(ord(ry),ord(rs))
uv#0 | =ro=r|x,=(un+v)r" p x ord(r)

Par exemple, pour Fibonacci mod 5, on a
Tp = 3" + n.3"mopth
ce qui explique la priode de20 = 5.4. Pour Fibonacci modulo 11, on a
Tp =10%4" + 2% 8" = —4" + 2 % 8"mopt11
ce qui explique la @riode de 10 casrd(4) = 5; ord(8) = 10

Exercice 6.36a) Concevoir un programme qui donne les ordres @éments modulp.

b) Faire, pour diferentes valeurs dg, la statistiquep — (maxord(p),numaxord(p)) ou
maxord est I'ordre maximal ehummaxord est le nombre deslements d’ordre maximal. Que
remarque-t-on?
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La notion de grérateur a dja éte utilisee pour RSA, nous la rappellons ici.

Proposition/Definition 6.37 i) Pour toutp premier, il existe deglements; € Z, tels que

ZP - {0} = {gk}USk’Sp—Q = {17,9’927937 e gp—2}

c’esta dire que les puissances galécrivent tous leglements non-nuls.
i) De telsélements (exactement ceux qui sont d’'ordre maximapsei) sont appeks grrateurs.
iii) (Calcul de I'ordre d’un élement quelconque) §iest un @rérateur, on a

k p—1
ordlg’) pged(k,p —1)
la conclusion de cettétude est que lagriode d’'un @rérateura deux pas avec solutions de
I'EC est: soit un diviseur dg — 1 (cas @ il y a deux racines), sojt x ord(r) (cas @ il n'y a
gu’'une seule racing) et donc la plus longuegpiode Ealisable avec unagérateur a racine(s)”
estp(p — 1). On verra aussi que la plus longuerpde d’un @rérateur “sans racine” egt — 1.
Soit pour les premiers nombres premigrg

| p |3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47

p(p—1)| 6 20 42 110 156 272 342 506 812 930 1332 1640 1806 2162
pP—1 |8 24 48 120 168 288 360 528 840 960 1368 1680 1848 2208

6.5 Autres genérateurs
Knuth donne dans [8] (p26), uregerateur de D.J. Mitchell et D.P Moore

Xy = (Xn—24 + Xn—55) mopt m
ou les termes initiauxX; - - - X54 sont des entiers arbitraires non tous pairs. Il a paiioge
2/(2%° — 1) pourm = 2¢ et0 < f < e (cf[8] p34 Ex. 11) et se programngel’aide d’une liste
cycliquea 55 pas.
6.6 (Geneateursa k pas

6.7 Enumeérer, classer, indexer

6.8 Répartitions équitables et moinsequitables
7 Sysemes et Calcul

7.1 Introduction

Exemples d’automates ba@ains, stochastiques, de comptage, de plus courts cherafseini-
anneaux assogs sont B, R, N, ([0, + oo],min,+).
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7.2 Description de la structure d’automate
7.2.1 Graphe pondré

L’ élément de base de ces graphes esélgh#A = ¢, dle g avecq; € Q,a € ¥, a € kol
@ est un ensemble états,> un alphabet ek, un semi-anneau Pour un tel objet, oné&finit,
selon les conventionsggérales de la thorie des graphes,

— t(A) := ¢, (“tail”: queue, source, origine)

— h(A) := ¢, ("head” #te, but, ex@mite)

— I(A) := a (“label” étiquette)

— w(A) := « (“weight” poids).
Un cheminest une suite d'@tesc = A; A, - - - A, (C’est un mot en les ates et sa longueur est
n) telle queh(Ay) = t(Axs1) pourl < k < n — 1 pour un tel chemiri(c) = t(Ay), h(c) =
h(A,), l(c) = I(A)l(As) - --1(A,) (concaknation),w(c) = w(A;)w(As)---w(A,) (produit
dans le semi-anneau).
Par exemple pour le chemin de longueur 3 suivant(N),

u:p%qb—‘%rﬁs (39)
onat(u) = p, h(u) = s, l(u) = abe, h(u) = 30.
Le poids d’'un ensemble de chemins déme source, but dtiquette est la somme des poids
des chemins de cet ensemble. Ainsi, si

ulo
—

ql ulg q2 (40)
le poids de cet ensemble de cheminscest 5. On a donc que les poids se multiplient &nis

et s’aditionnent en parale. Les diagrammes suivants montrent écessié des axiomes de
semi-anneau.

| Diagramme | Identité | Nom |

ala

P ol q a+ (8+7) = (a+pB)+~ | Associativie de+
a_\')y

p:i;q a+pB=0+« Commutativié de+

pi[ a+0=a Element neutre (droite) de

pelog 2y 0+8=a Element neutre (gauche) de

p g q s a(By) = (af)y Associativie de x

pzf;q g (a4 B)y =ay+ By Distributivité (droite) dex sur+

p i q:ﬁr a(f+7)=af+ ay Distributivité (gauche) dex sur+

p 2 q ey axXly=«a Element neutre (droite) de
g™y I, xB=0 Element neutre (gauche) de

5. Nous verrons plus bas que les axiomes de la structure dease@au sont contraints par lafaition meme
du syséme de transitions ainsi obtenu.
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7.2.2 Structure et comportement des automates

Un automatea poids ou pongré (“automaton with weights”) est la do@e de troilements
vectoriels(/,M,T):

e Un vecteur d’entrée I € k'*¢

e Une famille (indexée & A) de matrices de transition M : A — k@*@

e Un vecteur de sortie T € k@*!

La donrée des transitions\{) estéquivalentea celle d’'un graphe porE dont les sommets
sont(, l'alphabetA et les poids sont pris dars De plus celle dd (resp.T’) correspond la
donree de feches rentrantes (resp. sortantes) maeguavec des poids. Dans tout ce processus,
on peut ne pas indiquer le@fihes de poids nul.

Ce type d’automateségéralise les automates (béeins) de la thorie des langages (que I'on
obtient alors pout = B) est une machine qui prend un mot en éatet retourne un coefficient
(dansk) en sortie. Son comportement est donc une fonctlon A* — £ (que I'on peut noter,

de manéreéquivalente, comme unése A = 3 .. A(w)w).
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Calcul du poids A(w). —
Onétend d’abord la fonction de transitidd a A* par

M(e) = Ioxg, M(w) = M(ayas---a,) = M(ay)M(az--- M(ay) (42)

ou I« est la matrice identt de format) x (). Le calcul du poids d’un mot est alors, par
définition,

A(w) = IM(w)T (42)
d’apres la egle de multiplication des matrices, on a bien ¢ié(w) 7" est une matrice de format

1 x 1 et donc urelement dek. Le lien avec le graphe de I'automate est dopar la proposition
Suivante :

Proposition 7.1 Soit, pour dewetatsr,s et un motw € A*

A" (w) =1, Z weight(c) | Ts (43)
¢, chemin [(c¢)=w

t(c)=r, h(c)=s

alors

Aw) =Y A (w) (44)

r,s€EQ

Cette proposition a le sens intuitif suivant :

1. I'équation (43) donne le poids calewdomme au paragraphespedent
— onfaitle bilan paraélle (c’esta dire une somme) des poids des chemins qui joingnent
ras
2. on multiplie & gauche si c’est non commutatif) par le poids d’eaten-
3. on multiplie @ droite si c’est non commutatif) par le poids de sortigen

7.2.3 Premiers automates

1. Longueur totalg . |w|w

2. Comptage des, » 4. |w|,wetdesh, Y .
3. Produit des de@s partielsy _, .. |w|.|w|yw

4. Autres produits . Flu)|wlw, >, c s Flul,|wlsw

|wlpw

Fin du tronc commun

7.2.4 Composition des automates

Somme et multiplication par un coefficient constant
Produit de Hadamard

Produit (de concagénation)

Nous avons vu que nous pouvions coder de “l'infini dans du fam”consiérant les suites
ultimement @riodiques que sont le€deloppements illimés des rationnels. Nous allons voir
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gu'’il en est de rdme pour la production des automates finis, en effet, un aateofimi, ces qu'il
pos&de un chemingussi qui comporte un boucle, recofina langage infini.

Exercice 7.2 Montrer que cette condition est suffisante, autrement ditysun chemin @ussi
ne comporte de boucle, alors le langage reconnu par I'auteneat fini.

Commencons par un exemple : On coeselun automate (boaén), d’ensemble dtats(Q) et
dont les transitions sorétiqueées par un alphabet. Cet automate, via la correspondance
(graphes— matrices) peuétre vu comme un triplet/, 7',M ) avec:

e Un vecteur d’entrée [ € k1*9
e Une famille de matrices de transition M : A — k@*@
e Un vecteur de sortie T € k@*1

Dans les automates usuels, les scalaires sont pris {dahs Si on consiére ces nombres
comme des entiers naturels, l&@ationw — M (w)T donne le nombre de cheminsussis.
Une expression rationnelle du comportement de I'aurontateafit compte des multipliés)
résulte du calcul suivant

> (IMw)T)yw=1(Y_ Mw)w)T =I(Id,— Y _ M(a)a)™'T

wEX* wEX* a€Xx
si on noteMy, = Y v M(a)a, on aMy, = (Id, — Y ,.x, M(a)a)~'. C'est la matrice dont
I'entrée d’adresséi,j) est la somme

Z (nb de chemins i — j d’étiquette w)w

w=(30)
= (fo )

il est facile de voir que lesésies assoéies sont sans multipliét(i.e. pour(i,j) etw donrés il
existe au plus un cheminétiquettew), mais ce n’est pas le cas pour

%-(Z j)

QL = (a+ aa*d)*  (a+ aa*b)a*a
7 \a*b(a+ aa*d)*  (a+ ba*a)*

w étiquette
un chemin de 7 vers j

par exemple la matrice

a pourétoile

qui a pourétoile

Exercice 7.3 1) Dessiner les automates (sans vecteurs dé&nét sortie) assoes aux matrices
Ms,Qs.

2) a) Montrer, en utilisant un raisonnement sur les chemarssdun graphé&tiqueé convenable,
que pour deux lettres, on@ + b)* = (a*b)a* (Elimination de Lazard moridale).

b) Appliquer cette ident pour trouver une autre forme de + aa*b)*.

c) Montrer quea*aa* = a5 = 3,5, na”.
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d) Si un mot ne se termine pas garsa multiplicié dans(a*aa*b)* est nulle, mais s’il Scrit

w = a"ba"b---a"b, on a(w,(a*aa*b)*) = ny + ns + - - - ng. En céduire le @veloppement
(i.e. les multiplicies des mots) de*aa*b)*a*, puis des 4 coefficients de la matrigg..

3) a) Soit I'alphabet quatre lettres= = {a11,a12,a91,a22 }, montrer directement en raisonnant

) a a
surles chemins, que&l= | ' "? Jona
Q21 Q22
Aqy Aqia120;
G" = * A A 205 Ay = (@11 + a12a55a91)", Ao = (age + a1a7,012)"
Q99021111 22

b) Expliquer en quoi ces formules fournissent un algoritip@emettant de calculer &toile de
toute matrice deéries propres.

Exemple 7.4 Soit L, le langage fini forrd des mot tels quelw|, + 2|w|, = n.

a) Ecrire les premiers termeky,L,Ls - - -.

b) Calculer|L, | & I'aide d’'une ecurrence simple.

c) Montrer queSG = Y, |L,[t" = (t + t*)* = ——4.

d) Faire le lien avec le nombre de pavages d’un rectarigien par des dominog x 1 ([?] pp
321) comment coder les pavages,desinérer, les @rérer.

e)A I'aide des @calages, former 'automate qui reconnait lere S.

On a un analogue parfait de ce qui se passe pour les ratiqroetds. Plus pecigment :

Exercice 7.5 A) On consié@re les arbred — 2 qui sont les arbres 1 ou deux fils.

A chaque arbrd — 2, dont les noeuds internes sont ségrpar "+” s'ils ont deux fils et O~
s’ils en ont un on fait correspondre une fraction (i.e. Smraluation avec les feuilles eb)
donrée par la egle ecursive

1
ev(A)
montrer que I'ensemble des valeurs obtenueg)éstEst-ce que la re@rsentation est unique ?
Est-ce qu’elle englobe les fractions continues ? Commeiaiteniser les arbres qui les donnent?
B) On consiére les gries sur un alphabet (i.e. fonctionsA* — k ou k est un semi-anneau
(i.e. suffisant pour faire la calcul matriciel).
a) Montrer que les conditions suivantes séqtiivalentes::
i) La serie S est I'evaluation d’une expression rationnelle.
i) La série S est combinaison ligaire d’'un ensemble dégess;,5,, - - - S,, qui est (lireairement)
stable par @calages soit

(Vz € A)(Vi € [Ln])(a™'Si= Y piy(x)S,

0<j<n

ev(e) = 1; ev((A1,A2)) = ev((A1) + ev(Ay); ev((A)) =

iii) Il existe A € K 1 : A — K™ " v € K" tels que pour touty € A*, (S,w) = Au(w)y
(ou u() denote encore I'extention gea A*).

Lorsque I'on a une parti& € A*, on peut se demander:

Quel est le langagé(X) engende parX ?

c'est a dire les suites finies d'instructions (i.e. le sous-nidacengend¥). On aL(X) =
Y .0 X™ a coefficients dan®. La meéme somme coefficients dan®l contient plus d'in-
formations (soit le nombre de fagons d’obtemicomme produit de facteurs daig.
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Automates. Automatea multiplicite (notion de cat). Comportement d’un automateérges
(exemples), rationnelles.

Passage SGO©-> Aut « EXp. rat.

Exemples d&N et Z automates.

Seéries greratrices (rationnelles -arbres de Fibonacci- et nonmagtes -arbres binaires, che-
mins de Dyck-). Rsolution des prerares ecurrences,&alage ef\. Complexieé du comptage
des boucles. Arbres— 2.

7.3 Series

7.3.1 Exemple: Comportement d’un automate

7.3.2 Ogerations sur les €ries

7.3.3 Lien avec les grammaires et les structures de doaas
7.3.4 Enumeration

7.3.5 Rudiments de Calcul Modulaire
8 Fonctions generatrices (approfondissement)

8.1 Une variable
8.2 Application au calcul de complexié

8.3 Plusieurs variables

42



9 TDetTP (E. Laugerotte & J-P. Dubernard)
MI-MIM TD1 Calcul Formel 2002/2003

Exercice 1 On consi@re les expressions aritl@tiques suivantes :
o vk (y+2)*(—2)
o 2xx/yx* 2t
e s A(yAz)
1) Construire les arbres assesi CF
2) A l'aide des fonctionsvhattype, nops op de Maple, confirmer et erédluire les types.

3) A l'aide de la fonctionsubsde Maple, remplacer par2  z1 + 22 dans les expressions
préccdentes.

Exercice 2 A l'aide des fonctionsvhattype, nops op de Maple, donner I'arbre et le type
assoc@a22/7 eta32.6789.

Exercice 3 (Suite de Fibonacci) Soit(F,,) la suite @finie par

FO = 07
F =1,
Fn+2 — FTL+1 + Fn Vn € N

1) Ecrire une proedure écursive Maple efficace calculaf,.

2) CalculerF,, en fonction den. Pouvez-vous enatluire une nouvelle prédure ? Est-elle
plus performante ?

3) Montrer que, pour tout entier,
R O e
4) Montrer que, pour tout entier,
Foim =FnFo+ FraF,

puis en @duire que
pgcd £, Frn) = Fpgedin,m)-

Exercice 3 (Algorithme d’Euclide)
1) Ecrire une proédure Maple rendant le PGCD de deux nombres entiers natueels

2) Ensupposant connu leégbreme de Dirichlet qui dit que la probabéipour que deux entiers
positifsu etv soient premiers est dﬁz écrire une proedure qui calcule efficacement le PGCD
de plusieurs entiers.

Exercice 4 (Theoreme de Lane) On suppose que etb sont deux entiers naturels tels que
a>b>0.

1) Sil'algorithme d’Euclide demande itérations pour le calcul du PGCD deet b, montrer
quea > F,, o etb > F, ;. Combieny a-t-il d'i€rations sk = F,, ;o etb = F,, ;1 ?
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2) Avec les némes hypoteses qu’er), montrer que

logyo v/5(a + 1)

n+2<
logyo @

et
1Oglo \/E(b + 1)

logyg ¢
ol ¢ est le nombre d'or i.e la racine positive déduationX? — X — 1 = 0.
3) Sin estle nombre de chiffresedimaux d’un entieb positif, montrer que

n+1<

lOglo ¢

{loglo V5(b + 1)J <5pil,

4) Sin estle nombre d’#rations de I'algorithme d’Euclide pour> b > 0, montrer que
n <5 ([loggb) +1).

En deéduire la complexé de I'algorithme d’Euclide.
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Ml CALCUL FORMEL 2002/03

Travaux Pratiques 1 - Opérations sur les entiers

Manipulations 1 Taper, noter lesasultats affices et comprendre...

>22/7;
>evalf(%);
>a:=23/7,
>evalf(a,500);
>18/12;

>?igcd
>igcd(456,752);

Manipulations 2 Idem.

>sum(i,i=1..n);

>factor(%);

>sum(i"2,i=1..n);

>factor(%);

Exercice 1

1) Calculer la forme factorise de la sommg_"" | 3.
2) Chercher le mode d’emploi de I'instructidength

3) Donner le nombre de chiffres g€ i”.

(2

Exercice 2
1) Calculer 100!.
2) Donner le nombre de chiffres de 100!.

3) Donner les 50 prersres @cimales der.

Exercice 3
1) Calculer (ou programmer) la somnig = >/, %
2) Exprimer de facon exacte puis de fagcon appes$y, Sog, Si0, S1000 €t:S1000000-

Exercice 4
1) Trouver la &ecomposition en facteurs premiersd3#§6543210123456789.

2) Calculer le nombre de diviseurs.
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Travaux Pratiques 2 - L'algorithme d’Euclide

Manipulations d’ensembles Tapez les ordres suivants et observez égonses.
>A:={1,3,5,7,9};

>B:={0,2,4,6,8};

>C:={seq(2 =*1i,i=0..9)};

>DD:=A union B;

>X:=A intersect C;

>Y:=C minus B;

Exercice 1 Soit S I'ensemble des entiers strictementéariEursa 100. Soient4, B et C' les
sous-ensembles derespectivement multiples de 2, de 3 et de 5. On fote compementaire
de la partieX de S et on c&finit 'opérationA parXAY = (X NY) U (Y N X)

1) Déterminerf AAB) N (AAC).
2) DéterminerAA(B N C).
3) A-t-on (AAB) N (AAC) C AA(BN(C)?

Exercice 2

1) Ecrire une proedure Maple rendant le premier (resp. dern@@ment d’'une liste.

2) Ecrire une proedure Maple rendant la liste pée de son premier (resp. derniéf@ment.
3) Ecrire une procedure Mapléalisant la fusion de deux listes.

4) Ecrire une proédure Maple rendant une liste “miroir” de L.

Exercice 3 Les nombres de Mersenne sont de la fothig= 2P — 1 avecp premier.
1) Ecrire les nombres de Mersenne pput 31.

2) Parmi eux, quels sont ceux qui sont premiers?

3) Décomposer les autres en facteurs premiers et trouver lissuts.

Exercice 4 Soitp un nombre premiefp > 5). On c&finit la somme

1) CalculersSs, S7, Sag sous forme de fraction ieductible.

2) Donner le reste de la division du nénateur de5, parp? pour les trois valeurs deprécedentes.
3) Calculer le reste de la division du némateur deS, parp? pour toutp premier dans I'en-
semble{2,...,100}.

Exercice 5

1) Ecrire une proéedure qui calcule le PGCD de deux entiers.

2) Ecrire une proedure qui calcule le PGCD de plusieurs entiers sachant quebalpilitt pour
que deux entiers positits etv soient premiers est d%

3) Ecrire une proedure qui calcule le PPMC de plusieurs entiers.



Travaux Pratiques 3 - Representation graphique

Il'y a trois types d’objets Maple que I'on peut régenter graphiquement :

e une expression
>P:=x"3-3 *XxX2+x+1;
>plot(P,x=-5..5,-3..3);

e une fonction
>f.=x->if x=0 then 1 else sin(x)/x fi;
>plot(f,-3 *Pi..3  *Pi);

e une ligne polygonale
>L:=[[1,1],[3,4],[1,3].[-1,5]];
>plot(L);

On peut repgsenteégalement une famillgy,,) de fonctions (respectivement d’expressions) :
>g:=n->n *exp(X)+X;

>famille:={seq(g(n),n=0..10)};

>plot(famille,x=-5..5,y=-5..5);

Exercice 1 Repgsenter la fonctiorf définie parf(x) = xsinx dans les featres suivantes
[-10,10,-10,10] et [-500,500,-500,500].

Exercice 2 Repgsenter la suite de fonctioiig,) définie parf,(z) = nz/(1 + n*z*) pourn
variant de (a 10 dans la fegtre [0,2,0,10].

Exercice 3 Repésenter sur un &me graphique la fonctiofi(z) = e” et la suite de fonctions
(f,) pourn € {0,...,10} définie parf,(z) = >_;_, =" /k!. Reprendre le @me travail avec la
fonction f(z) = — In(1 — z) et la suite de fonctionéf,,) définie parf,(z) = >_,_, 2" /k.

Exercice 4 Etant donie une fonction nuariquef, un reela et un entiem, on veut obtenir la
liste

Ly, = [[uo,0],[wo,ur |, [wr,uq ], [ur,us), - o [tn—1,un], [t 0]

avec
Up = a,
Upp1 = f(un), YneN.
1) Déterminer cette liste quantiz) = 1/2(z* + 1), a = 1/2 etn = 4. Repésenter, si possible
sur un néme graphique, la courbe dela droitey = x et la liste L.

2) Ecrire une proedure Maple qui admet une fonctignun el et un indicen, et qui construit
la liste L,,. Repésenter sur un éme graphique, la courbe dela droitey = z et la liste L,
aveca = 1.2 etn = 15.

3) Ecrire une proedure Maple qui “automatise” cetétude graphique.



4) Etudier graphiquement les suitesfithies par lesé&currences

Ug = 1
Upt1 = 2Up /(1 +up) —In(1 4+ u,) VneN
Ug = 1

Upr1 =2(1 —e™™) VneN

Uy = 3.9
Upy1 = 2¢/4 —u, VneN
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Ml CF 2002/03

Travaux Pratiques 4 - Nombres aéatoires

Exercice 1 Ecrire une proedure qui calcule les premiers termes de la suite obtenue par
la méthode MSM connaissant la graine et le nombre maximum dérehiflans Ecriture
decimale. Quel nombre suiti10101010 et 3792 dans la dthode MSM? Donner les premiers
termes si la graine e8845678 et le nombre maximum de chiffres dst

Exercice 2 On consi@re un @rérateur dona par:

U = ¢
up = f(ui—1) [m] (i > 0)

1) Ecrire une proédure calculant le Bime terme de la suite connaissanf etm.
2) Montrer que la suite est ultimemergnodique.

3) Soit/(n) la plus grande puissance ggui est plus petite oggalean. Montrer qu'il existe
un entiern > 0 tel quew,, = uymn)—1- Ecrire un algorithme (I'algorithme de Brent) qui calcule
les differents paragetres de la suite ultimemenépodique.Evaluer I'efficacie du gerérateur
de nombres @&atoires de Maple puis celui du langage C qui est éqyar :

U, = 1103515245 x u,_1 + 12345 [2°'] (n > 0).

4) Soit le gerérateura deux pas éfini par :

Up = 9o
U = G1
up = f(ui—1,ui2) [m] (i > 1)

Quelle transformation faut-il faire pour appliquer I'atgbme de Brent? @réraliser aux §rérateurs
an pas.
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10 TD
Calcul Formel 2002/2003

Exercice 1Donner des formes closes de foncticgngratrice ordinaire et exponentielle de la
suite2,5,13,35,...,2" + 3", .. ..

Exercice 2Pavage d’'un rectanglex n

1. Quel est le nombréd;, de facons de recouvrir eetement un rectangte x n avec des do-
minos2 x 1? Nous supposerons que les dominos sont tous identiques segle compte leur
orientation (verticale ou horizontale).

2. Un collectionneur excentrique agfe des pavagesx n par des dominos au prix de 4 euros
le domino vertical et 1 euro le domino horizontal;, Combien @epes valent exactement
euros?

Exercice 3Résoudre les relations deaurrence suivantes par l@&thode des fonctionggératrices :
1 { Fy=0,F =1,
| F,=F,_1+ F,_5sinon
2 Uo = U1 - 1,
"1 U,=4U,_1 — 4U,_5 +n — 1 sinon
3.Yn > 22U, =3U,_1 —U,_»
4.Nn > 2.U, = AU,_1 — AU, _,
5 { Up=1U,=0,
"\ U,=3U,_1 —2U, 2+ n/2" sinon

Exercice 4Résouder les relations deaurrence simultaées

UQ = 1,U1 =0etVn 2 2,Un = Un = 2Vn71 + Un,Q
% = 0,‘/1 = D10 etVn > 2,Vn =U,=U,-1+U,_2

Exercice 50n suppose que la dee d’un point dans le code morse est de 2amie temps et
celle d'un trait de 3 unés. Determiner la fonction grératrice des mots du code morse selon
leur duge

Exercice 6Nombres de Stirling de deuxine espce

k
4
sembles). Par exempl{, 9 } =T.

Soit{ " } Ir nombre de fagons de partitionnet] = {1,2,...,n} enk classes (ou sous en-

, . ., n
1. Déterminer uneécurrence sur le 3

2. En déduire une expression d#,(z) = { Z } puis de{ Z }

Exercice 7Dans le “prob&éme du collectionneur de coupons”, imaginons que nous \anslr
avoir la collection complete desphotos des stars de @ma. A chaque achat d’'unei®de
céreales, on obtient une de ces photos qui peut biedtse une que I'on a&a.

Soitp, la probalie d’obtenir emm achats exactement la collection cogtgl.
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1. Montrer que

2.Soitp(z) =), d,2™. Montrer que

(d —1)la?
(d—z)(d—2z)---(d—(d—1)x)

p(x) =

Exercice 8SoitT" un arbre binaire complét2n + 1 sommets. On conside

E= Y prof(x),
« feuille
I= > prof()

= Sommet interne
Trouver une relation entr®, I etn et la cemontrer.

Exercice 9SoientC;, le nombre d’arbres binaires complets ayant+ 1 sommets eC(x) la
fonction ¢gerératrice de ces arbres selon le nombre de sommets.

C(z) = Z Cpa".
n>0
1. Déterminer uneé&currence sur leg,,.
2. En utilisant le ésultat pecddent, trouver unéquation fonctionnelle pour(z) et la iesoudre.
3. En ceduire la valeur dé€,,.

Exercice 10Le but de cet exercice estatiunerer les objet&tudies en construisant une bijec-
tion avec des mots d’'un langage.

1. Construire tous les arbres binaires complets ayant albgommets.

2. Déterminer un codage de ces arbres par des mots construliagoabet{z,z}.

3. Calculer le codage des arbres construits en 1.

4. Carackriser le langage enger@par ces mots etederminer la grammaire afprique corres-
pondante.

5. En ceduire uneequation fonctionnelle et l&soudre.

6. En utilisant Iequation fonctionnelle&ermiree en 4.gcrire un programme Maple calculant
lesp premiers termes d€(x).

Exercice 11Apres avoir fait une diée auxéleves de sa classe, un instituteur redistribue les
copies. On noté,, le nombre de fagons de distribuer les copies de fagom qu’auculeve ne
recoive sa propre copie.

1. Calculerby b, etbs.

2. Montrer que I'on a la relatioh,, = (n — 1)(b,,—1 + b,_2), pourn > 2.

3. Etablir la relation,, — b,_1 = (—1)", pourn > 2.

4.0n pose), = 1 et on c.finit la €rie gerératrice exponentielle par

BESS b’;j".

n>0
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Montrer queb(z) =

1—2z

11 Series

11.1 Introduction

Les sries jouent ledle d’un outil tes important en MTHEMATIQUES (algebre : Ealisation
explicites de comg@tes, analyse : @eloppement de fonctions analytiquegyveloppements
asympotiques, @pnetrie : classes de singula, probabiliés : €ries grératrices de probabi-
lités), en NFORMATIQUE (combinatoire - alg§brique,énunerative, analytique -, analyse d’al-
gorithmes, grammaires d’objetsgibrie des langages), emPSIQUE (probléme des moments,
developpements perturbatifs, solutions d’ED) et dans Hart'ingénieur €lectronique : trans-
formée en “z”, €ries de Fourier,@eloppement de car&eistiques non liaaires, Linear Shift
Register) pour ne citer que quelques unes de leurs apphesatio

11.2 Les gries sont des fonctions

Les ries se prsentent sous forme d’'une somme (finie ou infinie)

> coefficientm)m (45)

meM

'ensembleM pouvantetre un ensemble de mdmes ou un ensemble de fonction bien choisies
(series d’exponentiellesgsies de Fourier, de Dirichlet). Dans ce cours, nous nougelions au
cas des madmes. Dans ce cadre rentrent

1. les ries et polydmes d’'une ou plusieurs variables (commutatives, non caaties
ou partiellement commutatives)

2. les fonctions symtriques
3. les &ries et polydmes de Laurent, de Malcev
4. les &ries d’exponentielles, de Bertrand et de Dirichlet

le carackre commun de ce€ses est que I'ensemble des ménmes)M est ferné (stable en
francais) pour la multiplication.

11.3 Series lieesa des statistiques
11.3.1 Laformule exponentielle

Soit G une classe de graphésqueés qui est

1. Stable par renommage. C'éstlire, si on eétiquette les sommets (bijectivement, c’'ast
dire sansé&péter destiquettes), on reste dans la classe.

2. Stable par composantes connexes @afite, un graphe est dagsssi toutes ses compo-
santes connexes y sont.
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on peut appliquer la formule exponentielle.

Théoreme 11.1Soit M (n,k) le nombre de graphes:
i) Dont lesétiquettes sontl..n|
i) Qui ont £ composantes connexes.
On forme la grie
ZTL
SGE(G) =) M(n,k)ﬁyk (46)

n,k>0

alors n

SGE(G) = ev2n=1 M5 (47)

TODO exemples: classes de Burnside, Nombres Idempotents

11.3.2 Multisection de &ries

Probleme genéral. —

Soit F(z) = ), a,2" une €rie. On cherche des expressions pour fges “restreintes”
Fe(z) = 32, verifie ¢ an="-

Probleme particulier : multisection de €ries —

Soith € N*, les conditions:(b,r)[n] seront “le reste de dans la division pab estr”.
Pour une érie F'(z), on pose

section{F,b,r) = Z apz" = Zabk+rzbk+7" (48)
n=r [b] k=0

11.4 Types courants (deéries)

Pour pouvoir faire des @pations sur les&sies, il faut supposer que I'on sait éer sur les
coefficients. Pour simplifier notre approche, nous supposague les coefficients soréals ou
complexes (i.ek = R ouC)®.

D’autre part, on se limitera auxsges pour lesquelles 'ensemble des iimes est stable poour
une certaine ogration associativelM ,x). On dit que( )M ,*) est unsemigroupe

Définition 11.2 Soitk en corps ef M%) un semigroupe. On appellése surM a coefficients

dansk, toute fonctionV/ <47 k.

6. En fait une telle restriction est inutile en pratique espace des coefficients pédte restreint aux anneaux
et méme - avec encore plus de sas@n Informatique - aux semi-anneaux qui sont des strisctuieérifient les
axiomes des anneaux sauf I'existence d'un opgmsur toutlément
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11.5 Exemples

Les <ries de toutes sortes sont des fonctions (avec ou sangtiess) sur les morides
constitles par les modmes. Voyons quelques exemples.

| Séries \ Mondmes \ Restrictions \ Remarques |
Univariées en N =1{2"}nen Aucune Espace n@#k[[z]]
Polyrbmes ern: 2N ={2"}nen Support fini Espace n@k|z]
Plusieurs variables | N®), fonctionsX — N
commutativesX) a support fini Aucune Espace n@k[[X]]
Polyrdmesa plusieurs | N®), fonctionsX — N
variables commutativesX{ a support fini Support fini Espace n@#k[X]
Plusieurs variables X*, mondde libre
noncommutativesy) sur l'alphabetX Aucune Espace n@#k((X))
Polyndbmesa plusieurs X*, mondde libre
variables noncommutatives  sur l'alphabefX Support fini Espace n@#k(X)
Séries de Laurent 2l ={2" ez n>N; NeZ Espace n@#k((z))
Polyrbmes de Laurent 22 ={2"} ez Support fini Espace n@&k(z,z2!)
Séries de Puiseux 20+ = {=°}aco Aucune
Séries de Malcev (I, <) groupe Support
totalement ordor bien ordong Espace na&k((I'))
Séries de Taylor N ={2"}en Rayon de convergenceEspace n@&#k[[{z}]]
kE=RouC
Exponentielles {€"}ren
Dirichlet {n™*} .o entier
Bertrand e“In(z)’n?

11.6 Produit scalaire(serie|polyndme) et premiéres ogerations

Pour suivre I'usage en ce qui concerne leses ci€es et quelques autres (paynes d’expo-
nentielles) nous appeleropslymdmeune €rie M — k a support fini. L'espace degéses sera
noté kM et celui des polydmesk ™),

Définition 11.3 La dualite entrek™ et k(™) est definie, pourS € kM et P € k™) par

(SIP)= ) S(m)P(m) (49)

meM
on \érifie facilement que cette somme &support fini (donc biené&finie).

Exercice 11.4 1) a) Rappeler la structure d’EV de¥ = F(X k). Montrer quekX) = {f € kX | supp(f) est finj}
estun SEV dé*.

b) Pour toute partieZ C X, xz estlafonction caraé@ristique deZ (avec les notations de I'informatique; (z) =
[x € Z] ou[] estle symbole d’lversor?]). Montrer que, siZ; et Z, sont disjointes, on & z, + Xz, = Xz,UZ-
¢) Que se passe-t-il si les parties ne sont pas disjointds?=s7Z, ?

d) Montrer que poutS € kM; m € M, on a(S|x{m}) = S(m)

2) a) Montrer que pour touP € k(*), on a

meM
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b) Montrer que I'applicationV/ — kM définie parm — X{m} @sonimage dans™) et qu'elle est injective. On
identifiera alorsm a .

¢) Comment seécrit I’ équation (81) avec I'identification du (b)?

3) On veut prolonger auxésies I'écriture (81) ou pludt sa version simpliéie avec l'identification du 2) b). On
dira qu’une famille(S;);c; de €ries essommablesi, pour toutm € M, la fonctionI — k define pari — S;(m)
esta support fini. Dans ce cas, on dira que la fami(l§; );c; est de somm# définie parS(m) = >, ; Si(m).
OnnoteraS =3, ., S;

SoitS € k™ une €rie. Montrer que la famillg(S|m)m),,c s est sommable et que= >, _,,(S|m)m.

12 Series d’'une variable (C][[z]])

Faute de temps, nous n’aborderons pas leains sur lesé&ies en @réral, mais nous
concentrerons sur cell@sune variable de fagcon quétudiant sache calculer da@§z]].

12.1 Ogerations sur les €ries

Tableau des dggrations usuelles &talage, irigration, @rivation).

| Nom | Opérateur| EffetsurS =35> a,2"
Décalage Vi > g ant12"
Dérivation 4 S aun2!
Intégration I S g nit
Sommes cuméles| 7 i > oo (E;LZO a]-) 2n

Etoile (ag = 0) =D, 5"

Exercice 12.1 Prendre ces oprateurs deux par deux et donner des formules pour la composi
tion et I'echange (si elles existent). Par exemple prouver la formpfg — %7: = ()%

12.2 Les deux produits: Convolution (produit de Cauchy) et produit de
Hadamard

12.2.1 Produit de Cauchy

Ce produit s’obtient facilemerit partir de la notation sommatoire. On multiplie formelletne
les sommes. AveS =57 (S]z")z"; T => 7 _(T']z™)z™ on a

ST = i (S|2"W(T|2™) 2™ (51)
n,m=0

puis, en regroupant par dé&g,

ST = i( Y <S|,z"><T\zm>)zr (52)

n+m=r

Définition 12.2 SoientS,T" € C][z]]. On c&finit le produit (de Cauchy) ou convolution de ces
deux €ries par la formule (83).

ST = f:( 3 <5|zn><T|zm>)z7" (53)

n+m=r
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Exercice 12.3 SUPPORT BUN PRODUIT. —

On rappelle que le support d'unése R = > _(R|z")2" est 'ensemble des € N pour
lesquels(R|z") # 0.

Donner les supports degses suivantes

1 k 1
Az bz Ome

d) 17123 e)i;zz f) liz + lJlrz
Exercice 12.4 ETOILE D’ UNE SERIE. —
La notion de sommabi&tcefinie dans I'exercice (14.4) est reprise ici dans le cadtesgimple
des &ries complexea une variable.
On dira qu’une famille(S;);c; de €ries essommablesi, pour toutn € N, la fonction/ — C
define pari — (S;|z") esta support fini. Dans ce cas, on dira que la famillg;);-; est de
sommeS définie par(S|z") = > .., (Si[z"). OnnoteraS = ., S,
1) SoitT" € C[[z]] et.S; sommable. Montrer qUES; estsommable etqle,_, 7'S; =T .., S;.
2) a) SoitS € CJ[z]] une €rie sans terme constant (formelleméfitz°) = 0), montrer que la
famille (S*),cy €St Sommable.
b) Montrer que)_, . S* = (1 — S) ! dansC][[z]].
3) En posantS = ag + St oliag = (S[2°) etSt =S —ay = Y, .,(S|z")z", montrer la
proposition (15.5).

Proposition 12.5 SERIES INVERSIBLES — SoitS € C[[z]], S est inversible dan€[[z]] ssi
son terme constariS|z") I'est.

Exercice 12.6 1) Fontaine de mces de Wilf (dormen cours).
2) Polyominos tas stricts (doBrdans la pesentation du cours).

12.2.2 Sries rationnelles

Définition 12.7 Une $rie S € C[[z]] est dite rationnelle si elle peut s’exprimer sous la forme
S=5: PQeCz]: Q) #0.
Nous allons voir trois caragtisations (t&s importantes) de€ges rationnelles :
— Rat. — Fraction rationnelle = &; Q(0) # 0
— Coeff. — Coefficients(S|z") = >_, \)cp a(s,A)n*A", avecF fini.
— Rec — Récurence ligaire
k—1

(3(040,041, o Oék) c CkJrl)(\v/n c N>(<S|2n+k> _ Zaj<5’2n+j>>

J=0

les étudiants devrorgtre métres du passage de l'une des ces foramé&autre. Nous allons les
détailler maintenant.
Rat—Rec — CommeQ(0) # 0, on met la fractiorg sous la forme

N(z)
1 - 27:1 Bz
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(en divisant haut et bas p&X0)). Une fois ceci fait, on a

s - f;@-zf‘) - sé? 8,9) = N() 5)
soit
_ spf; 5,29) 4 N (2) (56)
Maintenant, pouf; > sup(deg(N(z)),m),J(_)n a(N|="*+%) = 0 d'ou
(512 = iﬂj<zj5|2"+k> _ iﬁj<5\2"+’”> (57)

qui est la écurrence lieaire chercée.
Exercice 12.8 Les nombres de Fibonacci sont dé&srpar la €currence
F() = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn + Fn—i—l (58)

a) Re@montrer que la&rie gerératrice des nombres de Fibonacci é§t) = ——.

b) En ceduire que celle des nombres de Fibonacci impéifs) = >, . Fon12" estm
c) En ceduire la relation de &currence satisfaite par ces nombres @gs= Fb,, . 1).

Rec—Rat. — Soit .S qui verifie la relation deé&currence ligaire, donge par des coefficients
(ag,aq,- - ay) € C*,

k—1
(Vn € N)((S[z"TF) =" a;(S|"H)) (59)
j=0
on a, pour tout,
(v2)kS|2m) Za] (72)7(S|=") (60)
soit
k—1 .
(2SS =) a2y S =0 (61)
j=0

si on faitz™(y%)™S on obtient la érie privee de sesn premiers termes, soit le reste d’ordre
m S — trunc(S;m — 1) (ou trunc(S,l) = 22:0<S]z”>z" est I'opérateur de troncature). En
multipliant I'équation pecedente pat* on obtient

k—1
Fyr)kSs — Z ;28I (41 S = S — trunc(S,k — 1) — Z a;2°79(S — trunc(S,j — 1))

J=0

(62)
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soit

k-1 k—1
S<1 — Zajzk_j> = trunc(S,k — 1) — Z ;28 Itrunc(S,5 — 1) (63)
j=0 Jj=0

dont le second membre est un pdbyme. Ce qui est la forme ches

5 trunc(S,k — 1) — Z?;& ;2" Itrunc(S,j — 1)

k—1 k—i
1= i 0 a2

Exercice 12.9 En calculantF?, , — F2,, trouver une relation de@currence entre les, = 2.
Calculer la fraction rationnelle) F2z"

(64)

Rat—Coeff. — On utilise la @composition elements simples
P o~ _a(\g)
—=F — 65
5= E@+ 2 o (65)
il suffit donc de savoir calculer les coefficients devdloppement de chaql?ze_lTy avec\ # 0.

Exercice 12.101) a) Montrer que%(l — B2)7t = kIpF(1 — Bz)~ (D,
b) Montrer que%(l —B2) =" nn—1)---(n—k+1)8"z"F
On adopte les notations commodes suivantes
http://mathworld.wolfram.com/FallingFactorial.html

Factorielle descendantéz), = z(z —1)--- (x — k + 1)

Factorielle ascendanter® = z(z +1)--- (z + k — 1)

Binomial généralisé ( z ) = L(@) = w

2) Déduire du (1.b) que

1 - —k _n— = ®) m . m
B L =
n=~k m=0

Exercice Machine 12.110n veut convertir les factorielles montantes sur la basepigs-
sances. La clef est le triangle des nombres de Stirling"fees@ce.
1) a) Lire et interpéter les esultats du programme suivant

> W th(conbinat);

[Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition, conjpart, decodepart,
encodepart, fibonacci, firstpart, graycode, inttovec, lastpart, multinomial,

nextpart, numbcomb, numbcomp, numbpart, numbperm, partition, permute,
powerset, prevpart, randcomb, randpart, randperm, setpartition, stirlingl ,

stirling2, subsets, vectoint]

> rf:=proc(x, k) product(x+j,j=0..k-1) end;
rf := proc(x, k) product(x + 5,5 = 0..k — 1) end proc
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> rf(x,5);
z(x+1)(x+2)(z+3)(x+4)
> seq(print(expand(rf(x,k))),k=0..7);
1
T
22+
23+ 322+ 2
2+ 62+ 1122+ 62
25+ 102" +352% + 50 2% + 24«
2% +152° +852% + 22523 4+ 274 2% 4+ 1202
27 4+ 2128 +1752° + 735 2% 4+ 1624 23 + 1764 2> + 720
> seq(print(seq(stirlingl(n,k),k=0..n)),n=0..7);
1
0,1
0, —1,1
0,2, — 3,1
0, —6,11, — 6,1
0,24, — 50,35, — 10,1
0, — 120,274, — 225,85, — 15,1
0,720, — 1764, 1624, — 735,175, — 21,1

b) Se renseigner sur les nombres de Stirling de peezresgce (par exemple dans les livres ou
dans

http://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheFirstKind.html ) et
donner I'expression de'®) en fonction des puissances e

2) On appelle 8rie Quasi-Polydbme (SQP), unessie P(l,a,z) = Y oo n'a"z" aveca # 0.

a) Calculer le produitP(l;,aq,2) P(ly,a,2).

b) Exprimer la SGO des nombres de Fibonacci en fonction de 8€.P.

c) Déduire de la question (1) une expression élésnents simplem en fonction des SQP

(P(loz) = 322 n'amz").

Note 12.120n peut montrer que les fonctiorf¥(/,a,z) sont lirkairement inépendantes et
forment une base des fractions rationnelles sadke mul ni partie engére. Ce qui pecde
montre qu’elles forment urlgase multiplicativele cet espace.

Coeff—Rat. —

Exercice 12.130n suppose q& partir d'un certain rang les coefficients de large S sont une
combinaison ligaire d’expressions du typga”.
1) Montrer queS se cecompose de fagon unique comme

S=P)+ Y Bla)P(laz) (67)

(la)eF

ou P est un polybme.
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Exercice Machine 12.141) a) Lire et interpéter le programme suivant.

> Sl1:=matrix(210,10,(i,j)->stirlingl(i-1,j-1));

1 0

0 1

0 -1

0 2

0 —6

S1 = 0 o4
0 —120

0 720

0 —5040

|0 40320

S2 -

> multiply(S1, S2);

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
-3 1 0 0 0 0 0 0
11 —6 1 0 0 0 0 0
—50 35 —10 1 0 0 0 0
274 —225 85 —15 1 0 00
—1764 1624  —735 175 —21 1 00
13068 —13132 6769 —1960 322 —28 10
—109584 118124 —67284 22449 —4536 546 —36 1 |
> S2:=matrix(10,10,(i,j)->stirling2(i-1,j-1));
1. 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
01 0 0 0 0 0O 0 00
0 1 1 0 0 0 0O 0 00
0 1 3 1 0 0 0O 0 00
01 7 6 1 0 0 0 00
01 15 25 10 1 0 0 00
01 31 90 65 15 1 0 00
0 1 63 301 350 140 21 1 00
0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0
0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 |
1.0 0000000 0]
01 000O0O0OO0GO0O
001 00O0O0O0OGO0O
0001 0O0O0O0OGO0O
00 0010O0O0OO0ODPO
00 00O0O1O0O0O0O0
0000O0OO0O1O0O0O0
00 00O0OO0OO0OT1O0OPO0
00 00O0OO0OO0OGO0OT1O
00 0O0O0OO0OO0OOTOT1

b) Les nombres de Stirling de deémie espcestirling2(n,k) avecn,k € N forment la matrice
inverse de celle des nombres de premiesgce. On peut voir cela come une relation entre
patrice infinies ou bien comme une infede relations au sens suivant.

Soient les matrices dg(N+1)x(N+1),

SU(N) = (stirlingl(n,k)) o<, x<n ELS2(N) = (stirling2(n,k))o<, x<n (68)

alors 5152 = I(N+1)><(N+1)-
2) SoitP(l,a,z) = > 07 (n), a"z". )
a) Exprimer lesP(l,«,z) en fonction desP(I’,o/,z). Ecrire soigneusement la matrice de pas-

sage.
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b) A I'aide des nombres de Stirling de deemie espce, exprimer le®(/,a,2) en fonction des
P(l',d,2).
3) Déduire de tout ce qui @oede une rathode pour exprimes comme une fraction rationnelle.

Remarque 12.15Les passageRec—Coeff et Coeff—Recse font par composition desatihodes
précedentes. Sil'on tierd des neéthodes directes (mais paggessairement plus courtes ni plus
élegantes), on peut aussi, pour le premier, utiliser u@guction de Jordan de la matrice com-
pagnon assoéea la récurrence et utiliser des produits de Hadamard (cf parapeafl5.2.4))
pour le second.

12.2.3 ries rationnelles (reesentations lireaires et aspect automatique)

Avant de gréraliser la tlorie des &ries rationnellea plusieurs variables (non-commutatives),

il est utile de voir comment elles peuvent se éganter par un automate (unaireaenltipli-

cités). On a la proposition suivantenon@&e dans le casageral ai 'ensemble des scalairés

est un corps commutatif quelconque)

Proposition 12.16 SoitS ) " _ \ a,2™ € K((2)) une rie. Les conditions suivantes s@guivalentes
i) S est rationnelle, c'esh dire S = P(Q)' ol P,Q € K{(z) etQ(0) # 0

ii) Les coefficients d& vérifient une currence lieaire

k—1
(H(Qj)0§j<k c Kk)(Vn c N)(anJrk = Zozjanﬂ) (69)
j=0
jii) Il existe A € K" T e K™~y e K™ tels que
(Vn € N)(a, = \T"y) (70)
Preuve —ii) = iii). —
La relation de &currence ligaire implique
0 0 0
1 0 :
o 1 " P :
(@n4 150012+ 3n4k) = (@nyGnsr Anik-1) S 0 . (71)
Do 0 ap_o
00 --- -+ 1 au

soit, en posant’, la matrice et,, = (an,ans1 - sGnik—1)s Vns1 = v, 1, d'O0 v, = veT™. On a
finalement

1 1
0 0

an=vp | . | = (ag,a1 - ,ap-1)T" | . (72)
0 0

i) = i) —
Eneffet,S = a,2" =>. MNT"yz" = XD, T"2")y = A\(I — 2T)"'v. Mais

(I —27)7" comatrice(! — zT") (73)

~ det(I — 2T)
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etlesQ(z) = det(I — 2T') est un polydme enz tel que@(0) = 1 et comatrice(l-zT) est une
matrice de polydmes er: (exercice !'). D’'al le résultat.

i) =ii). —

On peut posef)(z) = Zj:é B;z7 avecBy = 1. CommeP = SQ, pour toutn € N, on a

(Pl2") = 3,1 4mn Bpaq, SOIt, Sin > N = mazx(deg(P).k), > Bpa, = 0 ce qui peut

p+g=n
encore fcrirea,, = — Zle Bjan—;, ce qui donne, pour tout € N,
k
OnyN = — Z Bjtnin—; (74)
j=1
ce qui entraine (ii). &

Définition 12.17 Un triplet 7 = (\,T,7) tel que(S|z™) = AT™y est appek repésentation
linéairede dimensiom de S. De némeS est appetecomportementle7 .

Note 12.18 Une <rie rationnelle admet enégeral plusieurs repesentations ligaires. La di-
mension minimale de ces r&sentations est appékrangde S. C’est aussi la dimension de
I'espace vectoriel engendrpar les @cakes des.

12.2.4 Produit de Hadamard

C’est juste le produit des fonctions (fonctions “coefficignil sera noe ©. Par exemple pour
les €ries d’'une variable on a

[e.9] [e.9]

Z anz" ® i b,2" = Z anby 2" (75)
n=0

Exercice 12.19Effectuer les produits de Hadamard suivants

a) 17122 © ﬁ b) 1+z1+z2 © 1712,2 C) 1+zl+z2 © f(Z)

d) 5 ©¢ e) = ©¢” f) = © f(2)

Q(=)’
indication. — Pour le (b), @composer ealéments simples. Pour le (¢) on pourra remarquer gﬂ% =13

422

Montrer que le ésultat de (c) est rationnel §i(z) est rationnelle i.e. sf(z) = Z&; Q(0) # 0
1

Théoreme 12.20PRODUIT DE HADAMARD DE SERIES RATIONNELLES —
SoientS,T" € C|[z]] rationnelles. AlorsS ® T est rationnelle.

Preuve — On peut remarquer qu’'unésge R € C[[z]] est rationnelle ssi 'ensemble de ses
decakes(v;)* R est de rang fini. Comme: (U @ V) = v:(U) ® v;(V), on a le ésultat.
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13 Syseémes de Calcul Formel et structures de donges

13.1 Revision numeration

Il est bon, avant d’attaquer, de ftréser la nunération en base quelconque. Voici quelques
exercices.

13.1.1 Quelques exercices

Objectifs : Il faut que lesetudiants soient nites (papier crayon et programmation) des conver-
sions entre bases (avec virgule) et du passage (fraetiodeveloppement griodique). La
commande maple pouevifier les conversions est chercher dansonvert , celle pour les
developpement illimiés danevalf (attentiona la variable d’environnemeitigits ).

1) Mettre les nombres binaires suivants sous forémrdale
a)(101101) b)(101101101), c) (101 ---101), (pour le (c), on montrera que leponse

; . 3n chiffres
dépend de la conversion d’'un nombre plus simple)

2) Mettre les fractions suivantes sous forngeidhale
a) (0,615)s b) (12,321)5 ¢) (0, 7777777777)s
————

10 chiffres
3) Calculer
a)a, = (0,5-:5)s  b)by=(12,1212:--12)s  C)c, = (12,2112 2112 )y
n chiffres 2n chiffres n chiffres
d) f1 = (0,(54321)>)s
e) le ceveloppementé&kcimal illimite de

iy23/7 i) 7/22 i) 1/99999

4) Conversions Fraction» Développements illimés en basé (les ©sultats seront toujours
donrés en base dix sauf pour les points c,e).

a)12,(345)®; b=10 b)12,(345)®; b =38

C)BA/CA; b=16 d)22/132; b=10 e)BA,(CA)®; b=16

14 Series

14.1 Introduction

Les €ries jouent ledle d’un outil tes important en MTHEMATIQUES (algébre : @alisation
explicites de comg@tes, analyse : @eloppement de fonctions analytiquegyveloppements
asympotiques, @mnetrie : classes de singulad, probabiliés : €ries greratrices de probabi-
lités), en NFORMATIQUE (combinatoire - algbrique,énunérative, analytique -, analyse d’al-
gorithmes, grammaires d'objetsgibrie des langages), emPSIQUE (probléme des moments,
developpements perturbatifs, solutions d’ED) et dans Hart'ingénieur €lectronique : trans-
formée en “z”, &ries de Fourier,@eloppement de cara&eistiques non ligaires, Linear Shift
Register) pour ne citer que quelgues unes de leurs apphsatio
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14.2 Les gries sont des fonctions

Les fries se prsentent sous forme d’'une somme (finie ou infinie)

> coefficientm)m (76)

meM

I'ensembleM pouvantétre un ensemble de mdmes ou un ensemble de fonction bien choisies
(series d’exponentiellesgsies de Fourier, de Dirichlet). Dans ce cours, nous nougelions au
cas des madmes. Dans ce cadre rentrent

1. les €ries et polydmes d’'une ou plusieurs variables (commutatives, non caatimes
ou partiellement commutatives)

2. les fonctions syi#triques
3. les €ries et polybmes de Laurent, de Malcev
4. les €ries d’exponentielles, de Bertrand et de Dirichlet

le carackre commun de ce€ses est que I'ensemble des moénwes)M est ferng (stable en
francais) pour la multiplication.

14.3 Series lieesa des statistiques
14.3.1 Laformule exponentielle

Soit G une classe de graphésqueés qui est

1. Stable par renommage. C’estlire, si on gétiquette les sommets (bijectivement, c’'ast
dire sansé&péter destiquettes), on reste dans la classe.

2. Stable par composantes connexes @efite, un graphe est dagsssi toutes ses compo-
santes connexes y sont.

on peut appliquer la formule exponentielle.

Théoreme 14.1Soit M (n,k) le nombre de graphes:
i) Dont lesétiquettes somtl..n|

i) Qui ont £ composantes connexes.

On forme la grie

Zn
SGE(G) = Y M(nk)—y" (77)

n,k>0 s

alors n
SGE(G) = e¥Xnx1 M5y (78)

TODO exemples: classes de Burnside, Nombres Idempotents
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14.3.2 Multisection de gries

Probleme genéral. —

Soit F(z) = ), a,2" une €rie. On cherche des expressions pour kges “restreintes”
Fo(z) = X2, verifie ¢ an?"-

Probleme particulier : multisection de fries —

Soitb € N*, les conditions:(b,r)[n] seront “le reste de dans la division pab estr”.
Pour une érie F'(z), on pose

section{F,b,r) = Z 2" = Zabk+rzbk+r (79)
n=r [b] k=0

14.4 Types courants (deéries)

Pour pouvoir faire des @pations sur les&sies, il faut supposer que I'on sait éner sur les
coefficients. Pour simplifier notre approche, nous supposague les coefficients sorials ou
complexes (i.ek = RouC)”.

D’autre part, on se limitera ausges pour lesquelles 'ensemble des iimes est stable poour
une certaine ogration associativelM ,x). On dit que( )M ,x) est unsemigroupe

Définition 14.2 Soitk en corps ef M) un semigroupe. On appellése surM a coefficients

dansk, toute fonctionV/ <47 k.

7. En fait une telle restriction est inutile en pratique espace des coefficients p&uite restreint aux anneaux
et meme - avec encore plus de sas@n Informatique - aux semi-anneaux qui sont des strgctiuieérifient les
axiomes des anneaux sauf I'existence d'un opgasur toutelément
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14.5 Exemples

Les <ries de toutes sortes sont des fonctions (avec ou sangtiess) sur les morides
constitles par les modmes. Voyons quelques exemples.

| Séries \ Mondmes \ Restrictions \ Remarques |
Univariées en N =1{2"}nen Aucune Espace n@#k[[z]]
Polyrbmes ern: 2N ={2"}nen Support fini Espace n@k|z]
Plusieurs variables | N®), fonctionsX — N
commutativesX) a support fini Aucune Espace n@k[[X]]
Polyrdmesa plusieurs | N®), fonctionsX — N
variables commutativesX{ a support fini Support fini Espace n@#k[X]
Plusieurs variables X*, mondde libre
noncommutativesy) sur l'alphabetX Aucune Espace n@#k((X))
Polyndbmesa plusieurs X*, mondde libre
variables noncommutatives  sur l'alphabefX Support fini Espace n@#k(X)
Séries de Laurent 2l ={2" ez n>N; NeZ Espace n@#k((z))
Polyrbmes de Laurent 22 ={2"} ez Support fini Espace n@&k(z,z2!)
Séries de Puiseux 20+ = {=°}aco Aucune
Séries de Malcev (I, <) groupe Support
totalement ordor bien ordong Espace na&k((I'))
Séries de Taylor N ={2"}en Rayon de convergenceEspace n@&#k[[{z}]]
kE=RouC
Exponentielles {€"}ren
Dirichlet {n™*} .o entier
Bertrand e“In(z)’n?

14.6 Produit scalaire(serie|polyndme) et premiéres ogerations

Pour suivre I'usage en ce qui concerne leses ci€es et quelques autres (paynes d’expo-
nentielles) nous appeleropslymdmeune €rie M — k a support fini. L'espace degéses sera
noté kM et celui des polydmesk ™),

Définition 14.3 La dualite entrek™ et k(™) est definie, pourS € kM et P € k™) par

(SIP)= ) S(m)P(m) (80)

meM
on \érifie facilement que cette somme &support fini (donc biené&finie).

Exercice 14.4 1) a) Rappeler la structure ’EV de¥ = F(X k). Montrer quekX) = {f € kX | supp(f) est finj}
estun SEV dé*.

b) Pour toute partieZ C X, xz estlafonction caraé@ristique deZ (avec les notations de I'informatique; (z) =
[x € Z] ou[] estle symbole d’lversor?]). Montrer que, siZ; et Z, sont disjointes, on & z, + Xz, = Xz,UZ-
¢) Que se passe-t-il si les parties ne sont pas disjointds?=s7Z, ?

d) Montrer que poutS € kM; m € M, on a(S|x{m}) = S(m)

2) a) Montrer que pour touP € k(*), on a

meM

66



b) Montrer que I'applicationV/ — kM définie parm — X{m} @sonimage dans™) et qu'elle est injective. On
identifiera alorsm a .

¢) Comment seécrit I’ équation (81) avec I'identification du (b)?

3) On veut prolonger auxésies I'écriture (81) ou pludt sa version simpliéie avec l'identification du 2) b). On
dira qu’une famille(S;);c; de €ries essommablesi, pour toutm € M, la fonctionI — k define pari — S;(m)
esta support fini. Dans ce cas, on dira que la fami(l§; );c; est de somm# définie parS(m) = >, ; Si(m).
OnnoteraS =3, ., S;

SoitS € k™ une €rie. Montrer que la famillg(S|m)m),,c s est sommable et que= >, _,,(S|m)m.

15 Series d’'une variable (C][z]])

Faute de temps, nous n’aborderons pas leains sur lesé&ies en @réral, mais nous
concentrerons sur cell@sune variable de fagcon quétudiant sache calculer da@§z]].

15.1 Ofgerations sur les €ries

Tableau des dggrations usuelles &talage, irigration, @rivation).

| Nom | Opérateur| EffetsurS =35> a,2"
Décalage Vi > g ant12"
Dérivation 4 S aun2!
Intégration I S g nit
Sommes cuméles| 7 i > oo (E;LZO a]-) 2n

Etoile (ag = 0) =D, 5"

Exercice 15.1 Prendre ces oprateurs deux par deux et donner des formules pour la composi
tion et I'echange (si elles existent). Par exemple prouver la formpfg — %7: = ()%

15.2 Les deux produits: Convolution (produit de Cauchy) et produit de
Hadamard

15.2.1 Produit de Cauchy

Ce produit s’obtient facilemerit partir de la notation sommatoire. On multiplie formelletne
les sommes. AveS =57 (S]z")z"; T => 7 _(T']z™)z™ on a

ST = i (S]2")(T|z™) 2 m (82)
n,m=0

puis, en regroupant par dé&g,

ST = i( Y <S|,z"><T\zm>)zr (83)

n+m=r

Définition 15.2 SoientS,T" € C][z]]. On c&finit le produit (de Cauchy) ou convolution de ces
deux €ries par la formule (83).

ST = f:( 3 <5|zn><T|zm>)z7" (84)

n+m=r
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Exercice 15.3 SUPPORT BUN PRODUIT. —

On rappelle que le support d'unése R = > _(R|z")2" est 'ensemble des € N pour
lesquels(R|z") # 0.

Donner les supports degses suivantes

1 k 1
Az bz Ome

d) 17123 e)i;zz f) liz + lJlrz
Exercice 15.4 ETOILE D’ UNE SERIE. —
La notion de sommabi&tcefinie dans I'exercice (14.4) est reprise ici dans le cadtesgimple
des &ries complexea une variable.
On dira qu’une famille(S;);c; de €ries essommablesi, pour toutn € N, la fonction/ — C
define pari — (S;|z") esta support fini. Dans ce cas, on dira que la famillg;);-; est de
sommeS définie par(S|z") = > .., (Si[z"). OnnoteraS = ., S,
1) SoitT" € C[[z]] et.S; sommable. Montrer qUES; estsommable etqle,_, 7'S; =T .., S;.
2) a) SoitS € CJ[z]] une €rie sans terme constant (formelleméfitz°) = 0), montrer que la
famille (S*),cy €St Sommable.
b) Montrer que)_, . S* = (1 — S) ! dansC][[z]].
3) En posantS = ag + St oliag = (S[2°) etSt =S —ay = Y, .,(S|z")z", montrer la
proposition (15.5).

Proposition 15.5 SERIES INVERSIBLES — SoitS € C[[z]], S est inversible dan€[[z]] ssi
son terme constariS|z") I'est.

Exercice 15.6 1) Fontaine de mces de Wilf (doren cours).
2) Polyominos tas stricts (doBrdans la pesentation du cours).

15.2.2 Sries rationnelles

Définition 15.7 Une $rie S € C[[z]] est dite rationnelle si elle peut s’exprimer sous la forme
S=5: PQeCz]: Q) #0.
Nous allons voir trois caragtisations (t&s importantes) de€ges rationnelles :
— Rat. — Fraction rationnelle = &; Q(0) # 0
— Coeff. — Coefficients(S|z") = >_, \)cp a(s,A)n*A", avecF fini.
— Rec — Récurence ligaire
k—1

(3(040,041, o Oék) c CkJrl)(\v/n c N>(<S|2n+k> _ Zaj<5’2n+j>>

J=0

les étudiants devrorgtre métres du passage de l'une des ces foramé&autre. Nous allons les
détailler maintenant.
Rat—Rec — CommeQ(0) # 0, on met la fractiorg sous la forme

N(z)
1 - 27:1 Bz
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(en divisant haut et bas p&X0)). Une fois ceci fait, on a

s - f;@-zf‘) - sé? 8,9) = N() 6)
soit
- spf; 5,24) + N(2) @7)
Maintenant, pouf; > sup(deg(N(z)),m),J(_)n a(N|="*+%) = 0 d'ou
(512 = iﬂj<zj5|2"+k> _ iﬁj<5\2"+’”> (89)

qui est la écurrence lieaire chercée.
Exercice 15.8 Les nombres de Fibonacci sont dé@&srpar la €currence
F() = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn + Fn—i—l (89)

a) Re@montrer que la&rie gerératrice des nombres de Fibonacci é§t) = ——.

b) En ceduire que celle des nombres de Fibonacci impéifs) = >, . Fon12" estm
c) En ceduire la relation de &currence satisfaite par ces nombres @gs= Fb,, . 1).

Rec—Rat. — Soit .S qui verifie la relation deé&currence ligaire, donge par des coefficients
(ag,aq,- - ay) € C*,

k—1
(Vn € N)((S[z"TF) =" a;(S|"H)) (90)
j=0
on a, pour tout,
(v2)kS|2m) Za] (72)7(S|=") (91)
soit
k—1 .
(2SS =) a2y S =0 (92)
j=0

si on faitz™(y%)™S on obtient la érie privee de sesn premiers termes, soit le reste d’ordre
m S — trunc(S;m — 1) (ou trunc(S,l) = 22:0<S]z”>z" est I'opérateur de troncature). En
multipliant I'équation pecedente pat* on obtient

k—1
Fyr)kSs — Z ;28I (41 S = S — trunc(S,k — 1) — Z a;2°79(S — trunc(S,j — 1))

J=0

(93)
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soit

k-1 k—1
S<1 — Zajzk_j> = trunc(S,k — 1) — Z ;28 Itrunc(S,5 — 1) (94)
j=0 Jj=0

dont le second membre est un pdbyme. Ce qui est la forme ches

5 trunc(S,k — 1) — Z?;& ;2" Itrunc(S,j — 1)

k—1 k—i
1= i 0 a2

Exercice 15.9 En calculantF?, , — F2, , trouver une relation de@currence entre les, = 2.
Calculer la fraction rationnelle) F2z"

(95)

Rat—Coeff. — On utilise la @composition elements simples
P o~ _a(\g)
—=F — 96
5= E@+ 2 o (96)
il suffit donc de savoir calculer les coefficients devdloppement de chaql?ze_lTy avec\ # 0.

Exercice 15.101) a) Montrer que%(l — B2)7t = kIpF(1 — Bz)~ (D,
b) Montrer que%(l —B2) =" nn—1)---(n—k+1)8"z"F
On adopte les notations commodes suivantes
http://mathworld.wolfram.com/FallingFactorial.html

Factorielle descendantéz), = z(z —1)--- (x — k + 1)

Factorielle ascendanter® = z(z +1)--- (z + k — 1)

Binomial généralisé ( z ) = L(@) = w

2) Déduire du (1.b) que

1 - —k _n— = ®) m . m
B L =
n=~k m=0

Exercice Machine 15.110n veut convertir les factorielles montantes sur la basepigs-
sances. La clef est le triangle des nombres de Stirling"fees@ce.
1) a) Lire et interpéter les esultats du programme suivant

> W th(conbinat);

[Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition, conjpart, decodepart,
encodepart, fibonacci, firstpart, graycode, inttovec, lastpart, multinomial,

nextpart, numbcomb, numbcomp, numbpart, numbperm, partition, permute,
powerset, prevpart, randcomb, randpart, randperm, setpartition, stirlingl ,

stirling2, subsets, vectoint]

> rf:=proc(x, k) product(x+j,j=0..k-1) end;
rf := proc(x, k) product(x + 5,5 = 0..k — 1) end proc
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> rf(x,5);
z(x+1)(x+2)(z+3)(x+4)
> seq(print(expand(rf(x,k))),k=0..7);
1
T
22+
23+ 322+ 2
2+ 62+ 1122+ 62
25+ 102" +352% + 50 2% + 24«
2% +152° +852% + 22523 4+ 274 2% 4+ 1202
27 4+ 2128 +1752° + 735 2% 4+ 1624 23 + 1764 2> + 720
> seq(print(seq(stirlingl(n,k),k=0..n)),n=0..7);
1
0,1
0, —1,1
0,2, — 3,1
0, —6,11, — 6,1
0,24, — 50,35, — 10,1
0, — 120,274, — 225,85, — 15,1
0,720, — 1764, 1624, — 735,175, — 21,1

b) Se renseigner sur les nombres de Stirling de peezresgce (par exemple dans les livres ou
dans

http://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheFirstKind.html ) et
donner I'expression de'®) en fonction des puissances e

2) On appelle 8rie Quasi-Polydbme (SQP), unessie P(l,a,z) = Y oo n'a"z" aveca # 0.

a) Calculer le produitP(l;,aq,2) P(ly,a,2).

b) Exprimer la SGO des nombres de Fibonacci en fonction de 8€.P.

c) Déduire de la question (1) une expression élésnents simplem en fonction des SQP

(P(loz) = 322 n'amz").

Note 15.120n peut montrer que les fonctior¥(/,a,z) sont lirkairement inépendantes et
forment une base des fractions rationnelles sadke mul ni partie engére. Ce qui pecde
montre qu’elles forment urlgase multiplicativele cet espace.

Coeff—Rat. —

Exercice 15.130n suppose q& partir d'un certain rang les coefficients de large S sont une
combinaison ligaire d’expressions du typga”.
1) Montrer queS se cecompose de fagon unique comme

S=P)+ Y Bla)P(laz) (98)

(la)eF

ou P est un polybme.
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Exercice Machine 15.141) a) Lire et interpéter le programme suivant.

> Sl1:=matrix(210,10,(i,j)->stirlingl(i-1,j-1));

1 0

0 1

0 -1

0 2

0 —6

S1 = 0 o4
0 —120

0 720

0 —5040

|0 40320

S2 -

> multiply(S1, S2);

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
-3 1 0 0 0 0 0 0
11 —6 1 0 0 0 0 0
—50 35 —10 1 0 0 0 0
274 —225 85 —15 1 0 00
—1764 1624  —735 175 —21 1 00
13068 —13132 6769 —1960 322 —28 10
—109584 118124 —67284 22449 —4536 546 —36 1 |
> S2:=matrix(10,10,(i,j)->stirling2(i-1,j-1));
1. 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
01 0 0 0 0 0O 0 00
0 1 1 0 0 0 0O 0 00
0 1 3 1 0 0 0O 0 00
01 7 6 1 0 0 0 00
01 15 25 10 1 0 0 00
01 31 90 65 15 1 0 00
0 1 63 301 350 140 21 1 00
0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0
0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 |
1.0 0000000 0]
01 000O0O0OO0GO0O
001 00O0O0O0OGO0O
0001 0O0O0O0OGO0O
00 0010O0O0OO0ODPO
00 00O0O1O0O0O0O0
0000O0OO0O1O0O0O0
00 00O0OO0OO0OT1O0OPO0
00 00O0OO0OO0OGO0OT1O
00 0O0O0OO0OO0OOTOT1

b) Les nombres de Stirling de deémie espcestirling2(n,k) avecn,k € N forment la matrice
inverse de celle des nombres de premiesgce. On peut voir cela come une relation entre
patrice infinies ou bien comme une infede relations au sens suivant.

Soient les matrices dg(N+1)x(N+1),

SU(N) = (stirlingl(n,k)) o<, x<n ELS2(N) = (stirling2(n,k))o<, x<n (99)

alors 5152 = I(N+1)><(N+1)-
2) SoitP(l,a,z) = > 07 (n), a"z". )
a) Exprimer lesP(l,«,z) en fonction desP(I’,o/,z). Ecrire soigneusement la matrice de pas-

sage.
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b) A I'aide des nombres de Stirling de deemie espce, exprimer le®(/,a,2) en fonction des
P(l',d,2).
3) Déduire de tout ce qui @oede une rathode pour exprimes comme une fraction rationnelle.

Remarque 15.15Les passageRec—Coeff et Coeff—Recse font par composition desatihodes
précedentes. Sil'on tierd des neéthodes directes (mais paggessairement plus courtes ni plus
élegantes), on peut aussi, pour le premier, utiliser u@guction de Jordan de la matrice com-
pagnon assoéea la récurrence et utiliser des produits de Hadamard (cf parapeafl5.2.4))
pour le second.

15.2.3 ries rationnelles (reesentations lireaires et aspect automatique)

Avant de gréraliser la tlorie des &ries rationnellea plusieurs variables (non-commutatives),

il est utile de voir comment elles peuvent se éganter par un automate (unaireaenltipli-

cités). On a la proposition suivantenon@&e dans le casageral ai 'ensemble des scalairés

est un corps commutatif quelconque)

Proposition 15.16 SoitS ) . \ a,2™ € K((2)) une €rie. Les conditions suivantes s@guivalentes
i) S est rationnelle, c'esh dire S = P(Q)' ol P,Q € K{(z) etQ(0) # 0

ii) Les coefficients d& vérifient une currence lieaire

k—1
(3)ozjcr € K*)(Vn € N)(anin =Y jans) (100)
=0
jii) Il existe A € K" T e K™~y e K™ tels que
(Vn € N)(a, = \T") (101)
Preuve —ii) = iii). —
La relation de &currence ligaire implique
0 0 0 o
0 .
1 :
(an+lyan+2 e 7an+k) - (anaan+1 Tt 7an+k—1) . 0 (102)
- 0 ap_s
00 -+ -+ 1 agp,y

soit, en posant’, la matrice et,, = (an,ans1 - Gnik—1)s Vns1 = v, 1, d'O0 v, = vyT™. On a
finalement

1 1
ay, = Uy, 0 = (ag,a1 -+ ,a5—1)T" 0 (103)
0 0

i) = i) —
Eneffet,S = a,2" =>. MNT"yz" = XD, T"2")y = A\(I — 2T)"'v. Mais

(I —27)7" comatrice(! — zT") (104)

~ det(I — 2T)
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etlesQ(z) = det(I — 2T') est un polydme enz tel que@(0) = 1 et comatrice(l-zT) est une
matrice de polydmes er: (exercice !'). D’'al le résultat.

i) =ii). —

On peut posef)(z) = Zj:é B;z7 avecBy = 1. CommeP = SQ, pour toutn € N, on a

(Pl2") = 3,1 4mn Bpaq, SOIt, Sin > N = mazx(deg(P).k), > Bpa, = 0 ce qui peut

p+g=n
encore fcrirea,, = — Zle Bjan—;, ce qui donne, pour tout € N,
k
AntN = — Z Bjan+N—; (105)
j=1
ce qui entraine (ii). &

Définition 15.17 Un triplet 7 = (\,T,7) tel que(S|z™) = AT™y est appek repésentation
linéairede dimensiom de S. De némeS est appetecomportementle7 .

Note 15.18 Une <rie rationnelle admet enégéral plusieurs repgsentations ligaires. La di-
mension minimale de ces r&gentations est appérangde S. C’est aussi la dimension de
I'espace vectoriel engendrpar les @cakes des.

15.2.4 Produit de Hadamard

C’est juste le produit des fonctions (fonctions “coefficignil sera noe . Par exemple pour
les €ries d’'une variable on a

[e.9] [e.9]

Z anz" ® i b,2" = Z anbyz" (106)
n=0

Exercice 15.19Effectuer les produits de Hadamard suivants

a) 17122 © ﬁ b) 1+z1+z2 © 1712,2 C) 1+zl+z2 © f(Z)

d) 5 ©¢ e) = ©¢” f) = © f(2)

Q(=)’
indication. — Pour le (b), @composer ealéments simples. Pour le (¢) on pourra remarquer gﬂ% =13

422

Montrer que le ésultat de (c) est rationnel §i(z) est rationnelle i.e. sf(z) = Z&; Q(0) # 0
1

Théoreme 15.20PRODUIT DE HADAMARD DE SERIES RATIONNELLES —
SoientS,T" € C|[z]] rationnelles. AlorsS ® T est rationnelle.

Preuve — On peut remarquer qu’'unésge R € C[[z]] est rationnelle ssi 'ensemble de ses
decakes(v;)* R est de rang fini. Comme: (U @ V) = v:(U) ® v;(V), on a le ésultat.
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