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Résume

Cette thése s’articule autour de deux parties indépendantes, qui s’intéressent a
des objets diftérents, mais qui se rassemblent dans la méthodologie appliquée pour
les étudier : nous nous appuyons essentiellement dans les deux parties sur des outils
mathématiques spécialisés dans I’étude des systémes de séries génératrices.

Dans la premiére partie, nous étudions des arbres dont les nceuds sont étiquetés
par des opérateurs, qui représentent des expressions avec une sémantique, comme les
expressions réguliéres qui représentent des langages, ou les expressions logiques qui
représentent des fonctions booléennes. Nous supposons que pour ces arbres il existe
un opérateur ® qui posséde un élément absorbant P, dans le sens ou tout arbre de
racine ® et dont I'un des fils est P est équivalent sémantiquement a P (par exemple,
0 est absorbant pour X, (a + b)* est absorbant pour + sur les langages a deux lettres,
etc). Nous définissons a partir de cet élément absorbant une fonction de réduction
o qui réduit une expression en simplifiant de bas en haut toutes les occurrences de
I’élément P sous 'opérateur ®. Cette réduction préserve la sémantique de I’arbre,
par définition d’un élément absorbant. La premiére partie de cette these étudie la
taille moyenne de la réduction d’un arbre aléatoire de taille n, lorsque n — co. Dans
les deux premiers chapitres, nous nous sommes intéressés a des arbres d’expressions
uniformes décrits respectivement par un systéme combinatoire et une équation
récursive unidimensionnelle. Nous avons montré que la distribution uniforme était
dégénérée pour ces arbres d’expression en présence d’un élément absorbant : la taille
moyenne apres réduction tend vers une constante lorsque n — oco. Ce résultat remet
en cause 'utilité des expressions aléatoires uniformes pour I’étude de la complexité
en moyenne des algorithmes, ainsi que leur pertinence pour les tests de performance
automatisés (benchmarks). Nous avons ensuite affiné le résultat précédent dans le cas
des expressions régulieres, en utilisant plus de régles de simplifications sémantiques
propres aux langages. Enfin, nous nous sommes penchés sur le comportement en
moyenne de la réduction pour une autre distribution, la distribution ABR. Nous
montrons que la taille moyenne apres réduction dépend de la probabilité d’apparition
de I'opérateur absorbant, avec des changements de phase lorsque ce parameétre varie
deOal.

La deuxiéme partie étudie le lien entre les langages formels et les propriétés de
leurs séries génératrices. Nous nous intéressons en particulier a la notion de non-
ambiguité de certaines classes d’automates a compteurs. Intuitivement, un automate
est non ambigu si tout mot qu’il accepte est accepté par un unique calcul acceptant
dans 'automate. La non-ambiguité permet de relier par une bijection les calculs
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de 'automate, qui suivent une description combinatoire dictée par les transitions
de 'automate, aux mots du langage accepté par I’automate. Cette bijection permet
alors de traduire la structure particuliere de I’automate en équation sur les séries
génératrices associées a I’automate. Dans la deuxiéme partie, nous étudions le lien
entre des classes d’automates a compteur non ambigus, dont font partie les automates
de Parikh faiblement non ambigus, et la classe des séries génératrices holonomes.
Nous commencons par définir de fagon robuste la notion de non-ambiguité pour
ces classes d’automates, en les reliant a plusieurs classes de langages standard de
la littérature. Nous utilisons ensuite le lien avec les séries génératrices holonomes
pour développer des techniques de preuves d’intrinseque ambiguité. Nous proposons
par ailleurs une preuve d’intrinséque ambiguité a la main d’un langage pour lequel
les techniques précédentes ne s’appliquent pas. Enfin, en exploitant les récurrences
satisfaites par les coefficients des séries holonomes, nous produisons des bornes de
complexité pour le probleme de I'inclusion des automates de Parikh faiblement non
ambigus.



Abstract

This thesis is structured around two independent parts, which are dealing with
different subjects, but can be unified by the methodology used to study them : in both
parts we rely mainly on mathematical tools specialized in the study of generating
series systems.

In the first part, we are interested in trees with nodes labelled by operators that
represent expressions with semantics. For example, regular expressions represent
languages, logical expressions represent boolean functions, etc. We assume that
there is an operator ® associated to an absorbing element P, such that any tree
having ® as a root and P as one of its children is equivalent to P (for example, 0
is absorbing for x, (a + b)* is absorbing for + on two-letter languages, etc). From
this absorbing pattern, we define a reduction function o that reduces a random
expression with n nodes, by recursively simplifying bottom-up all occurrences of
the element P under the operator ®. This reduction preserves the semantics of the
tree, by definition of an absorbing element. The first part of this thesis studies the
average size of the reduction of a random tree of size n, when n — oo. In the first
two chapters, we focus on uniform expression trees described by a combinatorial
system, and a one-dimensional recursive equation respectively. We show that the
uniform distribution is degenerated for these expression trees when there is an
absorbing pattern : the average size after reduction tends to a constant when 7 tends
to infinity. This result questions the usefulness of uniform random expressions in the
average complexity analysis of algorithms, as well as their relevance for automated
performance tests (such as benchmarks). We then refine the previous result in the
case of regular expressions, using more language-specific simplification rules. Finally,
we investigate the average behaviour of the reduction over another distribution, the
BST-like distribution. We show that the average size after reduction depends on the
probability of appearance of the absorbing operator, and we exhibit two different
thresholds in the typical average reduction size, when this parameter varies from 0
to 1.

The second part studies the link between formal languages and the properties of
their generating series. In particular, we are interested in the notion of unambiguity
of some classes of counter automata. Intuitively, an automaton is unambiguous if
any word is accepted by at most one single accepting run. Unambiguity makes it
possible to link by a one-to-one correspondance the runs of the automaton, which
follow a combinatorial specification described by the transitions of the automaton,
to the words of the language accepted by the automaton. This correspondance can



X Abstract

be used then to translate the particular structure of the automaton into a system
of equations over the generating series associated to the automaton. In this second
part, we study the link between different equivalent classes of unambiguous counter
automata, including weakly unambiguous Parikh automata, and the class of holono-
mic generating series. We start by introducing the notion of unambiguity for these
classes of automata, by relating them with several classes of classical automate in
the literature. We then use the link with holonomic generating series to develop
techniques for proving inherent ambiguity. We also prove by hand the inherent
ambiguity of a language for which the previous techniques do not apply. Finally,
by analyzing the recurrences satisfied by the coefficients of holonomic series, we
give complexity bounds for the inclusion problem for weakly unambiguous Parikh
automata.
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Introduction générale a la these

Cette partie est une introduction globale pour présenter les idées et les concepts
généraux développés dans la these. Pour une introduction plus détaillée, avec notamment
un état de I’art en bonne et due forme, je renvoie le lecteur aux introductions qui ouvrent
chacune des deux parties.

Dans le domaine de la vérification logicielle, on cherche a vérifier automatique-
ment qu’'un programme satisfait certaines contraintes. Celles-ci sont généralement
exprimées par des formules logiques. Dans [DGV99], il est décrit un algorithme
pour générer des expressions LTL aléatoires, qui est une des logiques utilisées
en vérification. Ce procédé de génération est notamment utilisé par 'outil LTL-
to-Biichi translator testbench (1btt) de TCS [Tau00], ou encore est implémenté
dans Spot [DLLF'16]. Lorsque I'on regarde la facon dont sont générées ces ex-
pressions aléatoires, il peut paraitre surprenant de ne trouver dans I’algorithme
aucune mention de la sémantique des expressions LTL : 'algorithme génére en
fait des arbres purement syntaxiques, sans jamais utiliser le fait que ce sont des
formules LTL et que les opérateurs et les feuilles ont un sens. Cela peut paraitre
paradoxal, car les arbres ainsi générés ont généralement vocation a étre ensuite
utilisés pour tester des algorithmes, qui eux les voient bien comme des expressions
LTL, avec une signification précise en tant que formule de la logique temporelle.

D’un point de vue combinatoire, il est alors naturel de

7 se demander si la distribution issue de cet algorithme
X 0 de génération aléatoire est pertinente pour son uti-
. U lisation principale, & savoir faire des benchmarks.
IIJ q 7N, Pour donner un autre exemple, certaines études de

complexité en moyenne de I’algorithme de Glushkov
[BMMR12, BMMR11], qui transforme une expression
FIGURE A. Exemple de formule réguliére en automate équivalent, se basent sur la
LTL distribution uniforme d’expressions réguliéres vues

la encore comme des arbres purement syntaxiques,
sans jamais prendre en compte le fait qu’ils décrivent des langages, et qu'un + par
exemple n’est pas juste un opérateur binaire, mais représente une union de langages.
Or en faisant quelques tests, on observe tres vite que la distribution uniforme sur
ces expressions régulieres a tendance a générer beaucoup de redondances, dans le
sens ou les arbres sont inutilement gros par rapport au langage qu’ils décrivent. Cela
peut remettre en question la pertinence de I’analyse de complexité en moyenne de

X(=p) = O(qUr)
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FiGurE B. En prenant en compte des régles élémentaires de simplifications du
type ¥* U E — 3%, les expressions réguliéres aléatoires uniformes se réduisent
considérablement : en moyenne, pour un alphabet de taille 2, une expression de
taille plusieurs millions est équivalente a une expression de taille inférieure a 80
(courbe expérimentale, voir chapitre 4).

ces algorithmes, dont le but est en théorie d’estimer leur comportement lors d’une
utilisation réelle : en effet, les utilisateurs de I’algorithme de Glushkov ne manipulent
pas en pratique des expressions réguliéres avec autant de parties redondantes et
inutiles.

Pour montrer qu’il faut faire attention en général avec ce type d’approches, et
méme pouvoir affirmer dans certains cas qu’il s’agit d'une mauvaise idée car les
distributions en jeu ne sont pas pertinentes, il ne peut pas étre satisfaisant de ne
traiter que quelques exemples particuliers, méme lorsqu’ils sont utilisés en pratique.
En effet, aussi bien I’algorithme de génération des formules LTL, que la description
des expressions réguliéres utilisées pour ’analyse en moyenne, sont hautement
paramétrables : il suffit d’une variation du modéle étudié, en modifiant par exemple
la probabilité d’un opérateur, I’arité de certains noeuds, ou encore en remplacant un
opérateur par un autre qui lui est équivalent, pour rapidement rendre caduque une
preuve spécifique a 'exemple étudié. Non, pour pouvoir apporter un résultat négatif,
il faut identifier un cadre général qui s’applique au plus de spécifications possibles,
et qui soit par ailleurs robuste. Un outil de choix pour le faire est la combinatoire
analytique, qui s’est justement beaucoup appliquée a rassembler dans un méme cadre
unifié I’étude de classes combinatoires pourtant en apparence trés différentes, a I’aide
notamment de la méthode symbolique.

Cette approche a permis d’identifier de nombreux comportements universels, par
exemple la hauteur moyenne en O(y/n) de la plupart des classes d’arbres uniformes
an nceuds. Avec ce méme objectif en téte, nous donnerons un cadre suffisamment
général dans lequel toute spécification décrivant des expressions régulieres est dé-
générée vis-a-vis de la distribution uniforme : elle génére des arbres beaucoup trop
redondants comme sur 'exemple de la Figure B. Cela questionne I'intérét en pratique
des nombreuses études de complexité moyenne d’algorithmes dont entrée est une
expression rationnelle suivant une distribution uniforme.

L’algorithme utilisé par Ibtt ou Spot, quant a lui, ne génere pas des expressions
aléatoires uniformes. La distribution correspondante est trés classique en combi-
natoire. Elle produit des arbres qui ressemblent aux arbres binaires de recherche
aléatoires, et est appelée distribution ABR. Statistiquement, de tels arbres sont tres



différents de ceux suivant la distribution uniforme : par exemple, la hauteur d’'un
arbre typique de type ABR a n nceuds est en O(logn). Nous avons également étudié
ce cadre et montré que les comportements sont plus diversifiés, avec des phénomeénes
de seuil selon le choix des probabilités des opérateurs.

L’idée de tester les limites d’un modéle est également abordée sous un angle dif-
férent dans la theése. On la retrouve en effet naturellement en théorie des langages
formels pour séparer les classes de langages : par exemple, trouver un langage qui
n’est reconnu par aucun automate du modéle étudié permet de mieux saisir ses
spécificités et ses limitations. Le probléme historique de l'intrinséque ambiguité
des langages algébriques est un exemple représentatif de ces questionnements, qui
sera au centre de la seconde partie de la thése. Un langage algébrique est dit in-
trinsequement ambigu s’il n’est reconnu par aucune grammaire non ambigué; la
non-ambiguité des langages algébriques est une notion fondamentale pour les lan-
gages de programmation, pour la linguistique, mais elle a aussi des conséquences
algorithmiques importantes en vérification, certains problémes indécidables en gé-
néral devenant décidables pour les versions non ambigués. Il est naturel d’essayer
d’identifier un grand nombre de langages algébriques intrinsequement ambigus, pour
comprendre ce qui est responsable de I'intrinseque ambiguité dans le modéle des
langages algébriques.

Il s’agit d’'une question difficile (indécidable en général), et historiquement les
preuves fournies étaient trés spécifiques au langage étudié. De toutes petites modifi-
cations du langage, qui intuitivement ne changent pas son intrinséque ambiguité,
rendaient la preuve completement inutilisable : exemple le plus marquant étant
peut-étre celui du langage des mots a™b"*cP avec n = m ou m = p, dont la technique
de preuve échoue complétement sur le langage tres similaire des mots a”b"™cP avec
n # moum # p. En rupture avec ces précédentes approches essentiellement au cas
par cas, Flajolet en 1987 [Fla87] a alors proposé un cadre général capable de capturer
par des méthodes analytiques de nombreux marqueurs spécifiques a I'intrinseque
ambiguité. Ce cadre s’est avéré suffisamment général et robuste pour démontrer ou
redémontrer en un seul article 'intrinséque ambiguité de trés nombreux langages
algébriques, dont certains étaient encore a I’état de conjecture. Flajolet s’est appuyé
sur une correspondance bien connue entre classes de langages et classes de séries
formelles : les langages réguliers sont naturellement associés a des séries rationnelles
et les langages algébriques non ambigus a des séries algébriques (c’est le théoréme
de Chomsky-Schiitzenberger).

Toutes ces questions relatives a la non-ambiguité ne sont pas réservées aux lan-
gages algébriques, mais concernent en réalité toutes les classes de langages associées
a des modeles d’automates. La non-ambiguité est & mi-chemin entre les versions
déterministes des automates, dont le comportement est trop restreint, et les versions
non déterministes, qui ont trop de degrés de liberté et sont difficiles a étudier : elle
offre généralement un bon compromis entre expressivité et complexité du modéle.
Ainsi, comme nous I’avons déja évoqué pour les langages algébriques, certains pro-
blémes indécidables sur les classes non déterministes deviennent décidables sur les
versions non ambigués : par exemple, le probléme de 'universalité, qui est indécidable
pour les grammaires hors-contexte, ou les automates de Parikh que nous étudierons
dans la seconde partie, est décidable sur les versions non ambigués. Dans la méme
idée, la complexité des problémes peut changer sur les versions non ambigués; par
exemple le probléeme de I'inclusion est polynomial pour les automates finis non
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ambigus, mais est PSPACE-complet sur les versions non déterministes. Ces études
de complexité, qui sont reliées a la taille des automates considérés, sont d’autant
plus intéressantes qu’en général, les versions non ambigués permettent de décrire
les langages de facon plus succincte que les versions déterministes (par exemple
le langage ¥*aX¥, pour k € N fixé, des mots qui ont un a en k-iéme position en
partant de la fin, est décrit par un automate fini non ambigu de taille linéaire en £,
mais tout automate déterministe qui le reconnait a une taille au moins exponentielle
en k).

Malheureusement, la non-ambiguité est une notion particuliérement difficile, en
partie parce qu’elle est externe aux modéles d’automates, dans le sens ou elle dé-
crit une contrainte globale sur le comportement des automates, par opposition par
exemple au déterminisme qui se définit localement sur les transitions. Méme le cas
des automates finis, ou le modeéle déterministe, non ambigu et non déterministe sont
pourtant équivalents, n’est toujours pas entiérement compris et est toujours étudié
de nos jours.

Pour toutes ces raisons (et bien d’autres, voir par exemple [Col15] pour une
présentation plus détaillée de son importance), la non-ambiguité est une notion
fondamentale de la théorie des automates, qui est systématiquement étudiée, au
méme titre que les versions déterministes. Vu la puissance des résultats obtenus par
Flajolet sur les langages algébriques, il est raisonnable d’essayer de les étendre a
d’autres classes d’automates. En vérification, il existe de nombreux autres modéles de
langages que les langages algébriques, qui les généralisent simplement, en ajoutant
par exemple des compteurs pour capturer des langages supplémentaires, comme
a™b™c"™. Du coté des séries, les séries holonomes sont une extension naturelle des
séries algébriques, et sont trés utilisées en combinatoire. Si les séries rationnelles
sont solutions d’équations linéaires et les séries algébriques sont solutions d’équa-
tions polynomiales, les séries holonomes sont quant a elles solutions d’équations
différentielles linéaires a coefficients polynomiaux. Dans la deuxiéme partie de la
these, nous avons donc cherché a généraliser I’approche de Flajolet en identifiant
une classe de langages qui est a la fois pertinente dans le monde de la vérification, et
dont la non-ambiguité est capturée par ’holonomie de sa série associée.

Précisons un peu le contenu des deux parties. La premiére partie de cette theése
s’intéresse a des familles d’arbres décrivant des expressions, et a leur comportement
en présence d’un élément absorbant. Afin de garantir un cadre d’étude le plus géné-
ral possible, nous n’utilisons qu’une seule régle trés simple de sémantique sur ces
objets, induite par la présence d’un élément absorbant. Dans un ensemble d’arbres

d’expressions, un élément P est appelé absorbant pour un opérateur ® si toute
® ®
expression de la forme /\ ou /\ , avec T une expression quelconque, est équiva-

lente sémantiquement a 7T7 (c’est-a-dire qu’elle représente le méme objet que P).
Ce phénomene est suffisamment courant pour se retrouver chez un grand nombre
de familles d’expressions trés éloignées (L est absorbant pour A pour les formules
logiques, >* est absorbant pour 'union + des expressions régulieres, 0 est absorbant
pour X chez les formules arithmétiques, etc.). Nous nous sommes intéressés a la
réduction naturelle impliquée par un tel élément absorbant : si nous prenons un arbre
d’expression aléatoire, quelle est sa taille apres avoir remplacé de bas en haut tous

® ®
les sous-arbres de la forme /\ ou /\ par P ? Pour pouvoir étudier cette réduction,

il est nécessaire de préciser le modele aléatoire en répondant aux deux questions



suivantes :
a. comment sont décrits les arbres d’expressions étudiés ?
b. qu’entendons-nous par expression aléatoire ?

Prenons I'exemple des expressions réguliéres sur {a, b}. Leur syntaxe peut étre décrite

+ °
directement a partir de leur définition par larégle F = a+ b+ ¢ + T + A+ /N
F EFE EFE

Une étude expérimentale montre rapidement que les arbres générés uniformément a
partir de cette description se simplifient considérablement, comme sur la Figure B. On
peut se demander si en limitant les redondances dans la description on peut échapper
a cette faible expressivité des expressions aléatoires. Par exemple, le systeme suivant
empéche lapparition de deux étoiles de Kleene consécutives :

*
Lr=1+S,
S
N . (+0)
S=a+bt+tet+ N + N
ER CR 'CT\’, 'C'R
Pour obtenir un résultat le plus général possible, nous autorisons de tels systémes
en réponse a la question a. Nous montrons que la dégénérescence observée est
universelle pour la distribution uniforme, dés lors qu’il y a un élément absorbant.
Comme nous I’avons évoqué plus haut, il y a une autre réponse naturelle et utilisée
en pratique a la question b., qui est d’utiliser la distribution ABR a la place de la
distribution uniforme. Dans ce cas, les comportements sont plus variés et dépendent
de la probabilité d’apparition de 'opérateur absorbant. Nous mettons en évidence
Pexistence de deux seuils et donc de cinq comportements, selon que I'on est au-dela

d’un seuil, sur un seuil, ou entre les deux.

8,000 Fr T T T T 3

6,000 |- B

ssion réduite
o
o
T
.

4,000 |- B

2,000 |- B

taille de I'expression réduite

taille ¢
S
:
.

I e S §
L L L L
1 -10® 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

taille de I'expression réguliere

. 0 . . .
110 0 0.2 0.4 0.6 0.8

L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8

taille de I'expression réguliere taille de I'expression régulicre

FiGure C. Trois des cinqg régimes observés expérimentalement sur des expressions

réguliéres a deux lettres suivant la distribution ABR. Voir le chapitre 5 pour les
détails.

Dans la seconde partie, nous proposons une extension de la correspondance entre

les classes de langages formels et classes de séries génératrices aux séries holonomes.

Ces travaux sont dans la lignée de ceux de Flajolet, en suivant une piste initiée par
[Lip88] et [Mas93]. La classe d’automates que nous proposons est une extension des
automates et des grammaires hors-contexte avec des vecteurs d’entiers, bien connue
dans le contexte de la vérification automatique de programmes. Comme pour les
premiers niveaux, la correspondance capturera les versions non ambigués de ces
modeles. Dans un premier temps, nous montrons la robustesse de cette connexion en
établissant I’équivalence des versions non ambigués de plusieurs modéles d’automates

(Reversal Bounded Counter Machines, Parikh automata, et leurs versions avec pile).

Puis, en utilisant I’holonomie des séries associées a ces modeles d’automates, nous
répondons a deux types de questions :

10°

Ces équivalences étaient
déja connues pour les
versions non déterministes.



Elémentaire dans le sens
ot il ne demande pas de
connaitre I’algorithmique
des séries holonomes.
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3 bl b N .
a. comment montrer qu’un langage n’est pas dans la classe de langages, c’est-a-dire
qu’il n’est accepté par aucun automate non ambigu ?

b. quel est le gain (en décidabilité ou complexité) apporté par I'utilisation de ces
descriptions non ambigués, par rapport a leurs versions non déterministes ?

Pour répondre a la premiére question, nous avons utilisé des critéres de non-
holonomie pour établir des conditions suffisantes permettant de démontrer l'in-
trinséque ambiguité de certains langages. Pour la deuxiéme question, nous avons
développé le probléme de 'inclusion L 4 C Lp. Ce probléme est naturel dans le
contexte de la vérification, ou A est 'automate étudié, et I’automate B décrit les
comportements que 'on autorise ; vérifier que le langage de A est inclus dans celui de
B, c’est vérifier que les comportements décrits par .4 restent autorisés. Le probléme
de Pinclusion est indécidable pour les langages algébriques, et les langages reconnus
par des automates de Parikh, et bien qu’il soit toujours indécidable pour les langages
algébriques non ambigus, il est décidable pour les automates de Parikh non ambigus.
Sila décidabilité est une conséquence naturelle de I’holonomie des séries génératrices
associées, nous sommes allés plus loin en analysant et adaptant les résultats de calcul
formel sur les séries holonomes, pour en déduire un algorithme élémentaire, ainsi
qu’une borne supérieure sur sa complexité.

En calcul formel, les séries rationnelles, algébriques ou holonomes, ne sont pas
toujours représentées sous une forme close, mais plutdt par des systémes qui les dé-
finissent : une série algébrique est représentée par un systeme polynomial, une série
holonome par un systéme d’équations différentielles...Les opérations effectuées sur
ces séries correspondent en réalité & des manipulations sur les systémes : lorsqu’on
calcule la somme de deux séries holonomes ¢(z) = a(x)+b(z), on calcule en fait une
équation différentielle vérifiée par c(x), a partir des équations différentielles de a(x)
et b(z). Celan’a rien de surprenant en informatique, et c’est en fait exactement ce que
I'on fait en représentant un langage par un automate ou une grammaire. Lorsqu’on
calcule 'union de deux langages, on calcule en fait un automate décrivant cette
union. Cette analogie entre représentation de séries par des systémes d’équations, et
représentation finie des langages par des automates ou des grammaires est au cceur
de la correspondance entre séries et langages. Dans le cas des langages réguliers ou
algébriques, la correspondance entre les deux est d’ailleurs presque syntaxique. En
effet, un automate peut se traduire comme un systéme décrivant ses langages rési-
duels, les langages des mots acceptés depuis ses différents états. De méme, I’ensemble
des regles de dérivation d’'une grammaire hors-contexte décrivent naturellement
les arbres de dérivations depuis chacun de ses non-terminaux. Ces descriptions se
traduisent automatiquement en un systéme sur les séries associées, comme on peut
le voir dans la figure D. Suivant cette idée, nous avons analysé dans la seconde partie
des systémes d’équations différentielles de séries issues de la description d’automates
a compteurs, comme les automates de Parikh ou leurs versions a pile. Nos objets
d’étude sont ainsi décrits par des systémes.

Dans les deux parties, notre objectif a été d’énoncer des résultats dans des cadres
les plus généraux possibles. Pour ce faire, nous avons été amenés a définir puis
étudier des systéemes combinatoires associés a des systémes de séries génératrices.
Les systémes sont un outil formidable de la combinatoire, qui permettent de capturer
de larges familles d’objets, au-dela des cas particuliers, tout en offrant une certaine
régularité des propriétés liées aux objets décrits. Leur étude est permise par le fait que
ces propriétés sont capturées par la description sous la forme d’un systéme : ainsi, il



b a,b
Ly =0bLyg+alL L =L +xL
o [me=bhotani Lo = Lo(e) + aLa(@
T a Li=e+(a+b) Ly Li(z) =14 22L(x)
S — S1¢S| SacS | e S(x) = xS1(x)S(x) + xS2(x)S(z) + 1
S; — aS1bS | e — Si(z) = 2281 (z)? + 1
Sy — dSad|eSae|e Sy(x) = 228y (x) + 1

FiGure D. Exemple de traduction naturelle d’'un automate ou d’une grammaire
hors-contexte en un systéme sur leurs séries associées.

n’est pas nécessaire de savoir résoudre le systéme pour I’étudier, et la combinatoire
analytique fournit tous les outils nécessaires pour a la fois décrire le comportement
analytique des séries associées aux objets combinatoire décrits par le systéme, ainsi
que le comportement asymptotique de leurs coefficients. En ce sens, les systémes
constituent le theme fédérateur des deux parties.






Chapitre préliminaire

1.1 Préliminaires pour les langages formels

Dans cette section, nous introduisons les définitions de base des langages formels
dont nous aurons besoin dans cette thése. Pour une présentation plus détaillée, nous
renvoyons le lecteur au trés bon livre de [HMUO1].

Un alphabet, généralement noté ¥, est un ensemble fini de lettres. Un mot w
sur l'alphabet ¥ est une suite finie (wy, ..., w,) de lettres de ¥, notée en abrégé
W = wj ...wy,, oun est la longueur du mot w, notée |w|, et wy, ..., w, sont des
lettres de 3.

Par convention, la suite vide constitue un mot, noté ¢ et appelé mot vide, et sa
longueur est 0.

L’ensemble des mots sur 3 est noté X*. On peut munir >* de opération de
concaténation -, définie par w - v = Wi ... WRVI ... Uy, aVEC W = W] ... W, €t
v = V1 ...Un. Dans la suite, nous écrirons souvent wv, en omettant le symbole de
concaténation.

Un langage est un ensemble (potentiellement infini) de mots sur un alphabet X..

1.1.1 Langages réguliers

Nous présentons tres rapidement les définitions des langages réguliers et algé-
briques. Tous les résultats de cette section sont tirés de [Car08, HMUO01].

Définition 1.1 (Langage rationnel).
» Soient Ly, Ly deux langages sur un alphabet 3. Les opérations +, - et *, appelées
opérations rationnelles, sont définies comme suit :

— Le langage union, noté L + Lo, désigne I'union des deux langages L; U L.

— Le langage produit, noté L; - Lo désigne 'ensemble des mots de la forme w - v
avecw € Ly etv € Lo.

— Nous définissons L{ = {e}, puis par récurrence, L’f"l = Ly - Li pour tout i € N,
— L’étoile de Kleene du langage L, noté L7, désigne 'ensemble des mots obtenus
en concaténant des mots de Ly : plus précisément L} := J;n L]



La notion de non-
ambiguité sera cen-
trale dans ma thése.
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L’ensemble des langages rationnels est défini comme le plus petit ensemble de
langages qui contient les langages finis et qui est stable par les opérations rationnelles.
<«

On peut décrire un langage rationnel par un automate fini, qui est une machine ma-
thématique trés simple. Il est bien connu que les langages rationnels sont exactement
les langages acceptés par de tels automates finis.

Définition 1.2 (Automate fini).

» Un automate fini non déterministe est un uplet A = (X, Q, g7, F, A), o X désigne
Palphabet, () ’'ensemble d’états, q; € @ est I’état initial, et ' C () 'ensemble des
états finaux. Enfin A C Q x ¥ x @ est ’ensemble des transitions.

Un automate fini est déterministe si pour tout état g et toute lettre a € ¥, il existe
au plus une transition de la forme (¢, a, ¢’) dans A.

Un calcul de 'automate est une séquence qq A B g a1 2 g, telle
que pour tout i € [1,n], (¢;—1, ai,q;) est une transition de A. Un calcul de cette
forme est étiqueté par le mot w = ay - --a, € X*. Il est acceptant si gy = ¢y et si
I’état gy, est final. On dit alors que le mot w est accepté par A.

Le langage accepté par A désigne I’ensemble des mots acceptés par I'automate, et
est noté L(\A).

Un automate est non ambigu si tout mot accepté par I’automate étiquette un unique
calcul acceptant de ’automate.

Les langages reconnus par un automate fini forment une famille de langages,
appelés langages réguliers . <

Exemple 1.3 (Le langage a™b™ct).
» On représente généralement un automate fini sous la forme d’un multigraphe
orienté étiqueté. Les états sont les noeuds du graphe, et les arétes représentent les
transitions. L’état initial est distingué par une fleche entrante, et les états finaux sont
entourés deux fois.

Ainsi, le langage L = {a

ministe suivant :
b
(O ——(2)— @D

Exemple 1.4 (Le langage *aX" 1)
» Soit n > 1. Le langage des mots dont la n-iéme lettre en partant de la fin est un a
est reconnu par ’automate fini non ambigu suivant :

"y P | n,m,p € N*} est reconnu par 'automate déter-

a,b
) O
a \/a,b a,b<>

Cet automate n’est pas déterministe. Il est classique que tout automate fini détermi-
niste reconnaissant ce langage posséde forcément au moins 2" états. |
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Proposition 1.5 (Voir par exemple [Car08, HMUO01]).

» Chacune des trois classes d’automates finis, a savoir les automates finis non
déterministes, les automates finis non ambigus, et les automates finis déterministes,
reconnait exactement les langages rationnels. <

Nous définissons maintenant les expressions réguliéres, qui fournissent une autre
facon de représenter par un objet fini un langage, qui est un objet potentiellement
infini. Il se trouve que ce formalisme définit aussi exactement les langages rationnels.

Définition 1.6 (Expressions réguliéres).
» L’ensemble des expressions réguliéres (ainsi que les langages qu’elles décrivent)
est défini par induction :

— Toute lettre de X est une expression réguliére. Si a € ¥, I'expression F := a
définit le langage {a}.

— L’expression E := {) est une expression réguliére, désignant le langage vide. De
méme F := ¢ est une expression réguliére, représentant le langage {c}.

— Si E) et E sont deux expressions réguliéres, notons L et Lo les langages qu’elles
décrivent. Alors :

— E/ \E est une expression réguliére, représentant le langage L - Lo;
1 &2
+ . ’ LY 7
— /\  estune expression réguliere, représentant le langage L1 + Lo;
Ei B>
*

— E|1 est une expression réguliere, représentant le langage L7.

<

Le langage décrit par une expression réguliére est exactement ce a quoi nous
pouvons nous attendre en évaluant ’arbre de fagon inductive, en remplacant les
opérateurs par leurs opérations ensemblistes associées. Une expression réguliére est
souvent décrite sous la forme d’une chaine de caractéres, pour plus de concision; on
utilise alors naturellement des parenthéses pour remplacer la structure d’arbre. Par
exemple, 'expression réguliére suivante :

s’écrit (a + b) - b*, et désigne I'ensemble rationnel ({a} U {b}) - ({b}*).

Proposition 1.7 (voir par exemple [Car08, HMUO01]).

» Les langages rationnels sont exactement les langages reconnus par des automates

finis. Ce sont aussi exactement les langages reconnus par des expressions réguliéres.
<

1.1.2 Langages algébriques

Certains langages ne sont pas reconnaissables par des automates finis : c’est le cas
par exemple du langage des mots de la forme ab" avec n € N. Les langages algé-
briques forment une famille de langages plus large qui inclut les langages réguliers.

Définition 1.8 (Grammaire hors-contexte).
» Une grammaire hors-contexte est un uplet G = (N, %, S, D) ou :



Celle du milieu correspond
a leffacement du symbole
S en appliquant S — ¢
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. N est I’ensemble des non-terminaux, Y est I’ensemble des lettres terminales,

[N

=n

. S € N est appelé I'axiome,

c. D est ensemble des régles de production de la grammaire, qui sont de la forme
A= ar...ap,o0A €N, 7r>0,eta; € NUX pourtout 1 <i < r.

En voyant les régles de production de D comme des régles de réécriture, le langage
de G, noté L(G) est 'ensemble des mots constitués de lettres terminales que 'on
peut obtenir en partant de 'axiome S et en appliquant successivement des regles de
réécriture de D.

Un langage reconnaissable par une grammaire hors-contexte est dit algébrique. <«

Remarque 1.9.
» Souvent, nous prendrons la convention de définir une grammaire particuliére par
son ensemble de régles de productions, en notant S I’axiome, les non-terminaux par
des lettres majuscules, et les lettres terminales par des lettres minuscules.

Il est courant aussi d’utiliser une notation compacte en rassemblant la description
des régles de D selon le non-terminal & gauche de la régle : ainsi D = {A — a, A —
b} est noté plus succinctement D = {A — a|b}. <

Exemple 1.10 (Langage a"b").
» Considérons la grammaire suivante :

S —aSh|e.

En partant de I’axiome S et en appliquant les régles de réécriture successivement,
nous pouvons générer le mot vide, le mot ab et le mot aabb. Plus généralement, le
langage de la grammaire est I'ensemble des mots de la forme a"b" avecn € N. <«

Définition 1.11 (Dérivation d’une grammaire).
» Soit G = (N, X, S, D) une grammaire hors-contexte. Une dérivation de G a partir
d’un symbole V' € N est une suite wg =V = w; = ... = w,, ot chaque w; est
un mot de (XU N)*, et pour tout ¢ > 1, w; est obtenu a partir de w;_1 en appliquant
une regle de réécriture de la grammaire a un symbole non terminal.

Une dérivation est dite terminale si le dernier mot de la suite est un mot de ¥* : il
n’est alors plus possible d’appliquer une régle de dérivation. <

Exemple 1.12.
» Les suites suivantes :

S = aSb = aaSbb S = S = aSb = ab
sont des dérivations de la grammaire définie par S — aSbh|¢c. <
Exemple 1.13.

» Considérons la grammaire suivante des mots bien parenthésés :
S — [S]S|e.

Alors le mot [[][]] est bien parenthésé et est engendré par la dérivation terminale
suivante :

S = [515 = [[515]5 = [[15]S = [[[515]S = (11515 = [1}5 =[]
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Cette dérivation est appelée dérivation gauche car tout mot w; de la suite est obtenu
a partir du mot qui le précede en appliquant une regle de dérivation de la grammaire
sur son non-terminal le plus a gauche.

Remarquons que ce mot posséde d’autres dérivations, selon 'ordre des symboles
non terminaux auxquels nous appliquons les régles de dérivation, par exemple :

S = [515 = [S] = [[S]5] = [5] = [1[S]S] = [[IS1] = {1107 -

Méme si ces deux dérivations sont formellement distinctes, elles ne différent en fait
que dans I'ordre d’application des régles de dérivation. Nous utilisons plutét la notion
d’arbre de dérivation, pour éliminer les complications dues a I'ordre d’application
des régles de dérivation. <

Définition 1.14 (Arbre de dérivation).

» Soit G = (N, 3, S, D) une grammaire hors-contexte. Pour tout v € N U X,
I'ensemble des arbres de dérivation de G enracinés en v, noté T'reec(v), est défini
par induction :

— pourv € NUX, v € Treeg(v);

— sive Netv— v;...v, € D est une regle de dérivation, avec r > 1, et v; €
NUX etsit; € Treeg(v;) pour tout 1 < i < r,alors (v,ty,...,t,) € Treeg(v).

— siv € N etv — ¢ € D est une régle de dérivation, alors (v,¢) € Treeg(v).

Nous notons T'reeq = |J e yus Treec(v) Uensemble des arbres de dérivation de G.
Un arbre de dérivation est terminal si toutes ses feuilles sont des symboles de
Yu{e}. <

Un arbre de dérivation permet de représenter une dérivation sans introduire d’ordre
sur I'application des régles de dérivation. Il est facile de voir que les dérivations
gauches terminales sont en bijection avec les arbres de dérivation terminaux, et que
cette bijection préserve le mot généré.

Exemple 1.15.
» L’arbre suivant est un arbre de dérivation de la grammaire S — [S]S | ¢ pour le

mot [[][]] :
/S\\
[/s I > g

/1T \
[S] S €
| N
e [S]S

[

E £

<

Les langages algébriques sont reconnus par une extension des automates finis,
les automates a pile : a chaque transition, ’automate peut lire le symbole stocké au
sommet de sa pile, puis le dépiler ou empiler un nouveau symbole. L’automate bloque
s’il essaie de dépiler ou de lire un symbole de sa pile alors que sa pile est vide : pour
détecter cela dans ’automate, il est courant d’ajouter un symbole de fond de pile L
a la premiere transition de ’automate pour marquer le fond de la pile. Le langage
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des mots de la forme a™b™ avec n € N est par exemple reconnu en empilant dans la
pile chaque lettre a lue, puis en dépilant la pile autant de fois qu’il y a de lettres b :
Pautomate va alors dans un état acceptant uniquement s’il atteint le symbole de fin
de pile en lisant la derniére lettre b du mot.

Plus formellement :

Définition 1.16 (Automate a pile, voir par exemple [Car08]).
» Un automate a pile non déterministe est un uplet A = (X, 1", @, q7, L, F, A) ou
3 désigne l'alphabet d’entrée, I' désigne I’alphabet de pile, ) I'ensemble d’états,
qr € Q est I’état initial, | est le symbole de fond de pile et F' C () ’ensemble des
états finaux. Enfin A est 'ensemble des transitions de la forme ¢,z — ¢, 22 ou
q,21 > ¢, maveca €Y, q,¢ €Q, 2 €T U{e}et 2y € T*

Une configuration de 'automate a pile est la donnée d’un uplet (¢, w) avec g € Q
et w € I'* | désigne le contenu de la pile. La configuration initiale de 'automate est
(g0, L).

Soient (¢, w) et (¢’,w’") deux configurations. On dit que I"automate atteint la
configuration (¢’, w") depuis la configuration (g, w) s’il existe une transition ¢t € A,
de la forme t = q, z1 LN q, 29 avec x € XU {c} et telle que w € 21 et w’ = 29wy,
en notant w = zjwy avec w; € I'*. Dans ce cas, on dit que (¢, w) = (¢/,w’) est une
transition valide de 'automate, étiquetée par la lettre x € ¥ U {¢}.

On prend comme convention qu’un automate a pile ne dépile jamais le symbole
de fin de pile L : pour toute transition ¢ = ¢, 2; % ¢,z dans A, si z; = L alors
z9 € I'* L (ainsi si la transition dépile le symbole de fond de pile, elle le replace au
fond de la pile avec 22).

Un calcul de A est une suite de transitions valides de la forme (qo,wp) —
(q1,w1) 2 ... =% (gn,wp). Le mot étiquetant un tel calcul est la concaténa-
tion 21 ...z, € X* des lettres étiquetant les transitions. Un calcul est acceptant si
qo = qr et gn € F.

Le langage accepté par A désigne I'ensemble des mots acceptés par 'automate, et

est noté L(A).
Un automate a pile est non ambigu si tout mot accepté par ’'automate étiquette un
unique calcul acceptant de automate. <

Proposition 1.17 (Voir par exemple [Car08]).

» Les automates a pile reconnaissent exactement les langages algébriques : un
langage est reconnu par une grammaire hors-contexte si et seulement si il est reconnu
par un automate a pile. <

Remarque 1.18 (Notation d’un automate a pile).
» Une transition de la forme t = ¢, 21 5 q’, z9 est notée sur un automate par une
fleche de I'état ¢ a Iétat ¢/ d’étiquette x, 21 : 29. <

Exemple 1.19 (Automate a pile reconnaissant a”b").
» L’automate a pile suivant reconnait le langage {a"b" | n € N} :

a,A: AA b,A:e

@aL AL&I)A E&SL L@
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avec ¥ = {a,b}etI' = {4, L}, <

Remarque 1.20.

» Contrairement au cas des langages rationnels, les automates a pile non ambigus
sont strictement moins expressifs que les automates a pile non déterministes. Il
existe des langages algébriques qui ne sont reconnus par aucun automate a pile non
ambigu. <

1.1.3 Ensembles semilinéaires

Un des objectifs de cette thése est d’étendre certains résultats sur les langages algé-
briques, a d’autres familles de langages plus larges. Dans notre contexte, pour étendre
les langages algébriques, nous aurons besoin de la notion d’ensembles semilinéaires.

Les ensembles semilinéaires sont 4 N¢ ce que les langages rationnels sont & ¥*.
Ce sont des ensembles fondamentaux qui apparaissent naturellement en théorie
des langages. Dans cette section, nous présentons les définitions et propriétés de
base des ensembles semilinéaires. Nous renvoyons le lecteur au guide de survie de
Parithmétique de Presburger de [Haal8] pour un excellent survol plus complet sur les
ensembles semilinéaires. Dans la suite, nous fixons d une dimension, et nous nous
placons dans ’ensemble N des vecteurs a coordonnées entiéres.

A
5 [ ] ® °
4
3 ° L] °
P1
2
1 [ ] L] [ ]
P2
c
>
>
1 2 3 4 5

FiIGURE 1.1. Représentation en dimension 2 d’un ensemble linéaire ¢ + {p1, p2}*

Définition 1.21 (Ensemble semilinéaire, [Par66]).

» Unensemble I C N est dit linéaire s’il existe un vecteur ¢ € N appelé constante,

et un ensemble fini de vecteurs P = {p1, ..., pr} appelé ensemble des périodes, tel

que L = {c+ > A\ipi : (\;) € N"}. Cet ensemble est alors noté L = ¢ + P*.
Un ensemble S C N9 est semilinéaire s’il est une union finie d’ensembles linéaires,

c’est-a-dire qu’il peut s’écrire sous la forme :

U cj—i—P*

Exemple 1.22.
» En dimension 2, ’ensemble des vecteurs a coordonnées paires est linéaire : c’est

((2,0) + (072))*' <

Nous parlerons plus en
détail de ces langages,
appelés intrinséquement
ambigus, dans le cha-
pitre 7.



Il s’agit donc simplement
de compter le nombre d’oc-
currences de chaque lettre.
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Définition 1.23 (Image de Parikh, [Par66]).

» Nous considérons un alphabet fini ¥ = {ay, ..., aq}, dont les lettres sont ordon-
nées. Pour w € ¥*, et a € ¥, nous notons |w|, le nombre d’occurrences de la lettre
a dans w. Le vecteur de Parikh d'un mot w € ¥*, noté mgp (w) est le vecteur

Teh (W) == (JW|ay, - - [Way) € N7 .

Par exemple 7gp (abaach) = (3,2,1) sur I'alphabet (ordonné) ¥ = {a, b, c}.
Si L est un langage sur ¥, 'image de Parikh de L désigne ’ensemble des vecteurs
de Parikh des mots du langage L |

Le théoréme suivant explique pourquoi les ensembles semilinéaires ont une place
prédominante en informatique, notamment dans la théorie des langages formels :

Théoreme 1.24 (Théoréme de Parikh, [Par66]).
» L’image de Parikh d’un langage algébrique est un ensemble semilinéaire. De plus
pour tout langage algébrique L, il existe un langage rationnel qu’on peut calculer

effectivement et qui a la méme image de Parikh que L. <
Exemple 1.25.

» Le langage algébrique {a"b" | n € N} a la méme image de Parikh que le langage
régulier (ab)*. <

Les ensembles semilinéaires jouissent de nombreuses propriétés de cloture :

Proposition 1.26 (Cloture, [GS64, GS66]).
» Les ensembles semilinéaires sont stables par union finie, intersection finie, produit
cartésien fini, complémentaire et projection. |

Les ensembles semilinéaires sont par ailleurs exactement les ensembles descrip-
tibles par ’arithmétique de Presburger.

Définition 1.27 (Langage des termes linéaires).
» Soit X un ensemble de variables. Le langage des termes linéaires sur X est défini
par induction :

— sixz € X, alors x est un terme linéaire sur X';
— 0 et 1 sont des termes linéaires sur X’;
— sit,t sont des termes linéaires sur X, alors ¢ + ¢’ est un terme linéaire sur X.

Pour n € N fixé, et ¢ un terme linéaire, nous notons n - t le terme ¢t + ... + ¢. Par
~————

n fois
ailleurs, nous notons n le terme n - 1. Il s’agit d’une notation purement syntaxique,

nous n’autorisons pas la multiplication entre deux termes. <

De fagon informelle, si nous considérons que I’addition syntaxique + est com-
mutative, un terme linéaire peut étre représenté sous la forme by - 0 + b1 - 1 + ¢y -
r1+ ...+ ¢, xpyo0uby, by, c,...,c, sont des entiers de N, 0 et 1 sont les termes
constants de la syntaxe des termes linéaires, et 1, . . ., £4 sont des variables.

Définition 1.28 (Formule de Presburger, [Pre29]).
» Soit X un ensemble de variables. Une formule de Presburger ® est une formule
du premier ordre sur le langage des termes linéaires sur X. Plus précisément, si ¢, t/
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sont des termes linéaires sur X, x une variable de X, et ®1, ®5 sont des formules
de Presburger, alors t < t/, &1 A ®g, &1 V $g, =Py et Iz P4 sont des formules de
Presburger. On décrit généralement leur syntaxe avec cette notation condensée :

O:=t<t|PAD|OVE|-D|Txd

avec t,t' des termes linéaires sur X', et 2 une variable de X.

Nous autorisons des notations syntaxiques supplémentaires pour simplifier I’écri-

ture de formules :

— V& :=-Jr-d

— pour tout k € N fixé, t = 0 := Jy t = k - y, avec y une variable fraiche
—t=t =t<t' Nt

—t#t =at=t

— D] =5 Py =Dy VD

Une formule de Presburger ® avec d variables libres x1, . . ., x4 sera notée sous la
forme ®(x1,...,24).

La sémantique des formules de Presburger est celle de I’arithmétique du premier
ordre sur les entiers, sans la multiplication. Un terme linéaire sans variable est ainsi
interprété comme un entier de N. Si ®(z1, ..., z4) est une formule de Presburger, et
(n1,...,nq) € N% nous notons ®[n1, . .., ng] I'évaluation de la formule en substi-
tuant nq a la variable x1, no a la variable xo, ..., et ng a la variable x4.

Un ensemble S C N est défini par une formule de Presburger @ si S est 'ensemble
des vecteurs d’entiers (n1, . ..,n4) € N? tel que ®[n1, ..., ngy] soit vrai; autrement
dit (n1,...,ng) € S si et seulement si ®[nq,...,ny| est vrai.

Deux formules de Presburger a d variables libres sont dites équivalentes si elles
définissent le méme ensemble. <

Exemple 1.29.
» L’ensemble des vecteurs en dimension 2 a coordonnées paires est défini par la
formule de Presburger ®(x,y) := 32/Fy 22’/ =z A 2y = y.

En utilisant la macro =2, nous pouvons donner une formule plus concise : ®'(z, y) :=
r=20Ay=290. |

Proposition 1.30 (Elimination des quantificateurs, [Co072]).

» Toute formule de Presburger est équivalente a une formule de Presburger sans
quantificateur, a condition d’autoriser les égalités modulo k pour tout k¥ € N dans la
syntaxe des formules. Plus précisément, toute formule de Presburger est équivalente
a une formule du premier ordre sur les entiers suivant la syntaxe :

CI’::tgt,|(t5k0)k€N|¢’/\q>|@\/‘b|—\¢)

Remarque 1.31.

» L’introduction de la famille de prédicats (¢t = 0)rcn est nécessaire pour éliminer
les quantificateurs. On vérifie facilement qu’il est impossible de décrire I’ensemble des
nombres pairs sans utiliser de quantificateur ni de prédicats de la forme ¢t =, 0. <«

Proposition 1.32 (Equivalence des modeles, [GS66]).
» Un ensemble S C N est semilinéaire si et seulement si il est défini par une
formule de Presburger. <



Ce qui est équivalent
a étre linéairement
indépendants sur Z
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Les ensembles semilinéaires sont aussi reliés aux sous-ensembles rationnels de

N9 .

Proposition 1.33 ([ES69]).

» Les ensembles semilinéaires de N sont exactement les sous-ensembles rationnels
du monoide commutatif (N¢, 4); ce sont exactement les ensembles reconnaissables
par des automates finis étiquetés par des vecteurs de N¢. <

La propriété suivante des semilinéaires est tres importante pour la suite de ma
these :

Proposition 1.34 (Représentation non ambigué d’un semilinéaire, [Ito69, ES69]).
» Tout ensemble semilinéaire S C N¢ peut s’écrire sous la forme d’une union dis-
jointe de semilinéaires dont les périodes sont linéairement indépendantes. Autrement
dit tout semilinéaire admet une représentation :

T
e+ P)
j=1
ol pour tout 7, k, (¢ + P;) N (cx + Py;) = 0, et pour tout j, les vecteurs de P; sont
linéairement indépendants sur Q. <

Cette derniere propriété permet notamment de reconnaitre tout ensemble semili-
néaire par un automate fini non ambigu sur le monoide (N%, 4).

Exemple 1.35 (Automate fini reconnaissant un ensemble linéaire).
» L’ensemble linéaire (1,3) + ((2,0) + (0,2))* est reconnu par I’automate non
ambigu suivant :

1.2 Préliminaires de combinatoire analytique

Dans cette section, je présente rapidement quelques outils de combinatoire ana-
Iytique que j’ai utilisés dans ma thése. La combinatoire analytique étudie des en-
sembles combinatoires en s’appuyant sur les propriétés analytiques de leurs séries
génératrices, vues comme des fonctions complexes. Ces préliminaires sont largement
inspirés de [FS09].

1.2.1 Série formelle, série génératrice

Un objet mathématique central en combinatoire est la série formelle. Nous présen-
tons ici les définitions et résultats fondamentaux sur ces objets qui nous seront utiles
dans la suite, avant de les relier aux objets combinatoires dans la section suivante.
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Nous notons Q 'ensemble des rationnels, R 'ensemble des réels, et C 'ensemble
des nombres complexes. Pour K = Q, R ou C, et d > 1, nous notons K[x1, ..., z4]
I’ensemble des polynémes a coefficients dans K, en les indéterminées x1, ..., x4.
Nous notons K[[z1, . . ., z4]] 'ensemble des séries formelles a coefficients dans K en
les indéterminées x1, . . ., x4, c’est-a-dire 'ensemble des polynémes formels infinis
de la forme

Z alin, ... iq)zt ...:cild

(i17"'7id)€Nd

avec a(ii,...,iq) € K pour tout (i1,...,iq) € N% Une série formelle peut étre
vue comme I'encodage d’une suite a(iy, . . . ,i4) indexée sur N%, sous la forme d’un
polynoéme infini.

Définition 1.36 (Série génératrice d’une suite).

» Soita(iy,...,4q) une suite de K indexée sur N¢. La série génératrice de a(i1, . . . , i)
est la série formelle définie par :
A(zq,...,xq) = Z a(it,...,ig)z ...z
(i1,...,5q) €N
<

Nous présentons maintenant plusieurs opérations trés utiles sur les séries, que nous
relierons plus tard a des constructions ensemblistes sur ces classes combinatoires.

Définition 1.37 (Notation crochet, opérations sur les séries).

» Si A(x1,...,74) est la série génératrice d'une suite a(iy,...,i4), la notation
crochet [z} ... al!|A(x1, ..., xq) désigne le coefficient a(i1, . .., iq).

Pour simplifier les notations, nous notons x l'uplet (x1,...,z4), A(x) la série
A(.Cljl, ce ,:Bd).

L’ensemble des séries formelles K|[[x1, . .., z4]] est stable par addition +, produit
de Cauchy - et produit de Hadamard ®, ou ces opérations sont définies comme suit :
si A(zx) et B(x) sont des séries de K[[z1, ..., z4]] alors :

— la série A(x) + B(x) est la série de K[[z1, . .., x4]] définie par
[z 2'(A(z) + B(z)) = [2% ... 2] A(z) + [2% ... 2%]B(x)

— lasérie A(x) ® B(x), appelée produit de Hadamard des deux séries, est définie
par

[z 2% (A(x) © B(x)) = [28 ... 2] A(z) - [« ... 2] B(x)
(c’est la multiplication terme a terme).

— la série A(x) - B(x), appelée produit de Cauchy des deux séries, est définie par

[zt 2] (A(z) - B(z)) := > (=] A - [ 2R B ()
Jit+ki1=i1
jd+"‘;z.i:7;d

(c’est la généralisation aux séries de la multiplication des polynémes).
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L’ensemble des séries formelles (K[[z1, ..., z4]], +, -) a une structure d’anneau in-
tegre. <
Remarque 1.38 (Notation condensée). A ‘

» En notant % le vecteur (iy,...,i4), et * le mondéme 7' ...z}, nous pouvons
simplifier la notation crochet [z} ... z|A(21, . ..,2q) en [z¢]A(z). Par exemple,

avec cette notation, le produit de Cauchy est alors défini par

[2](A(z) - B(®) = ) [@']A(z) - [2"]B(z).

Jt+k=i

Exemple 1.39.

» La série génératrice de la suite définie par a,, = 1 pour tout n € N est la série

formelle A(z) = Y, o 2™ Cette série est notée 1 car elle vérifie A(z)(1—z) = 1.
La série génératrice de la suite définie par a,, = 2" pour tout n € N est la série

formelle A(z) =) L <

2" 2", De méme, cette série est notée =53

neN

Nous notons K(z, ..., x4) 'ensemble des fractions rationnelles en les variables
xi,...,xq cest-a-dire 'ensemble des fractions de la forme % avec P, () des
polyndmes de K[z1,...,z4] et Q # 0.

1.2.2 Série rationnelle, série algébrique, série holonome

Dans cette section, nous fixons une dimension d > 1, et K = Q. Les séries étudiées
sont donc a coefficients rationnels.

Définition 1.40 (Série rationnelle, série algébrique).
» Une série F' € Q[[z1,...,24]] est appelée rationnelle s’il existe des polyndmes
P,Q € Q[xy,...,x4] tels que QF = P avec Q # 0.

Une série F' € Q[[z1, ..., x4]] est appelée algébrique s’il existe un polyndéme non
nul P € Q[Y, x1,...,x4] tels que P(F,z1,...,24) = 0. <

Exemple 1.41.
» Toute série rationnelle est algébrique : si F'(x) = P(x)/Q(x), alors le polynéme
Py (Y, x) =YQ(x) — P(x) annule F.

Par exemple = > _n>0 T1wy estrationnelle et vérifie (1—z129) A(21, 72) =

1.
La série A(x1,22) = Y ey m(?)w?xg est algébrique, car elle vérifie

1
1—z122

Péquation A(x1,22)? + (v172 — 1) = 0; elle est généralement notée pour cette
raison y/1 — x1 2. Cette série n’est en revanche pas rationnelle. <

Remarque 1.42.

» En extrayant les coefficients de 2™ pour n > deg(P) dans I'équation Q(z)F'(x) =
P(z), nous remarquons que les coefficients d’une série rationnelle vérifient une
équation linéaire a coefficients constants. Cela se généralise facilement a plusieurs
variables. <

Remarque 1.43 (Racine carrée).
» Pour toute série formelle A = ) a,2", nous notons v(A) la valuation de A

définie par v(A(z)) = min{n | a,, # 0}.
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L’espace des séries formelles muni de la distance d, définie par d(A, B) = 2_”(‘4_3),

est un espace métrique complet. Ainsi, si ag = 0, alors la suite de séries for-

melles Zi\[zo A(x)* converge lorsque N — +o0. Nous notons alors 171}‘(@ =

+o0 k

woo Alz)*. N

De méme, si ag = 0, alors la suite de séries ano
et nous notons alors :

22”(11—2n) (2:)14(95)” converge,

—+00

=A@ =Y 2%(11_%) (QD A(z)".

n=0

<

Nous introduisons a présent les séries holonomes. La classe des séries holonomes
est une classe plus grande que celle des séries algébriques. Une trés bonne intro-
duction aux fonctions holonomes a une variable peut étre trouvée dans [Sta80], et
pour les fonctions multivariées, dans [Lip88] et [Lip89] ; nous citons aussi le début
de [Chy94], qui détaille certaines preuves plus en détail.

L’opérateur différentiel 0., définit la dérivée partielle d’une série par rapport a la
variable x. Il s’agit simplement de la généralisation de la dérivation des polynémes
aux séries. Elle est définie formellement par

. . . . i1 Th—1 i —1 fkt1 iq
Op, Alx) = g iga(it, ..., ig)o) . ox kT el
(41,5-058q) ENY

La dérivée partielle d’ordre supérieur 9, est définie par récurrence : si j > 1 alors
1 . +1 . J
Oy, = Op, et 0%, 1= Oy, 0 0.

Définition 1.44 (Série holonome, [Lip89]).

» Soit A(z1,...,2q) = Z a(it,...,ig)zt ...z € Q[zg,...,zq]). La
(il,...,id)ENd

série A(x) est holonome si elle vérifie un systéme d’équations aux dérivées partielles

de la forme :

P, (sc)ang(w) + ...+ P 1(x)0;,A(x) + P o(x)A(x) = 0 pour chaque i € [d],

ou chaque n; € N est un entier, et chaque P; () est un polyndéme dans Q|x].
Autrement dit, pour chaque variable x;, A(x) satisfait une équation différentielle
partielle en la variable x;, qui est linéaire, et a coefficients polynomiaux en ©* =

(1‘1, ceey l‘d).

De fagon équivalente, une série A(x) est holonome si le Q(zy, ..., xq)-espace
vectoriel engendré par la famille {07 ... 074 A(21, ..., 2q) : (n1,...,nq) € N9}
est de dimension finie.

Nous noterons H '’ensemble des séries holonomes. <

Remarque 1.45.

» Les séries holonomes sont aussi appelées D-finies. Les deux appellations sont
utilisées indifféremment dans le cas des séries de Q[[z1, ..., z4]], cependant leur
définition n’est historiquement pas la méme. La définition que nous avons donnée
est en réalité celle des séries D-finies, qui est plus simple a comprendre. La définition
originale des séries holonomes implique la vitesse de croissance de la dimension d’une
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famille d’espaces engendrés par des dérivées partielles, mais elle dépasse le cadre de
cette theése et nous n’en aurons pas besoin dans la suite. L’équivalence avec les séries
D-finies provient de résultats profonds de Bernstein [Ber72] et Kashiwara [Kas78,
Tak92]. <

Exemple 1.46.

» Toute série rationnelle A(x) = Wg vérifie 'équation
)

P(
P(z)Q(x)0s,A(z) — (Q(2) 0, P(x) — P(2)0:,Q(x))A(z) = 0

pour tout 7 € [d]. Donc toute série rationnelle est holonome. <

Exemple 1.47.

» Nous verrons dans le chapitre 7 des exemples de séries qui ne sont pas holonomes,
L 2

comme par exemple la série ) 2. <

Proposition 1.48 (Propriétés de cloture [Com64, Sta80, Lip88, Lip89]).
» Les séries holonomes sont closes sous de nombreuses opérations :

a. H est une sous-algébre de Q[[x]] (donc est close par addition, multiplication);

b. H contient toutes les séries algébriques;

c. Si A(x) € H est une série holonome, et si pour y = (y1,...,Ym), les séries
9i(y) € Q][y]] sont algébriques et telles que la composition B(yi, ..., ym) :=
A(g1(y),--.,94(y)) ait un sens dans 'anneau des séries formelles, alors B(y)

est holonome;

d. Si A(x) et B(x) sont deux séries holonomes ayant le méme nombre de variables,
alors A(x) ® B(x) est holonome. <

La stabilité par produit de Hadamard est remarquable car ni la classe des séries
rationnelles, ni celle des séries algébriques n’est close par cette opération.

Les séries holonomes possédent aussi une caractérisation concernant leurs coef-
ficients. A une seule variable, cette caractérisation est assez simple & comprendre :

Proposition 1.49 (Récurrence linéaire a coefficients polynomiaux, [Sta99]).

» Soit A(z) = >, cyanz™ € Q[[z]]. Alors A(z) est holonome si et seulement
si la suite de ses coefficients (a,,) satisfait une équation linéaire de récurrence a
coeflicients polynomiaux de la forme :

pr(n)anir + ...+ po(n)a, =0 pourtoutn € N. <

A plusieurs variables, la généralisation des récurrences linaires a coefficients
polynomiaux est un peu plus compliquée.

Définition 1.50 (Section de suite, [Lip89]).
» Soit a(iy,...,iq) une suite de dimension d a valeurs dans Q.

— On appelle section de a(iy, . .., iq) toute suite de dimension strictement inférieure
a d obtenue a partir de a(iy, ..., %) en fixant la valeur de certaines coordonnées.

— Une k-section de a(iy, ..., iq) est une section obtenue en fixant certaines coor-
données a des entiers strictement plus petits que k. Par exemple, b(iy,i3) =
a(i1, 7,i3,5) est une 8-section de a(iy, iz, i3, 14). <
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Définition 1.51 (Suite P-récursive, [Lip89]).
» Une suite a(iy,...,iq) est P-récursive s’il existe un entier £ € N tel que :

a. pour toute coordonnée j € [d], pour tout vecteur borné v = (v, v, ...,14) €

[k]%, il existe un polynome pl(,j ) non nul tel que

Vit ig, .. ig =k, Y pP(ij)alis — v i — va, ... ig — va) =0
ve(k)d

b. sid > 1, toutes les k-sections de a sont P-récursives. R |

Remarquons que si d = 1, cette définition coincide avec la caractérisation que nous
avons vue en dimension 1. Nous n’aurons pas vraiment besoin de cette caractérisation
dans la suite, donc nous ne développons pas plus cette définition, si ce n’est pour
mentionner qu’elle permet de généraliser en dimension supérieure la caractérisation
des séries holonomes par leurs coefficients :

Théoréme 1.52 (Equivalence des deux notions, [Lip89]).
» Lasérie A(xz) = Y a(i,...,iqg)x] ...z estholonome si et seulement si la suite
a(iy,...,iq) est P-récursive. <

1.2.3 Classes combinatoires

Cette section définit les classes combinatoires et certaines techniques dont nous
aurons besoin dans cette these. Elle est trés largement inspirée des livres [FS09] et
[Mis19].

Définition 1.53 (Classe combinatoire, [FS09]).
» Une classe combinatoire (C, ||) est un ensemble dénombrable muni d’une fonction
de taille | - | : C — N, qui vérifie que pour tout n € N, il existe un nombre fini
d’éléments de C de taille n. La taille d’un élément ¢ € C est notée |¢|.

La série génératrice d’une classe combinatoire C est la série

C(x) = Za:M = Z cnx’

teC neN

ou ¢, désigne le nombre fini d’éléments de C de taille n.

Deux classes combinatoires C; et Co sont dites isomorphes si elles ont la méme
série génératrice, ou de facon équivalente s’il existe une bijection de C; dans Cy qui
préserve la taille. <

Exemple 1.54.

» L’ensemble {a,b}*, muni de la fonction de taille qui a tout mot w associe sa
longueur |w/|, est une classe combinatoire. Comme il y a 2" mots sur {a,b} de
longueur n, sa série génératrice est ﬁ <

Déterminer la série génératrice d’une classe combinatoire revient a savoir compter
exactement pour toute taille n € N le nombre ¢,, d’éléments de C de taille n. Il se
trouve que de nombreuses classes combinatoires peuvent se construire a partir de
classes combinatoires de base et d’opérations sur ces classes. Dans leur livre [FS09],
Flajolet et Sedgewick expliquent comment la description d’une classe combinatoire
sous la forme de cet assemblage de briques élémentaires se traduit automatiquement
en une équation vérifiée par la série génératrice de la classe combinatoire.
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Définition 1.55 (Spécification d’une classe combinatoire, [FS09]).

» Une classe neutre désigne une classe combinatoire constituée d’un seul élément de

taille 0. Lorsque le choix du symbole ou de la classe intervient peu, nous prendrons

comme convention que la classe £ := {¢} désigne une classe neutre.

Une classe atomique désigne une classe combinatoire constituée d’un seul élément
de taille 1. Lorsque le contenu de la classe importe peu, nous utiliserons la notation
Z pour désigner une classe combinatoire atomique quelconque.

SiC; et Cy sont deux classes combinatoires, munies des fonctions de tailles | - |; et
| - |2, alors :

— la classe combinatoire produit C; x Cy désigne 'ensemble des couples de la
forme (t1,t2), avec t; € C; et ty € Cy, muni de la fonction de taille définie par
(1, t2)| = [ta]1 + [t2]o.

— nous généralisons le produit cartésien a plus de deux classes combinatoires, en
notant C¥ = &, Cl1 =Cetpourk > 2, Cf“ =(Cy X Cf.

— i Cq et Cy n’ont aucun élément en commun, alors la classe combinatoire somme
C1 + Cy désigne 'union des deux classes. Si les deux classes s’intersectent, nous
colorions les éléments de C; d’une couleur, et ceux de Cy d’une autre, pour les
considérer comme disjoints. Plus formellement, la classe C; + C3 est définie par

C1+Co = (C1 x {O}) U (C2 x {0})

avec |(t,0)] = [t|1sit € Cy et |(¢,0)] = [t|asit € Ca (et {0} et {O} désignent
deux classes neutres représentant les couleurs).

— la somme précédente se généralise pour définir la classe combinatoire associée
a une somme infinie de classes combinatoires, ZneN Cn, pourvu que les classes
sommeées soient disjointes et que pour toute taille ¢ € N, il existe un rang n; a
partir duquel aucun C,, pour n > n; ne posséde d’élément de taille plus petite
que ¢.

— i Cj ne contient aucun élément de taille nulle, la classe séquence, notée SEQ(C;)
ou Cj avec I'étoile de Kleene, est la classe :

SEQ(Cy) =Y Cf .

keN

Une spécification d’'une classe combinatoire C est une classe combinatoire C;
isomorphe a C obtenue a partir de classes neutres, atomiques, et d’opérations d’unions,
de produit et de séquences. Si nous autorisons aussi la classe C; parmi les briques de
base, la spécification est dite récursive. <

Remarque 1.56.
» Si C; contient un élément de taille nulle, alors SEQ(C; ) n’est pas une classe combi-
natoire, car il existe une infinité d’éléments de taille nulle dans >_, . C¥. <

Remarque 1.57.

» L’intérét de rendre les unions disjointes dans la définition de la somme est double :
premiérement, s’il existait un élément en commun ¢ dans C; et Co, mais |t|; #
|t|2, nous aurions un probléme pour définir la taille de ¢ dans la classe somme.
Ensuite, "dédoubler” les éléments en commun permet d’exprimer facilement la série
génératrice de la somme a partir de celles des classes C; et Ca. |
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Les spécifications obtenues a partir des briques élémentaires neutres et atomiques,
et les opérations somme et produit, ont le grand avantage de se traduire automati-
quement en équation vérifiée par les séries génératrices des classes combinatoires
associées :

Proposition 1.58 (Dictionnaire vers les séries génératrices, [FS09]).
» Soient C; et Cy deux classes combinatoires, de séries génératrices C1(z) et Ca(z),
alors :

— la série génératrice de la classe neutre € est E(x) = 1; celle de la classe atomique
ZestZ(x) =ux;

— la série génératrice de la classe somme C; + C est C1(z) + Ca(x);

— la série génératrice de la classe produit C; x Cs est C1(x)Ca(x);

— la série génératrice de la classe séquence SEQ(C) est #1(9:) (en supposant que

C1 ne contient aucun élément de taille nulle). <

Remarque 1.59.

» Le dictionnaire est en réalité beaucoup plus vaste, et permet d’autres constructions,
comme des ensembles d’objets, des cycles d’objets, mais nous n’en aurons pas besoin
dans cette these. <

Exemple 1.60 (Série associée a une expression réguliére).

» Une spécification d’une classe combinatoire peut étre interprétée comme un choix
de décomposition de cette classe en briques élémentaires. Il faut faire attention au fait
qu’on puisse mal décomposer une classe combinatoire et obtenir alors une "mauvaise”
spécification, qui n’est pas isomorphe a celle de départ, car certains objets admettent
plusieurs présentations.

Prenons la classe combinatoire C des mots sur ¥ = {a, b} qui contiennent au
moins une occurrence de la lettre a, avec comme fonction de taille la longueur des
mots.

Une expression réguliére (ambigué) décrivant cet ensemble est X*aX*. Nous
pouvons nous inspirer de cette expression réguliére pour considérer la classe combi-
natoire :

C1 =SEQ(Z, + 2p) X Z4 X SEQ(Z, + Zy) ,

avec Z, = {a} et Z, = {b} deux classes atomiques. Cette classe combinatoire n’est
pas isomorphe a C, car un méme mot de C est en fait associé a plusieurs éléments de
Ci : ainsi les éléments (a, (a,a)), (¢, (a, (a,a))) et ((a,a), (a,c)) de C; représentent
le méme mot aaa de C.

Il est courant, pour simplifier I’écriture, de considérer que C; est un multiensemble
de mots sur X : nous identifions par abus de notation les différents éléments (a, (a, a)),
(e, (a,(a,a))) et ((a,a), (a,c)), en disant que le mot aaa appartient a la classe C,
avec multiplicité 3. Avec cet abus de langage, tout mot de C; a comme multiplicité
son nombre d’occurrences de a.

En utilisant le dictionnaire, nous obtenons I'expression suivante pour C (z) :

1 1 v
Ci(w) = I—(@+a)  T-(@+ta) (1-22)°

Parfois cependant c’est jus-
tement les différentes dé-
compositions possibles que
nous voulons énumérer,
donc une telle spécification
n’est pas en soi "mauvaise".



Il y a deux solutions a
cette équation du second
degré, mais une seule
peut s’écrire comme
une série formelle a
coefficients positifs.
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En décrivant les mots de C a I’aide de I'expression réguliére non ambigué b*a>*
(nous décomposons les mots selon leur premiére occurrence de la lettre a), nous
obtenons la spécification suivante pour C :

Co = SEQ(Zy) X Z4 X SEQ(Z, + 2Z) .

Nous vérifions facilement que cette fois la classe combinatoire est bien isomorphe a
C. Le mot aaa de C est ainsi représenté par Iélément (e, (a, (a,a))) de Ca, que nous
noterons abusivement aussi aaa. Nous pouvons alors calculer facilement la série
génératrice de C en utilisant le dictionnaire :

1 1 T

CO) = " T T a—a 2 7 W

Exemple 1.61 (Exemple de spécification récursive : les arbres binaires).

» Un arbre binaire est un arbre plan dont les nceuds, étiquetés par un symbole e,
ont soit zéro soit deux fils. Nous définissons la taille |¢| d’un arbre binaire ¢ comme
son nombre de noeuds. La classe combinatoire C des arbres binaires se définit alors
par induction :

— un neeud e est un arbre binaire, de taille 1 par définition;
[ ]
— sitq et to sont deux arbres binaires, alors t/ > est un arbre binaire. Sa taille est
102
par définition 1 + [¢1| + [t2].
En définissant Z = {e} la classe atomique contenant un noeud e de taille 1, et en
[ ]

représentant un arbre de la forme t/ \t par un uplet (e, ¢1,¢2), nous remarquons que
112
la classe des arbres binaires admet la spécification suivante :

C=Z+ZxCxC,

en vérifiant bien que la taille canonique associée a cette spécification correspond
bien au nombre de nceuds d’un arbre. Par la Proposition 1.58, nous en déduisons que
la série génératrice de la classe C vérifie :

Clz)=z+x-C(x) C(zx)
. v <

et ainsi, en résolvant cette équation du second degré, C(z) = 5y

Remarque 1.62.

» Si nous voulons compter uniquement les noeuds internes dans la taille d’un arbre
binaire, il suffit de représenter les feuilles avec une classe neutre, et les noeuds internes
par une classe atomique, ce qui donne la spécification suivante :

Cint = E + Z X Cint X Cing

dont on calcule facilement la série génératrice Cjpe(z) = #. <

Exemple 1.63 (Généralisation : variété simple d’arbres [FS09, VIL 3]).
» Tous les arbres qui suivent dans cet exemple ont pour taille leur nombre de nceuds.
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Nous avons vu que la série génératrice des arbres binaires vérifiait I’équation
Co(x) = z(1 4 Co(x)?). Si nous regardons les arbres dont les nceuds sont d’arité 1,
2 ou 3, ils sont spécifiés par :

C3=Z2Z+ZxC3+2ZxC3+2ZxC3,

et ainsi leur série génératrice vérifie C3(x) = (1 + Cs(x) + C3(z)? + C3(x)3).
Plus généralement, soit {2 C N un ensemble d’arités (potentiellement infini) qui

contient 0. Nous considérons la classe T, des arbres plan enracinés dont les noeuds

ont une arité dans ’ensemble (2. Alors la série génératrice de la classe T vérifie :

T(z) =x¢(T(x)) avec¢(u):= Z u .

ne

Nous pouvons encore généraliser, en introduisant plusieurs types de nceuds pour
chaque arité : par exemple, s’il existe exactement deux types de nceuds unaires o et o
dans la spécification des arbres, alors [ul]¢(u) = 2.

Une classe d’arbres plans enracinés 7 dont la série génératrice vérifie une équation
de la forme T'(z) = 2¢(T'(x)), avec ¢(u) une série a coefficients positifs telle que
#(0) # 0, est appelée une variété simple d’arbres. <

Remarque 1.64.

» Le but des exemples précédents est de montrer que le calcul d’une équation vérifiée
par la série génératrice d’une classe combinatoire est automatique a partir d’une
bonne spécification de celle-ci : nous n’avons pas eu besoin de compter a la main le
nombre de mots de chaque taille n, pour ensuite multiplier chaque élément par =",
puis sommer, puis enfin tenter de reconnaitre des séries usuelles. |

Nous pouvons aussi définir des systémes récursifs de spécification, qui s’averent
trés utiles pour mieux décrire certaines classes combinatoires :

Définition 1.65 (Spécification d’un systéme de classes combinatoires, [FS09, Défi-
nition 1.7]).

» Une spécification récursive d’un uplet de classes combinatoires (Cy,...,C,) est
un systéme d’équations de la forme :

Cl = q)l(clv"'?CT)

C?‘ = QT(CL v 7CT)

ou ®q,..., P, sont des constructions combinatoires obtenues en utilisant les opéra-
tions sommes +, produit cartésien x et séquence SEQ a partir des classes Cy, ..., C,,
de classes neutres et de classes atomiques. <

Remarque 1.66.
» Toute spécification de cette forme ne définit pas forcément des classes combina-
toires. Par exemple, & une dimension, la spécification C = Z + C ne définit pas une
classe combinatoire valide, ni méme la spécification C = C!

Lors des calculs pratiques de combinatoire analytique, la question ne se pose
pas car nous partons généralement d’'une classe combinatoire qui existe, et nous
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construisons rétrospectivement une spécification de cette classe, qui par construction
engendre exactement la classe combinatoire que nous étudions.

D’un point de vue théorique, il est cependant nécessaire pour construire une
théorie des classes combinatoires et de leur spécification de définir proprement celles
qui définissent des classes combinatoires valides. Il ne s’agit d’ailleurs pas que d’une
question théorique, puisque les spécifications servent aussi a rendre automatique la
génération aléatoire : un algorithme automatique de génération aléatoire doit étre
capable de détecter que la spécification qu’on lui donne en entrée décrit une classe
combinatoire invalide.

Ce sont des questions profondes, et qui sortent du cadre de cette thése. Le but
de ces préliminaires n’est pas de définir les propriétés que doit vérifier une spéci-
fication pour définir une classe combinatoire. Nous renvoyons pour cela le lecteur
a larticle de [PSS12] qui définit précisément et rigoureusement des conditions sur
de tels systémes qui permettent de garantir I’existence et I'unicité de la solution, en
utilisant le formalisme des espéces [BBLL98]. En pratique, nous utiliserons dans les
prochains chapitres des spécifications suffisamment simples pour que la question ne
se pose pas, qui vérifieront presque toutes les conditions de [PSS12]. Les seules qui
pourraient poser des problémes seront celles issues des automates, car les spécifica-
tions produisent naturellement des classes neutres isolées, ce qui est interdit dans
les conditions de [PSS12]. Cependant, ces systémes ont naturellement une solution,
puisqu’ils décrivent exactement les calculs des automates, et ils sont d’autre part trés
simples (ils sont linéaires). <

Exemple 1.67 (Série des calculs d’un automate fini).
» Considérons 'automate suivant :

b a,b

(O——
Notons Cy (resp. C1) la classe combinatoire des calculs de I’automate joignant I’état
qo (resp. q1) a I’état final ¢;, avec comme fonction de taille le nombre de transitions
empruntées.
Un calcul de C; peut se décomposer de la facon suivante : ou bien c’est un calcul

vide, ou bien c’est une transition de la forme (g1, a, q1) ou (g1, b, 1) suivie d'un
calcul de C;. Nous pouvons donc spécifier C; :

Ci=E+(Z1a1+ Z1p1) X C1

avec Z1 41 := {(q1,a,q1)} qui est une classe atomique (nous définissons de méme
Z1 b1, 20,a,1, 20,p,0)> €t £ une classe neutre représentant un calcul vide.

Un calcul de Cy commence soit par la transition (qo, b, go) puis est suivi d’un calcul
de Cy, soit emprunte la transition (qo, a, ¢1) et est alors suivi d’un calcul de C;. Nous
avons donc finalement le systéme suivant pour les calculs de 'automate :

Co = Zo,p,0 X Co + Zp,0,1 X C1
Cih=E+(Z1a1+ Z1p1) X C1

D’un point de vue purement combinatoire, nous n’avons pas besoin de distinguer les
différentes transitions, qui comptent toutes pour un dans la taille d’un calcul, si bien
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que nous utilisons plus simplement la spécification suivante :

COZZXCO—FZXCl
61:6+(Z+Z)><Cl

qui génére bien les calculs de ’automate, en "oubliant” les étiquettes des transitions.
Leur série génératrice vérifie donc le systéme :

Co(z) =z x Cy(x) + x x Cy1(z)
Ci(x) =1+ (z+x) x Cy(z)

Dans ce cas particulier le systeme est triangulaire, il se résout donc tres facilement :
Ci(z) = 25 et Cp(x) = Mﬁﬁ Comme 'automate est non ambigu, il y a
autant de calculs acceptants de longueur n que de mots de longueur n acceptés par
I'automate. Il n’est donc pas étonnant que Cy(x) soit égal a la série génératrice du
langage accepté par ’automate, a savoir le langage des mots qui ont au moins une
occurrence de la lettre a. <

1.2.4 Parametre combinatoire, moments

Définition 1.68 (parametre combinatoire).

» Soit C une classe combinatoire. Un parameétre est une fonction x : C — N qui
associe a tout élément ¢ de la classe C une valeur entiére x(¢). La série génératrice
bivariée de C associée au paramétre x est la série :

u) = meuX(t) = Z cn,kaznuk

teC n,keN

ol ¢, i, désigne le nombre d’éléments ¢ de C de taille n qui vérifient x(t) = k.

En posant v = 1, nous remarquons que C'(z,1) = C(z) est la série génératrice
de la classe combinatoire C.

La série QC(z) := (0,C(z,u)) ‘u:l = nen(Dopen Fen k)™ estappelée la série
génératrice cumulée de (C, x). <

Soit C une classe combinatoire avec x un paramétre combinatoire. Pour toutn € N,
notons C,, I'ensemble des éléments de C de taille n, ¢, son cardinal, et ¢, , le nombre
d’éléments ¢ de C,, vérifiant x(t) = k.

La distribution uniforme sur C,, associe a tout élément ¢ de C,, une probabilité
P,.(t) = 1/cp. Nous pouvons considérer x comme une variable aléatoire sur I'es-
pace probabilisé discret C,, muni de la probabilité P,,. Alors P, (x = k) = C;:Lk, et
I'espérance de x sur C,, est définie par

:Zk-Pn(x:m:ZkZ’k-

keN keN

Les moments factoriels d’ordre r de x sur C,, sont définis par E, (x(x —1) ... (x —
r + 1)). La proposition suivante se vérifie simplement :

Proposition 1.69 (Moments, [FS09, Proposition III.2]).
» En gardant les notations de cette section, si x est un parametre associé a une classe
combinatoire C, alors :

[2™)0uC (2, u) |,

[]()

En(X) = (1-1)
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et plus généralement :

@O C )],
@ C 1) 12

E.(x(x=1)...(x =7+1)) =

ou 9;,C(x,u) désigne la dérivée partielle de C'(z, u) par rapport a u effectuée r fois.
Enfin, les moments d’ordre supérieurs s’expriment aussi a 'aide de C'(z, u) :

[z"](ud,,)" C(z, u)‘

I (13)

En(x") =

ou (udy)"C(z,u) signifie qu’on a effectué r fois 'opération de dériver par rapport a
u puis multiplier le résultat par w. <

1.2.5 Parametre hérité

Il sera utile dans la thése de considérer des parameétres compatibles avec les
spécifications des classes combinatoires. Ces parametres sont appelés hérités. Nous
les définissons plus généralement pour des uplets de d paramétres x = (X1, - -, Xd)-

Définition 1.70 (Parametre hérité, [FS09, Definition IIL.5]).

» Soient (C1,X), (C2,&), (C3,() trois classes combinatoires associées a des para-

metres multidimensionnels de dimension d.

— siC; = Cq + Cs, alors x est dit hérité de £ et  si pour tout t € Cy, x(t) = ()
sit € Cy, et x(t) = ((t) sit € C3. Nous notons alors cet héritage en écrivant
(C1,x) = (C2,€) + (C3,¢);s

— siC; = Cy x Cs, alors x est dit hérité de £ et ¢ si pour tout t; = (to,t3) € Cy,
X(t1) = &(t2) + ((t3). Nous notons alors cet héritage en écrivant (Cy, x) =
(C2,€) x (C3,¢);

— si C; = SEQ(C2), alors x est dit hérité de £ si pour tout ¢ € C; de la forme
(t1,...,tx) € C5 pour un certain k € N, x(t) = £(t1) + ... + &(t1). Nous notons
alors cet héritage en écrivant (C1, x) = SEQ(Cq, §).

<

La série multivariée associée a une classe combinatoire (C, x) est la série

C(:Ua Yty .- >yd) = Z Cn,il,nwidxnyll'l s yild

M, ..yt EN

ou Cp iy ,...i, désigne le nombre d’éléments ¢ de C de taille n vérifiant x1(t) = i1, ...,

Xd(t) = ia.
Nous noterons cette série C(x, y) pour condenser la notation.

Proposition 1.71 (Paramétre hérité, [FS09, Theorem III.1]).
» En gardant les mémes notations que précédemment :

— si (617X) = (6275) + (637C)’ alors Cl(ﬂ?,y) = CQ(J:?y) + Cg(:l?,y);
— si (ChX) = (6275) X (6374.), alors Cl(wvy) = CQ(J;>y) ' C3(£7y)§

— si (C1,x) = SEQ(C2, €), alors C1(2,Y) = 1=, 5py- °
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Exemple 1.72 (Marquage de sous-structures).
» Un cas particulier de parameétre hérité tres utile intervient en marquant dans une
spécification un atome ou une structure par une classe neutre ¢/ (de taille nulle).
Le paramétre considéré est le nombre de marquages dans un élément de la classe
combinatoire ; on vérifie facilement que ce paramétre est hérité. Cette technique est
trés utile pour compter le nombre d’occurrences d’'une sous-structure identifiable
dans la spécification de C.

Par exemple, rappelons que les arbres unaire-binaires sont spécifiés récursivement
par :

C=Z4+ZxC+ZxCxC.

Si nous voulons compter avec x le nombre de feuilles des arbres unaire-binaires,
nous ajoutons une marque U au niveau des feuilles :

C=ZxU+ZxC+ZxCxC,

qui se traduit au niveau des séries génératrices par : Cy(z,u) = zu + 2Cy(z,u) +
2C¢(z,u)?.

Si nous voulions compter les noeuds unaires a la place des feuilles, il suffisait de
marquer les nceuds unaires :

C=Z+4+(ZxU)xC+ZxCxC,

qui donne Iéquation C,, (7, u) = 2 + 2uCyn (2, u) + 20y (2, u)?.
Sinous voulons compter les deux d’un coup, nous obtiendrions de méme C'y ,,, (2, u)
2u 4 2uCfyn (@, u) + 20y (2, w)2. <

Exemple 1.73 (Série des calculs d'un automate de vecteurs).
» Considérons 'automate fini suivant sur (N2, +) reconnaissant un ensemble semi-
linéaire :

Notons Cy (resp. C1) la classe combinatoire des calculs de ’automate joignant I’état
qo (resp. q1) a ’état final ¢;, avec comme fonction de taille le nombre de transitions
empruntées. Nous avons déja vu qu’en considérant uniquement la taille, les calculs
pouvaient étre spécifiés par la classe combinatoire suivante :

Co=ZxCh+ZxC
61:€+(Z+Z)x01

Nous notons x; (resp. x2) le paramétre qui a tout calcul de automate associe la
premiére coordonnée (resp. seconde) de la somme des vecteurs présents dans ses
transitions. Ce parametre est naturellement hérité, et nous remarquons qu’un mar-
quage avec une classe neutre ) (resp. Vo) permet de 'insérer dans la spécification :
nous marquons deux fois avec ) la transition de gg a qo, une fois avec ) et trois
fois avec )» celle de qg a q1, et une fois avec ) celle de ¢ a ¢ :

CO:y12><Z><CO+y1><y§’><ZxC1
CL=E+ Ve x (24 2)x(



Cela revient a généra-
liser la notion de taille
d’un objet comme une

fonction de C dans
N? plutét que dans N.
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de telle sorte que le nombre de marques )); (resp. )s) dans un élément ¢ construit a
partir de la spécification correspond bien a x1(t) (resp. x2(t)).

En appliquant la Proposition 1.71, nous obtenons le systéme suivant pour les séries
génératrices des calculs de I’automate :

Co(z,y1,y2) = 2yiCo(x, y1,y2) + 2y1y5C1 (2, Y1, y2)
C1($7 Y1, y2) =1+ 21'3/201('7;1 Y1, y2)

Y15
(1 —xy}) (1 — 2zys)

et ainsi Co(z, y1,2) =

Remarque 1.74.
» La taille peut étre vue comme un parameétre hérité quelconque. Si nous pouvons

garantir que pour tout i1, ..., 74, le nombre d’éléments de C vérifiant x;(t) = i1,
...» Xd(t) = iq est fini, il est possible d’omettre la taille et la variable x si cette
information ne nous intéresse pas; cela revient a poser x = 1 dans C(z, y). <

Exemple 1.75 (Série d’'un ensemble linéaire décrit de fagcon non ambigué).
> Regardons I'ensemble linéaire L := (3) + {H), Oy = {0 +n3+n+
2m) | n,m € N} C N2,

Nous voulons calculer la série du support de L, définie par

Llyi,ye) == Y, o5
(il,ig)EL

Normalement, dans le contexte des classes combinatoires, il faut définir une fonc-
tion de taille a valeur dans N. Nous considérons donc la classe C des vecteurs de L,
en prenant pour taille d’un vecteur la somme de ses coordonnées (sa norme 1). Nous
marquons avec )] et Vs chaque coordonnée. Comme tout vecteur de (é) +{ (}) , (g) }
se décompose d’une unique facon sous la forme (;) + n(}) + m(g) avecn,m € N,
nous pouvons écrire la spécification suivante pour les vecteurs de C :

C=Z"x Y1 x V3 x SEQ(Z?% x Y1 x Vo) x SEQ(Z?% x Y2)
ce qui donne la série génératrice multivariée :

ty1ys
1 — 22y192) (1 — 22y3)

C(x,y1,y2) = (

5
En posant x = 1, nous obtenons L(y1,y2) = C(1,y1,y2) = %

En considérant par la remarque précédente que la taille est un marquage comme un
autre, nous pouvons nous passer de la variable z, et de la classe Z dans la spécification.
En effet, la spécification est non ambigué, de telle sorte que pour toute valeur (i1, i2)
du nombre d’occurrences des marqueurs ); et Vs, il y a au plus une seule structure
engendrée par la spécification ayant ce nombre de marqueurs. Nous utilisons donc

directement la spécification :

C =1 x V3 xSEQ(YV1 X M) x SEQ(V?)

y1y5 <

qui donne directement L(y;,y2) = o) (1=52)"
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1.2.6 Singularités et théoreme de transfert

Je reprends dans cette section la présentation de [FS09] et [Mis19]. L’idée de la com-
binatoire analytique est de regarder les séries formelles introduites précédemment
comme des fonctions analytiques complexes. Nous nous en servirons notamment
pour relier le comportement de ces fonctions analytiques au voisinage de leurs
singularités au comportement asymptotique de leurs coefficients de Taylor.

Définition 1.76 (Rappels d’analyse complexe).
» Soit f(z) : C — C une fonction, et zg € C. Alors

¢ JGoth)=f(z0)
h

— lafonction f est dite dérivable en 2 si le quotien admet une limite

lorsque i € C tend vers 0.
— f est dite holomorphe en z si elle est dérivable en tout point d’un voisinage de zj.

— [ est dite analytique en 2 s’il existe une série entiére de la forme ) an2",
de rayon de convergence strictement positif R, telle qu’a 'intérieur du disque
ouvert D(zy, R) de centre zg et de rayon R, on ait f(2) = > yan(z — 20)™.

Ces deux derniéres notions coincident : une fonction est holomorphe en un point
2g si et seulement si elle est analytique en 2. <

Définition 1.77 (Prolongement analytique, singularité, [FS09, Definition IV.4]).

» Soit f une fonction analytique définie sur un ouvert {2 non vide défini par I'intérieur
d’une courbe v : [0, 1] — C simple (y est injective sur [0, 1]) et fermée (7(0) = (1))
Soit zp un point de C sur la courbe .

On dit que f admet un prolongement analytique en zy s’il existe une fonction
analytique f* définie sur un ouvert 2* contenant 2, telle que f*(z) = f(z) pour
tout z € 2N OQ*.

I y a unicité du prolongement analytique : si deux fonctions analytiques définies
sur un ouvert connexe par arc {2 de C coincident sur un voisinage d’un point de U,
alors ces fonctions sont égales sur €2 tout entier.

Un point zg est appelé singularité de f si f n’admet pas de prolongement analytique
en zo. <

Exemple 1.78 (Exemples de singularités, [FS09, Definition IV.4]).

» La fonction ﬁ admet une unique singularité en z = 1.
La fonction /1 —z := ) -y m (277:) z" définie sur le disque ouvert de

centre 0 et de rayon 1, est prolongeable analytiquement sur C privé de la droite
[1,400[, mais n’admet aucun prolongement analytique en 1, qui est une singularité

de /1 — z. <

Proposition 1.79 (Singularités sur le cercle de convergence, [FS09, Theorem IV.5 et
IV.6]).

» Soit f(z) une fonction analytique au voisinage de 0, qui admet le développement
en série entiére f(z) = >, a,2". Soit R le rayon de convergence de cette série
entiere. Alors :

— f admet une singularité sur le cercle de convergence |z| = R;
— de plus, si tous les a,, sont des réels positifs, alors z = R est une singularité de f.
C’est le théoréme de Pringsheim.

Les singularités qui sont présentes sur le cercle de convergence sont appelées singu-
larités dominantes de f. |

La vraie formulation

du prolongement analy-
tique utilise des ouverts
connexes, mais nous au-
rons uniquement besoin de
la version sur des connexes
par arc.



Nous le citons dans le
cas d’une unique singu-
larité dominante réelle
positive, mais il existe
des versions qui gerent
le cas de plusieurs sin-
gularités dominantes.

I(z) := f0+°° e~ ft* Tt
est la fonction d’Euler, la
généralisation de la facto-
rielle : en particulier pour
n € N, I'(n) = (n—1)|,
r(/2) = v
I'(-1/2) = =2/
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FIGURE 1.2. Représentation d’'un A-domaine.

L’étude des singularités dominantes d’une fonction est au coeur de la combinatoire
analytique, car sous certaines conditions, le comportement d’une série analytique au
voisinage de ses singularités dominantes se transfére sur le comportement asympto-
tique de ses coefficients.

Définition 1.80 (A-domaine).
» Soit 29 € C un point du plan complexe non nul. Un A-domaine de z( est un ouvert
de la forme :

Az (0, R) ={z] 2] <R, 2 # 2, |arg(z — 20)| > 6}

pour un certain angle 6, et un rayon R > |zg| (voir Figure 1.2). <

Théoréme 1.81 (Théoréme de Transfert, [FO90], [FS09, Theorem VI.3]).

» Soit o, 8 € Ravec a ¢ {0,—1,—2,...}, et f une fonction analytique en z =
0, ayant comme unique singularité dominante z = p > 0 réelle positive. Nous
supposons de plus que f est analytique sur un A-domaine de zy = p. Alors :

— Si f(z) satisfait lorsque z tend vers p, en restant dans le A-domaine,
f(2) =0 (1= 2/p)™(~ log(1 — 2/p))") ,

alors [2"] f(2) =n—oo O (pfnno‘fl(log(n))ﬁ).

— Si f(z) satisfait lorsque z tend vers p, en restant dans le A-domaine, la condition
J(z) =0 ((1=2/p) (= log(1 — 2/p))") ,

alors [2"]f(2) =p—oo O (p*"no‘*l(log(n))ﬁ).

— Si f(z) satisfait lorsque z tend vers p en restant dans le A-domaine, la condition

F(2) ~ ML= 2/p)~*(—log(1 — z/p))",
avec \ une constante, alors

A

mpfnnafl (log(n))” .

[2"]f(2) ~n—oo
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Autrement dit, le comportement de f autour de sa singularité dominante se transfére
dans le comportement asymptotique de ses coefficients. <

Remarque 1.82.

» Une des forces de la combinatoire analytique est qu’elle fournit de nombreux outils
pour décrire le comportement asymptotique de séries décrites par des équations,
sans avoir besoin de résoudre ces équations. Couplée avec le théoréme de Transfert,
elle permet ainsi d’obtenir des équivalents asymptotiques de suites sans avoir besoin
d’une forme close. <

L’exemple suivant vise a résumer tous les outils de combinatoire analytique que
nous avons présentés dans ces préliminaires.

Exemple 1.83 (Exemple récapitulatif).
» Nous définissons 'ensemble L des arbres représentant des expressions réguliéres
sur l'alphabet {a, b} de fagon inductive :

— ¢,a,bsont des arbres d’expressions régulieres;

*
— siTEﬁR,alorsilpGER;

+ [
— si Ty et Ty sont dans L5, alors /\ et /\ sontdans L.
Ty T T Ty

Nous prendrons ’habitude de donner a des définitions d’arbres de cette forme une
description récursive de la forme :
c b+ T+ A A
=e+a+b+ | + N+
R »CR [,R ﬁR ﬁ’R ER ’
qui est en quelque sorte un mélange entre une définition récursive et une spécification
combinatoire. Cette description permet de définir succinctement les arbres que 'on
étudie et est plus lisible qu'une spécification combinatoire de Lz, qui utiliserait des
produits cartésiens :

LRrR=Z24+Z+Z+ZXLr+ZXLrXLr+Z XLy XLy,

en marquant chaque nceud des arbres par une classe atomique Z. Ainsi, en traduisant
cette spécification en équation sur les séries génératrices :

Lp(z) =32z + 2LR(2) 4+ 22LR(2)*
nous pouvons résoudre cette équation :

La() = 7B e A) = (1 - /o) (- /),

avec p; = ﬁ et po = ﬁ. Lg(z) est analytique en z = 0, donc il y a une
unique singularité dominante : p; > 0. En utilisant le théoreme de Transfert, nous
déduisons :

V1=p1/
n P1/ P2 n
2MLp(2) ~ Y 020 4 94/6)".
LR() ~ PR+ 2V
Nous nous intéressons désormais a la transformation suivante : étant donné un
arbre d’expression réguliére T € L%, nous notons o(7") I'arbre obtenu a partir de
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T en supprimant toutes les étoiles x qui se trouvent directement au-dessus d’une
étoile; autrement dit o(7") est obtenu en remplagant tous les sous-arbres de 7" de
la forme (77)* par T} et en recommencant jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible de
trouver deux étoiles consécutives.

Nous nous intéressons a la taille moyenne d’un arbre de taille n apres simplification.
Nous cherchons donc a marquer dans la spécification les étoiles qui disparaissent
aprés simplification. Actuellement, la spécification de Lr ne nous permet pas de
distinguer les étoiles qui vont rester de celles qui vont disparaitre, nous devons
introduire des classes supplémentaires pour le faire : nous notons A 'ensemble des
arbres dont la racine n’est pas une étoile, et S 'ensemble des arbres qui commencent
par une étoile. Nous avons la définition récursive suivante :

Lr=A+S
S=4tlk (1.4)

. +
A=a+b+e+ N + N
LR ER ,CR »C'R
Ce systéme se traduit directement en systéme combinatoire, en marquant chaque
*
nceud par Z, et en prenant soin de marquer par une classe neutre I/ I’étoile de ‘|9’ qui

disparait apreés simplification, car elle se trouve forcément au-dessus une étoile :

Lr=A+S
S=ZxA+ZxUxS (1.5)
A=Z4+Z+Z+ZXLr X Lr+Z X Lr X Ly
et donc en utilisant le dictionnaire nous obtenons le systéme suivant satisfait par les
séries génératrices :
LR('Z’ U) = A(Z, u) + 5(27 U)
S(z,u) = zA(z,u) + zuS(z,u)
A(z,u) = 3z + 22Lp(z,u)*.

Remarque 1.84.

» Dans la suite des chapitres, nous serons moins rigoureux, nous dirons abusivement
que le systeme récursif (1.4) est une spécification, et nous passerons directement a
I’équation sur les séries génératrices en expliquant a I’écrit quelle variable marque
quel type de nceud. <

Nous rappelons qu’en notant QLg(2) = 9, Lgr(z,u) |u:1, le nombre moyen e,
d’étoiles supprimées lors de la simplification d’un arbre de taille n est donné par la
formule de la Proposition 1.69 :

_ [F"QLR(?)
enp = .
[2"]Lr(2)
En dérivant le systéeme d’équation par rapport a u et en posant u = 1, nous

obtenons le systéme suivant :
QLr(z) = QA(2) + QS(2)
QS(z) = 2QA(z) + 2Q8(z) + 25(z)
QA(z) =42zLR(2)QLR(2).
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Ce systeme se résout facilement en utilisant le fait que S(z) = zLpr(z). Nous
obtenons alors :

25(2) 22Lp(z)  z— 22— 2/A(2)
1—2z—4zLg(2) A(z) 4/ A(z)
Ainsi QLg(z) posséde une unique singularité dominante en z = p;. Comme au
2
voisinage de z = p1, QLR(z) ~ : \/ﬁh, nous pouvons appliquer le

théoréme de Transfert (car ()L (z) est bien analytique sur un A-domaine de p;) :

[2"|QLR(z) ~ pL—pt (14 2V6)"
4y/mn(l — p1/p2) '

Ainsi le nombre moyen d’étoiles supprimées dans un arbre de taille n est asymptoti-
quement équivalent a

[2"|QLr(2)  p1— p? 8p1 . 25 — 44/6
[2"]LRr(2) 41— p1/p2\/1— p1/p2 529

En conclusion, la taille moyenne d’un arbre aprés suppression des étoiles consécutives

n ~ 0.0287 n.

€n —

. . s _ 25-4V6 _ 4
est asymptotiquement équivalent a kn avec K = 1 — =50~ = £55(126 + V6). <

1.3 Préliminaires sur les systemes de séries et le
théoreme de Drmota

1.3.1 Systemes polynomiaux

Un systeme polynomial d’équations de dimension d est un systeme d’équations,

dont les inconnues sont des fonctions (y1(z), .. .,y4(z)), de la forme :
vi(z2) = Fi(zy(2),- .-, va(2))
va(z) = Fa(zy1(2),-..,va(2))

ou les F;(Z;Y1,...Yy) sont des polynémes de Q[Z,Y1,...,Yy] pour i € [d]. En
notant y(z) = (y1(2),...,y4(2)), et F = (F1,..., Fy), on peut réécrire le systeme
sous la forme vectorielle :

y(2) = F(z;9(2)). (1.6)

Toute solution d’un systeme polynomial est algébrique. Il s’agit d’une conséquence
de la théorie de I’élimination, que je ne présente pas ici. J'invite le lecteur a consulter
[FS09, annexe B.1] pour une introduction a I’élimination par les résultants, et le
Théoreme 2 de [CLO07, p.122] pour une approche par les bases de Groebner.)

Proposition 1.85 (Voir par exemple [FS09, annexe B.1], [CLO07, The Elimination
Theorem p.122]).

» Soit (y1(z),...,ya(z)) une solution du systéme 1.6. Alors pour tout i € [d],
yi(z) est algébrique, c’est-a-dire qu’il existe un polynéme bivarié P;(z, Y;) tel que

Nous expliquerons dans la
suite la différence que nous
faisons entre le théoréme
de Drmota et le théoréme
de Drmota-Lalley-Woods.
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Proposition 1.86 (Unicité de la solution, [Drm97, FS09]).
» Si les coefficients des polyndmes F; sont positifs et si F'(0; y) = 0, alors il existe
une unique solution au systeme 1.6. <

Idée de la preuve. On montre que F' est une contraction dans I’espace métrique
complet des séries formelles, puis on applique le théoréme du point fixe. [ |

Définition 1.87 (Jacobien).

» Si F;(Z;Y1,...Y,) sont des polyndmes de Q[Z, Y1, ..., Y] pour i € [d], nous
notons F' le vecteur F1, ..., Fy). Alors la matrice jacobienne de F' par rapport a
y, notée Jacy F(Z,Y1,...,Yy), est la matrice carrée, de dimension d x d, dont les
coefficients sont des polynoémes définis par :

(JaCyF(Z,YL PN aYd))i,j = ay]FZ(Z, Yl, PN ,Yd).

La matrice Jacobienne est notamment utile pour calculer des dérivées : si y(z) =
(y1(2),...,yqa(z)) est un vecteur de séries vérifiant le systéme 1.6, alors en notant

y'(2) = (¥1(2),...,y}4(2)), nous avons :
Y'(2) = Jacy F(z,11(2), ..., ya(2)) - ¥/ (2) -

Il s’agit simplement d’une notation condensée, sous forme de produit matriciel, de la
régle de dérivation en chaine pour des fonctions composées. |

1.3.2 Systemes analytiques bien conditionnés, théoreme de Drmota

Les systémes qui nous ont intéressés dans cette thése ont des propriétés supplémen-
taires qui assurent entre autres I'unicité de la solution, de la singularité dominante,
et un comportement en racine carrée. Le cas analytique est étudié par Drmota dans
[Drm97, Drm09] avec des paramétres u que nous n’utiliserons pas, et reformulé
(sans parametre) dans [BBY10] qui précise les conditions du théoréme sur les points
caractéristiques. Flajolet et Sedgewick donnent une preuve de ce résultat, qu’ils
appellent théoréme de Drmota-Lalley-Woods, dans le cas polynomial [FS09, p. 489].

Les systemes étudiés sont appelés bien conditionnés par [BBY10]. Ils vérifient un
ensemble de propriétés que 'on retrouve plus ou moins, sous une forme ou une autre,
dans les conditions de [FS09], de [Drm97] ou de [Drm09].

Définition 1.88 ([BBY10]).
» Un systéme d’équations y = F'(z; y) est bien conditionné s’il vérifie les conditions
suivantes :

a. chaque F; est une série entiére a coefficients positifs;

b. F(z;y) est holomorphe dans un voisinage de l'origine;

. F(0;y) = 0;

. le systeme n’est pas linéaire;

. le graphe de dépendance associé est fortement connexe;

. pour tout i, F;(z,0) # 0. <

- 0 QN

La derniére condition est énoncée différemment chez [Drm97, Drm09], qui de-
mandent qu’il existe un i tel que F;(z,0) # 0. Cette condition est équivalente par
forte connexité, des qu'on peut assurer qu'aucune composante solution ne peut
étre nulle. Dans plusieurs chapitres nous utiliserons cette version, en remplagant la
condition f. par la condition :
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f°. il existe i tel que F;(z,0) # 0, et il existe un vecteur solution y(z) de séries non
nulles, dont les coefficients de Taylor sont positifs.

De méme, dans [Drm97], la condition de non-linéarité semble plus forte, car elle
demande I’existence d’un terme au moins carré 9 F; / 3yJ2 # 0 pour certains indices
t et j; ce n’est pas un probléme, car par forte connexité, on peut obtenir un tel
terme a partir d’un terme non linéaire, en utilisant les transformations présentées
dans [BBY10] (minimal self-substitution). Dans [BBY10], les auteurs ont ajouté une
condition (det(/ — Jacy F'(0;0)) # 0), qui a été par la suite retirée, dans une version
corrigée de l'article sur Arxiv. Enfin, dans [Drm97], Pauteur a ajouté la condition
F,(z,y) # 0. Ces deux derniéres conditions sont en fait impliquées, dans le cas ou
F n’est pas nul, par la condition F'(0; y) = 0 et 'analycité de F' en O (car F s’écrit
alors sous la forme F'(z,y) = zK(z,y)). Un travail de nettoyage des conditions des
différentes versions du théoréme est en cours de réalisation par Carine Pivoteau et
Bruno Salvy, que je remercie de m’avoir éclairé sur le sujet.

Le théoréme de Drmota permet de démontrer que les solutions de systemes bien
conditionnés ont un comportement asymptotique en racine carrée. Plus précisément :

Théoréme 1.89 (Théoréme de Drmota).
» Soit y = F(z;y) un systéme analytique bien conditionné. Alors :
a. Il existe un unique vecteur de séries entieres y(z) solution du systéme y =
F(zy).
b. Les coefficients des séries solutions sont positifs, et s’obtiennent par itération du
systéme.
c. Tous les y;(z) ont le méme rayon de convergence 0 < p < 400, et présentent
une singularité en z = p. De plus 7; := y;(p) < +o0.
Si de plus (p, T) est dans le domaine de convergence de F'(z;y) (c’est le cas
automatiquement si le systéme est polynomial), alors :

d. (p, T) vérifie le systéme caractéristique :

{’T =F(p;T)
0 = det(Id — Jacy[F](p; 7))

e. Chaque y;(z) peut s’écrire sous la forme y;(z) = gi(z)—hi(z)/1 — z/p, dans un
voisinage de z = p privé de (p, +0), avec g;(2), h;i(z) des fonctions analytiques
enz = p,ethi(p) #0.

f. Enfin, si a partir d’un certain rang tous les coefficients de Taylor des y;(z) sont
non nuls, alors p est 'unique singularité dominante des y;(z), et il existe des
constantes C; telles que pour tout ¢ € [d] :

2"yi(z) ~ Cip~"n™%?

n—o0

<

Le but de l'article [BBY10] est de préciser dans quels cas on peut étre stir que (p, 7)
est bien un point caractéristique, et comment le caractériser parmi tous les points
caractéristiques. Nous n’avons pas besoin de ces subtilités dans cette these, car nous
utilisons généralement des systémes polynomiaux, et dans le seul cas analytique,
nous supposons que la singularité vérifie bien I’équation caractéristique. Par ailleurs,
le systéme provient souvent de la combinatoire, ce qui donne des renseignements
supplémentaires sur p.
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Introduction a la partie

Arbre d’expression

Les expressions sont une description simple d’objets informatiques, trés souvent
utilisées par les programmes qui s’adressent a un public non-expert. Nous pouvons
citer le cas des expressions réguliéres qui sont présentes dans tous les langages de
programmation ; mais aussi les formules logiques qui permettent aux utilisateurs de
spécifier facilement les propriétés qu’ils veulent faire vérifier au programme. Bien
que ces expressions soient souvent ensuite transformées dans la mécanique interne
des programmes sous une forme plus adaptée au traitement algorithmique, elles sont
largement choisies comme format d’entrée.

Plus généralement, les expressions consistent a décrire par une suite finie de
symboles facile des objets ou des ensembles informatiques. Par exemple :

— les expressions régulieres, que nous avons déja évoquées, représentent des lan-
gages, des ensembles potentiellement infinis de mots. Par exemple, 'expression
réguliére (a + b)* représente 'ensemble de tous les mots possibles formés avec
les lettres a et b.

— les formules logiques représentent des fonctions booléennes. Par exemple, la
formule 1 A xo définit la fonction qui a (1, z2) associe vrai si et seulement si
x1 et x9 sont vrais.

— les formules de Presburger permettent de représenter des sous-ensembles de N,
Ainsi la formule ¢(x) = Jy, 2 -y = x représente ’ensemble des nombres pairs.

— les expressions arithmétiques représentent des fonctions mathématiques. Ainsi
I'expression /2 représente la fonction qui a € R associe sa moitié.

— les formules LTL, qui suivent la syntaxe @ := p|PAP|~P| X P|PUP, représentent
des fonctions booléennes sur des mots infinis décrivant par exemple les états d’'un
systéme informatique.

Si ces exemples ne sont bien silir pas exhaustifs, nous pouvons remarquer que leur
description obéit a chaque fois a une syntaxe précise ; nous pouvons ainsi identifier
des constantes (a et b dans les expressions réguliéres, les variables z; et z2 dans
les expressions logiques, ...), et des opérateurs (4, *, A, .. .), qui ont une arité fixée
(Pétoile de Kleene * est d’arité 1 par exemple, c’est-a-dire qu’elle s’applique a une
expression réguliére, tandis que I'opérateur A est d’arité 2 et relie ainsi deux formules
logiques).
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Les différentes expressions vues ci-dessus partagent un autre point commun : elles
se représentent facilement sous la forme d’un arbre ou d’un terme (voir Figure 1.3).
Cette structure d’arbre permet notamment de se passer des parenthéses, qui sont
nécessaires pour les expressions écrites en notation infixée. Ainsi, dans la figure 1.3,
nous avons pu retirer dans 'arbre les parenthéses de I'expression réguliére (a + b)*.
Par ailleurs, la représentation sous la forme d’un arbre offre des outils théoriques et
pratiques pour manipuler ces expressions.

* 3 A\
1 VAN /N
+ Yy = Z1 x2
/N / \
a b X x
1\
29

FiGure 1.3. Exemple d’arbres représentant les expressions (¢ + b)*, Jy, 2 x y = z,
etz A xo

Analyse en moyenne et benchmarks

En résumé, de nombreux programmes sont amenés a traiter des expressions qu’ils
recoivent en entrée, qu’ils les utilisent directement sous leur forme arborescente pour
répondre a certaines questions (par exemple tester si une expression réguliére recon-
nait le mot vide, ou encore calculer la dérivation formelle d’une fonction), ou qu’ils
les transforment en une autre structure plus adaptée au probléme a résoudre (par
exemple, une expression réguliére encodée par un arbre est typiquement convertie
en automate fini pour faire des recherches dans un texte). Nous souhaitons géné-
ralement estimer l’efficacité de tels programmes. La mesure classique pour étudier
Pefficacité d’un outil est la complexité au pire cas, mais il y a souvent une grande
différence entre ce qui est prédit dans le pire cas, et ce qui est observé a I’exécution.
Une approche plus pragmatique consiste a tester les algorithmes sur de nombreuses
entrées, appelées benchmarks, et comparer leurs performances expérimentalement.
La difficulté est alors reportée sur la constitution d’une bibliotheque d’un grand
nombre de tests pour comparer les algorithmes entre eux. Pour que ces comparaisons
soient pertinentes, I'idéal est de tester les programmes sur des entrées issues de cas

FiGURE 1.4.La hauteur moyenne d’un arbre aléatoire uniforme de taille n est ©(y/n).
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FiGURE 1.5. La hauteur moyenne d’un arbre aléatoire ABR de taille n est ©(logn).

d’utilisation réels, mais avoir accés a de tels exemples, en nombre et de toutes les
tailles, peut s’avérer difficile. En pratique, on teste les algorithmes sur des expres-
sions générées aléatoirement, car c’est un moyen simple d’avoir accés a un grand
nombre d’expressions diverses. D’un point de vue plus théorique, il est par ailleurs
possible d’analyser le comportement de 1’algorithme sur ces entrées aléatoires; il
s’agit de la complexité en moyenne. Pour que les expressions aléatoires reflétent bien
le comportement de I’algorithme, il faut cependant choisir une distribution sur les
entrées de taille n, qui soit a méme de favoriser des exemples réels; lorsque aucune
information supplémentaire n’est connue sur la distribution des entrées, il est naturel
de se tourner vers deux distributions standard :

a. la distribution uniforme, pour laquelle chaque expression de taille n est équipro-
bable. Elle a 'avantage de donner la méme probabilité a toute expression d’une
taille fixée, et ainsi couvre bien toutes les possibilités.

b. la distribution ABR, qui favorise les arbres plus équilibrés. Le choix de cette dis-
tribution s’explique par la facilité avec laquelle on peut générer un arbre aléatoire
de taille n : 'algorithme a une complexité linéaire, et est surtout élémentaire a
implémenter !. Il est par ailleurs facile de paramétrer les probabilités de chaque
opérateur pour ajuster la distribution des expressions tirées. L’Algorithme 1
représente une instance particuliere de I'algorithme de génération d’un arbre
d’expression suivant la distribution ABR, dans le cadre des expressions LTL :
pour tirer un arbre de taille n > 3, on tire au hasard sa racine parmi tous les opé-
rateurs possibles; si I'opérateur tiré est unaire, on génére récursivement le fils de
la racine; si I'opérateur tiré est binaire, on tire uniformément au hasard les tailles
des deux fils (qui doivent sommer a n — 1), puis on les génére récursivement
selon les tailles tirées.

Nous nous intéresserons a ces deux distributions dans cette partie de la thése.

La distribution uniforme sur les expressions aléatoires uniformes a déja été bien
étudiée a I’aide des outils de la combinatoire analytique. Par exemple, la hauteur
moyenne d’une expression aléatoire uniforme croit en ©(y/n) [FO82]. Les auteurs
de [FSS90] ont montré aussi que si’on compresse un arbre aléatoire uniforme, en
identifiant des sous-expressions communes, le graphe acyclique correspondant a en
moyenne une taille en O( \/IZ@) Il existe aussi des résultats associés a des classes
d’expressions plus spécifiques. Par exemple, la taille en moyenne de I’automate
construit a partir d’'une expression réguliére uniforme est linéaire [Nic09, BMMR15].
Dans le contexte des expressions formelles, le colit moyen en temps et en espace du
calcul de la dérivée d’une fonction aléatoire uniforme est en ©(n*/2) [FS87]. Dans
sa thése [NT04], Michel Nguyén-Thé s’est intéressé a plusieurs arbres d’expressions
uniformes (avec des poids sur les étiquettes des noeuds des arbres), notamment
des expressions arithmétiques "min/+", "+/—", "+/x", dont il décrit précisément

1. 1l est en fait aussi possible de générer des arbres uniformes en temps linéaire [Dev12], mais
lalgorithme est beaucoup moins simple & comprendre et a implémenter.



Le lecteur peut se référer a
[CDM91] pour un survol
de différentes techniques

symboliques utilisées
pour étudier des arbres
aléatoires suivant la distri-
bution uniforme ou ABR.
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la distribution asymptotique des valuations, lorsque la taille des arbres tend vers

I'infini. De fagon complémentaire a cette approche centrée sur la valuation exacte

des arbres, [CFCS90] (resp. [NTO04, chapitre 4]) étudient des phénoménes de sim-

plification d’arbres binaires (resp. p-aires) plus généraux, lorsque tous les nceuds
[¢]

internes, étiquetés o, sont idempotents T/ \T = T pour tout T'), ou encore nilpotents

[e]
( T/ \T = e pour tout 7', avec e appelé élément neutre). Les auteurs montrent que les

simplifications induites par ces opérateurs réduisent assez peu les arbres considérés,
d’un facteur constant en moyenne. Finalement, [NT04] exhibe un phénomeéne plus
surprenant, dans le cas particulier des expressions booléennes : en utilisant 8 régles
de simplification, dont la moitié provient des regles d’absorbance x VT = TVz =T
etx N L =1L Az = 1, alorslaréduction induite par ces régles simplifie en moyenne
considérablement la taille des arbres booléens : la taille moyenne des arbres booléens
aprés réduction tend vers une constante lorsque la taille des arbres tend vers l'in-
fini. C’est ce phénomeéne que nous avons cherché a étudier, au-dela des expressions
booléennes.

La distribution ABR est une distribution tout aussi étudiée, bien que tres différente
de la distribution uniforme : par exemple, la hauteur typique d’un arbre a n nceuds
suivant la distribution ABR est en O(log(n)) [Dev86], alors qu’elle est en O(y/n)
pour la distribution uniforme. Les Figures 1.5 et 1.4 permettent de mieux apprécier la
forme typique des arbres pour ces deux distributions. Le comportement en moyenne
d’un algorithme sera donc sensiblement différent selon que la distribution des en-
trées suit la distribution uniforme ou la distribution ABR. Par exemple, ’automate
de Glushkov associé a une expression réguliére suivant la distribution ABR a en
moyenne O(n?) transitions [NPR10]; tester I'égalité de deux arbres binaires non
étiquetés de taille totale n se fait en O(1) en moyenne pour la distribution uniforme,
mais est en ©(log(n)) en moyenne pour la distribution ABR [Mar91]. Dans le cas
des expressions arithmétiques, les travaux de [NT04] sur des arbres binaires "+/-"
montrent un comportement différent de la distribution uniforme en ce qui concerne
la valuation moyenne de I’expression représentée; par ailleurs, ’auteur exhibe un
phénomeéne de seuil lorsque la probabilité de 'opérateur + dépasse 3/4 : les distribu-
tions limites avant et apres ce seuil sont différentes. Pour les fonctions booléennes,
nous pouvons citer les travaux de [CGM11] sur la distribution ABR des arbres "et/ou".
Les auteures montrent que pour tout choix de probabilité de 'opérateur V, la dis-
tribution ABR charge uniquement les fonctions T'rue et False, quand la taille des
arbres générés tend vers l'infini. Dans la continuité des travaux de [CFCS90, NT04],
[SCFC06] ont étudié, pour des arbres binaires suivant la distribution ABR, les simpli-
fications induites lorsque tous les nceuds internes sont idempotents ou nilpotents :
les auteurs démontrent, entre autres, que comme pour les arbres uniformes, ces
réductions réduisent assez peu la taille des arbres, d’un facteur multiplicatif constant
en moyenne.

Enfin, il est important de préciser que cette distribution est utilisée en pratique
pour générer des expressions aléatoires afin de tester des algorithmes de vérification :
par exemple, le générateur aléatoire de formules LTL de Spot [DLLF'16], ou encore
I'utilitaire 1btt de TCS [Tau00, p.46], utilisent cette distribution pour générer des
formules LTL aléatoires (voir aussi [DGV99] et I’ Algorithme 1).
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function RandomFormula(n) :

if n = 1then

p := random symbolin AP U{T, L};
return p;

else if n = 2 then

op := random operator in {—, X, 0, 0 };
f := RandomFormula(1);

return op f;

[ . DI R CR

=
=)

op := random operator in {—, X, 0,0, A, V, =, <, U, R};
if op in {—,X,, 0} then

f := RandomFormula(n — 1);

return op f;
else

x := random integer in the interval [1,n — 2];

f1 := RandomFormula(z);

f2 := RandomFormula(n — x — 1);

return (f1 op f2);

[ T
N g R W NoR

=
3

Algorithme 1 : Le pseudo-code utilisé par TCS [Tau00, p.46] pour générer
une formule LTL aléatoire. C’est une instance particuliére de ’algorithme de
génération d’un arbre d’expression suivant la distribution ABR.

Redondance des expressions, élément absorbant

On fait généralement la distinction entre la syntaxe d’une expression, c’est-a-
dire ’arbre étiqueté, et sa sémantique, c’est-a-dire I’objet qu’il représente. Pour de
nombreuses classes d’expressions syntaxiques, on peut voir apparaitre un phénomene
de redondance : plusieurs expressions différentes représentent les mémes objets. Par
exemple :

— les expressions réguliéres (a + b)*, (a + b)* + (bab)* et (a + b)(a + b)* + ¢
représentent le méme langage, celui de tous les mots sur I’alphabet {a, b}

— les formules logiques T, T V z, et —_L représentent la méme fonction booléenne,
la tautologie vraie.

— les expressions arithmétiques /2 et 4 x (x/8) sont équivalentes.

Il apparait ainsi immédiat que tirer au hasard une expression n’est pas du tout équi-
valent a tirer au hasard ’'objet qu’elle représente ; certains objets sont sur-représentés
par rapport a d’autres, selon le nombre d’expressions d’une taille donnée qui les
décrivent. Dans ce cas, les analyses en moyenne et les benchmarks utilisant des
expressions aléatoires sont-ils pertinents ? Nous allons voir dans cette partie de la
thése que la réponse a cette question est souvent négative.

Dans cette partie de la thése, nous nous sommes restreints a la prise en compte
d’une redondance trés simple sur les arbres d’expressions, due a la présence d’un

élément absorbant. Un arbre P est dit absorbant pour un opérateur ® si toute ex-
® ®
pression de la forme /\ ou /\ , avec T une expression quelconque, est équivalente

P T TP
sémantiquement a P (c’est-a-dire qu’elle représente le méme objet que P).
Dans tous les exemples mentionnés précédemment on trouve des éléments absor-
bants :

— lexpression (a+b)* est absorbante pour 'union + pour les expressions réguliéres
sur les lettres a et b. En effet, 'union d’un langage quelconque avec tous les mots
possibles donne encore le langage de tous les mots. Ce n’est d’ailleurs pas le



On se convainc facilement
que le cadre de travail du
chapitre 2 permet aussi
d’étudier les éléments ab-
sorbants a droite. Pour

les autres chapitres, il
faut vérifier plus en détail
les calculs, méme si les
résultats ne devraient

a priori pas changer.
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seul élément absorbant pour I'union, il y a aussi (a* + b)*, (a*b*)*, ((a + £)b)*,
e+ (a+b)(a+b), ...

— T est absorbant pour Popérateur V. En effet, vrai ou n’importe quelle expres-
sion est toujours vrai. De méme, L est absorbant pour A. Et toute expression
équivalente a L (comme x A —x) est absorbante pour A.

— Pour LTL, T est aussi absorbant pour 'opérateur V, et L est absorbant pour A.
Si nous voulons utiliser la sémantique propre de LTL, nous pouvons dire que
L est absorbant a droite pour U : ¢ U L est équivalent a L, mais nous sortons
légérement du cadre que nous avons étudié dans cette thése, car ’élément n’est
absorbant que d’un coté.

— O (etx — x,1In(1),...) est absorbant pour la multiplication X.

Le but principal de cette partie sur les arbres d’expressions est de montrer que la
seule présence d’un élément absorbant pour un opérateur fixé, dans la sémantique
des arbres d’expressions, suffit en général a montrer que la distribution uniforme
est dégénérée par rapport aux objets représentés. Par conséquent, cette distribution
ne devrait pas étre utilisée pour I’étude en moyenne des algorithmes — qui étudient
finalement plus la dégénérescence de la distribution uniforme que le comportement
des algorithmes — ni pour la génération aléatoire pour les benchmarks. Ce phénoméne
est suffisamment général pour nous permettre d’exhiber un grand nombre de classes
d’expressions qui rentrent dans ce cadre, tout en évitant d’avoir a adapter les preuves
au cas par cas, selon la sémantique particuliere de chacune des expressions étudiées.

Nous cloturons cette partie en étudiant la distribution ABR, et en montrant no-
tamment que I'influence d’un élément absorbant sur cette distribution est a priori
plus complexe que pour la distribution uniforme.

Plan de la partie

Dans le chapitre 2, nous étudions les conséquences de la présence d’un élément
absorbant pour des arbres d’expressions, spécifiés par des grammaires algébriques,
que l'on tire uniformément au hasard. Ces systémes permettent notamment d’éviter
certaines redondances ou certains motifs dans les arbres tirés au sort. Par exemple,
si on souhaite considérer des expressions réguliéres sans deux étoiles de Kleene
consécutives, on peut considérer la spécification suivante :

*

Lr=14+S8,
S n .
S=a+b+e+ /N + /N
Lr L

= Lr Lr

Le résultat principal de ce chapitre est qu’en présence d’un élément absorbant, un
arbre uniforme de taille n spécifié par un tel systéme est, sous certaines conditions
sur le systéme, équivalent & un arbre plus petit, de taille en moyenne bornée par
une constante lorsque n tend vers 'infini. Par ailleurs, cet arbre équivalent s’obtient
par réduction simple de ’arbre, en simplifiant par I’élément absorbant lorsqu’il se
trouve sous 'opérateur ®. Nous montrons un résultat similaire pour les moments
d’ordre supérieur associés a la taille apres réduction. Les conditions sur le systéme
sont suffisamment générales pour s’appliquer a de nombreux systémes, notamment
dans le domaine des expressions réguliéres : par exemple, notre résultat s’applique
aux spécifications de [LS05], utilisées pour dénombrer les expressions réguliéres, et
qui tentent d’éviter certaines redondances.
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Dans le chapitre 3, nous étudions plus en détail le cas des expressions spécifiées
par une équation unidimensionnelle, mais en autorisant, avec quelques contraintes,
des arités non bornées pour les opérateurs, afin de pouvoir modéliser en partie I’as-
sociativité de certains opérateurs. Cela permet notamment d’utiliser la construction

de type SEQ dans les spécifications d’arbres, pour capturer aussi bien les expressions
*

. +
réguliéres spécifiées par la grammaire Lr = a+ b+ e+ L‘ + . /\ﬁ + . /\L , que
R LrLr  Lr Lr

les expressions réguliéres spécifiées par

L tbte+ |+ A+ A + /T +§: /T
R=d c ‘CR ['R LR ER ER LR [:72 CR ) LR ['R ’
n fois

qui traduit le fait que I'opérateur + peut avoir un nombre arbitraire de fils. Plus pré-
cisément, nous nous sommes intéressés a des classes combinatoires £ définissant des
variétés simples d’arbres, dont la série génératrice T'(z) := ) t,2", ou t,, compte
le nombre d’arbres de £ de taille n, satisfait donc une équation unidimensionnelle
de la forme T'(z) = z¢(T'(z)). Nous nous sommes toutefois restreints au cas simple
ou ¢ est une fonction analytique vérifiant des hypothéses analytiques classiques
précises (appelées schéma d’inversion lisse). Par exemple, pour L définie ci-dessus,
la série génératrice vérifie

Lg(2)? ) '

Lr(z) =2 (3 + Lr(2) + Lr(2)* + - Lr(2)

Nous avons montré ainsi que sous ces hypothéses, qui sont naturelles et vérifiées
dans de nombreux cas, on observe le méme phénomene de dégénérescence de la
distribution uniforme : un arbre d’expressions uniforme de taille n est équivalent a
un arbre de taille plus petite, dont la taille moyenne tend vers une constante lorsque
n tend vers l'infini (et de méme pour les moments d’ordre supérieur).

Si les réductions induites par un élément absorbant sont trés générales et s’ap-
pliquent a de nombreuses classes d’expressions, elles sont trop grossiéres pour cap-
turer précisément la sémantique des arbres étudiés. Ainsi, les constantes annoncées
dans les deux précédents articles sont énormes, méme pour des équations unidimen-
sionnelles trés simples (plusieurs millions pour les expressions réguliéres sur un
alphabet a deux lettres). Ceci pourrait remettre en question notre mise en garde de
ne pas utiliser en pratique la distribution uniforme sur des arbres d’expressions : il
pourrait finalement s’agir d’une objection purement théorique, que I’'on n’observera
jamais en pratique sur des arbres de taille raisonnable. Dans le chapitre 4, nous
étudions plus en détail la sémantique des expressions réguliéres uniformes, en intro-
duisant des régles supplémentaires spécifiques aux expressions réguliéres. Le but est
de raffiner les résultats annoncés au chapitre précédent, et faire baisser les constantes
en jeu. Nous montrons notamment qu’une expression réguliere uniforme de taille
n est équivalente lorsque n tend vers 'infini a une expression de taille environ 77
en moyenne. Cette constante est confirmée par des courbes expérimentales (voir
Figure 1.6).

Enfin, dans le chapitre 5, nous étudions ce qui se passe lorsque la distribution des
arbres n’est plus uniforme, mais la distribution ABR, pour des arbres d’expressions
unaire-binaires. Cette fois, le comportement asymptotique des tailles apres réduc-
tion est plus complexe, et dépend de la probabilité pg d’apparition de 'opérateur
absorbant, et la probabilité p;y d’apparition d’un opérateur unaire. Intuitivement, il y

La taille d’un arbre est son
nombre de neeuds.
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FiGURE 1.6. Taille moyenne aprés réduction, observée expérimentalement sur des
expressions régulieres uniformes, a deux lettres (échelle logarithmique)

a peu de réductions lorsque pg est trop petit, et il y a beaucoup de simplifications
lorsque pg est proche de 1. Nous avons détaillé précisément la dynamique de la taille
asymptotique moyenne aprés réduction en fonction de la probabilité pg d’apparition
de 'opérateur absorbant, et identifié deux seuils de changement de phase dans le
comportement de la réduction, confirmés par les expériences. Ainsi la taille réduite
moyenne d’un arbre aléatoire de taille n suivant la distribution ABR, a un comporte-
ment asymptotique décrit par le schéma suivant, selon la probabilité d’apparition de
l'opérateur absorbant :

o( (10gnn)w) O(logn)
O(n) o(n’) e(1)
0 presque aucune réduction % réduction  3—pt cas 1
importante dégénéré

FiGURE 1.7. Comportement des tailles réduites asymptotiques dans le cas des arbres
d’expressions suivant la distribution ABR

Cette partie est un travail en commun avec Cyril Nicaud et Pablo Rotondo. Le
chapitre 2 a fait I’objet d’'une publication & DLT en 2020, et d’une publication en
version longue (en tant que special issue de DLT) a IJFCS en 2021. Le chapitre 3 a été
publié a MFCS en 2020, le chapitre 4 a CSR en 2021, et le chapitre 5 a STACS en 2021.
Je conclus cette introduction avec le tableau suivant qui résume les contributions de
chaque chapitre :

Chap.

Type d’équation(s)

Réduction considérée

Distribution

Taille moyenne

2
3

4
5

systéme polynomial
unidimensionnelle analytique
* . +
Lr=a+b+e+ | N
R=a+ +p+£R+£R£R+L7{/>:R
unidimensionnelle de degré 2

élément absorbant
élément absorbant

détection heuristique d’arbres universels

élément absorbant

uniforme
uniforme

uniforme

ABR

constante
constante

constante (=~ 77)

de constante a linéaire

TaBLE 1.1. Résumé des contributions des différents chapitres



Ce chapitre est en grande partie issu de P'article [KNR20] et de sa version longue [KNR21].

Réduction d’expressions spécifiées par
un systeme

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux phénomenes de réduction dus a la
présence d’un élément absorbant pour des expressions spécifiées par des systémes
combinatoires. Un exemple classique d’un tel systéme est la description de la classe
L des arbres décrivant des expressions réguliéres :

*

° +
£R=a+b+e—|—ﬁ| +£/\ + A . (%)

R R LR ER [/R

Il s’agit d’'une spécification récursive a une dimension, dans le sens ou elle ne dé-
pend que d’une classe combinatoire inconnue L, qui définit toutes les expressions
réguliéres syntaxiquement correctes. Plus généralement, nous nous intéressons aux
classes définies par des systémes combinatoires, afin d’étudier les conséquences de
la présence d’un élément absorbant sur des sous-ensembles d’expressions; grace aux
systémes nous pouvons par exemple étudier les expressions réguliéres qui n’ont pas
deux étoiles de Kleene successives, en utilisant le systéme :

,CR:*-FS,
§ + . (*%)
S=a+b+e+ /N + /.
ﬁRl:R ERER

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 2.1 (Enoncé informel).

» Pour toute classe d’expressions définies par un systéme d’équations combinatoires,
en présence d’un élément absorbant pour un opérateur d’arité au moins 2, si certaines
conditions sur le systéme sont respectées, alors une expression uniforme de taille
n est équivalente a une expression de taille bornée par une constante en moyenne
quand n tend vers 'infini. De plus tous les moments d’ordre supérieur associés a
cette taille sont aussi bornés. Par ailleurs le calcul de cette expression équivalente se
fait par un simple parcours de I’arbre, en temps linéaire. <



Les systémes de séries
génératrices associées se-
ront donc polynomiaux.
Comme nous I’avons
expliqué dans ’intro-
duction, nous pourrions
vouloir considérer que

A a une arité non fixée
pour modéliser son as-
sociativité. Nous sortons
du cadre des systémes
polynomiaux dans ce
cas, cf. le chapitre 3.
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Autrement dit, la distribution uniforme est dégénérée pour ces expressions : les
objets qui ne peuvent étre décrits par des arbres de petite taille sont sous-représentés.
Ce résultat remet en question la pertinence de I’analyse en moyenne des algorithmes
prenant en entrée de telles expressions, avec la distribution uniforme : si on réduit
d’abord une expression de taille n en prenant en compte I’élément absorbant, alors sa
taille est bornée par une constante en moyenne. L’algorithme a donc une complexité
en moyenne linéaire.

Bien sir, des conditions sur le systéme sont nécessaires pour imposer ce résultat.
Certaines sont naturelles et seront vérifiées par la plupart des systémes décrivant des
arbres d’expressions. Une des conditions s’assure notamment qu’on a identifié un
élément absorbant pertinent qui ne soit pas évité par le systéme. Une autre condition
sur le systeme (la forte connexité) s’avérera moins naturelle, mais nécessaire pour
résoudre le probléme en toute généralité, sans avoir a s’intéresser au cas particulier
de la sémantique de chaque classe d’expressions étudiée.

2.2 Systeme combinatoire d’arbres

Dans cette partie, nous définissons proprement ce que nous entendons par systemes
combinatoires d’expressions.

2.2.1 Définition des arbres d’expressions sous forme de classe
combinatoire et de systemes

Dans toute cette partie, les arbres considérés sont des arbres planaires étiquetés
enracinés, c’est-a-dire qui vérifient les conditions suivantes :

a. (enracinés) tout nceud posséde un unique pére, a I'exception d’un seul nceud,
appelé racine

b. (planaires) les fils d’un nceud sont ordonnés, si bien que les deux arbres /.\ et /.\
oe ® O
sont distincts

c. (étiquetés) chaque nceud est étiqueté par un symbole.

La taille d’'un arbre est son nombre de nceuds. Pour un nceud N d’un arbre planaire
enraciné, nous appelons arité de /N le nombre de fils du nceud N. Les noeuds d’arité 0
sont classiquement appelés feuilles, les nceuds d’arité 1 sont appelés nceuds unaires,
ceux d’arité 2 noeuds binaires. Nous employons le terme arité et non degré comme
en théorie des graphes, car pour un arbre, vu comme un graphe, le degré d’un nceud
différent de la racine est son arité plus un.

Nous nous intéressons a des arbres d’expressions qui suivent une syntaxe précise.
Les étiquettes des noeuds sont associées a une arité fixe : par exemple, pour la syntaxe
des expressions logiques, opérateur — est unaire, tandis que Uopérateur A est binaire.
Dans la suite de cette section, chaque opérateur aura une seule arité fixée.

De fagon plus formelle, soit S un ensemble fini d’éléments appelés opérateurs, et
soit a une fonction de S dans N. Pour un symbole d’opérateur s, la valeur a(s) est
appelée 'arité de 'opérateur s, et désigne le nombre de fils qu’un opérateur peut
avoir.

Définition 2.2.
» L’ensemble des expressions 7 (S, a) associées a la paire (5, a) est défini par
induction :
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— pour tout opérateur sg € S d’arité 0, sop € T(S,a);

— pour tout opérateur s € Set T1, ..., Ty € T(S,a), alors (s,T1, ..., Ty)) €
T (S, a). On représente cet uplet formel sous la forme d’un arbre :

/S

Tr.. 'Ta(s)

Exemple 2.3.
» L’arbre suivant :

représente I'expression (—(z1 V x2)) A =—xg associée a S = {A,V, -, x1, 2,23}
avec a(A) = a(V) = 2,a(=) = leta(x;) = a(x2) = a(xz) = 0. <

Soit [J un nouveau symbole de feuille qui n’est pas dans S. Nous étendons la
fonction d’arité a ce nouveau symbole en posant a([J) = 0.

Définition 2.4 (Expression incompleéte).

» Une expression incompléte sur S est une expression de 7 (S U {0}, a). La taille
d’une expression incomplete est son nombre de nceuds dans S (les feuilles [J ne sont
pas comptées). <

Autrement dit, une expression incompléte est simplement un arbre de 7(S, a)
dont certaines feuilles sont étiquetées par un nouveau symbole [ (par exemple
Parbre T7 de la figure 2.1). De facon informelle, ces arbres incomplets représentent
des expressions partielles, chaque feuille [ étant destinée a étre complétée par une
expression. Une expression est simplement une expression incompléte qui ne contient
aucune feuille . Nous appellerons parfois expression compléte une telle expression
par opposition aux expressions incompletes.

Définition 2.5 (Arité d’'une expression incompleéte).

» Si T est une expression incompléte sur S, nous appelons arité de T, noté a(7T)
son nombre de feuilles [. <

FiGURE 2.1. Exemple d’expression incomplete, de taille 3 et d’arité 2

Cette définition est consistante avec I’arité d’un symbole, en considérant un sym-
bole s € S d’arité a(s) comme une expression incompléte constituée d’une racine

Ne pas compter les [

dans la taille d’un arbre
simplifiera les notations
lors de lexpression de la
taille d’un arbre provenant
d’une substitution.

Les expressions incom-
plétes sont aussi appelées
des contextes.
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étiquetée par s, et ayant a(s) enfants étiquetés par [J (par exemple 'opérateur A
A
peut étre vu comme D/ \D).

Dans toute la suite, I’arité des symboles de S est fixée. Nous désignons par
Ta(S) = T(S U {O},a) (resp. T(S) := T(S,a)) I'ensemble des expressions in-
complétes (resp. complétes) sur S. Naturellement, 7 (S) C T(95).

Remarque 2.6.

» Les expressions incompleétes sont tres proches des motifs définis par [Mar92], dans
le cadre de la recherche de motifs dans des arbres. L’auteur utilise le joker (wildcard)
* comme symbole spécial de feuille, a la place de [J. |

Définition 2.7 (Substitution d’arbres).
» Si T est une expression incompléte sur S, d’arité t = a(T), et T1, ..., T sont
des expressions (possiblement incomplétes) sur S, alors T'[T1, . .., T3] désigne I'ex-
pression obtenue en remplacant la i-iéme feuille O par T; pour chaque i € [t] (en
ordonnant les ¢ feuilles [ par ordre d’apparition dans le parcours en profondeur de
Parbre, en traitant les fils d’un nceud de gauche a droite).

Nous généralisons cette notation a des ensembles d’expressions : si 77, ..., T; sont
des ensembles d’expressions (incompletes), alors

TT,..., T = {T|T1,...., T} : L € Ti,..., Ty € T}

désigne ’ensemble des expressions obtenues en remplacant la i-iéme feuille [J par

un élément de 7;. <
AN A\
/N VAN

V - V V -
T o— /N T, — /7 N T 1= /° [
1= g B e il T Ty v
| | I\

([l T3 r1 T2

FIGURE 2.2. Exemple de substitution de deux expressions completes x3 et T, dans
une expression incomplete 773

Définition 2.8 (Regle).
» Une régle de dimension m > 1 sur S est une expression incompléte 7' € Tr(S)
dans laquelle chaque nceud [J est de surcroit étiqueté par un entier dans [m]. <

Intuitivement, une régle précise pour chaque nceud [J les ensembles d’arbres
(numérotés de 1 a m) autorisés pour effectuer une substitution. Une autre facon de
présenter une régle est de la voir comme un uplet M = (7,41, ...,4;), ou T est
une expression incomplete d’arité ¢, et iy, ..., %; sont les étiquettes associées aux
t noeuds O de T', ordonnés par parcours en profondeur. L’arité a(M) d’une régle
M est larité de son expression incomplete, et IND(M) = (i1, ...,14;) est I'uplet
des étiquettes de ses nceuds . Les regles sont les briques de base pour décrire un
systéme combinatoire sur des classes d’arbres :

Définition 2.9 (Systéme combinatoire d’arbres).
» Un systéme combinatoire d’arbres £ = [E1, ..., By, de dimension m > 1 sur S
est une liste ordonnée de m ensembles finis de régles de dimension m.
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Nous écrivons en pratique un tel systéme combinatoire d’arbres sous la forme
d’une spécification récursive de classes combinatoires d’arbres L1, ..., L, :

L, = U Tica, ... L]
(Tyi1,...,it)EEL

(2.1)

Ly = U T, ... L)
(T,il,...,it)EEm

L’idée derriére cette écriture est qu’un systéme combinatoire définit des familles
d’arbres décrites de facon récursive. |

Pour définir formellement les familles d’arbres décrites par la spécification de
I’équation (2.1), nous avons besoin d’introduire les itérations de systémes. Il s’agit
de 'opération qui remplace simultanément, dans toutes les régles de £, et pour tout
i € [m], chaque feuille [J étiquetée i par toutes les régles de ;. Commencons d’abord
par un exemple pour illustrer cette notion : nous voulons définir une opération,
appelée itération, qui une fois appliquée au systeme "fil rouge" des expressions
réguliéres sans étoile de Kleene successives,

*
L= | + Lo,
(%)
Ez—a+b+s+ /\ +£1/\£1.
fournit le systéme suivant :
* *
Lo=Telele + o4t b Ao+ A
1—C|L+b+i+ A + A +a+ —i—&?—i—ﬁ v +£1L1
Elﬁl Elﬁl
T A A
£2=a+b+5+£/\£ +*£2+£2*+T ‘*+£/\L +*|£2+£2|*+T i
2 ;C‘Q £|2 Lo Lo 2 Lo Lo L2Lo
(% * %)

Plus rigoureusement, nous définissons l'itération d’un systéme comme suit :
Définition 2,10 (Itération d’un systéme).

» Les itérés £ du systeme & = {E, ..., E,,} sont définis par récurrence :
a. sit=1E"=E={F,...,En}.

b. sit > 1,onpose ' = {F14,...,Emt}.
Alors le systeme £ := {E1;11,..., Epm 11} est défini par les égalités :

Eity1 = U T[E;,...,E;], pourtoutie [m];
(Titysis)EE;

autrement dit, les régles de £/T! sont obtenues a partir des régles de £ en
remplacant leurs feuilles [ par des regles de £ compatibles. <

Nous pouvons des lors définir proprement les familles d’arbres définies par la
spécification de ’Eq. (2.1) :

On pourrait définir £° :=
{{[1}, ..., {m}}}. Dans
ce cas, la définition par
récurrence donne F; 1 =
E; pour tout i € [m], et on
retrouve bien E! = &.
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Définition 2.11 (Solution d’un systéme combinatoire).

» Soit £ = [E, ..., Ep] un systéme combinatoire de dimension m > 1 sur S. Nous
définissons comme dans la Définition 2.10 les itérations £ = {E14,..., Ey, ) du
systéme pour ¢ > 1. Nous posons alors pour tout ¢ > 1 et i € [m)],

Ei,t = Ei,t N T(S)

I'ensemble des regles de F; ; qui sont completes. Remarquons que par la Défini-
tion 2.10, nous avons L;; C L; ;41 pour tout ¢ > 1 et i € [m]. Nous posons alors
pour tout i € [m]

[e.@]
ﬁi = U Ei,t .
t=1
Nous disons alors que le systéme combinatoire £ décrit les classes combinatoires
(Ll,...,[,m). |

Remarque 2.12.

» La construction par itération présentée ci-dessus est trés classique en informatique
pour définir des objets comme des plus petits points fixes de fonctions Scott-continues
sur des ordres partiels complets dirigés. Nous avons choisi de ne pas utiliser ce forma-
lisme pour définir les classes combinatoires définies par des systémes combinatoires,
car il n’était pas nécessaire dans notre contexte. |

2.2.2 Exemples de systemes

Exemple 2.13 (Expressions réguliéres).
» La spécification définissant les expressions réguliéres

* [ —+
£R=a+b+5+ﬁ| +£/\ + A

R R LR  Lp Lr

s’écrit dans la représentation par uplet sous la forme :

B = ot (§1) (A11) ()

et s’écrit dans la représentation par feuilles numérotées :

E1 = {a,b,e }

* [ —+
VANEAN

Exemple 2.14.
» Représentons dans notre formalisme le systéme de Eq. () de la page 51. Pour ce
systéme m = 2, et nous pouvons renommer sans perte de généralité £ := Lx et

Lo:=8":

£1 = T +£27
£ (%%)

—+ [
= AV
Lo=atbtet A+ 1\
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La représentation du systéme par uplet est alors la suivante :

5= {(19)-02). B (om0 (). (1)

tandis que sa représentation par feuilles [J numérotées est la suivante :

* Y +
E - | 7}7 E - {a7 b7€7 /\ ) /\ } .
: { 2 B

Les représentations sous la forme d’un systéme comme dans Eq. (x) sont en pratique
plus lisibles, mais le formalisme par uplet ou feuilles [ numérotées est plus approprié
aux preuves. <

Exemple 2.15 (Expressions arithmétiques).
» La spécification suivante évite la redondance liée a I’associativité du + et du x
dans les expressions arithmétiques, en les forcant a s’empiler sur la gauche :
L =Li+ L+ Lo,
+ +
Ly = /N + /\

L Ly L Lx
X X
Ly = /N 4+ N
LLs LL4

Lo :0+1+$+£

La représentation du systéme par feuilles [J numérotées est alors la suivante, en
renommant £y := L, L3 =L et Ly =Ly :

+ + X X
E1: 77 ,EZZ{()?L'T’ |}7E3:{ /\ ) /\ }7E4:{ /\ ) /\ }
{ j

<

2.2.3 Traduction en systeme de séries génératrices

Le systéme combinatoire (2.1) se traduit automatiquement en un systéme sur des
séries génératrices :

¢ Li(z) = Z z'T‘Lil(z) . "Liam(z)

(Tvilw"’ia(T))eEl
2.2)

Lip(z) = Z Z|T|Li1 () 'Lia(T) (2).

(Tvilv"'via(T))eEm

oupour i € [m], L;(z) compte les arbres dans la classe £;, si le systéme décrit chaque
arbre de la classe £; de fagon non ambigué.

2.2.4 Systemes mal fondés et cas pathologiques

Les systémes décrivant des arbres comme Eq. (2.1) ne sont pas toujours bien
fondés. Parfois, certaines équations sont redondantes ou inutiles. Pire, il peut arriver
qu’aucune solution non vide n’existe. Nous n’aborderons pas dans cette thése toutes



Nous pourrions utiliser les
algorithmes classiques de
théorie des langages pour

éliminer les régles unité
pour palier ce probléme;
cependant leur élimination
peut modifier la forte
connexité du systeme.

Nous rencontrerons
d’ailleurs un systéme non
fortement connexe dans

la conclusion de ce cha-
pitre, ou dans le chapitre 4.
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les conditions qui assurent le caractére bien fondé d’un systéme combinatoire (le
lecteur peut se référer pour cela a [AU72, FS87, PSS12]). Cependant, nous allons
nous fixer quelques conditions suffisantes sur les systémes pour qu’ils ne soient
pas pathologiques. Nous présentons dans cette partie des exemples de mauvaises
propriétés que nous souhaitons éviter.

Ambiguité. Sile systéme est ambigu, il peut générer un arbre de plusieurs facons
différentes. Dans ce cas, le systéme de séries génératrices qui en découle compte les
arbres avec comme multiplicité leur nombre de dérivations possibles (et les séries
ne sont pas bien définies si un arbre posséde une infinité de facons d’étre dérivé).

* * *
Par exemple, le systéeme {Ll =a+ £| + £| s Lo = ﬁ\ +a+b+ 5} est ambigu car
1 2 1

* *
I'expression | peut étre produite de deux facons différentes a partir de £;. Ainsi | est

a a
compté deux fois dans la série génératrice L1 (z).

Composantes vides. Certaines spécifications décrivent des classes d’expressions

vides. Par exemple, dans le systeme {£1 = £/\£ i Lo=a+b+e+ L’l}, la seule
1 A2

solution possible est £1 = () et L2 = {a, b, e}.

Cycles de régles unité. Le graphe de dépendance unité G(€) d’un systéme &
de taille m est un graphe orienté, d’ensemble de sommets [m], et tel qu’il y a une
aréte i — j si et seulement si ([J, j) € F; (autrement dit nous avons une équation
de la forme £; = ...+ L; + ... dans le systéme). Une telle régle est appelée régle
unité, en suivant le formalisme des grammaires hors-contexte. On dit alors que £;
dépend directement de £;. Par exemple, dans 'Equation (x*), la classe L% dépend
directement de S. Si le graphe G(€) présente un cycle, les équations appartenant a
ce cycle sont inutiles ou mal définies. Par exemple, considérons le systéme suivant et
son graphe de dépendance des régles unité :

*

b= G

Ly = a+b+e+ L

Le graphe de dépendance unité n’est pas acyclique, et il y a ainsi une infinité de
facons de dériver a a partir de Lo : L9 — a, Lo — L1 — L3 — a... Les séries
solutions du systéme traduit ne peuvent pas avoir tous leurs coefficients positifs.
Nous ne considérerons par la suite que des systémes avec un graphe de dépendance
unité acyclique.

Graphe non fortement connexe. Le graphe de dépendance G(€) du systéme £
est un graphe orienté, d’ensemble de sommets [m], avec une aréte i — j dés qu’il
existe une regle M € Ej; telle que j € IND(M) : autrement dit £; apparait quelque
part dans I’équation définissant £;. En toute généralité, certaines parties du systéme
peuvent étre indépendantes, ce qui rend le systéeme plus complexe a étudier. Une
condition suffisante pour empécher cela est d’imposer au systéme d’avoir un graphe
de dépendance fortement connexe. Contrairement aux précédentes conditions, cette
restriction n’est pas nécessaire dans le sens ou des systémes bien fondés et trés
naturels ne sont pas fortement connexes. Cependant, elle se révelera utile pour la
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preuve du Théoréme 2.32. Un systéme et son graphe de dépendance sont représentés
dans la Figure 2.3.

o=+l
Lo = a+i+6+£1\£4
L = 54/\£1+E4/\£2 e e
Ly = L1+ Lo+ L3

FiGURE 2.3. Un systéme et son graphe de dépendance fortement connexe.

2.3 Formalisme, hypotheses de travail et simplifications

2.3.1 Elément absorbant

Le but de cette section est de décrire le cadre dans lequel nous nous placons : le
type de systémes que nous allons regarder, et la simplification syntaxique associée
que nous allons étudier.

Soit £ un systéme combinatoire d’arbres sur .S, de dimension m, décrivant les
classes combinatoires (L1, ..., Ly,).

Définition 2.16 (Ensemble défini par un systéme).
» Un ensemble d’expressions L sur S est défini par £ s’il existe un sous-ensemble
non vide I de [m] tel que £ = U;eL;. <

A partir de maintenant, nous supposons que .S contient un opérateur ®, d’arité
au moins 2. Nous supposons de plus qu’il existe une expression compléte P € T (S),
telle que toute expression ayant pour racine ®, et P parmi ses fils directs, soit
équivalente a P, une fois interprétée avec la sémantique des expressions considérées.
Ainsi, interprétation de P est absorbante pour 'opérateur ®. On dit que P est un
élément absorbant pour 'opérateur ®, appelé opérateur absorbant.

Exemple 2.17.

» Reprenons notre exemple directeur des expressions réguliéres sans deux étoiles
consécutives, défini par le systéme Eq. (x*), avec L = L. Les expressions régu-
liéres peuvent étre interprétées comme des langages réguliers sur 'alphabet {a, b}.
Comme le langage (a + b)* est absorbant pour I'union, nous pouvons prendre pour
P I'expression associée a (a + b)*, et alors + est 'opérateur absorbant. <

La simplification d’'une expression compléte T est I'expression compléte o(T")
obtenue a partir de 7" en appliquant de bas en haut la régle de réécriture suivante, en
notant a l'arité de ® :

®
/ \ ~P,siT;=Ppourunic {l,...,a}.
T T,

Définition 2.18 (Définition formelle de o).
» La simplification o(T', P, ®) de T, ou juste o(T") quand le contexte est clair, est
définie de facon inductive par :



Le fait que ® soit d’arité

2 est indépendant du fait
qu’une régle du systéme
(i.e. un arbre incomplet) ait
au moins deux feuilles [.

Cf. la discussion en fin de
chapitre, a la section 2.7.
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— si T est une feuille, o(T) =T

— sinon:

P sid=®etdi,o(T;) =P,

o((®,Th,...,Ty)) = {(GB’U(Tl)?.."O'(Td)) sinon.

Définition 2.19 (Expression entiérement réductible).
» Une expression T est dite entiérement réductible si o(T') = P. <

Nous avons besoin pour la suite d’imposer certaines conditions sur le systéme
£. Certaines viennent de la discussion de la Section 2.2.4, tandis que d’autres sont
indispensables aux techniques de combinatoire analytique utilisées dans les preuves.

Définition 2.20 (Condition (H) sur les systémes).
» Un systéme & satisfait I’hypothése (H) si :

(H;) Le graphe G(&) est fortement connexe et G(&) est acyclique.

(H2) Le systéme est apériodique : il existe un indice NV tel que pour tout n > N,
chaque classe £; solution du systéme contient une expression de taille n.

(H3) 1l existe un sous-arbre 7" d’une régle de F, de racine ®, ayant au moins deux
enfants distincts 7”7 and 7", tels qu’il soit possible de produire une expression
entiérement réductible & partir de 7", et a(7") > 1 (autrement dit 7" contient
une feuille ().

(Hy4) Le systeme n’est pas linéaire : il existe une régle d’arité au moins 2.

(Hs) Le systéme est non ambigu : toute expression compléte peut se dériver du
systéme d’au plus une seule facon.

<

Les conditions (H1) et (Hs) ont déja été abordées dans la Section 2.2.4. La condition
(H4) exclut les systémes qui ne générent que des listes, c’est-a-dire des arbres dont les
neeuds internes sont d’arité 1, ou plus généralement des arbres dégénérés en peigne

A +b
Sans la condition (Hj), notre résultat ne peut s’appliquer car le systéme pou(;rait
empécher toute simplification en interdisant a I’élément absorbant d’apparaitre sous
®, ou encore empécher les simplifications de couper des arbres de taille arbitraire.
Enfin, les conditions (H;) et (H3) sont nécessaires pour que 'analyse reste générale

tout en restant abordable.

dont la taille est linéaire en le nombre de noeuds, comme pour le systéme £ =

Remarque 2.21 (Condition (Hs)).

» Sila condition (H3) n’est pas vérifiée parce que le systéme empéche P d’apparaitre
sous ®, il est toujours possible d’essayer d’identifier un autre élément absorbant P
qui convienne. Par exemple, il est aisé de décrire un systéme pour les expressions
réguliéres qui évite les motifs (a+b)* et (b+a)* sous 'opérateur + ; cependant pour
invalider ’hypothese (H3), il faut qu’il soit aussi capable d’éviter tous les absorbants
P possibles : (a*+b*)*, ((a+¢)+ (b+¢))*, etc. Comme le probléme de savoir si une
expression réguliére quelconque reconnait tous les mots est PSPACE-complet [MS72],
il semble difficile de réussir a éviter tous les éléments absorbants sans contraindre
fortement la forme des expressions réguliéres décrites. |
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Remarque 2.22 (Condition (Hj)).

» La condition (Hj5) peut étre remplacée par une condition plus faible d’ambiguité
finie : s’il existe une constante k telle que tout arbre du systéme puisse étre produit
d’au plus k facons différentes par le systeme, le résultat principal reste vrai par une
trés 1égere adaptation de la preuve finale. Nous sommes restés sur la condition de
non-ambiguité pour simplifier les hypotheses. <

Exemple 2.23.
» Tous les exemples de la section 2.2.2 vérifient les hypothéses (H). <

2.3.2 Systemes propres

Le but de cette section est de préparer £ a I’analyse analytique, en éliminant les
régles unité et en remontant les feuilles [J a profondeur 1. En effet, I’absence de
regles unité est cruciale pour appliquer le théoréme de Drmota, qui assure que tous
les arbres du systéme ont un comportement asymptotique commun, et la profondeur
1 des feuilles ] permet de spécifier plus facilement la réduction, en se concentrant
sur les racines des regles.

Définition 2.24 (Systéme combinatoire propre).

» Un systéme combinatoire d’arbres £ est propre si toutes les feuilles [1 de ses regles
sont a profondeur exactement 1 (donc les feuilles [J sont situées directement sous
les racines des régles). En particulier, £ ne contient aucune régle unité. <

Une transformation trés utile pour rendre un systéme propre est itération de
systéme, définie a la Définition 2.10. Le lemme suivant étudie les propriétés qui sont
conservées en itérant un systeme :

Lemme 2.25.

» Siun ensemble d’expressions £ est défini par un systéme &, il est aussi défini par
les itérés £, pour tout ¢ > 1. De plus, si £ satisfait 'hypothése (H), alors chaque
itération £ satisfait aussi (H), a I'exception de la condition (H}), car il se peut que
G (&) ne soit pas fortement connexe. <

Idée de la preuve. On prouve facilement par récurrence que E° et £ définissent les
mémes familles d’arbres. Le point clef pour vérifier 'hypothése (H) de £ est de re-
marquer que les arétes du graphe de dépendance G(E?) (resp. G(E?)) correspondent
aux chemins de longueur ¢ du graphe de dépendance G (&) (resp. Go(&)). ]

Exemple 2.26.
» Le systéme (x x *) que nous avons obtenu apres itération du systéme *x n’est plus
fortement connexe. En effet, le graphe de dépendance du systéme de départ (xx)

était :

tandis que le graphe de dépendance du systéme itéré est :

O O
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<

Pour rendre £ propre, nous procédons en deux étapes : nous éliminons dans
un premier temps les régles unité (Lemme 2.27), puis nous expliquons comment
remonter les feuilles [ jusqu’aux racines (Lemme 2.28).

Lemme 2.27 (Elimination des régles unité).
» Si le systéme & satisfait (H), alors nous pouvons trouver une itération £’ de
& sans régle unité qui définit les mémes arbres d’expression et satisfait toujours

I’hypothése (H). <

Démonstration. Par le Lemme 2.25, toutes les conditions de (H) sont remplies en
itérant le systéme a 'exception de la condition de forte connexité. Nous voulons prou-
ver qu’il est possible de trouver une itération de £ qui soit aussi fortement connexe.
Soit k > 1. Les arétes du graphe de dépendance du systéme £ correspondent aux
chemins de longueur k dans le graphe de dépendance initial de G(&). Comme G5(E)
est acyclique par (Hj), si k est plus grand que le nombre d’équations m, alors l'itéré
E* ne peut plus contenir de régle unité.

Soit N > m un entier premier avec les longueurs des cycles élémentaires de G(&).
Puisque N > m, £V ne contient pas de régle unité. Montrons que le graphe G(E)
associé au systéme itéré NV fois est fortement connexe. Soient deux indices i, j € [m)].
Par forte connexité de G(&), les sommets i et j appartiennent chacun a un cycle
élémentaire.

Sii et j sont dans le méme cycle élémentaire C de longueur ¢, alors ils appartiennent
toujours au méme cycle aprés NV itérations, car N est premier avec £. Donc i et j
sont connectés entre eux dans G(E™V). Ainsi tous les sommets d’un cycle élémentaire
de G(&) restent connectés dans G(EV).

Supposons dans le cas contraire que ¢ et j sont dans deux cycles élémentaires
distincts C; and C;. 11 suffit de montrer par le cas précédent qu’il existe un chemin de
i jusqu’a Cj dans G(EY). Comme le graphe de départ G(&) est fortement connexe, il
existe un chemin simple de 7 a j de longueur { < m. Puisque N > m > ¢, on peut
étendre ce chemin en un chemin de longueur N en ajoutant N — ¢ étapes dans le
cycle élémentaire C;. Cela signifie que 7 est relié par une aréte a un sommet de C;
dans le graphe G(£V). Ceci conclut la preuve. [ |

Le lemme suivant explique comment faire remonter les feuilles [J a profondeur 1.
L’idée principale consiste a diminuer la profondeur des feuilles [J en découpant les
régles en petits morceaux, comme dans ’exemple suivant :

. * °

Li= 14+ /)

L= | _|_*/£\2 N ! L3 K Lo
Ly | K=1.
Ll El

Pour faciliter la rédaction de la preuve, nous utilisons le formalisme des feuilles [
étiquetées par un numéro. Nous rappelons que dans cette représentation, chaque
regle (T',i1,...,i;) € E; est représentée par un seul arbre 7', dans lequel la k-iéme
feuille [J est étiquetée par le nombre ¢y, (en ordonnant les feuilles selon 'ordre DFS du
parcours en profondeur, en traitant les fils de gauche a droite). Cette feuille étiquetée
est représentée dans I'arbre par le symbole |i; . Cela nous permet de découper les
régles a partir de certains sous-arbres, sans avoir a expliciter les indices. Nous
rappelons que IND(T') = (i1, ...,i;) désigne toujours I'uplet des étiquettes des
feuilles (J de T', lues dans ’ordre DFS.
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FIGURE 2.4. Principe du découpage effectué pour remonter les feuilles [] a profon-
deur 1

Lemme 2.28 (Remontée des [J).
» Tout systéme satisfaisant (H) est équivalent & un systéme vérifiant aussi (H),
dans lequel toutes les feuilles [ sont a profondeur 1. <

Démonstration. Par le lemme 2.27, nous pouvons supposer que le systéme ne contient
aucune régle unité. Soit " € F;(£) une régle de £ pour un certain j € [m], qui
possede une feuille [J a une profondeur au moins 2. Soient 71, . .., T les fils de la
racine de I" qui ont une arité plus grande que 1 et qui ne sont pas réduits a une
feuille [. Soit 7" I'arbre obtenu a partir de 7" en remplacant simultanément 7T} par la
feuille pour chaque ¢ € [s]. Le nouveau systéme £’ que nous créons s’obtient
a partir de £ en remplacant T’ par T dans Ej, et en ajoutant les nouveaux ensembles
de régles Ey,,1i(E") = {T;} pour chaque i. Ainsi &’ est de dimension m + s; par
ailleurs, il ne contient pas de régle unité, car les arbres 77, . .., Ts ne sont pas des
feuilles .

Nous répétons cette construction tant qu’il reste des regles avec une feuille U de
profondeur au moins 2. Ce processus termine puisque la somme des profondeurs de
toutes les feuilles [ de profondeur au moins 2 diminue a chaque itération. Bien que
le nombre d’équations augmente a chaque étape, on vérifie facilement par induction

que les m premiéres équations définissent toujours les classes L1, ..., Ly,.
Nous observons aussi facilement qu’a chaque étape, le nouveau systéme vérifie la
condition (H). [ ]

Comme la construction du Lemme 2.28 n’introduit aucune régle unité, nous pou-
vons appliquer a un systéme le Lemme 2.27 puis le Lemme 2.28 pour le rendre propre :

Proposition 2.29.
» Si £ est défini par un systéme & vérifiant (H), alors £ est aussi défini par un
systéme propre &’ vérifiant (H). <

Remarque 2.30.

» Si & est propre et vérifie la condition (H), alors ’hypothése (Hz) implique qu’il
existe une régle de racine ®, ayant deux enfants 7" and 7", tels qu’il soit possible de
produire une expression entiérement réductible a partir de 77, et 7" est une feuille
O. <

Nous aurons besoin de la variante suivante d’un systéme propre vérifiant les
hypothéses (H) :

Ce carré n’est pas le ged de
fin de preuve.
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Proposition 2.31.
» Si £ est défini par un systéme £ vérifiant (H), alors £ est aussi défini par un
systéme propre &’ vérifiant (H), ainsi que ’hypothése supplémentaire suivante :

(Hf) 1l existe une régle d’arité non nulle, de racine ®, et dont un fils est un arbre
complet entiérement réductible.

<

Démonstration. Par la Proposition 2.29, £ est défini par un systéme propre £’ =
{E1,..., Ep}. Par 'hypothése (Hg3) et la Remarque 2.30, il existe une régle 7" dans
un certain F;, de racine ®, tel que 7" a deux fils distincts 7" et 7", tels que le systéme
peut engendrer a partir de 7’ un arbre entiérement réductible Tg, et 7" est une
feuille [. Par le Lemme 2.27, en itérant le systéme suffisamment de fois, on obtient
un systéme équivalent &, avec une régle de la forme T e E~j, avec T qui a parmi ses
fils deux arbres T}, T, avec T} = Ty entiérement réductible, et a(75) > 1 (par forte
connexité).

Comme apres itération, les feuilles [J ne sont plus a profondeur 1, il faut rendre
le systéme propre a nouveau par le Lemme 2.28. La construction dans la preuve de
ce dernier lemme laisse inchangés les arbres complets qui sont fils des racines des
régles : le nouveau systéme &’ obtenu vérifie donc les hypothéses (H) et 'hypothése
supplémentaire (HY). ]

2.4 Résultat principal

Notre résultat principal met en évidence le caractére dégénéré des expressions
aléatoires uniformes en présence d’un élément absorbant :

Théoreme 2.32.

» Soit £ un systéme combinatoire d’expressions sur S, vérifiant (H), et possédant
un élément absorbant P associé a I'opérateur absorbant ®. Soit £ une classe définie
par £. Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour toute taille n € N, une
expression tirée uniformément parmi les expressions de £ de taille n a en moyenne
une taille bornée par C' apres simplification par I’élément absorbant. <

Nous consacrons le reste de cette section a la preuve du Théoréme 2.32. Nous
pouvons supposer que £ est propre, par la Proposition 2.29. La Condition (H5) impose
au systéme d’étre non ambigu, donc nous pouvons directement obtenir a partir de £
un systéme d’équations sur les séries de comptage des différentes classes, comme
expliqué dans la Section 2.2.3. A partir de maintenant, pour améliorer la lisibilité et la
concision des formules, nous utiliserons une notation vectorielle : L(z) désigne ainsi

le vecteur de séries formelles (L1(z), ..., L,(z)), et nous pouvons ainsi réécrire le
systéme de I’Eq. (2.2) sous la forme plus compacte

L(z) = 2 $(= L(2)). 23)
ou ¢ = (¢1,...,0m) et pi(z;y) = > 2Tl ng) yi;- Remarquons

(Tsi1seria(T)) EE:
que le terme z en facteur dans I'Eq. (2.3) compte la racine de chaque regle (il y a
toujours une racine pour chaque régle, puisque les régles unité ont été éliminées).
Ce z en facteur implique notamment 'unicité de la solution L(z) au systéme (2.3)
(voir la Proposition 1.86 des préliminaires).
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Nous introduisons maintenant le paramétre combinatoire défini par x(t) := |o(¢)|
qui représente la taille d’'un arbre apres réduction. Nous associons a £ la série bivariée
L(z,u) = Y e ul?DIZITI qui compte en u la taille des arbres de £ aprés réduction.
De méme, pour chaque classe d’arbre £; du systéme, nous associons la série bivariée
Li(z,u) == Y e, ul?MI2IT1, et nous introduisons le vecteur des séries bivariées :

L(z,u) = (Li(z,u), ..., Ln(z,u)),

Ainsi, si 'union £ = U;c1L; est disjointe, la série génératrice L(z, u) s’exprime
comme une somme de composantes de ce vecteur : . L(z,u) = o7 Li(z,u).

Nous rappelons que par la formule de I’Eq. (1.1) des préliminaires, la taille moyenne
des arbres de la classe £ aprés réduction est donnée par

[2"]0uL(z,w) ‘u
[2"]L(2)

Ey(|o]) = =1, (2.9)
ou pour alléger les notations, nous avons décidé de noter E,,(|o|) a la place de E,, ().
Pour exploiter cette formule, nous procédons en deux temps :

a. Nous étudions d’abord le dénominateur de I’Equation 2.4, qui correspond au
nombre total d’arbres dans la classe L. Cette partie est simple, car les hypothéses
(H) nous placent automatiquement dans le cadre du théoréme de Drmota (cf. le
Théoréme 1.89 des préliminaires), qui nous donne des informations précises sur
la forme du vecteur de solutions L(z). Les détails se trouvent en Section 2.4.1.

b. L’étude du numérateur est donc le point central de la preuve. Une premiere diffi-
culté est d’arriver a rendre le parameétre y hérité en marquant avec la variable u
les noeuds qui restent aprés réduction ; pour cela nous avons besoin d’introduire
des classes supplémentaires dans le systéme décrivant L. S’il existe bien une
version a plusieurs variables du théoréeme de Drmota, qui gere les systémes poly-
nomiaux avec des parameétres, celle-ci ne s’applique pas a ce nouveau systéme,
car il n’est plus nécessairement fortement connexe. Pour étudier le comporte-
ment des solutions, nous allons plutdt borner celles-ci par des fonctions dont
nous connaissons le comportement, en 'occurrence les composantes de L(z)
qui ont été étudiées a la premiere étape. Les détails se trouvent en Section 2.4.2.

2.4.1 Analyse du dénominateur

La proposition 2.33 ci-dessous caractérise le comptage des arbres pour chaque
classe £;, qui intervient au dénominateur de I'Eq. (2.4). Ici Jacy[¢](2; y) désigne la
matrice Jacobienne du systéme, de dimensions m x m, définie par Jacy[¢](z;y); ; =
0y, ¢i(z;y). Cette matrice intervient naturellement dans I’analyse des systemes
d’équations.

Proposition 2.33 (Comportement asymptotique commun des arbres de la spécifica-
tion).

» Les composantes du vecteur solution L(z) du systéme d’équations (2.3) partagent
la méme singularité p € (0, 1], et de plus 7; := L;j(p) < oo pour 1 < j < m. La
singularité p et les valeurs 7 = (7;); satisfont le systéme caractéristique

{T =pé(p;T) .
0 = det(Idmxm — pJacy[@](p; T))

Voir le chapitre 1 des pré-
liminaires sur la méthode
symbolique.

Comme nous cherchons
Jjuste a borner asymptoti-
quement la taille moyenne,
il ne sera pas nécessaire
que l'union soit disjointe.
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De plus, pour tout j, il existe deux fonctions g;(z) et h;(2), analytiques en z = p,
telles que dans un voisinage de z = p, avec z ¢ [p, +00),

Lj(z) = gj(2) — hj(2)\/1—2/p, avech;(p)#0.
Enfin, nous avons les équivalents asymptotiques [2"]L;(z) ~ C;p~™/n*? pour une
certaine constante positive C; > 0. <

Démonstration. 1l suffit de vérifier que le théoreme de Drmota s’applique (voir Théo-
réme 1.89 des préliminaires).

Pour suivre les notations de la Proposition 1.89, nous écrivons le systéme sous la
forme[L1,...,Ly] = F(z;L1,...,Ly), 00 F (z;y1,...,Ym) = 2O(2;91, - .., Ym)-

La fonction F'(z,y) est analytique en (z,y) = (0, 0), puisque chaque composante
est un polynome, et F'(0,0) = 0. Le graphe de dépendance de F en y est fortement
connexe par (H1). Les coefficients de Taylor de F sont positifs, F'(0, y) = 0 puisqu’il
y a un terme z en facteur (car le systéme est propre), F'(z,0) # 0 puisque au
moins une régle posséde une feuille (autrement les classes solutions seraient vides),
et le systeme n’est pas linéaire a cause de (H4). Enfin, les coefficients de Taylor
Li, = [2"]L;i(z) des solutions du systéme sont non nuls a partir d’un certain rang
par (Hy), donc les L;(z) sont apériodiques.

Nous pouvons alors appliquer le théoréme de Drmota (Théoréme 1.89) : toutes
les séries solutions L;(z) ont une méme unique singularité dominante p, qui est
leur rayon de convergence commun, avec 0 < p < 1. Par ailleurs L;(p) = 7; < oc.
De plus, comme F’ est un polyndéme, (p, 7) est un point caractéristique qui se situe
dans le rayon de convergence de F, et ainsi 7 = p @(p; 7) et 0 = det(Idxm —
p Jacy[d)(pi ).

De plus pour tout j, il existe deux fonctions g;(2) et h;j(z) analytiques en z = p
et qui satisfont L;(z) = gj(2) — hj(2)/1 — z/p dans un voisinage de z = p, avec
z & [p,+00) et hj(p) # 0. Enfin, la fin du théoreme de Drmota (qui est juste une
application du théoréme de Transfert (cf. Théoréme 1.81 des préliminaires)) donne la
forme des équivalents asymptotiques. |

Corollaire 2.34.
» Il existe une constante D > 0 telle que [2"]L(z) > Dn~3/2p~" pour n suffisam-
ment grand. <

Démonstration. Nous rappelons que £ = U;erL;. Sile systéme décrit de facon non
ambigué les arbres des classes £;, nous n’avons pas imposé que ['union soit disjointe,
donc cette égalité nous donne seulement l'inégalité [2"|L(z) < [2"]>,c; Li(2)
(donc le mauvais sens). Comme chaque classe est décrite de facon non ambigué,
un arbre de 7' € £ apparait dans I'union en maximum |I| < m exemplaires. Ainsi
[2"] 2ier Li(2) < m[z"]L(2).

Nous avons donc [z"]L(z) = m™[2"] Y ,c; Li(z) ~ D'n3/2p=" par la Propo-
sition 2.33, avec D' = % Zie] C; > 0. En choisissant ¢ > 0 de facon a ce que
D := D' — ¢ soit strictement positif et légérement plus petit que D', nous pouvons
affirmer qu’a partir d’un certain rang [2"]L(z) > Dn=3/2p=". ]

2.4.2 Analyse du numérateur

Dans cette section, nous nous contentons d’établir une borne supérieure pour le
numérateur, plutét qu’un équivalent asymptotique plus précis : nous allons mon-
trer que pour tout j € [m], 2”0y L;(2,u)|u=1 < ap~"n~3/2, pour une certaine
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constante o > 0. Cela suffit pour prouver le théoréme principal. Nous attaquons le
probleme en deux étapes, incarnées par les Propositions 2.35 et 2.36 ci-dessous. Les
preuves techniques viendront plus tard, en Section 2.5; nous donnons néanmoins ici
un apercu des idées principales du cheminement de preuve.

* F® ® ®
/\ /1IN /1IN
TGQ TeA TceB
o(T) #P o(T)=Pouc(T)#P o(T) =P

FIGURE 2.5. Les trois situations typiques observées pour spécifier L(z, u)

Dans un premier temps, nous divisons le systéme ¢ en trois morceaux distincts
¢ = ¢+ A+ B ou: ¢ correspond aux régles de ¢ dont la racine n’est pas ® et B re-
groupe les régles de racine ® qui possédent un fils constant complétement réductible.
Par la Proposition 2.31, nous pouvons assurer que BB n’est pas une fonction constante
de y. Cette division en trois groupes nous guide alors vers une définition récursive
de L(z,u) qui dépend de deux classes clefs : celle des expressions entiérement réduc-
tibles, et son complémentaire. En dérivant cette équation, nous faisons apparaitre
les matrices jacobiennes de ¢ et A. Nous bornons alors les coefficients des séries
génératrices des différentes classes par ceux de la série L(z), dont le comportement
est bien connu grace a la Proposition 2.33. Nous obtenons alors la borne suivante sur
les coefficients de Taylor des coordonnées du vecteur 9, L(z, u) :

Proposition 2.35.
» Pour une certaine constante C' > 0, les bornes suivantes sont vérifiées coordonnée
par coordonnée :

[z"]{é‘uL(z, u)|u:1} <C- [z”]{ (Tdmsm — 2 - Jacy[¢ + A(z; L(2))) - L(z)} .

ou nous utilisons la notation (Id,,xm — 2J(2)) !, avec J(z) une matrice m x m de
séries formelles, pour désigner la matrice de séries formelles définie par ) 2" J(z)".
<

Une fois cette proposition démontrée, nous passons a ’analyse du second terme
de I'inégalité de la Proposition 2.35, dont les singularités dominantes sont, malgré
les apparences, plus simples a étudier que 0, L|,—1. Nous étudions pour cela le
spectre de la matrice .J(z) = Jacy[¢ + A](z; L(z)), pour montrer que la matrice
(Idmxm —z-J (z)) est inversible en z = p, et que ses coefficients ont au plus une
singularité dominante en p sur le cercle |z| = p, ainsi qu’un comportement en racine

carrée. Ceci est résumé dans la proposition suivante :

Proposition 2.36.

» Les coordonnées de K : z — (Id — z - J(z)) "' - L(2) ont au plus une singularité
dominante en z = p = py, sur le cercle |z| = p. De plus, pour tout indice 7, il existe
des fonctions §;, h; analytiques en z = ptelles que K;(2) = §;(2) —hj(2)\/1— z/p
avec h;(p) # 0. Enfin, nous avons les équivalents asymptotiques [2"]K;(2) ~
Djp*"n*‘?‘/Q, pour des constantes D; > 0. <
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2.4.3 Preuve du théoreme principal

En supposant les deux propositions 2.35 et 2.36 démontrées, nous pouvons les
appliquer a I'Eq. (2.4). Nous obtenons alors la borne

n _A(r"
[2")0uLi(z,u)|u=1 = O (n?’/2> ,

pour tout 7 € [m]. Or, nous avons les inégalités suivantes :

2M0uL(2,u)lu=1 < Y _[2")0uLi(2,u) u=1 = O <Zs/r;>

el

car L = U;erL;. Ainsi, par le Corollaire 2.34, il existe une constante C' > 0 telle que
pour n assez grand on ait :

[2"]0uL(z,u) }u

Ellol =z

=l < C. (2.5)

Ceci conclut la preuve du Théoréme 2.32.

2.5 Preuve des propositions techniques

2.5.1 Preuve de la Proposition 2.35

Dans cette section, nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 2.35.
» Pour une certaine constante C' > 0, les bornes suivantes sont vérifiées coordonnée
par coordonnée :

[z"]{auL(z,u)’uzl} <C. [z"]{(ldmxm — 2 Jacy|p + A(z L(2))) ! -L(z)} .

ot nous utilisons la notation (Id,,xm — 2.J(2)) ™1, avec J(2) une matrice m x m de
séries formelles, pour désigner la matrice de séries formelles définie par ) 2" J(2)".
<«

Partie symbolique : séries génératrices bivariées

Pour mieux comprendre le processus de réduction, et arriver & en donner une
spécification combinatoire, nous avons besoin d’identifier plusieurs sous-classes
d’arbres pertinentes. En effet, la description £ des arbres qui nous est donnée n’est
pas adaptée pour suivre le processus de simplification, nous devons décomposer les
différentes regles en plusieurs groupes pour pouvoir marquer les noeuds qui restent
aprés réduction.

Rappelons notre cadre de travail : par la Proposition 2.31, nous étudions un en-
semble d’arbres L1, ..., L,, décrit par un systéeme & = {F1, ..., E,,} propre, dans
le sens ou toutes les feuilles [ des régles de £ sont situées directement sous la racine,
a profondeur exactement 1. De plus ce systéme vérifie les hypothéses (H), ainsi que
I'hypothése supplémentaire (HY) suivante : il existe une régle d’arité non nulle, de
racine ®, et dont un fils est un arbre complet entiérement réductible.
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Pour marquer avec une variable w la taille des réductions des arbres, nous voulons
identifier les nceuds des regles qui subsistent apres la réduction. Pour ce faire, nous
divisons chaque classe £; en une somme disjointe de deux classes R; := {T' € L; :
o(T) =P}etGj = L;\'R;, oit R; rassemble les arbres de 7" € L qui se réduisent
entiérement a P.

Nous introduisons alors les séries bivariées associées a ces classes, qui comptent
la taille de la réduction en u. Par définition, pour tout i € [m)] :

Li(z,u) := Z 2ALlyle ()l = Gi(z,u) + Ri(z,u),

LeL;

Gi(z,u) == Z 2AClyle @)1
Geg;

Ri(z,u) := Z 2By = wPRi(2),
ReR;

ol nous rappelons que p désigne la taille de P. Nous écrirons L(z,u), R(z,u), et
G(z,u) pour désigner les vecteurs correspondants de séries génératrices.

L’égalité R;(z,u) = uP R;(z) permet de séparer les variables z et u, si bien que la
dérivation de R;(z,u) par rapport a u est aisée, méme si nous ne connaissons pas
Ri(2).

Intéressons-nous donc plutot a G;(z, u), pour i € [m]. Nous cherchons a trans-
former la spécification de £; en une spécification pour G;, qui permette de marquer
avec la variable u les nceuds qui restent aprés la réduction : le but étant d’obtenir
une équation sur les séries génératrices bivariées qui soit exploitable pour calculer
les dérivées 0,,G;(z,u). La forme propre du systéme £ permet justement de spécifier
exactement les arbres qui ne sont pas entiérement réductibles.

Exemple 2.37.
» Supposons que F; est donné par :

® ®
/N /I

*
2 m P M
a a

avec |P| = p > 3 (donc P ¢ {a, \*}), et que de plus l’arbre constant P n’est pas
a
constructible a partir de Ey (P ¢ L1). Alors :

*
— Aucun arbre de £ construit a partir de la regle | n’est entiérement réductible,

peu importe I'arbre de Lo substitué a la feuille [2] La racine  reste aprés la
réduction et peut donc étre marquée par .

®

— Aucun arbre construit 4 aide de la régle / | \ n’est entiérement réductible

si on remplace la feuille 1] par un arbre de G;. Dans ce cas, la racine peut étre
marquée par u car elle reste aprés réduction, ainsi que les noeuds des sous-arbres
complets a et a™.



Rappelons que comme
le systéme est propre,
les feuilles [ sont direc-
tement sous la racine.

Nous rappelons que
nous avons décidé de
ne pas compter les
feuilles U dans la taille
d’un arbre incomplet.
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— Enfin, tous les arbres engendrés par la derniere régle sont forcément entiérement
réductibles a cause du fils complet entiérement réductible sous la racine ®. Il ne
faut pas prendre en compte cette régle dans la spécification de G;.

Nous avons donc G1(z,u) = zuLa(z,u) + zu(zu)3G1(z, u). <
Remarque 2.38.

» Dans 'exemple précédent, si P était constructible a partir de £, alors nous aurions
plutdt

G1(z,u) = —(2u)? + zuly(z,u) + zu(zu)3G1 (2, u),

car P ¢ G mais est comptabilisé dans zuLs(z,u) + zu(zu)3G1(z,u). 11 faut le
retirer de I’équation pour avoir exactement G (z, u). <

Pouri € [m],unarbre T' € £; n’est ainsi pas entiérement réductible si et seulement
siil n’est pas égal a P et vérifie 'une des conditions suivantes :

— ou bien il est construit a partir d’une régle de F; dont la racine n’est pas ®

— oubien il est de la forme T' = Tj[t1, . .., t,), avec T; une régle de E; d’arité a > 0,
de racine ®, dont aucun sous-arbre complet sous la racine n’est entiérement
réductible, et aucun des arbres t1, . . ., t, placés au niveau des feuilles [J de T; ne

sont entierement réductibles.
Nous notons ainsi pour tout ¢ € [m] :
— FE, I'ensemble des régles de F; dont la racine n’est pas ®;

— A; lensemble des régles de T' € FE; de racine ®, dont aucun fils complet n’est
entiérement réductible.

Remarquons que par U'hypothese (Hj), il existe au moins un indice j tel que E; U
A; € E;. Nous définissons aussi le polyndme associé suivant :

Az, ym) = ) AT Ty
TeA,; j€ind(T)

ou nous avons étendu la réduction o aux arbres incomplets en posant o((J) = . 1l
s’agit bien d’un polynéme en z,u, y1, ..., Yn car il y a un nombre fini de régles. De
facon similaire, nous définissons le polynéme

O,y ) = > AT Ty
TEE, j€ind(T)

Nous définissons enfin les vecteurs de polynoémes correspondants A et ¢. La dis-
cussion de ce paragraphe se traduit dans le monde des séries par I’égalité suivante,
vérifiée pour tout i € [m] :

Gi(z,u) = —a;(zu)” + zud (2, u; L(z, u)) + zudi(z, u; G(z,u))

oua; = 1siP € L;, et a; = 0 sinon. Ainsi, nous avons démontré la récurrence
suivante satisfaite par L(z,u) :

Lemme 2.39.
» Le vecteur L(z,u) satisfait I'équation :

L(z,u) = u? (R(2) — P(2)) + 2u (¢(z, u; L(z,u)) + A(z,u; G(z,u))) ,

ou P(z) est un vecteur de la forme (a12?, ..., a,2P), avec a; € {0,1}. <
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Inégalités coefficient par coefficient des séries formelles

Dans les preuves qui suivent, nous allons introduire des inégalités sur les co-
efficients de la série 0, L(z,u) ‘ 41+ Nous introduisons dans un premier temps la
notation =< pour manier plus facilement de telles inégalités.

Définition 2.40.

» Soient deux séries F'(2) = > o fa2" et G(2) = D, cny gn2" & coefficients réels.
On écrit F(z) < G(z) si pour tout n > 0, nous avons I'inégalité f,, < gp.

Nous étendons la notation aux matrices de séries, composante par composante.
Soient M (z) = (M;;j(2))icim),jen]> IN(2) = (Nij(2))icm),jem deux matrices
de séries de dimension m x n, nous notons M = NN si pour chaque 7,5 > 0,
Mi,j(z) = Ni,j(z). |

Nous résumons les propriétés de la relation < dans le lemme suivant.

Lemme 2.41 (Boite a outils pour ).

» La relation < vérifie les propriétés suivantes :

— Soient 0 = F(z),G(z), H(z),J(z) quatre séries a coefficients positifs, telles
que F(z) < G(z) et H(z) < J(2). Alors F(z) + H(z) =< G(z) + J(z) et
F(z)H(z) = G(z)J(z) (autrement dit < est compatible avec ’addition et la
multiplication de séries a termes positifs).

— Soient p(z,y1,...,Yn) un polyndéme en z,yi,...,y, a coefficients positifs, et
des séries 0 = Fj(z) = Gi(z) pour i € [n]. Alors p(z, Fi(2),...,Fn(2)) =
p(z,G1(2),...,Gn(2)).

— Soient 0,,xn, = M(z) < N(z), et 0,51 = F(z) =X G(2), alors 0,1 =

M(z)F(z) < N(z2)G(z).

<
Lemme 2.42.
» Il existe une constante C' > 0 telle que
é)uL|u:1 = C-L(z) + zJacy[¢p + Al(z; L(2)) - 8UL}u:1
<

Démonstration. Dérivons par rapport a u I’équation du Lemme 2.39 sur L(z, u) :

8UL‘U:1 =p(R(2) — P(2)) + 2 (Q(z, 1 L(2)) + A(z, 1; G(z)))

+ z (aug(z, 1 L(2)) + 0uA(z, 1; G’(z)))

+ z (Jacy@](z, 1;L(z)) - 8uL|u:1 + Jacy[A](z,1; G(2)) - 8UG‘u:1) )
Nous observons alors que :

— Par un argument combinatoire direct, R(z) — P(z) < L(z)

— Comme les composantes de A sont des polynomes a coefficients positifs, et
G(z) = L(z), alors A(z,1;G(z)) < A(z,1; L(2)) et ainsi :

+ A(z, 1, G(z)))
+ A(z,1; L(2)) + B(z,1; L(z))) =L(z).

De méme, 0, A(z,1;G(z)) < 0,A(z,1; L(z)).

( (z,1; L(z

)
jz( (z,1; L(2))
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— Pour la méme raison, Jacy[A](z,1; G(2)) < Jacy[A](z,1; L(z))
— Finalement, nous vérifions facilement a la main que 9, G|y=1 =< Oy L|y=1.

En reportant ces trois inégalités dans I’équation sur 9, L|,—1, nous obtenons

OuL|,_, = (p+1)L(2) + 204[¢ + A](2,1; L(2))
+ z Jacy[¢p + A](z,1; L(2)) - c'?uL|u:1 .

Rappelons que ¢ + A est un vecteur de polyndmes en u (et aussi en z et en y). Soit
d le plus grand degré en u de ces polyndmes. Par définition, d + 1 (car il manque
la racine) correspond a la plus grande taille possible obtenue en réduisant par o les
régles incompleétes. Alors 20, [¢p + A](z,1; L(z)) < d - z[¢ + A](z,1; L(2)), et par
ailleurs ce second membre est inférieur 4 d - L(z), comme conséquence de I'Eq. (2.3).
Ainsi

auL’uzl = (p+1+d)-L(z) + zJacy[¢ + Al(2,1; L(2)) - 8UL|u:1 ,
ce qui prouve le résultat en posant C = p + 1 + d. [

Nous souhaitons ensuite isoler le terme 9, L|,—1 qui apparait a droite de I'inégalité.
Nous ne pouvons pas soustraire simplement, car alors nous nous retrouvons avec
des séries a coefficients quelconques (possiblement négatifs), et notre boite a outils
ne s’applique plus. Nous nous appuyons a la place sur le lemme suivant :

Lemme 2.43.

» Soient 0,,x1 < v(2),b(2), Opxm = M (2), et v(z) < b(z) + zM (z)v(z) alors
nous avons l'inégalité suivante

v(z) <X (Id — zM(z))_1 -b(2),
ot (Id — zM(2)) ' = 3400 2F (M (2))*. <

Remarque 2.44.

» La série S 2¥(M (2))* converge dans 'anneau des séries formelles Q[[z]], car les
coefficients d’ordre n restent fixés aprés avoir sommé les n + 1 premiers termes de
la série. <

Démonstration. En appliquant I'inégalité k fois sur le membre droit, on obtient
v(2) 2 b(2) + zM(2)b(2) + ... + (zM(2))*b(2) + (M (2))"v(2),
Comme [2¥] (2M (2))*"1v(2)) = 0,;,x1, on déduit que
[ (z2) < [2] (b(z) M (2)b(2) + ...+ (zM(z))kb(z))
=[] (1d — =M (2)) 7" b(2),
pour tout k, et donc par définition v(z) < (Id — zM(2)) "' - b(z). ]

Les Lemmes 2.42 et 2.43 prouvent alors la Proposition 2.35 en établissant la borne :

[z"]{auL(z,u)\uzl} < C’-[z”]{(Idmxm—z-Jacy@—i-A](z; L(z)))_l-L(z)} .
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2.5.2 Compléments techniques sur le théoreme de Drmota

Les preuves des propositions de cette partie technique peuvent étre passées en premieére
lecture.

Avant de pouvoir prouver la Proposition 2.36, nous avons besoin de résultats
intermédiaires pour manipuler les solutions des systémes qui entrent dans le cadre
du théoréme de Drmota. Les propositions qui suivent étaient un peu trop arides pour
étre exposées dans les Préliminaires, donc j’ai choisi de les reporter ici.

Les résultats de cette sous-section ne sont pas spécifiques a ce chapitre, et seront
aussi trés utiles pour les chapitres 3 et 4. J’ai donc essayé de rester le plus général
possible.

Le théoréme de Drmota (voir Théoréme 1.89) nous dit que sous certaines condi-
tions, les solutions d’un systéme bien conditionné ont un comportement en racine
carrée autour de leur singularité dominante commune. Ce comportement universel
s’explique par la grande stabilité des fonctions de cette forme sous de nombreuses
opérations, que nous exposons dans cette section.

Stabilité des fonctions en racine carrée pour les opérations usuelles

Le lemme suivant énonce les premiéres propriétés remarquables de stabilité des
séries qui ont un comportement en racine carrée autour de leur singularité dominante

z = p.

Lemme 2.45.
» Soient A(z) et B(z) deux séries qui ont un développement asymptotique autour
de z = p de la forme :

A(2) = ga(2) = ha(2)/1= 2. B() = g5(z) — ha(2) 1 - 2.

ou ga(z),98(z),ha(z), hp(z) sont analytiques autour de z = p. Alors :

a. Lasomme A(z)+ B(z) et la différence A(z) — B(z) ont aussi un développement
asymptotique A(2) + B(z) = ga+B(2) —ha+p(2)\/1 —z/pet A(z) — B(z) =
ga-B(2) — ha_p(z)\/1 — z/p, autour de z = p, avec ga+pB(2), hat+p(2),
9ga—B(z), ha—p(z) analytiques en z = p.

b. Le produit A(z) - B(z) a aussi un développement asymptotique ga.p(z) —
ha.p(2)\/1 — z/p, autour de z = p, avec g4.5(2) et h4.p(2) analytiques autour
de z = p.

c. Soit H(y) analytique en y = A(p) et tel que H'(A(p)) # 0. Alors la composée
de H et A a aussi un développement asymptotique H(A(2)) = ggoa(z) —
hioa(2)\/1 — z/p autour de z = p, avec groa et hio4 analytiques en z = p.

d. Si B(p) # 0, le quotient A(z)/B(z) a aussi un développement asymptotique
ga/B(2) —ha/p(2)\/1 — z/p autour de 2z = p, avec g4/(2) et h4/p(z) analy-

tiques en z = p.
<
Démonstration. Nous ne développons que le dernier cas (la division), car la somme,

la différence et le produit sont immédiats, et (3) est un cas particulier d’un lemme de
Drmota [Drm09, Lemma 2.26].
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Comme gp(p) # 0, nous pouvons écrire

z

A(z)  9a(z) —ha(2)y/1 =3 94(2)/98(p) — ha(2)/98(p),/1 —

RSN

B(2) " gp(z) —hp(2),/1— 2 1+(98(2)/98(p) — 1) — hu(2)/g8(p)|/1 -

La fonction H(y) = ﬁ =1-—y+y?—1y>£... estanalytique sur |[y| < 1.

Puisque 6: z — (g95(2)/98(p) — 1) — hp(2)/98(p), /1 — = vaut 0 en z = p, nous

pouvons appliquer (3) & H(4(z)) pour développer le dénominateur. Nous concluons
en utilisant la stabilité par produit. [ |

Inversion d’une matrice dont les coefficients ont un comportement en
racine carrée

La Proposition 2.35 borne 0, L(z, u) ‘u:l a l’aide de I'inverse formelle de la ma-
trice J(z) = Jacy[¢ + A](2; L(z)). Dans le chapitre 4, nous rencontrerons aussi
Iinversion d’une matrice obtenue & partir d’un systéme suivant les conditions du
théoréme de Drmota. Nous avons ainsi besoin de comprendre a quoi ressemblent
les coeflicients de telles matrices, et pour les inverser, nous devons vérifier que cette
opération est d’abord possible, et qu’elle n’introduit pas de nouvelles singularités.
Pour cela, il nous faut entrer un peu plus dans les détails des outils classiques utilisés
dans I’étude des systémes reliés au théoréme de Drmota.

Nous commencons par rappeler des propriétés classiques concernant le rayon
spectral d’une matrice.

Définition 2.46 .
» Soit A € M,,(C) une matrice carrée de taille n. Le rayon spectral de A, noté Sp(A),
désigne le plus grand module de ses valeurs propres. <

Définition 2.47.
» Pour A = (a;;) € My(C), nous définissons

1<i<n

n
|Alse 1= max > |ai;|.
j=1

1l s’agit d’'une norme sur M,,(C). <

Proposition 2.48 (Formule de Gelfand, voir par exemple [Rom21]).
» Pour toute matrice A € M,,(C) :

Sp(4) = lim |4"/F

Définition 2.49.
» Soit A, B € M, (R). La matrice A est dite positive si tous les coefficients de

A sont positifs. Dans ce cas, nous notons 0 < A. Enfin, nous notons A < B si
0<B—A. <

Proposition 2.50 (Croissance du rayon spectral, voir par exemple [Rom21]).

» Soit A € M, (C), et B,C € M,,(R) telles que B < C. Alors :

z
p
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a. Sp(A) < Sp(|A|) en notant |A| = (|a; ;]);
<

b. Sp(B) < Sp(C).
<
Proposition 2.51 (Continuité, voir par exemple [Rom21, Théoréme 3.16]).
» L’application Sp : M,,(C) — R est continue. |

Proposition 2.52 (Série géométrique, voir par exemple [Rom21, Théoréme 3.17]).

» Soit A € M,,(C). Alors :
(Ia — A) est inversible < Sp(4) < 1.

De plus si Sp(A) < 1, alors Y, A* converge, et dans ce cas Y po, AF = (1d —
AL <

La proposition précédente donne ainsi une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une matrice a coefficients complexes soit inversible, et exprime dans ce cas
I'inverse comme une série de matrices. Nous voulons faire de méme, mais cette fois
avec une matrice de séries formelles, qui ont un comportement en racine carrée
autour d’une unique singularité dominante p. La proposition suivante est un peu
technique, car elle vise a unifier les deux approches légérement différentes utilisées
dans ce chapitre et le chapitre 4. En effet, dans ce chapitre, les inversions seront
des inversions formelles définies comme des séries de matrices, tandis que dans le
chapitre 4 nous inverserons des matrices a coefficients dans C. Nous vérifions que
ces deux approches sont cohérentes :

Proposition 2.53.
» Soit M (z; y) une matrice carrée de taille n, dont les coefficients sont des polynémes
formels en z et y, a coefficients positifs.

Soit y(z) un vecteur de fonctions analytiques a coefficients de Taylor positifs, qui
ont une unique singularité dominante en z = p > 0, et qui autour de z = p ont une
écriture de la forme :

y(2) =g(z) —h(z)\/1-2z/p

avec g(z) et h(z) des vecteurs de fonctions analytiques en z = p. Nous supposons
que y(z) est continue sur [0, p|, et nous notons 7 := y(p).
Supposons de plus que Sp(M (p, 7)) < 1. Alors :

a. Id — M(z,y(2)) est inversible pour tout |z| < p, et (Id — M(z,y(2)))"! =
> hzo(M (2,y(2))* pour tout |2| < p.
b. L’application J := z +— (Id — M(z,y(z))"! est une matrice de fonctions

analytiques en 0, continues sur [0, p|, qui ont au plus une unique singularité
dominante sur le cercle |z| = p, en z = p, et sont localement en z = p de la

forme g(z) — h(2)\/1 — z/p, avec g(z) et h(z) analytiques en z = p.
c. Les coefficients de la matrice de séries de fonctions Jo := z > > 7 (M (2, y(2))*
convergent normalement sur |z| < p, et coincident pour |z| < p avec ceux de J.

<
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Démonstration. a. La matrice formelle M (z;y) est inversible en se plagant sur le
corps des fractions rationnelles. En effet, comme Sp(M (p, 7)) < 1, on sait que
det(Id — M(p,T)) # 0, et donc det(Id — M (z;y)) n’est pas le polyndme nul.
Ainsi on note J(2;y) = M(z;y)"’. On sait par la formule de la comatrice que
J(z;y) = % ou P(z;y) est une matrice de polynomes en z et y.
Ainsi, si det(Id — M (z;y(2))) # 0,ona J(z;y(2)) = M(z;y(2))~ %

Soit |z| < p. Alors | M (z;y(2)| < M(p;T), dout Sp(M(z,y(z)) < 1. Donc
det(Id — M(z;y(2))) # 0, et ainsi (Id — M (2, y(z)) est inversible, d’inverse
J(z;y(2)), par unicité de 'inverse sur M,,(C).

De plus, comme Sp(M (z,y(2)) < 1, Y72 o (M (2, y(2))* = (1d—M(z,y(2))) L.

P(z;y(z
b. Onpose J: z — J(z;y(z)) = det(ldfﬂg((z;);(z))).
Soit 1 < 4,j < n, et on regarde la fonction a(z) = (J(2));,;. On sait que a(z)

est de la forme det(lgf}\?;((j;(z))), avec :

— p(2;y(z)) qui est un polyndme en ses entrées, donc par stabilité, est une fonc-
tion analytique en 0, continue sur [0, p], qui a au plus une unique singularité
dominante sur le cercle |z| = p, en z = p, et est localement en z = p de la
forme g(z) — h(2)\/1 — z/p, avec g(z) et h(z) analytiques en z = p;

— det(Id — M (z;y(2)) qui est aussi un polyndme en ses entrées et donc a la
méme propriété.

Comme det(Id — M(p;y(p)) # O, par stabilité par quotient, a(z) est une

fonction analytique en 0, continue sur [0, p|, qui a au plus une unique singularité

dominante sur le cercle |z| = p, en z = p, et est localement en z = p de la forme

g(z) — h(2)\/1 — z/p, avec g(z) et h(z) analytiques en z = p.

c. On fixe 1 < 7,5 < n. On note pour tout k :

— ag(2) le coefficient en position (i, j) dans la matrice (M (z, y(z))*

— wy, le coefficient en position (4, j) dans la matrice (M (p, 7))*

— b(2) le coefficient en position (7, j) dans la matrice Ja(2).

Par définition, b(z) = >"77 ax(), qui est une série de fonctions analytiques

sur |z| < p et continues sur |z| < p.

Par ailleurs, pour tout |z| < p, on a |ag(z)| < vk car B est a coefficients positifs.

Comme Sp(M (p, 7)) < 1, la série de matrices Y o o(M (p, T))* converge, et

donc la série > ;2 , vj, converge.

Il y a donc convergence normale de la série de fonctions ) ax(z) sur |z| < p.

Donc b(z) est analytique sur |z| < p et continue sur |z| < p.

Ainsi, J(2) et J(z) sont des matrices de fonctions analytiques sur |z| < p. On

remarque qu’elles coincident sur [0, p], elles sont donc égales.
|

La condition Sp(M (p, 7)) < 1 dans la proposition précédente est fondamentale
pour pouvoir effectuer I'inversion. Afin de I'appliquer sur des systémes issus de
I'application du théoréme de Drmota, nous avons besoin d’outils pour calculer leur
rayon spectral. Il se trouve que les systémes auxquels nous appliquons le théoréme
de Drmota sont déja directement reliés a une matrice de rayon spectral 1 :

Proposition 2.54 ([BBY10, Lemme 12]).
» Soit y = F(z;y) un systéme polynomial bien conditionné. Soit (p, 7) défini
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comme dans le Théoréme 1.89, tel que (p, T) est dans le domaine de convergence de
F(z;y). Alors

Sp(Jacy[F|(p;T)) =1.
En particulier, la matrice Id — Jacy [F|(p; T) n’est pas inversible. <

Nous introduisons maintenant le théoréme de Perron-Frobenius, qui décrit entre
autres quelques opérations qui font diminuer strictement le rayon spectral d’une
matrice.

Définition 2.55 (Graphe de dépendance d’une matrice, matrice irréductible, voir
par exemple [Rom21, GRO1]).

» Soit A = (a;;) € My(R). Le graphe de dépendance associé a A est le graphe
orienté a n sommets tel qu’il existe une aréte du nceud ¢ vers le noeud j si et seulement

si Qi > 0.
La matrice A est dite irréductible si son graphe de dépendance est fortement
connexe. <

Théoréme 2.56 (Théoréme de Perron-Frobenius, voir par exemple [GR01, Theorem
8.8.1)).
» Soit A une matrice réelle positive et irréductible. Alors :
a. Sp(A) est une valeur propre de A et le sous-espace propre associé est de dimen-
sion 1, engendré par un vecteur dont les coordonnées sont strictement positives;
b. soit B une matrice réelle positive, telle que 0 < B < A. Alors Sp(B) < Sp(4)
avec égalité si et seulement si A = B.
<

Nous utiliserons notamment le corollaire suivant, qui est une conséquence immé-
diate du point b. du théoréme de Perron-Frobenius :

Proposition 2.57.
» Soit A une matrice réelle positive et irréductible. Alors :
— Si 0 < B est obtenue a partir de A en diminuant strictement des coefficients,
alors Sp(B) < Sp(A).
— Si 0 < B est la matrice obtenue a partir de A en supprimant sa premiére ligne et
sa premiére colonne, alors Sp(B) < Sp(A).
<

Pour conclure, le corollaire suivant illustre deux configurations courantes qui nous
permettront d’appliquer la Proposition 2.53 :

Corollaire 2.58.
» Soit y = F(z;y) un systéme polynomial bien conditionné. Soit (p, T) défini
comme dans le Théoréme 1.89, tel que (p, 7) est dans le domaine de convergence de
F(zy).
— Si0 < M est obtenue a partir de Jacy[F'|(p; T) en diminuant strictement des
coefficients, alors Sp(B) < 1.
— Si0 < M est la matrice obtenue a partir de Jacy[F](p; T) en supprimant la
premiére ligne et la premiére colonne, alors Sp(B) < 1.
<«

Démonstration. C’est immédiat en appliquant la Proposition 2.57 et le Corollaire 2.58
au résultat de la Proposition 2.54. u
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2.5.3 Preuve de la Proposition 2.36

Dans cette section, nous souhaitons démontrer la proposition suivante, ou nous
rappelons que .J(z) est définie par J(2) = Jacy|¢ + A](z; L(2)) :
Proposition 2.36.
» Les coordonnées de K : z — (Id — z - J(2)) "'+ L(2) ont au plus une singularité
dominante en z = p = py, sur le cercle |z| = p. De plus, pour tout indice 7, il existe
des fonctions §;, h; analytiques en z = p telles que K;(2) = §;(2) —h;(2)\/1— z/p
avec hj(p) # 0. Enfin, nous avons les équivalents asymptotiques [2"]K;(z) ~
Djp*"n*?’/Q, pour des constantes D; > 0. |

Nous quittons le monde des séries formelles, et interprétons le terme droit de
I'inégalité de la Proposition 2.35 dans le monde des fonctions analytiques de la variable
complexe. Nous montrons que ses coefficients ont la méme croissance asymptotique
que ceux de L(z) a une constante preés.

Le comportement de L(z) est déja connu par la Proposition 2.33. Nous décrivons
maintenant les propriétés de la fonction J(z) := (Id — z - J(z))~'. Nous montrons
que la singularité dominante de J(z) vient uniquement de celle de L(z) et non de
Iinversion de la matrice.

Proposition 2.59.
» Les entrées de la matrice de fonctions J(z) définie par

J:ze (Id — z- Jacy[¢p + A}(Z;L@)))il

sont analytiques pour |z| < p, ont au plus une singularité dominante sur le cercle

|z| = p, en z = p, sont continues sur [0, p], et sont de la forme §(2) —h(2)\/1 — 2/p
autour de z = p, avec g et h analytiques en z = p. <

Démonstration. Rappelons que pour tout ¢ € [i], E; désigne 'ensemble des régles
de E; dont la racine n’est pas ® et A; 'ensemble des régles de 7' € E; de racine
®, dont aucun fils complet n’est entiérement réductible. Notons 5; ’ensemble des
régles T € E; qui ont pour racine ® et dont un des fils 7” est entiérement réductible,
de facon a avoir E; = E,; W A; W B;. Nous définissons alors

TeB; jeind(T)

et B(z,u;y1,...,Ym) le vecteur des B;(z,u; y1, ..., Ym)

Par I’hypothése (HY), il existe au moins un indice j tel que B; n’est pas vide et
contient une régle d’arité non nulle. En particulier, Jacy [B] # 0y xm.

Posons M (z;y) = z-Jacy[¢+ A](2;y), qui est une matrice carrée de polynémes
en z et y, a coefficients positifs.

Les composantes du vecteur L(p) étant strictement positives, une entrée de la
matrice Jacy[B](p; L(p)) est strictement positive. En remarquant que Jacy[¢] =
Jacy @] + Jacy[A] + Jacy[B], nous en déduisons que M (p; L(p)) est une matrice
positive obtenue a partir de pJacy[¢](p; L(p)) en diminuant strictement certaines
entrées. Par le corollaire 2.58 de la section technique précédente, nous en déduisons
que Sp (M(p; L(p))) < 1. En appliquant la Proposition 2.53, nous obtenons alors
directement le résultat annoncé. |
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polynomiaux

Preuve de la Proposition 2.36. Considérons la fonction
-1 -
K(z) = (Id — 2 Jacy[p + A](z; L(z))) L(z) = J(2)- L(2),

Alors le rayon de convergence des composantes de K (z) est p. En effet, d’apres la
Proposition 2.35, nous pouvons affirmer que :

L(z) 2 0yL|y=1 2 C-K(z).

ou C' > 0 est la constante de la Proposition 2.35. Ainsi [2"]L;(z) < [2"]C - K;(2) et

le rayon de convergence de K; est inférieur ou égal a celui de L;, c’est-a-dire p. Par

la Proposition 2.59 :

— les entrées de K(z) = J(z) - L(z) sont analytiques pour |z| < p. Donc par
le théoreme de Pringsheim (cf. la Proposition 1.79 des préliminaires), p est une
singularité pour chaque entrée du vecteur K.

— z = p est la seule singularité possible sur le cercle |z| = p.

— les composantes du vecteur K (z) sont de la forme K;(z) = §;(z)—hi(2)\/1 — z/p
autour de z = p, avec §;(z) and h;(z) analytiques en z = p, par stabilité
de ces fonctions par addition et multiplication (cf. Lemme 2.45 des prélimi-
naires). De plus, ﬁz(p) # 0 pour tout ¢ sinon par le Théoréme 1.81 de Trans-
fert, C' - [2"] K;(z) serait négligeable asymptotiquement devant [2"]L;(z), ce qui
contredit L(z) < C' - K(2).

Enfin le Théoréme 1.81 de Transfert donne I’équivalent [2"]K;(z) ~ Di%, pour
une certaine constante D; > 0. [ |

2.6 Moments d’ordres supérieurs et temps d’exécution
moyen des algorithmes polynomiaux

Notre résultat principal s’étend facilement a tous les moments de la variable
aléatoire associée a la taille apres réduction.

Théoreme 2.60.

» Soit £ un systéme combinatoire sur S, d’opérateur absorbant ® et d’élément
absorbant P, qui satisfait (H). Soit £ une classe définie par €. Alors tous les moments
d’ordre ¢t > 0 associés a la taille apres réduction d’une expression aléatoire uniforme
de L de taille n sont bornés par une constante C'; > 0 indépendante de n : autrement
dit pour tout t et n € N, E,,(|o|") < C}. <

Démonstration. La preuve suit le méme raisonnement que pour le Théoréme 2.32.
Nous rappelons que les moments d’ordre supérieur sont reliés aux séries génératrices
par la formule (voir 'Equation 1.3 des préliminaires) :

[=") () L(z,u)|,,_, 2.6)

Bl ==

ot (udy)* signifie que I'on a répété k fois 'opération qui consiste a dériver par
rapport a u puis multiplier par w.
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L’analyse du numérateur se fait par récurrence sur k et est décrite ci-dessous. Le
cas k = 1 correspond a la valeur moyenne traitée a la section précédente. En dérivant
I’équation de L(z,u) on trouve

OuL(z,u) = pu’~" (R(z) — P(2)) + 2 (¢(2,u; L(z,u)) + A(z,u; G(z,u)))
+ zu (Oug(z, u; L(z,u)) + 0,A(z,u; G(z, U)))

+ zuJacy[@](z, u; L(z,u)) - 0y L(2,u)

+ zuJacy[A](z,u; G(z,u)) - 0,G(2,u) .

En étendant la notation < pour des séries bivariées, nous obtenons alors, comme a
la Proposition 2.35, la majoration :

w0y L(z,u) X puPL(z)+ L(z,u)
+ 2u® (0u@(z,u; L(2,u)) + 04 A(z,u; L(z,u)))
+ zu - Jacy[¢p + A](z,u; L(z,u)) - u0y L(z,u) .

Comme les coefficients de la série sont positifs, nous pouvons dériver en u tout en
conservant 'inégalité. Nous prouvons alors par récurrence directe que :

(u 8u)kL(z, u) <Py (z, u, L(z), L(z,u), (udy)L(z,u),..., (u@u)k_lL(z, u))
+ zu - Jacy[¢ + Al(z,u; L(z,u)) - (udy)FL(2,u),

ou les p;, sont des polynomes a coeflicients positifs.
En spécialisant © = 1, on préserve 'inégalité :

(u 3u)kL(z, u)|u:1 =<py (z, 1,L(2), L(z),..., (u@u)k_lL(z, u)|u:1)
+ 2z - Jacy|¢ + Al(z; L(2)) - (u@u)kL(z, u)‘u:1 ,

et ainsi le Lemme 2.43 implique I'inégalité

(w8, L(z, u)|u:1 =

(Id —z-Jacy|¢ + Al(z; L(z)))f1 Dy (z, 1,L(2), L(2),..., (uau)kflL(z, u)|u=1)

La preuve suit par récurrence. En effet, si nous supposons avoir prouvé que les
fonctions (udy )’ L(z,u) ‘u:l’ pour j < k, sont toutes bornées par des fonctions qui
ont p comme unique singularité sur le cercle |z| = p, et qui ont une expansion locale
en racine carrée autour de z = p, nous pouvons appliquer la Proposition 2.36 (qui
étudie la fonction (Id — z - J(z)) ') pour en déduire que (u 8,)* L(z, u) est bornée
par une combinaison linéaire de produits de fonctions qui ont p comme unique
singularité sur le cercle |z| = p, et qui ont une expansion locale en racine carrée
autour de z = p. En utilisant les propriétés de cloture des fonctions de cette forme,
exposées au Lemme 2.45, nous en déduisons I’hérédité de la récurrence. [ |

Au-dela de I'intérét purement mathématique des moments d’ordres supérieurs,
le Théoréme 2.60 a une autre conséquence sur ’analyse des algorithmes en temps
polynomial qui traitent des expressions aléatoires :
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Proposition 2.61.

» Soit A un algorithme qui s’exécute en temps polynomial dans le pire cas, dont les
entrées sont des expressions spécifiées par un systeme satisfaisant les hypothéses
du Théoreme 2.60. Alors I'algorithme qui consiste a réduire d’abord I’entrée avant
d’appliquer I’algorithme A dessus, a une complexité en moyenne linéaire en la taille
de I'entrée. <

Démonstration. Le résultat vient du fait que la réduction o s’exécute en temps linéaire
sur ’entrée. Comme en moyenne, la taille de la réduction est bornée par une constante,
Palgorithme A s’exécute ensuite en temps moyen constant.

Plus rigoureusement, soit ¢ la fonction de complexité qui a une expression T'
associe le nombre ¢(7") d’opérations élémentaires utilisées par I’algorithme A pour
traiter 7. Soit p(z) = Y ;4 ajx® un polyndme tel que pour tout 7" de taille n € N,
o(T) < p(n).

Soit pre(T) < «|T| la fonction de complexité linéaire du programme qui calcule
la réduction o(7T") d’une expression 7.

Notons ¢/ (T') = pre(T) 4+ ¢(o(T)) la fonction de complexité du programme A’
qui consiste a réduire d’abord 7" et a appliquer ensuite ’algorithme A sur o (7).

Ainsisi|T| =n, (T) < an+ > _y ax(a(T))*.

Alors la complexité en moyenne de 'algorithme A’ sur les entrées de taille n est
linéaire, par le Théoréeme 2.60 :

T T
En(d) <an+ Y aBu(loff) <on+>  apCh.
k=0 k=0

2.7 Conclusion de la partie et discussion sur le cas des
expressions régulieres

La contribution principale de ce chapitre est de montrer que les arbres d’expressions
uniformes décrits par des systémes manquent d’expressivité, car ils se réduisent
considérablement dés qu'un opérateur admet un élément absorbant. Cela remet en
question la pertinence de cette distribution pour ’analyse théorique en moyenne
et la génération d’arbres d’expressions. Comme nous I’avons déja mentionné dans
le cceur du chapitre, les hypothéses que nous avons données sur les systémes n’ont
pas pour but de caractériser tous les systémes bien fondés ou un tel phénomene de
dégénérescence se produit. Nous voulions juste identifier un cadre suffisamment
général pour capturer de nombreux exemples, tout en gardant des conditions faciles
a vérifier.

Discussion sur les hypothéses du chapitre. Nous pouvons ainsi discuter un
peu de ce qui se passe si les hypothéses (H) ne sont pas vérifiées.

Pour (H,), si le graphe de dépendance n’est pas fortement connexe, nous pouvons
considérer le DAG de ses composantes fortement connexes; s’il n’y a qu’une seule
composante fortement connexe finale, ou s’il n’y a qu’une seule composante domi-
nante, qui produit exponentiellement plus d’expressions que les autres composantes,
on devrait pouvoir se réduire a notre cadre en analysant ce qui se passe dans cette
composante principale. Si plusieurs composantes connexes sont en concurrence, la

Aprés discussion avec le
Jjury de soutenance, je me
suis rendu compte qu’en
adaptant Ualgorithme de
calcul de réduction, on
peut adapter la preuve
pour montrer que la
complexité moyenne est
constante.
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situation est moins claire, et plus difficile a analyser d’un point de vue combinatoire,
les asymptotiques ne sont plus forcément de la forme af"n=3/2 (voir [BD15] pour
les formes des asymptotiques possibles).

Si G est cyclique, alors le systéme soit n’est pas bien fondé, soit il est possible de
retirer certains cycles.

Pour (H3), nous pouvons essayer de traiter séparément les tailles modulo la période.
Cela se produit notamment lorsque tous les opérateurs sont binaires (dans ce cas, la
taille des arbres est nécessairement impaire).

Pour (Hj3), on pourrait affaiblir cette condition, mais elle est la essentiellement
pour garantir que le systéme n’est pas capable d’empécher I’élément absorbant
d’apparaitre un grand nombre de fois sous son opérateur, ni de limiter la taille des
arbres réduits par la régle d’absorbance.

Pour (Hy), si le systeme est linéaire, les arbres sont filiformes, et ’analyse est
complétement différente, bien que sans doute plus facile. Nous ne nous sommes pas
intéressés au cas linéaire car nous n’avions pas d’exemples concrets suffisamment
motivés.

Si (H5) n’est pas vérifiée, nous avons déja expliqué en note de marge que le
résultat restait valide si la spécification était finiment ambigué. Si la spécification
est infiniment ambigué, les séries génératrices déduites du systéme ne représentent
pas bien la combinatoire de I’ensemble d’arbres d’expressions étudié, si bien qu’il est
nécessaire de chercher une spécification non ambigué du probléme.

Comparaison avec des systéemes utilisés dans la littérature. Siles restrictions
des hypotheses (H) semblent contraignantes, il est important de rappeler qu’elles sont
suffisamment larges pour s’appliquer a des systémes naturels de la littérature. Ainsi,
dans [LS05], les auteurs étudient plusieurs grammaires pour décrire les expressions
réguliéres, dans le but de les énumérer, en tentant d’éviter certaines redondances. Par
exemple, les auteurs considérent la grammaire suivante pour compter les expressions
régulieres :

S — E,|E.|E.|C
E.—-FE.+F|F+F

F — E,|E,.|C

Ee = E.G |GG

G — (Ey)|E.|C

C—0lela (a€)

E, — (Ey)* | (Ee) * | Exx | Cx

Techniquement, nous ne pouvons pas utiliser tels quels les théoréemes de cette partie,
car la grammaire ci-dessus définit non pas des arbres d’expressions régulieres, mais
des chaines de caractéres définissant des expressions réguliéres, ce qui est différent.
La grammaire doit ainsi s’occuper de parenthéser correctement les expressions
régulieres, tandis que les points de concaténation sont implicites. Si les tailles ne
seront donc pas exactement les mémes, nous pouvons facilement transposer ce
systeme dans le monde des arbres d’expressions, et le nouveau systéeme vérifie
facilement les hypothéses (H) : la seule condition non remplie est celle de la forte
connexité, mais nous pouvons la régler en modifiant légerement le systéme. En effet
nous pouvons supprimer la régle C — 0|e|a (a € X) en remplacant C' par ses
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productions. Dans notre formalisme arborescent, nous obtenons ainsi le systéme

combinatoire suivant : Jai supprimé les paren-
theses de la grammaire,
inutiles dans le formalisme

+ +
E+ = EJ/r\F + F/\F arborescent.

F=FEs+E, +0+c+a (a€l)
E°:E<\G+G{\G
G=E,+E+0+c+a (a€X)

E, =] +E‘+E'+q‘)+l+£ (a €X)

+ ° *

et la classe d’arbres étudiés est la classe £L = E U F'U F4 U G U E,. On vérifie bien
que ce systéme satisfait toutes les hypotheses de (H).

Pour les mémes raisons, la grammaire suivante considérée aussi dans [LS05] vérifie
a quelques légéres modifications preés les hypotheéses (H) :

S— A|B|C|D|e|0
A= Ag+ Ao | Ag + A
Ap— B|C|D|e

B — ByBy | BoB

By — (A)|C|D

C = (A'| (B) | D"
D—0lela (a€X)

Afin de prendre en compte la commutativité du +, et certaines redondances, comme
le fait que (L + ...+ L})* = (L1 + ... + Ly)*, les auteurs remplacent dans la
grammaire précédente les regles de A, Ap et C par :

A—e+Ap|C+ Ac|B+Ap|D+ Aple|0
A" - B+ Ag|D+ Ap

Ac = C|C+ Ac| A
Ap — B|B+Ap|Ap
Ap - D|D+ Ap

C— (A)|(B)"| D*

Avec ces modifications, nous avons a nouveau un probléme apparent de forte
connexité pour vérifier les hypothéses (H), 4 cause desrégles D — ()| |a  (a € X)
et Ap — D| D + Ap. Cette fois il n’est pas possible de remplacer simplement D et
Ap par leurs productions, car le langage de Ap est infini. Néanmoins, le but de la
grammaire étant d’éviter des redondances, nous pouvons questionner la pertinence
delaregle Ap — D| D + Ap, qui autorise des expressions completement redon-
dantes, comme a 4+ a, a + a, a + a + a + a, .... En remplacant les occurrences de D
par ses productions finies, et les occurrences de Ap par UXgEu{e} > scx T, nous
observons que la grammaire vérifie bien les hypotheéses (H).

Abondance d’éléments absorbants. Nous finissons cette conclusion en souli-
gnant le fait que dans tout le chapitre, le pattern P désigne un élément absorbant fixé



L’abondance d’expres-
sions universelles de
cette forme sera exploi-
tée dans le chapitre 4.
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apres la spécification combinatoire des arbres. Si la spécification donnée empéche
I'apparition d’un élément absorbant particulier, il peut étre tout a fait possible d’en
trouver d’autres. Par exemple, dans le cas des expressions réguliéres, il est tres facile
de trouver des spécifications empéchant les motifs (a + b)* et (b + a)* sous un +.
Nous pouvons alors trouver a la place, comme candidats pour P, un grand nombre
d’expressions équivalentes, comme (a+c+b)*, ((a+¢)(b+¢))*, etc. En fait, il semble
impossible par une simple spécification d’empécher 'apparition d'un sous-arbre uni-
versel sous un opérateur +, & moins de considérablement restreindre les expressions
réguliéres décrites par la spécification. Cette intuition est motivée par le fait que
détecter I'universalité d’une expression réguliére est PSPACE-complet [MS72]. Dans
un article en prépublication [BMMR21], les auteurs étudient un systéme qui évite
les motifs (a + b)* et (b+ a)* :

a—elalb](a-a)|(a”)]|(ap+ap)

( |
( | (a5) | (ap +ap)
as —elalbl(a-a)|(a®)|y

Y = (Qab + ap) | (ap + @) [ (ap +0) [ (@ + aap) | (b+ aw) | (a +a) | (b+D)
agp — €l (a-a)|(ag)] (ap +ap)

ap—elalb|(a-a)

Les auteurs affirment a tort qu’en évitant ces deux motifs, notre résultat ne s’applique
pas a leur systéme. Méme si on ne peut choisir P = (a + b)*, on remarque que ap
engendre I’expression universelle (((a + b)*)*) :

ap = (ag) = ((@")) = (((ap + ap))") = (((a +0)7)").

En choisissant P = (((a + b)*)*), on vérifie aisément que ce systéme vérifie les
hypothéses (H). Par conséquent, ce systéme n’est pas pertinent pour étudier en
moyenne des algorithmes portant sur des expressions réguliéres.

Expressions réguliéres sans mot vide. On pourrait objecter que pour les expres-
sions réguliéres, il est en fait facile d’éviter I’arbre universel (a + b)* en interdisant
a la grammaire décrivant les arbres de faire I'union de deux expressions qui recon-
naissent le mot vide €. C’est tout a fait envisageable car cela ne réduit presque pas
la puissance des expressions réguliéres : en effet toute expression réguliére F se
transforme facilement par induction en une expression réguliére 1)( E') reconnaissant
le méme langage que E privé de ¢ :

— (a) = a,9(b) = b, ¢(e) =0

— Y(E1L + E2) = ¥(E1) + )(Ey)

— V(B E2) = ¥(E1) - Y(EBa) + Y (B1)lep(my) + ¥(E2)lecr(my)

— Y(EY) = v(E1) - (B

On vérifie aisément que dans I'expression ¢ (E), 'opérateur 4+ n’a aucun fils recon-
naissant le mot vide.

Si des expressions réguliéres sont spécifiées par une grammaire interdisant I'union
de langages reconnaissant ¢, il n’est alors plus possible de trouver d’expressions
équivalente a (a + b)* sous un + : I’élément absorbant semble avoir été neutralisé.
Néanmoins, pour des expressions de cette forme particuliere, I'union + admet alors

un nouvel élément absorbant, le langage représenté par I'expression (a + b)™, et
donc nos résultats s’appliquent encore.



Ce chapitre est en grande partie issu de I’article de conférence [KNR19].

Réduction d’expressions spécifiées par
une seule équation

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'influence de la présence d’un élément
absorbant sur 'ensemble particulier de tous les arbres compatibles avec un ensemble
d’opérateurs S et une fonction d’arité a donnés. L’ensemble d’arbres étudié est donc
T (S, a) tout entier, en reprenant les notations du chapitre précédent, et non plus un
sous-ensemble spécifié par un systéme d’équations sur les arbres. Nous généralisons
dans ce chapitre légerement la fonction d’arité par rapport au chapitre précédent, en
autorisant des opérateurs d’arité quelconque, ce qui permet de modéliser 1’associa-
tivité de certains opérateurs. L’ensemble 7 (S, a) est décrit par une seule équation
unidimensionnelle trés simple, ce qui permet d’obtenir des résultats plus précis
sur son comportement vis-a-vis de la simplification, notamment la convergence de
I'espérance de la taille apres réduction.

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant, dont nous préciserons
en détail les conditions dans la prochaine sous-section 3.2 :

Théoreme 3.1.

» Soit £ un ensemble d’expressions dont la série génératrice L(z) vérifie le schéma
d’inversion lisse, avec L(z) = z¢(L(z)) et ¢ apériodique.

Soit P € L un arbre d’expression, et ® un opérateur d’arité au moins 2, tel que P
est absorbant pour l'opérateur ®. Nous considérons la simplification o induite par
cette relation d’absorption.

Alors I'espérance de la taille, apres simplification par la réduction o, d’une ex-
pression uniforme de taille n tend vers une constante quand n tend vers I'infini :
lim,, o0 Ep[|o|] = 6, avec § > 0. De plus, tous les moments de o convergent aussi :
pour tout i € N*, lim,, o Ey[|0]!] = &;, avec §; > 0. <

Les techniques utilisées dans ce chapitre sont plus simples qu’au chapitre précédent,
puisqu’il n’y a pas de systéme a gérer : 'équation L(z) = z¢(L(z)) est a une seule
dimension. Au cours de la thése, ce travail est venu historiquement en premier par



86 3 Réduction d’expressions spécifiées par une seule équation

rapport au chapitre précédent;; il constitue notre premier travail sur les simplifications
d’arbres par un élément absorbant.

3.2 Contexte et restrictions

Comme I'ensemble d’arbres étudiés est moins contraint que dans le chapitre
précédent (une seule équation unidimensionnelle), nous pouvons généraliser un petit
peu ’ensemble d’opérateurs et la fonction d’arité associée sans trop compliquer les
techniques de preuve. Le cadre d’étude de ce chapitre est donc un peu plus général,
et ne se résume pas a une simple restriction du chapitre précédent aux systémes a
une dimension.

3.2.1 Arbres d’expressions

Soit S un ensemble dénombrable d’opérateurs, et a une fonction d’arité associée,
qui a tout opérateur associe un ensemble (non forcément fini) d’arités possibles.
Nous notons A; le sous-ensemble d’opérateurs d’arité i € N. Nous supposons que
tous les A; sont finis (autrement dit a n’associe la méme arité qu’a un nombre fini
d’opérateurs; cette condition est nécessaire pour avoir un nombre fini d’arbres d’une
taille donnée).

Exemple 3.2.

» Dans le cas des expressions régulieres, nous pouvons considérer que 'union +
est associative. Ainsi, un nceud étiqueté par + peut avoir plusieurs fils. Dans ce cas
a(+) = Nyg, etalors Ay = {a,b,e}, A; = {x}, A2 = {o,+} etenfin A; = {+}
pour ¢ > 3. Nous définissons L, I'ensemble des expressions réguliéres associées a
ces arités. <

Nous généralisons alors facilement la définition d’arbres d’expressions au cas
dénombrable :

Définition 3.3.
» L’ensemble des expressions 7 (S, a) associées a la paire (.5, a) est défini par induc-
tion :

— pour tout opérateur so € S d’arité 0, sop € 7(5,a);
— pour tout opérateur s € S et (T1,...,T,) € T(S,a) avec r € a(5), alors

(s,Th,...,T;) € T(S,a). Cet uplet formel est représenté sous la forme d'un
arbre :
s
Ty... T,
<

L’ensemble 7 (S, a) est donc entiérement caractérisé par la suite A = (A;);en.
Nous nous plagons dans le cas particulier ou :

a. Ay # 0 (il y a des feuilles);

b. il existe un opérateur ® et une arité a > 2 telle que ® € A,.
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3.2.2 Elément absorbant et réduction

Dans la suite, nous fixons une arité a > 2 de P'opérateur ®. Nous considérons
la réduction induite par I'existence d’un arbre constant fixé, P € T (5, a), qui est
absorbant pour 'opérateur ® d’arité a. On s’intéresse donc a la regle de simplification

suivante :
€3
/\ ~ P, siT; =Ppouruniec {1,...,a}.
T T,

Remarquez que la réduction considérée ne s’applique que si le pére de P est un
noeud ® d’arité a, alors que I'opérateur ® peut avoir d’autres arités. Dans '’exemple
3.2 des expressions régulieres L7, avec une union d’arité quelconque, nous ne consi-
dererons, par exemple, que la réduction sur les opérateurs + d’arité 2. Cela suffit
pour montrer la dégénérescence des expressions.

3.2.3 Le schéma d’inversion lisse

Dans cette section, nous définissons le cadre dans lequel nous nous placons.

Définition 3.4.
» La série caractéristique associée a la suite A = (A; )¢ est la série formelle ¢ 4(y) =

21‘;0 ¢z‘zi, ou ¢; = ’Az’ <

Pour simplifier les notations, nous notons £ := 7 (.5, a) I'ensemble d’arbres étudié,
A sa suite d’opérateurs triés par arité, et ¢ la série caractéristique associée a .A. Avec
ces notations, la série génératrice de L satisfait I’équation :

L(z) = 2$(L()). (3.1)

Si on prend I'exemple des expressions régulieres Lr, ¢(X) = 3+ X +2X? estun
polynome de degré 2 et I'Eq. (3.1) peut se résoudre. Ce n’est pas possible en général
lorsque ¢ est une série quelconque. Cependant, dans certains cas, il est possible de
déduire le comportement asymptotique des solutions de 1’équation fonctionnelle,
comme nous ’avons déja fait dans le cas des systémes. Pour cela, nous demandons
un certain nombre de conditions, regroupées sous le nom de schéma d’inversion lisse
pour les arbres [FS09, Definition VIL3] :

Définition 3.5 (Schéma d’inversion lisse [FS09]).
» Une série L(z) satisfaisant I’équation fonctionnelle L(z) = z¢(L(z)) vérifie le
schéma d’inversion lisse si

L(z) est analytique en z = 0

S

¢(y) est analytique en y = 0
$(0) #0

les coeflicients de Taylor de ¢ sont positifs

& o

g

¢ n’est pas linéaire

-

il existe une solution 7 a I'équation ¢(7) — 7¢'(7) = 0, avec 0 < 7 < py ol py
est le rayon de convergence de ¢.

<

Smooth inverse-function
schema en anglais.
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Il s’agit du pendant unidimensionnel du théoréme de Drmota analytique présenté
dans les préliminaires (Théoreme 1.89).

Analysons cette définition dans le cas ou £ est un ensemble d’expressions de
série caractéristique ¢(y). L’analycité de ¢(y) en 0 implique qu’il n’y a pas trop
d’opérateurs d’arité ¢ (leur nombre ne peut pas étre super-exponentiel en i), ce qui
est une contrainte naturelle, vérifiée dans la totalité des exemples proposés dans cette
section. Toutes les autres conditions sont satisfaites par les hypothéses de travail
sur la suite .4 énoncées en sous-section 3.2.1, a Uexception de la derniére. En fait,
la solution 7 a I’équation ¢(7) — 7¢'(7) = 0 existe toujours et est unique, mais
nous devons nous assurer qu’elle est bien plus petite que le rayon de convergence
de ¢ pour garantir un comportement asymptotique en racine carrée. La remarque
suivante est élémentaire mais tres utile en pratique :

Remarque 3.6.
» Si seulement un nombre fini de .4; est non vide, i.e. si ¢ est un polynéme, alors la
série des arbres construits sur les opérateurs A vérifie le schéma d’inversion lisse. <

En clair, le schéma d’inversion lisse n’est la que pour s’assurer, dans le cas ou ¢
n’est pas un polynéme, que les arbres décrits ont un comportement standard d’arbres.
Dans le cas des expressions réguliéres L7, avec 'opérateur + d’arité non bornée,
la série caractéristique associée est ¢(y) = 3 +y + 2y% + % = ﬁ +y? +2. Son
rayon de convergence est pg = 1, et la solution positive de ¢(7) — 7¢'(7) = 0 est

% ~ 0.618. Donc la série génératrice de L, satisfait le schéma d’inversion lisse.

3.2.4 Comportement asymptotique du nombre d’arbres dans £

Le théoréme suivant fournit le développement asymptotique des fonctions sa-
tisfaisant le schéma d’inversion lisse. Il est cité dans le cas ou ¢(y) est apériodique,
c’est-a-dire quand ¢(y) = y"¢¥(y?) implique d = 1. Cette restriction, qui assure que
L(z) est aussi apériodique et a une unique singularité dominante, peut étre évitée
(cf. [FS09, Ex. V1.17]), mais elle suffira en pratique.

Théoreme 3.7 ([Drm97, FS09, MM89]).

» Soit L(z) une série vérifiant le schéma d’inversion lisse, avec L(z) = z¢(L(z)). Si
¢(y) est apériodique, alors L(z) a une unique singularité dominante p;, = 7/¢(7).
De plus, il existe deux fonctions ¢(z) et h(z) analytiques en z = py, telles que
localement autour de z = py, on ait :

L(z) = g(z) — h(2)\/1 — z/pL, avec h(pr) # 0. (3.2)

De plus, nous avons ’équivalent asymptotique [2"|L(z) ~ CfL Zgﬁ, avec O, =

#(7)
2¢1(7) "

Maintenant que la série totale des arbres de £ a été étudiée, nous pouvons étudier
plus en détail le phénomeéne de réduction.

3.3 Etude de la réduction

3.3.1 La classe des entierement réductibles

Nous rappelons qu’une expression 1" est entiérement réductible si o(T) = P.
Nous notons R C L 'ensemble des arbres entiérement réductibles, et R(z) sa série
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génératrice.

Nous posons p = |P|, et nous rappelons que a désigne I’arité que doit avoir ®
pour pouvoir appliquer la régle d’absorption. Un élément de R est donc soit P, soit
un arbre de racine ®, avec a fils, dont au moins un est complétement réductible. Cela
se traduit facilement en I’équation suivante sur les séries génératrices :

R(z) = 2P + 2 (L(2))" = (L(2) — R(2))") - (3.3)

Nous déduisons de cette équation le lemme suivant sur la série R(z) :

Lemme 3.8.
» Les rayons de convergence de R(z) et L(z) sont égaux. De plus, il existe un entier
Np € Ntel que pour tout n > N, [2"]R(z) > 0. <

Démonstration. Soient pr, et pr, les rayons de convergence des séries R(z) et L(z).
Comme R C L, [2"]R(z) < [2"]L(z) et donc pr, < pRg.

Pour I'inégalité inverse, considérons la famille R C R d’expressions de la forme
(®,P, L, Ly, ... L) avec L € L, et £y une feuille fixée. La série génératrice R(z) de
R est R(z) = 2Pt%"1L(2), et a donc le méme rayon de convergence que L(z). De
I'inclusion R C R, nous déduisons Pi = PR, etdonc pr > pr.

La seconde partie du lemme est aussi une conséquence de I'inclusion R C R :
légalité R(z) = 2Pt 1L(z) implique que [2"|R(z) = [z P~%t1]L(z), pour n
assez grand. Comme [2"|L(z) est non nul & partir d’un certain rang (par apériodicité
de ¢), nous en déduisons que c’est aussi le cas pour [2"]R(z), et donc pour [2"]R(z).

|

La proposition suivante précise le comportement de R(z) :

Proposition 3.9.
» La fonction R(z) a une unique singularité dominante en z = p. De plus, autour
de z = p, la fonction R(z) peut s’écrire

R(2) = gr(z) — hr(2),/1 - —, (3.4)

D

ou p est le rayon de convergence commun a L(z) et R(2), et les fonctions gr(z) et
hr(z) sont analytiques autour de z = p, et hr(p) # 0. <

Démonstration. Nous introduisons la classe complémentaire des entiérement ré-
ductibles, afin de nous ramener a des équations a coeflicients positifs. L’ensemble
G := L\ R rassemble ainsi les arbres qui ne se réduisent pas complétement a P.
Nous notons G(z) sa série génératrice. Les séries R(z) et G(z) satisfont facilement
le systéme :

{R(z) = 7 +2((G() + RE)* - (G)), 65)
G(z) = =22+ 2¢(G(2) + R(2)) + 2G(2)*,

ou ¢(z) = ¢(x) — z°. En effet, la premiére équation est simplement une réécriture
de I'Eq. (3.3), tandis que la seconde vient du fait qu’un arbre n’est pas entiérement
réductible si et seulement si il est différent de P (d’ou le —zP) et vérifie I'une des
conditions suivantes :
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— il commence par un nceud différent de ®, ou par ® mais avec une arité différente
de a; cela donne le terme en ¢;

— il commence par ® d’arité a, mais aucun de ses a fils n’est entiérement réductible

(d’ou le terme zG(z)°).

Malheureusement ce systéme n’est pas positif (il y a le terme —2P). Il faut d’abord
le transformer en systéme positif pour pouvoir appliquer le théoréme de Drmota.

Pour cela, nous allons développer le systeme pour faire disparaitre le —z. Tout
d’abord, remarquons qu’a partir d’un certain rang ¢, [2"|R(z) > 0 et [2"]G(2) > 0
pour n > q. Cela vient du Lemme 3.8 pour R(z). Pour les coefficients de G(z)
il suffit de remarquer que comme L(z) est apériodique, il existe un autre opéra-
teur dans la spécification de £, op # &, d’arité a. Toutes les expressions de la
forme op(L, Ly, . .., £p) ou £y est une feuille sont donc dans G, et ainsi [2"|G(z) >
[2"]2°L(2) = [¢" %] L(z) > 0 pour n assez grand.

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que ¢ >p > letqg>a > 1.

Posons ainsi R(z) = Pr(z) 4+ 29R,(2), G(2) = Pg(z) + 29G4(2), avec Pg(z) =
[259G(2), Pr = [#S9R(z), qui sont des polynomes de degré ¢, nuls en z = 0,
et G4(0) = R, (0) = 0 (G4 et R, ont un z en facteur). De méme, nous posons
¢ = Py(y) + ngq(y) avec QP(O) = 0, et de plus Py est un polyndome de degré au
moins a > 1. Ainsi

( a—1
R = 23 (1) (Pole) + 16y (:)H (Pal) + 2T Ryf2)"
k=0
G(z)=—2"+2zP, <PG(Z) + Pr(2) + 29(Gq(2) + Rq(z))> (3.6)
+2(G(:) + R(:))6,(G(2) + R(2))
| e + HG()

En développant (G(z) + R(z))? avec la formule du bindme et en utilisant R(z) =
Pr(z) + 29Ry(2), G(z) = Pg(z) + 27G4(z), nous pouvons écrire (G(z) + R(2))?
sous la forme 29P; (2, Gp(2), Rp(2)), avec Pi(z,Gp, Rp) qui est un polynéme a
coefficients positifs.

De méme, Py (P(2) + Pr(2) + 24(Gy(2) + Ry(2)) ) + (Po(2) + 21G)* est un
polynéme en z, G), et R,,. Notons 29 P»(z, Gp, Ry) le polynéme obtenu a partir de
celui-ci en ne gardant que les mondmes dont le degré en z est supérieur a q. C’est un
polyndéme a coefficients positifs. Remarquons que P»(z,0,0) # 0, car Pg(2) est de
degré q et a > 2, donc en développant Pg(2)% il y a au moins un mondme 2%, avec
aq > q + 1. De plus P, dépend bien de G et R, car P est un polynéme de degré
aumoins a > 1.

En identifiant les termes de degré plus grand que g + 1 en z, nous obtenons une
équation de la forme :

#1Gq(2) = 27(2Pa(2, Gq(2), Rq(2))+2P1 (2, Gq(2), Rq(2)) F1(2, Gy(2), Rq(2))) -

avec F1(z,Gq, Rq) = Qq(Pg(z) + Pr(z) 4+ 29(G4 + Ry)), qui est une série entiére
en 2z, Gy, R, a coefficients positifs.

De méme, en développant la somme > 9_; (1) (Pa(z) + 29G4(2))*(Pr(2) +
21R,(2))**, nous remarquons que pour k = 0, le développement de (Pg(z) +
29R4(2))* donne un terme Ppr(z)® qui fournit le monéme 2%, avec ag > ¢ + 1.
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Pour k = a — 1, le terme 2%G,(2)* 1 R,(2) dépend a la fois de G, et R,. Nous pou-
vons donc regrouper les termes en 2" avec k > ¢ > p de cette somme sous la forme
29P3(z,G4(2), Ry(2)) avec P3(z, G4, Rq) qui est un polyndme a coefficients positifs,
qui dépend bien de G, et R, et qui a le mondme 2(a=1)4 dans son développement.

En identifiant les termes de degré plus grand que ¢ + 1 en z, nous obtenons
I’équation

ZqRq(Z) = Zq+1p3(z7 Gq(z)a Rq(z)) ’
et ainsi Ry(2) et G4(z) satisfont le systéme positif :
{Rq<z> =2Py(2,Gy(2), By 2)

Gq(2) =2P(2,Gy(2), Rg(2)) + 2P1(2,Gq(2), Re(2)) - Fi(z, G4(2), Re(2))
(3.7)

avec Pj, Py, P3, F qui sont a coefficients positifs. Comme P;(0) = Pr(0) = 0,
Fi(z,Gg, Ry) est analytique en (z, G4, Ry) = (0,0, 0) par composition. On pose
2P3(2,Gq, Ry)

2Py (2,Gq, Rg) + 2P1(2,Gq, Ry) - F1(2,Gq, Ry)

F(Z7 Gpa Rp) =

Par ce qui précede, F est analytique en (0,0, 0) et ses coefficients sont positifs. Par
ailleurs, F'(0, Gp, Rp) = 0 a cause du z en facteur, et F7(z,0,0) # 0 et F5(z,0,0) #
0 grace au mondme z(*~1)9 présent dans Ps et Ps. Le systéme n’est pas linéaire car
P, contient le mon6éme zq(“_l)Gg avec a > 2. Il est fortement connexe car P, et P3
dépendent a la fois de R, et G,.

Enfin, nous rappelons que les coefficients des solutions G(z) et R,(z) sont stric-
tement positifs a partir d’un certain rang, car c’est le cas pour G(z) et R(2).

Nous pouvons enfin appliquer le théoréme de Drmota : les fonctions R,(z) et
G4(z) ont une unique singularité dominante p. Comme R(z) = Pr(2) + 29R,(2),
par le théoréme de Pringsheim et le Lemme 3.8, nous en déduisons que R(z) a une
unique singularité dominante en p = p.

Deplus, (p, G4(p), Ry(p)) estbien dans le domaine de convergence de F'(z, G4, Ry).

En effet, les autres termes étant polynomiaux et ne posant pas de probléme, toute la

question repose sur Fi(z,Gq, Ry) = Qq(Pg(z) + Pr(z) 4+ 29(G4 + Ry)). Or, nous
avons I'égalité Pg(p) + Pr(p) + p?(G4(p) + Ry(p)) = L(p) = T, et par le schéma

d’inversion lisse, T est dans le disque de convergence de ¢, donc de Qq. Ainsi nous
avons bien Qq(T) < o0.

Donc toujours par le théoreme de Drmota, au voisinage de z = p, Ry(z) =
9q(2) — hg(2), /1 — >, avec 9q(2), hq(2) analytiques en p, et hq(p) # 0

Ainsi au voisinage de z = p, la fonction R(z) peut s’écrire R(z) = gr(z) —

hr(z),/1— 2, ou les fonctions gr(z) et hr(z) sont analytiques autour de z = p,
et hr(p) = phy(p) # 0. n

Nous déduisons du comportement en racine carrée en z = p que la proportion
d’ L ’ .
arbres entierement réductibles tend vers une constante :

Corollaire 3.10.
» La probabilité qu'une expression uniforme de £ de taille n soit entiérement réduc-
tible tend vers une constante v > 0 lorsque n — oo. <

voir Théoréme 1.89
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Démonstration. Cette probabilité est donnée par la formule [[ %Ré g Nous appliquons

alors le Théoréme 1.81 de Transfert. La Proposition 3.9 nous indique que R(z) a

la méme singularité p que L(z), ainsi que le méme exposant critique en racine
carrée. Les termes en p"n /2 se simplifient dans la fraction. Donc la probabilité
qu’une expression uniforme de £ de taille n soit entiérement réductible tend vers
une constante v > 0 lorsque n — oc. u

3.3.2 Série bivariée et espérance de la taille apres réduction

Notons L(z,u) = Y rcp 2ITlylo(M)l 1a série bivariée qui compte en w la taille des
arbres apres réduction. Nous obtenons alors facilement I’équation suivante pour
L(z,u), analogue au Lemme 2.39 pour les systémes :

Lemme 3.11.
» La série L(z, u) satisfait I’équation fonctionnelle

L(z,u) = (R(2) — 2P)uP + zu (Q(L(z, u)) + (L(z,u) — upR(z))a>, (3.8)

ou ¢(z) = ¢p(x) — x° <

Démonstration. Nous étudions tous les cas possibles, selon la racine des arbres consi-
dérés. Si la racine n’est pas ® d’arité a, alors elle reste apres la réduction, ce qui
donne le terme zug(L(z,u) dans la somme. Dans le cas ou la racine de I’arbre est ®
avec arité q, alors soit 'arbre est entiérement réductible, ce qui contribue au terme
uP R(z), soit il n’est pas entiérement réductible, auquel cas sa racine reste aprés
réduction, et aucun de ses fils n’est entiérement réductible. Cela contribue au terme
(L(z,u) — uPR(z))®. Enfin, le terme —(zu)P vient du fait que ’arbre P est compté
deux fois dans ce raisonnement. [ |

Rappelons que I'espérance de la taille apres réduction est donnée par la formule :

2" Oy L(z,u

u=1

Nous cherchons donc classiquement a obtenir le comportement asymptotique de
[2"]0uL(z,u) ‘u:l’ en étudiant la fonction 0, L(z, u) ‘u:l autour de sa singularité :
Lemme 3.12.

» La fonction 0, L(z,u) ‘u:l

il existe deux fonctions §(z) et (z), analytiques en z = p, telles que la fonction

OuL(z,u) }uzl s’écrive sous la forme 0, L(z, u) ‘u:l = §(2) — h(2)\/1 — z/p autour
de z = p. <

a une unique singularité dominante en z = p. De plus

Démonstration. En dérivant I'Equation 3.8 par rapport  u, nous obtenons :

OuL(z,u)|,_, = pR(2) — p2¥ + 2(¢(L(2)) — L(2)" + (L(2) — R(2))")
+z ( ¢ (L(2)) — aL(z)“fl)auL(z,u)‘uzl
+a(L(z) — R(2)" " (0uL(z,u)|,_, — PR(2)))
Ainsi :
_ B(R() =)+ L) + 2~ L(z)* + (L(z) = R(2)* = pa(L(z) — R(:)*R(2))
OuL(zu) T a(L(z) ~ RGP |

u=l = 1= 2(/(L(2) - aL ()"
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Nous rappelons que la condition du schéma d’inversion lisse implique que 7 = L(p)
vérifie 1 = p¢/(7), et que T est dans le disque de convergence de ¢. En particulier ¢,
et donc ¢, sont analytiques en 7 = L(p), et ¢ (7) # 0 car ® est d’arité au moins 2.

Par ailleurs, le dénominateur évalué en z = p vaut

pa(r* ™t — (1 = R(p))*") >0

qui est strictement positif car 7 = L(p) > R(p) > 0.

Rappelons que L(z) et R(z), par les Propositions 3.7 et 3.9, ont une unique sin-
gularité dominante en p et ont un comportement asymptotique en racine carrée
autour de cette singularité. Nous pouvons alors appliquer les propriétés de cloture
par somme, produit, composition et division du Lemme 2.45 des préliminaires au
numérateur et dénominateur de L(z, u) ’u:l : la fonction 9, L(z, u) }uzl s’écrit alors
sous la forme~ OuL(z, u){uzl = §(2) + h(z)y/1 — z/p localement autour de z = p,
avec g(z) et h(z) analytiques sur un voisinage de p.

Par ailleurs, la série 0, L(z, u) ‘u:l n’a aucune autre singularité dans le disque
|z| < p. En effet, son rayon de convergence est p, puisque [2"]{9,L(z, “)|u:1} <
n[z"]L(z), donc p est une singularité. Comme L(z), R(z) et donc ¢'(L(z)) sont
analytiques dans un voisinage de tout point 2z du cercle |z| = p, tel que z¢ # p, il
en est de méme de 0, L(z, u) }uzl. Donc 9, L(z,u) ’u:l n’a pas d’autre singularité
sur le cercle |z| = p. [ ]

Nous pouvons ainsi conclure par la proposition suivante, qui montre la moitié du
théoréme annoncé en début de section :

Proposition 3.13.
» L’espérance de la taille, apres simplification par la réduction o, d’une expression
uniforme de taille n tend vers une constante quand n tend vers l'infini :

lim E,[lo]] =4,

n—oo

avec 6 > 0. |

Démonstration. Le théoreme de Transfert appliqué au résultat du Lemme 3.12 montre

que, si 2(p) > 0, alors [2"]0yL(z, u)|y—1 ~ %/f”n*g/? En combinant cela au

"0uL(z, -
[Z][Zn}(z(z))‘“:l tend vers une constante § = 3 gip\)ﬁ?

p = pr. Les autres valeurs pour le signe de il(p) ne sont pas possibles : iL(p) <0
donnerait un équivalent asymptotique négatif, et iL(,O) = 0 impliquerait que la
taille moyenne aprés réduction serait en O(1/n), et donc tendrait vers 0, mais c’est
impossible car cette taille moyenne est minorée par p > 0. [

Théoréme 3.7, E, [|o]] = car

3.3.3 Convergence des moments d’ordre supérieur

Dans cette derniére section, nous montrons la convergence des moments d’ordre
supérieur associés a la taille de la réduction.

Proposition 3.14.
» Tous les moments de |o| convergent aussi : pour tout i € Nx1, lim,, o E,[|o]'] =
d;, avec 9; > 0. <
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Démonstration. On montre le résultat pour o(0—1) ... (0 —k+1), car ces quantités
sont reliées aux séries génératrices par la formule :

[2")0uL(z,u)|,,
[2"]L(2)

1

Tim B, |[o](lo] = 1) .- (jo| — k + 1)} -

Le résultat de la proposition suivra, car |o|* peut s’écrire comme une combinaison
linéaire d’éléments de la forme |o|(|o| — 1) ... (Jo| —j+ 1) pour j < k.

Montrons que pour tout k € N, 9% L(z, u)|u:1 est encore de la forme §(z) +
h(z)\/1 — z/p autour de z = p, avec z & [p, o), tel que §(z) et h(z) soient ana-
lytiques en z = p. C’est le cas pour kK = 0 et k = 1 (par le Théoréme 3.7 et le
Lemme 3.12).

En dérivant I’équation

L(z,u) = (R(z) — 2")uP + zu(¢(L(z,uw)) + (L(z,u) — uPR(2))%),  (3.8)
nous obtenons une expression de la forme :

(1= zu(¢'(L(2,u)) — aL(z,u)* ' + a(L(z,u) — u’R(2))* ")) 0, L(z,u)
=P (z, R(2),u, L(z,u), qﬁ(L(z,u)))

ou P est un polynome a coefficient entiers. En itérant ces dérivations, nous obtenons
des expressions similaires pour les dérivées suivantes :

(1 = zu(¢'(L(z,u)) — aL(z,u)* " + a(L(z,u) — uPR(2))*"')) 0K L(z,u)
= Py(z,R(2),u, L(z,u), ... R (2, u), o(L(z,u)), . . ., (Dr_16)(L(z, u)))

ou P est un polynoéme a coefficients entiers.
En v = 1, nous obtenons finalement :

_ P(2RE)LLE D) 05 L) lum1 G(L()) o Di—16) (L(2))
=1 1-2(¢/(L(2))~aL(z)a=1+a(L(z)—R())*~1 )

O L(z,u)|,

La fonction (1 — z(¢/(L(2)) — aL(2)*' 4+ a(L(z) — R(2))*"'))~" a déja été
étudiée dans le cas k = 1, et nous avons prouvé qu’elle avait une unique singularité
dominante en z = p, autour de laquelle elle admettait une expansion en racine carrée.

Par hypothése de récurrence, tous les termes 97, L(2, u)|,—1 pour j < k — 1 ont
aussi une unique singularité dominante en z = p, et une expansion en racine carrée.
De plus L(p) se trouve dans le rayon de convergence de ¢, donc ¢ et toutes ses
dérivées sont analytiques dans un voisinage de p.

Nous concluons en appliquant les propriétés de cldture par somme, produit, com-
position et division du Lemme 2.45 au numérateur et dénominateur de 9 L(z, u) ‘u:l'

Nous trouvons alors que la fonction 9% L(z, u) ‘u s’écrit sous la forme 9 L(z, u)|

=1 u=1
Gx(2) + hy(2)7/1 — z/p localement autour de z = p, et que p est son unique singu-
larité dominante.

Ainsi, en appliquant le théoréme de Transfert, nous démontrons comme a la
Proposition 3.13 que les termes qui dépendent de n se simplifient dans ’asymptotique

"0k L(zw) | .
e W Ainsi les moments convergent vers une constante. |
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3.4 Conclusion et expérimentation sur les langages
réguliers

Dans ce chapitre, nous avons adapté les résultats du chapitre précédent au cas des
expressions spécifiées par une équation analytique unidimensionnelle. Il s’agit a la
fois d’une restriction et d’une généralisation des résultats du chapitre précédent, qui
justifient un traitement & part, dans un chapitre dédié, méme si les techniques sont
similaires. Remarquons que si dans ce chapitre nous avons pu montrer la convergence
des moments vers une constante (dans le chapitre précédent nous avions juste
montré qu’ils étaient bornés par une constante), cela revient au méme vis-a-vis
de la dégénérescence de la distribution uniforme pour les arbres d’expressions. En
effet, la réduction considérée ne prend pas en compte toutes les simplifications et
équivalences sémantiques possibles, donc les tailles moyennes obtenues dans ce
chapitre et au chapitre précédent sont des bornes supérieures des "vraies" tailles des
expressions tirées au hasard.

Comme transition pour le chapitre suivant, nous développons le cas des expressions
réguliéres aléatoires de taille n suivant la spécification :

*

. +
tmarvrer o f v
Alors, par la Proposition 3.13, la taille moyenne aprés réduction des arbres originelle-
ment de taille n tend vers une constante lorsque n tend vers I'infini.

Nous avons voulu observer ce phénomene expérimentalement. Nous avons tiré
des expressions aléatoires de taille n de plus en plus grande, puis nous avons calculé
la moyenne de leurs tailles aprés réduction. Nous nous attendions alors a pouvoir
observer la convergence, en allant assez loin dans les tailles des arbres générés.

w
s}
=

[\

(91

~
T

20k -
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10k
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P
T

taille moyenne de I’expression réduite

| | | |
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o
o

taille de ’expression réguliere

FiGuURE 3.1. Tentative d’observation expérimentale de la convergence en moyenne

En utilisant la méthode récursive, nous avons ainsi fait I'expérience (voir Figure 3.1),
pour des arbres de taille jusqu’a 30 000. La courbe observée semble linéaire en n, et
absolument pas converger vers une constante! En allant un peu plus loin dans la
taille des arbres générés, en utilisant la méthode de Devroye [Dev12], nous pouvons
voir que la courbe se détache un peu de la droite linéaire (cf. Figure 3.2), sans observer

Je ne pouvais raisonnable-
ment aller plus loin que
30000 avec la méthode ré-
cursive sur mon ordinateur
personnel.
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cependant une convergence nette. Dans cette section, nous expliquons rapidement
ce phénomeéne.

500k |- T

400k

300k |- T

200k |- T

100k

taille moyenne de 'expression réduite

0 100k 200k 300k 400k 500k
taille de ’expression réguliere

FiGURE 3.2. Tentative bis d’observation expérimentale de la convergence en
moyenne

Les propositions démontrées aux sections précédentes nous disent que toutes
les fonctions d’intérét ont une unique singularité dominante en p = pr, et ont un

comportement de la forme g(2)—h(z)/1 — z/p, avec g(z), h(z) analytiques en p. Or,
si L(z) = g(z) — h(2)\/1 — z/p,alors L' (z) = ¢'(z) — W' (2)\/1 —z/p+ 2p$(1’227p,

et ainsi :

lim L' (2)\/1—2/p= M

Z—=p 2p

On utilisera cette égalité pour calculer numériquement la constante § annoncée.
La série génératrice des expressions réguliéres vérifie I’équation L(z) = 3z +
zL(z) + 22L(2)?, ce qui donne aprés résolution :

1-z2—V-2322-22+1

L(2) 5

Sa singularité dominante est en p = _127?2)\/6, la taille de P est p = 4, a = 2, enfin

$y) =3+y+2y% et o(y) =3 +y +y°.
Les séries R(z) et G(z) satisfont le systéme :

{R(z) = i+ Z(L(2)2 - G(Z)Q) ; (3.9)

G(z) = —2*+20(L(2)) + 2G(2)%.
Nous pouvons utiliser ce systéme (qui n’est pas positif) pour les calculs car nous

sommes assurés par la théorie que ces fonctions ont bien le bon comportement en
racine carrée autour de p. Il est possible en fait de résoudre G(z) explicitement :

1= 425+ 1 422(L() + L(z) +3)
- 2z

G(2)
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si bien que nous connaissons aussi R(z) = L(z) — G(z). Ainsi la formule suivante

donne une expression explicite exacte pour 0, L(z, u) ’u_l :

A(R(2) — ) + L(2) + 2( = L(2)? + (L(2) — R(2)) — 8(L(2) — R())R(2))
OuL(zu)]ey = 1= 2(¢/(L(2)) — 2L(2) + 2(L(2) — R(2))) '

Nous savons que 9, L(z, u) ‘u a une unique singularité dominante en z = p

=1
et est de la forme §(z) — h(z)/1 — zp autour de p, nous pouvons alors calculer
avec Maple la valeur de h(p). Par le théoréme de Transfert, la taille moyenne, aprés
réduction, des arbres de taille n tend vers la constante suivante lorsque n tend vers

Iinfini :

(p)
§=—1 ~3624217.
h(p)

Cette constante est trés grande! C’est pour cela que nous ne pouvions pas 'observer
expérimentalement avec des arbres de taille 30 000 seulement.

Ce calcul numérique montre les limites du résultat de ce chapitre (et du précédent) :
nous avons délibérément choisi une réduction trés simple, pour nous abstraire au
maximum de la sémantique des arbres étudiés, afin d’obtenir un résultat général qui
s’applique a de nombreuses classes d’expressions. Comme contrepartie de sa généra-
lité, notre résultat ne permet pas d’analyser suffisamment finement la sémantique
des arbres d’expression étudiés pour obtenir des constantes "petites".

Dans le cas des expressions réguliéres, nous pouvons remarquer par exemple que
(b+ a)* est aussi absorbant pour 'union. Notre réduction ne le prend pas en compte,
car elle étudie un seul élément absorbant. Pourtant il existe de nombreuses autres
expressions réguliéres équivalentes a (a + b)* faciles a détecter.

Par exemple, en parcourant une expression, nous pouvons détecter pour tout
sous-arbre s’il reconnait les lettres a, b ou encore le mot vide €. Nous pouvons
alors identifier un plus grand nombre de sous-arbres universels : si un arbre qui
reconnait a la fois les lettres a et b est mis a I’étoile, il est universel. De plus un arbre
universel peut étre considéré comme absorbant pour la concaténation si arbre en
face reconnait €. En appliquant ces régles a des arbres uniformes, nous avons observé
expérimentalement une convergence apparente vers une constante de I'ordre de 75
(voir Figure 3.3).

Le but du chapitre suivant est d’ajouter ces régles plus fines de réduction dans le
cas des expressions régulieres, afin de faire diminuer cette constante et de pouvoir
observer expérimentalement la dégénérescence de la distribution uniforme pour les
expressions régulieres.
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3 Réduction d’expressions spécifiées par une seule équation

o
o

=N
o

[\~
o

taille moyenne de 1’expression réduite
B
()

(an]
(en]

| | |
500 1,000 1,500 2,000

taille de ’expression réguliere

FiGure 3.3. Observation expérimentale de la convergence, dans le cas des expres-
sions régulieres, en ajoutant plus de regles de réduction



Ce chapitre est tiré de Iarticle de conférence [KR21b].

Détection heuristique de sous-arbres
universels pour les expressions
régulieres uniformes

4.1 Introduction

Les langages réguliers sont omniprésents en informatique : pour vérifier le bon for-
matage des données entrées dans un formulaire, pour rechercher/remplacer dans un
éditeur de texte, rechercher dans un fichier avec grep... On les décrit alors naturel-
lement par une expression réguliére. Ainsi de nombreux programmes prennent
en entrée une expression régulicre, et il existe différents outils pour les traiter.
Nous pouvons notamment citer les algorithmes de compilation d’une expression
réguliére en automate, comme la construction de Thompson, ’automate de Glu-
shkov, 'automate des dérivées d’Antimirov, I’automate des préfixes de Yamamoto
[AMO06, Ant95, Yam14].

Si les arbres d’expressions réguliéres ont été utilisés avec succés pour étudier
certains algorithmes de construction d’automates [BMMR12], ces arbres présentent
néanmoins un élément absorbant pour I'opérateur d’union +, qui est (a + b)* pour
un alphabet a deux lettres. Ainsi, le résultat principal des deux chapitres précédents
montre que, pour la distribution uniforme, la complexité moyenne des algorithmes
précédemment cités est asymptotiquement linéaire, si I’'on commence par réduire
I'expression réguliére en entrée. Par ailleurs, nous avons montré au chapitre précédent
que dans le cas d’un alphabet a deux lettres, une expression aléatoire uniforme de
taille n est équivalente a une expression de taille constante 3 624 217 en moyenne,
quand n tend vers l'infini.

Cette taille moyenne de trois millions semble bien grande. Ceci est di au fait
que la réduction appliquée est a la fois trés simple et trés générale, dans le sens
ou elle s’applique a tout ensemble d’arbres dont la sémantique admet un élément
absorbant. Cette constante ne se voit pas facilement expérimentalement, et on serait
tenté d’objecter alors que pour des petites tailles d’arbres, la distribution uniforme
pourrait encore étre pertinente. Le but de ce chapitre est de spécialiser la réduction



Il est aussi possible
d’introduired comme
un nouveau symbole
spécial, de taille 1.

Pour les simulations, les
arbres uniformes ont
été générés avec l'al-
gorithme de [Dev12].
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des précédents chapitres au cas particulier des expressions réguliéres, pour ainsi
faire baisser cette constante théorique. En prenant mieux en compte la sémantique
particuliere des expressions étudiées — ici les expressions réguliéres — nous allons
pouvoir généraliser la réduction des chapitres précédents et obtenir des résultats
plus fins sur la taille aprés réduction (cette démarche s’est avérée fructueuse par
exemple pour étudier la distribution des expressions booléennes [CGM11, Gar05]). Ce
chapitre peut étre vu comme une application pratique et numérique aux expressions
régulieres des techniques développées aux précédents chapitres.

Le point de départ pour améliorer la réduction vient des deux observations sui-
vantes sur la réduction étudiée jusqu’alors :

— plutét que de reconnaitre un seul élément absorbant P fixé a ’'avance, nous
pourrions augmenter la réduction en identifiant un sous-ensemble plus gros
(infini) d’éléments absorbants de base, pour une opération ® donnée;

— nous n’exploitons pas du tout 'interaction des éléments absorbants avec les autres
opérateurs, qui sont tous considérés par défaut comme bloquant la propagation
des réductions par élément absorbant.

Dans ce chapitre, nous étudions donc des regles de simplification spécifiques aux
expressions régulieres; ces régles ont pour objectif d’identifier et réduire certains
sous-arbres universels, qui acceptent tous les mots sur ’alphabet. Cette réduction
linéaire généralise celle par élément absorbant des chapitres précédents. L’idée
principale est d’identifier pour chaque nceud de I'arbre le sous-ensemble de ¥ U {¢}
qui est reconnu par la sous-expression correspondante (en bleu sur la figure 4.1). En
effet :

— Dexpression 7™ est universelle pour toute expression 7" qui reconnait toutes les
lettres de X, il s’agit de notre ensemble infini d’éléments absorbants de base

— siune expression 7T’ est identifiée comme universelle, alors T™* est aussi univer-
selle, 'union de cette expression avec n’importe quelle autre expression est aussi
universelle, et enfin sa concaténation avec une expression qui reconnait le mot
vide est aussi universelle; on prend ainsi en compte l'interaction des éléments
absorbants avec les autres opérateurs.

Dans la figure 4.2, nous donnons les régles de réduction utilisées pour reconnaitre
I'universalité. Lorsque la réduction détecte qu'une expression est universelle !, elle la
remplace par un arbre fixé U représentant le langage universel ¥*. Typiquement I/
est un arbre universel de taille minimale (I’arbre associé a (a + b)* pour deux lettres).

Dans ce chapitre, nous allons prouver que pour cet algorithme de réduction, toute
expression réguliére aléatoire uniforme de taille n se réduit en une expression de
taille constante en moyenne lorsque 7 — 0o ; nous montrons par ailleurs que cette
constante est suffisamment petite pour remettre en question la distribution uniforme
des expressions réguliéres, méme sur des petites tailles. Nous donnons pour k = ||
allant de 2 a 5 les valeurs des constantes en question, dans la Table 4.1 (nous avons
pris pour I/ un arbre universel minimal de taille 2k). Dans le cas particulier de deux
lettres, la constante ~ 77.797 est étonnamment petite, et est confirmée par nos
expériences (voir Fig. 4.3).

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

1. Comme le probléme de I'universalité est PSPACE-complet [MS72], cette détection en un temps
linéaire est forcément partielle.
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° —+ {a,b,c} 0 U4 {a,be}x U
7 N\ /N VAN |
—+ * . * {a,b,e}*x U *{a,e} {a,b,c} ®
/N ! /\ ! ! | /7 N
a b b a * + {a,b}+ a {b,e} % + {a, e}
| AN VAN ! /N
a b a a b b a £
(a+0b)-b* (a-a*)+ (b+a)* (a+b)*-a* b* - (a+e))*

FIGURE 4.1. Quatre arbres d’expressions réguliéres. Les trois derniéres expressions
sont universelles — elles reconnaissent tous les mots sur I’alphabet {a, b}. Notre
algorithme de simplification (voir la figure 4.2) sera capable de le détecter. Par
exemple, pour les deux derniers arbres, les sous-ensembles de symboles reconnus
parmi {a, b, £} apparaissent en bleu; nous avons aussi annoté en vert si 'expression
associée a un noeud est détectée comme étant universelle.

+ + . ° * *
1y o~ U, 1y o~ U, I\ U, I\ o~ U, Vs U, L~ U.

u L L U u 7Te Te U Ts u

FIGURE 4.2. L’ensemble des regles de réductions, a appliquer de bas en haut. Ici U
est un arbre spécial fixé, représentant les arbres identifiés comme étant universels;
la classe £ désigne tous les arbres, 7Tx; les arbres reconnaissant toutes les lettres de
lalphabet X, et 7 représente la classe des arbres reconnaissant le mot vide €. Par
exemple, Y € T. N Tx. La derniére régle est donc redondante, mais a été ajoutée
pour améliorer la compréhension de la logique des régles de réécriture.

Théoreme 4.1.

» Considérons 'ensemble des arbres d’expressions réguliéres pour un alphabet de
taille fixée |X| = k, et o la réduction en temps linéaire induite par les régles de
simplification de la Figure 4.2. Alors la taille réduite d’une expression aléatoire
uniforme de taille n tend vers une constante quand n tend vers 'infini, qui est
donnée dans le tableau suivant pour k allant de 24 5 :

12 2 3 4 5
mE,[|o(T)|] | 77.79724... | 495.59151... | 2518.20513... | 11694.43727...

TABLE 4.1. Tailles moyennes asymptotiques aprés réduction
D |

Le cheminement de la preuve nous permet par ailleurs de fournir un encadrement
asymptotique de la proportion d’arbres uniformes universels. Dans la Proposition 4.24,
nous montrons qu’il y a ainsi une proportion non négligeable d’arbres qui repré-
sentent le langage universel. En particulier, cette proportion est comprise entre 31%
et 46% pour un alphabet de deux lettres.

Remarque 4.2 (Autres réductions de la littérature).

» Il existe d’autres réductions dans la littérature [BK93, GG10, IY03, LS05] dont
Pobjectif est de réécrire les expressions sous une forme normale, afin de limiter
certaines redondances, et de les transformer ensuite en automates. Ces réductions
ont un réel intérét pratique car elles s’intéressent a des expressions réguliéres de la
vraie vie, écrites par des humains, et qui ont donc peu de chances d’avoir autant de
redondances qu’une expression typique uniforme.
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FiGURE 4.3. La proportion d’expressions universelles détectées par ’algorithme, et
la taille moyenne apreés réduction, observées expérimentalement sur des expressions
réguliéres a deux lettres, avec un échantillon de 10 000 expressions pour chaque
taille. L’échelle des courbes est logarithmique en la taille des arbres. Les limites
théoriques sont représentées en vert.

La réduction que nous étudions dans ce chapitre, quant a elle, a pour but d’illustrer
la dégénérescence de la distribution uniforme sur les expressions régulieres; son
objectif en soi n’est donc pas tant de réduire intelligemment les expressions, mais de
montrer qu’au contraire de simples réductions réduisent beaucoup trop les expres-
sions uniformes. Les deux démarches se rejoignent cependant dans le sens ol nous
montrons que I’étude en moyenne des réductions de la littérature n’a a priori pas
d’intérét si la distribution utilisée est uniforme. <

Plan du chapitre. Dans la Section 4.2, nous introduisons la réduction générale
que nous étudions, puis dans la Section 4.3 nous analysons avec les outils de la
combinatoire analytique le phénomeéne de réduction sur des arbres d’expressions
régulieres uniformes. Enfin, dans la Section 4.4, nous expliquons comment calculer
en pratique les constantes annoncées a la section précédente.

4.2 Modele et définitions

4.2.1 Définitions

Soit k£ > 1 un entier, et ¥ = {ay, ..., a;} un alphabet de taille k. On considére
les arbres d’expressions réguliéres définis par la syntaxe suivante :

Définition 4.3.
» La classe L des arbres d’expressions réguliéres est définie inductivement par
I’équation

* [ ]

+
L‘R:al—k...%—ak—i-a—i—ﬁl —|—£/\ + AN (4.1)

R R LR Lr Lr
Autrement dit avec les notations du chapitre 2, Lr = T(S,a) ou S = X U
{e,+,0,x},eta(X) =ale) =0,a(x) =1, et a(+) = a(e) = 2. <

On rappelle que la taille |T'| d'un arbre T € Lx est son nombre de nceuds. On
note £, 'ensemble des arbres de L de taille n € N, et £,, = card(L,,).
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Onnote L(z) = ), £,2" la série associée a L, qui vérifie alors I’équation :

L(z) = (k4 1)z + 2L(2) + 22(L(2))?, (4.2)
et donc
1—2z—+/A(2)
L =
(2) P
avec A(z) := —(8k +7) 22 — 2 2 + 1. Ainsi L(z) présente une fausse singularité en

z = 0, et son unique singularité dominante p est caractérisée par

1+ k 1
Loy =\ == r=17ar()-

On en déduit que L(z) = hy, — grp/1—2/p+ O (‘1 — %|> lorsque z — p, avec
hy = L(p), et g1, une constante qui vérifie g, = 2p lim L'(2) - \/1 — z/p. Enfin par
z—p

le Théoréme 1.81 de Transfert nous obtenons :

Ly, = [2"]L(2) IL 82

N

4
avec gy, — ~VERETY2¥2k
2¢/—1+2v212k

Probabilité de reconnaitre . La classe 7. des expressions reconnaissant le mot
vide € est fondamentale pour définir et analyser la nouvelle réduction. Il se trouve que
lon peut calculer facilement sa série génératrice. En effet, une expression reconnait
le mot vide € si et seulement si on est dans I'un des cas suivants :

— c’est la feuille ¢;
B 7 3 bl .
— Cest I’étoile d’une expression quelconque;
— c’est la concaténation de deux expressions réguliéres qui reconnaissent ¢
— c’est 'union de deux expressions dont une au moins reconnait le mot vide.
La classe 7 vérifie donc I’équation suivante :
*

. + +
= | /\ /\
Te E+LR+7;TE+TE/ER+LR\7;TE’

ou chaque somme est disjointe. Sa série génératrice 7. (z) satisfait donc I’équation
linéaire suivante :

T.(2) = z+ zL(z) + 22L(2)T:(2) . (4.3)

z+2zL(z)
1-2zL(z)
ainsi que 7.(z) = hy. — gr.\/1—2/p+ O (1 — z/p) lorsque z — p, avec une
constante g7. # 0. Ainsi le nombre d’expressions de taille n reconnaissant ¢ est
asymptotiquement

[Z"Te(2) ~ gr.p™"n =2/ (2/7).

En normalisant par /,,, nous obtenons la proportion asymptotique d’expressions
reconnaissant le mot vide :

Nous pouvons alors résoudre cette équation linéaire 7, (z) = et vérifier

Les termes en T-(z)?
s’annulent.
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k=3 2 3 4 5
gr./9r | 0.777...]0.663... | 0.590... | 0.538...

TABLE 4.2. Les probabilités asymptotiques de reconnaitre € pour une expression
réguliére uniforme.

Proposition 4.4.
» La probabilité qu’une expression réguliere aléatoire uniforme de taille n reconnaisse

le mot vide converge lorsque n tend vers I'infini vers une constante positive g7, /g1, =

V2E+2+3/2 R ,
VIEITra2 dont les premieres valeurs sont données dans le Tableau 4.2. <

Démonstration. 1l suffit d’injecter L(z) = hr, — gr.\/1 —2/p+ O <|1 — fD dans
TE(Z) _ ztzL(z)

1-2zL(z)"
En développant (1 —2zL(2))~! = (1 —2phy) ™! 1222% V1—2z/p+0(1—
z/p)), nous obtenons finalement que g7, /g1, = W 1 suffit ensuite de remplacer

p par sa valeur pour obtenir le résultat. On remarque qu’on n’a pas besoin de connaitre
la valeur de g, pour calculer la proportion. |

4.2.2 Le nouvel algorithme de simplification

Nous considérons désormais une classe d’expressions, notée R, qui rassemble
certains arbres qui reconnaissent tous les mots de >* :

Définition 4.5.
» La classe R est définie de facon inductive :

*
— si T  reconnait toutes les lettres de ’alphabet, alors % ER;

. . +
— sil’un au moins des arbres T ou 15 est dans R, alors T/\T ER;
1 2

— siTy € RetTy € 7T;, alors Tl/\Tz € Ret Tz/\T1 cR.

*
En particulier, si T € R, alors % eR. <

La classe R désigne en fait la classe des sous-arbres qui vont étre réduits a I/ par le
nouvel algorithme de simplification. On remarque que I’arbre associé a I’expression
3 - ¥* + ¢ n’appartient par a ‘R, malgré son universalité. Cette classe ne désigne
donc pas toutes les expressions universelles, ce qui n’est pas étonnant étant donné
que déterminer si un arbre est dans la classe R se fait en temps linéaire, tandis que
décider si un arbre est universel est un probléme PSPACE-complet [MS72].

Reconnaissance des lettres. Pour déterminer si un arbre appartient a R, on doit
pouvoir décider quelles lettres sont reconnues par un arbre. Comme pour R, cela
se fait par induction en remontant I’arbre depuis les feuilles. Soit a € 3 une lettre
arbitraire :

— si|T'| = 1, alors T reconnait a si et seulement si 7' = a,

— silaracine de T est %, alors T reconnait a si et seulement si le fils de la racine
reconnait la lettre a,
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— sila racine de T est +, alors 1" reconnait a si et seulement si 'un des fils de la
racine reconnait a,

— silaracine de T est o, alors T reconnait a si et seulement si I’'un des fils de la
racine reconnait a et I’autre reconnait le mote vide €.

Exemple 4.6.
[ ]
» Si T} reconnait ¢ et a, tandis que 75 reconnait € et b, alors _/\ reconnait a, b et

T Ts
E. D |

Nous pouvons maintenant définir mathématiquement la réduction o considérée :

Définition 4.7 (Algorithme de réduction o).

» Soit 7" un arbre d’expression réguliére, et I/ un arbre fixé représentant ¥*. La ré-
duction de T, notée oy4(T'), est I'arbre d’expression réguliére obtenu par I’algorithme
de réduction informel suivant : en partant des feuilles de I’arbre, on détermine en
remontant les branches :

a. quelles lettres de ¥ sont reconnues par chaque sous-arbre de 7',
b. quels sous-arbres de 1" reconnaissent le mot vide ¢,
c. quels sous-arbres de 7" sont dans la classe R.

Ces trois informations se calculent directement en remontant les branches, comme
nous I'avons expliqué précédemment. A chaque fois qu'un sous-arbre est identifié
dans la classe R, on le remplace par I'arbre constant /. Nous notons oz/(1") I'arbre
obtenu a la fin de ’algorithme.

Quand le contexte est clair sur la valeur de I/, nous notons simplement o (7"). Le
pseudo-code de I'algorithme est donnée dans I’Algorithme 2. <

4.2.3 Série génératrice associée a la réeduction

Nous considérons la série génératrice bivariée qui compte en z la taille d’'une
expression, et en  la taille de sa réduction :

L(z,u) = Z 2Tl (I (4.4)
TeLr

Nous rappelons que la taille moyenne aprés réduction d’un arbre uniforme de taille

n est donnée par la formule :

[2"OuL(z, u)|,_
[2"]L(2)

E.[lo]] = L (4.5)
Pour calculer cette moyenne, nous devons donc déterminer L(z, u). Pour cela, nous
allons partitionner £ en plusieurs classes, correspondant aux différentes étapes
de I'algorithme d’identification des arbres qui sont dans R. Cela nous permettra
notamment de déterminer la taille des arbres aprés réduction (voir Section 4.3.1).

4.3 Caractérisation analytique de la limite

Le but de cette section est de montrer que I'espérance de la taille aprés réduction
d’un arbre uniforme de taille n converge lorsque n tend vers I'infini. Pour le montrer,
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1 function reduce(7T) :
if |T| = 1then
‘ return (7, {T'});
if T= /. then
TL Tr
7, S1) == reduce(TL);

oW N

5 (

6 (le%v Sr) = reduce(TR);

7 if T) =U or T}, = U then

8 | return (U, S, U SR) ;
+

9 return (Ti/\TI/%, St USR);

10 elseif T=_ / then

Tr Tr
11 (T}, SL) :=reduce(Ty);
12 (Tf, Sr) := reduce(Tr);

13 S =0

14 if € € Sk then

15 if T; = U then

16 ‘ return (U, Sy) ;
17 S:=5US8;

18 if € € Sy then

19 if T, = U then

20 ‘ return (U, Sg) ;
21 S :=SUSg;

22 return (, /\ | S);

)
Ty T

23 elseif T= | then
To

24 (T",5") := reduce(Tp);
25 if ¥ C S’ then
26 ‘ return (U, {c} UX);

*
27 return (T\,,{E} us;

Algorithme 2 : Pseudo-code de l’algorithme de réduction sur I’alphabet 3.
L’algorithme renvoie un couple reduce(T") = (o(7'), St), ou reduce(T)
correspond a la réduction de I’arbre 7" donné en entrée, et ST C {¢} U X
représente les feuilles reconnues par 7.
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on étudie les propriétés analytiques de 0, L(z, u)|y=1. Comme dans les précédents
chapitres, nous allons montrer que cette fonction présente une unique singularité
dominante en z = p avec un comportement en racine carrée. Remarquons que la
convergence n’est pas une conséquence directe des résultats principaux des chapitres
précédents, car la réduction est plus compliquée qu’un simple élément absorbant
(la taille pourrait osciller par exemple sans converger). Néanmoins, cette section
n’introduit pas de nouveauté technique : nous allons simplement réutiliser les outils
sur les systémes développés aux chapitres précédents. La contribution principale de
cette partie consiste majoritairement a identifier la partition de £ qui permette de
décrire L(z,u) pour cette réduction.

Les propriétés analytiques présentées dans cette partie seront exploitées dans
la Section 4.4 pour obtenir une facon rapide de calculer la limite de I’espérance, a
n’importe quelle précision (et en fait méme la valeur exacte).

4.3.1 Systeme combinatoire induit par la réduction

En suivant la construction de la classe R, on introduit les notations suivantes :
pour tout sous-ensemble de lettres X C ¥, Tx . représente 'ensemble des arbres
qui reconnaissent le mot vide, reconnaissent toutes les lettres dans X, mais aucune
lettre de X\ X. De facon similaire, on note 7x z I'ensemble des arbres d’expressions
réguliéres qui reconnaissent toutes les lettres dans X, mais aucune lettre de ¥\ X, ni
le mot vide ¢.

Exemple 4.8.
» Par exemple, 7(,} . contient les arbres correspondant a a* et (a - (b*) + €), mais
pas l'arbre a. <

Théoreme 4.9.
» Les classes combinatoires (7x o) xcyx et (Txz) xcy satisfont le systéme combina-
toire suivant :

T A
TX’E = €1X:@ + TX,E + TX,E + Z TS,E Ts/yg
(S,8"):5U8'=X

+ +
+ Z Ts !;‘S/ - + Z '7—5,5/;—5/,E + Z Ts= ';‘S/‘E ’

(8,8):508'=Xx © o (8,87):SUS =X (8,8"):8U8'=X

TX’E - Xl‘Xlzl T S;I TX,E/\TS,E T 5;] Ts,g/\Txg +1x=0 Z Ts,g/'\rsl,,

5,.5'Cx ©
A
+ >
Tsz Tsr s’
(S,58"):58U8" =X

ou la notation 1.ngition €St un raccourci d’écriture qui signifie que le terme qui lui
est accolé apparait uniquement si la condition en indice est remplie. Il faut faire
attention au fait que les décompositions dans les sommes, de la forme S U S’ = X,
ne sont pas des partitions : il est donc possible d’avoir S N .S" # (. <

Démonstration. Soit X C X. Une feuille, qui est toujours étiquetée par un élément
de ¥ U {€}, est dans Tx . si et seulement si X = () et la feuille est étiquetée par .
D’ou le terme €1 x_gy dans la somme. Les autres termes s’obtiennent en regardant
les racines des arbres de Tx . :
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*
— un arbre \T appartient a Tx . si et seulement si 7" reconnait chaque lettre de X et

aucune autre (peu importe si 7" reconnait € ounon),ie. T' € Tx . ouT € Txz.
*

*
Les deux cas sont bien disjoints, d’ou le terme I+ 7,| ;
X,e X, g

[ ]
— pour qu'un arbre T' = T/ \ soit dans Tx ., il faut que T} et 75 reconnaissent ¢,
142

sinon 7" ne pourrait pas reconnaitre €. Donc T € Tg. et To € Tg . pour deux

ensembles S, 5" C Y. Comme ¢ est reconnu par les deux arbres, nous déduisons

que X = S U S’. Réciproquement, la concaténation de deux arbres 77 € Tg. et

T, € Tg - pour deux ensembles quelconques S, S’ tels que X = SUS” appartient

a Tx . En remarquant que chaque paire (S, S’) représente un cas disjoint, nous
L]

obtenons exactement le terme ) (8,8"):5US'=X TS,E/ >_S/7€ ;
bl + . \ . bl .
— enfin pour qu'un arbre 7' = T/ \T appartienne a Tx ., il faut qu’au moins un de
1 12

ses fils T ou T5 reconnaisse €. La disjonction selon lequel de 77, T5 (ou les deux)
reconnait € donne le dernier terme de I’équation pour Tx ..

Regardons maintenant I’équation pour 7Tx z. Une feuille est dans Tx z si et seule-
ment si X est un singleton de la forme X = {z} avec x € ¥ qui étiquette la feuille.
Ceci donne le terme X1 x|—;. Les autres termes sont obtenus en considérant les
racines des arbres de Tx :

— un arbre qui a une étoile % a sa racine reconnait toujours €, et donc ne peut jamais
étre dans Tx z;

_l’_
— pour qu’un arbre T = T/ \T soit dans Tx gz, il faut qu’aucun de ses fils ne re-
1 42

connaisse €. Donc 77 € Tgz et Th € Tg z pour deux ensembles S, 5" C ¥ tels
que S U S" = X. Réciproquement, tout arbre de cette forme appartient a Tx z,
et la partition suivant les paires S, S’ énumeére des cas disjoints. D’ol1 le terme

+
D (5,8"):8US'=X 7_SE/ s_g/f dans I’équation;

[ ]

— dans le cas ou la racine est e, on remarque que pour qu’un arbre 7 = T/ \T
142

appartienne a T z, il est impossible qu’a la fois 77 et 5 reconnaissent €, autrement

T reconnaitrait aussi €. On considere donc les trois cas disjoints suivants :

osiT) € TezetTh € Tge avec S, S’ C 3, alors comme leur concaténation
appartient & Tx z, nous en déduisons que S’ = X. De facon réciproque, la
concaténation de 71 € Txz et T € Tg pour tout ensemble S C ¥ appartient

[ ]

bien & Txz. D’ou le terme ) ¢y, - /\7_ :
- X, /'S,e

o siTy € TgeetTh € Tgrz avec S, 5" C X, nous avons le terme symétrique du
cas précédent;

o enfin, si ni 77 ni 75 ne reconnaissent ¢, c’est-a-dire 71 € Tgz et Th € Tg =
avec S, S’ C X, alors leur concaténation ne peut reconnaitre aucune lettre ni

le mot vide €. Donc X doit étre 'ensemble vide. Réciproquement, pour X = ),
la concaténation de n’importe quel arbre 7} € Tgz avec 5 € Tgr z, avec S, S’
[

quelconques appartient bien a 7 =. D’ottle terme final 1x _p > "¢ g5 T / >_ .
’ == Tsz Tsr 2
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Insertion de la classe R dans le systeme. La classe des arbres entiérement
réductibles R satisfait I’équation :

* * + =+ Y [ )
= | \ /\
R TZE+Tzs+7z/\£+£\/7§72+7€/\%+72\7€73’ (4.6)

)

Nous souhaitons ajouter cette équation dans notre systéme. Pour que les coefficients
des polynomes restent positifs, nous introduisons aussi la classe 7 := Tx - \ R, qui
rassemble les arbres qui reconnaissent toutes les lettres, le mot vide €, mais qui ne
sont pas identifiés (a tort ou a raison) comme universels par 'algorithme ¢. L’union
Ts, = R+ Tg est ainsi disjointe. Nous pouvons alors transformer I'Eq. (4.6) en une
équation sans variable 7x . ni coefficient négatif, a I'aide des égalités suivantes :

- E,5:R+7b§
— EZZXQETX:E—FTG_{—R_{—ZXQETXE;

En particulier, L\ R = Ta+>_ xcx Tx.e + > xcx Tx,z et nous avons une équation
similaire pour 7¢ \ R.

Equation satisfaite par 7;. Nous avons donc introduit deux nouvelles classes,
R et T, qui viennent remplacer Tx, . dans le systéme. Il nous manque ainsi une
équation sur 7 pour avoir un systéme de la bonne dimension.

De fagon intuitive, I’équation pour 7 s’obtient en développant 75 . = R + T
dans I’équation de 7x; ., et en éliminant ensuite les termes qui sont des éléments de
‘R. SiT’équation est longue a écrire, elle est formellement simple & obtenir, il suffit de
retirer de I’équation les arbres commencant par % (car aucun arbre dans 7 ne peut
avoir * pour racine), et de remplacer dans le reste des termes chaque occurrence de
E,s par Tc-

Par exemple, la contribution de la concaténation dans 1’équation de T est, en

[
ion a - /\ ) it -
prenant une notation a la maple, subs (7‘27€ Ta, Z To Tyr.)’ soit :
(8,87):5U8'=%
o [ ] ° [
/\ /\ /\ AN
Z 775';5 TS/,S + Z TG 775',6 + TG TG + Z TS,S 7-G
SC,8/CY: SCx SCy
SUS'=%

En effectuant la méme démarche de substitution pour I'union, nous obtenons I’équa-
tion satisfaite par 7 :

SCy,5'CE
SuS’'=%
+ 0> A+ A+ A+ A
T € T ! e T € T e T
scogicy 7S scxn €78 Te Ta e fC
SuS’'=%
/+\ /\ /+\ /\
* Z Tse Tst 2 + Z T Tse + Z Tsz Tgr e * Z sz Ta
SCx,8'Cy sCcy,5'Cn ’
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4.3.2 Séries génératrices et probabilité d’étre entierement
réductible

Nous avons transformé le systéme combinatoire du Théoréme 4.9, sur les classes
(TXE, TX@) XCx, en un nouveau systéme sur les classes

<R7 TGv 7-2,57 (TX,Ea TX,E)XQZ) .

Cela nous permet d’isoler la classe R qui est cruciale dans I’étude de la réduction.
Dans cette section, nous étudions les premiéres propriétés des séries génératrices
associées a ce systeme.

Pour X C 3, nous notons yx (z) (resp. yxz(2)) la série génératrice associée
a Tx e (resp. Txz). On note R(z) et yg(z) les séries génératrices de R et 7. En
particulier, ys. . (2) = R(2) + yg(z). Dans la suite, nous allons représenter ces séries
dans un vecteur colonne de séries :

y(2) = [R(2),yc(2),ys2(2), (Uxz(2), yx e(2)) xcs] -

Proposition 4.10.
» Le vecteur y(z) satisfait un systéme d’équations de la forme :

y(z) = @(z9(2)) (4.7)

ou chaque composante de ®(z; y) est un polynéme de degré 2 en y, de degré 1 en z,
tel que ®(0;y) = 0. <

Démonstration. La traduction du systéme combinatoire du Théoréme 4.9 élargi avec
les équations pour R and 7¢, en un systeme pour les séries génératrices est directe.
Par souci de complétude, nous donnons I’équation pour yx z(z), avec X C ¥, dont
I’équation combinatoire :

+
Txe=Xlxa+ ) Tod s
(S,8"):SUS'=X ‘
A A A
+ Z Tals. T Z Tol e T Lx=0 Z Tse Tz
scy &> 5,8'Cx

se traduit en I’équation fonctionnelle :

yxz(z) = 2lxj=1 + 2 Z Ysz(2)ys z(2)
(S,8"):8U8'=X

+2 Y uxz(2)yse(z) + 2> yseyxz(2) + 2lxg Y ysz(2)ysz(2)
scy scx 5,5'Cxy

11 suffit ensuite de remplacer ys, . (z) par R(z) + T(2) pour obtenir une équation
de la forme

yxz(2) = Pxz(2,9(2))

ou @ x z(z,y) est un polynoéme en z et y, de degré 1 en z, avec z en facteur, et de
degré 2 en y.
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Nous voyons facilement que cette derniére propriété est vérifiée pour les autres
polynémes ®x ., P, P associés aux séries génératrices restantes. Nous obtenons
donc un systéme de la forme :

y(2) = ®(z9(2))
qui vérifie les propriétés annoncées dans la proposition. u

Maintenant que le systéme est établi, nous devons vérifier les hypothéses du
Théoreme 1.89 de Drmota pour pouvoir affirmer le comportement en racine carrée
voulu en p. En particulier, nous voulons montrer que :

— le graphe de dépendance Gg associé au systéme est fortement connexe, voir le
Lemme 4.11.

— les solutions du systéme sont apériodiques, voir le Lemme 4.12.

— lerayon de convergence commun aux séries solutions du systéme, par le théoréme
de Drmota, coincide avec le rayon de convergence de L(z), c’est-a-dire p = py,
voir le Lemme 4.13.

Pour simplifier les notations, et uniquement pour les preuves de cette section,
nous allons renommer les coordonnées des vecteurs en les indigant par des nombres,
et ainsi écrire Yy = (¥;)i—1..m €t ¢ = (®;)i=1..m ot m = 28T 4+ 1,

On rappelle que le graphe de dépendance G associé a ® am sommets Y1, . . . , Y,
et est tel qu’il existe un arc orienté du sommet y; au sommet y; sile degré en y; du
polynéme ®;(z,y) est non nul. Autrement dit y; — y; dés que deg, (®) > 1.

Lemme 4.11.
» Le graphe G est fortement connexe. <

Démonstration. Regardons le systéme du Théoréeme 4.9 :

— Pour chaque X C X, I'équation de Tx . dépend de 7z (en prenant S = () dans
la derniére somme). L’équation de 7¢; et R dépend aussi de 7y z. Ainsi, pour tout
sommet ¥ € {ya, YR, (Yx,c)xcx}, il y a un arc de y au sommet Ypz dans G's.

— Comme dans I'expression de @ z, on trouve le polyndéme =z > $.57Cx YSEYS & il
y a dans G un arc du sommet 3 = & chaque sommet ys z, pour tout S C 3.

— Finalement, pour tout X C ¥, on trouve dans ® x z I'expression zyx =(yr +ya) +
2Y gcn YX,YS,e, ce qui implique des arcs partant de yx z jusqu’a yg, yq et tout
ys,e avec S C X.

En conclusion, le graphe G est fortement connexe. [

Lemme 4.12.
» Pour n assez grand, toutes les entrées de [2"]y(z) sont strictement positives. <
* *
Démonstration. Puisque7l2 CR,et 7,| C Tx,e pour tout X C 3, nous déduisons
X,e
que [2"yr(z) = [2"]yr(2) et 2" yxc(2) > [2"]yx.c(2) pour tout X C 3.
o
De plus, comme 7,/\ e Tx = pour tout X C 3, il suit que [2""2|yx=(z) >
X,F
[2"yx z(z) pour tout X C 3. Nous obtenons la méme inégalité avec y(z), pour
les mémes raisons.

La stricte positivité des coefficients de Taylor de la solution y(z) s’ensuit par
récurrence, aprés avoir calculé les premiers termes a la main. u
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Lemme 4.13.
» Les séries yr(z) et L(z) ont le méme rayon de convergence p. |

Démonstration. L’expression de L(z) montre qu’elle a une unique singularité domi-
nante en z = p. Par le théoréme de Pringsheim [FS09, Theorem IV.6]), elle coincide
avec le rayon de convergence de la série.

Comme R C L, on sait déja que [2"]yr(z) < [2"]L(z). Donc le rayon de conver-
gence de ypr(z) est plus grand que p. Réciproquement, soit 7' € R un arbre universel
de taille 2k ; nous pouvons prendre celui représentant (a; + ... + ag)*. Puisque

/+\ C R, nous en déduisons que [z 271 L(z) < [¢"]yr(z). Donc le rayon de

TL
convergence de yr(z) est plus petit que p. ]

Nous pouvons maintenant appliquer le Théoréme 1.89 de Drmota pour trouver le
comportement attendu en racine carrée :

Proposition 4.14.
» Chaque coordonnée de la solution y(z) du systéme a une unique singularité
dominante en p, si bien qu’au voisinage de z = p:

y(z) = h(z) —g(z)V/1—z/p (4.8)
ou h(z) et g(z) sont deux vecteurs de fonctions analytiques dans un voisinage de
z = p. De plus, chaque coordonnée du vecteur g(p) est strictement positive. <

Démonstration. Comme annoncé, nous allons rapidement vérifier les hypotheses
du théoréme de Drmota. Nous avons déja montré que G¢ est fortement connexe,
les coefficients de Taylor de la solution y(z) sont positifs en tant que séries de
comptage, et strictement positifs a partir d’un certain rang par le Lemme 4.12. Comme
chaque composante de ®(z, y) est un polyndme, ce sont des fonctions analytiques en
(z,y) = (0,0). De plus, ®(0,0) = 0. Grace au z en facteur, (0, y) = 0. Ensuite,
on vérifie que ®y .(z,0) = 2, et par conséquent ®(z,0) # 0. Le systéme n’est pas
linéaire en y, puisque chaque composante de ®(z,y) a un degré 2 en y.

Par le théoréme de Drmota (voir 1.89), tous les y;(z) ont une unique singularité
dominante p, qui coincide avec leur rayon de convergence commun. Donc p = p par
le Lemme 4.13.

De plus, le théoréme énonce que y;(p) := 7; < 0c. Puisque ¢ est un polyndéme,
(p, T) est un point caractéristique qui se situe a I'intérieur du disque de convergence
de ¢, de telle sorte que T = ¢(p; T) et 0 = det(Id — Jacy[@](p; T)).

Enfin, le théoréme énonce que pour tout j, nous pouvons développer y;(z) =
hj(z) — gj(2)\/1 — z/p localement autour de z = p, avec z & [p, +00), ou h;(2)
et g;(z) sont analytiques en z = p, et g;(p) # 0. Le Théoréme 1.81 de Transfert
nous donne alors I'équivalence [2"]y;(2) ~n—oo g;j(p)p~"n "3/ /T(~1/2). Comme
par le Lemme 4.12, [2"]y;(z) > 0 a partir d’un certain rang, nous en déduisons que
gi(p) > 0. L

Théoreme 4.15.

» La probabilité quun arbre aléatoire uniforme 7’ de taille n appartienne a une classe
C de notre systeme combinatoire étendu tend vers la constante strictement positive
gc(p)/gr(p) lorsque n — oo. En particulier, pour C = R, la proportion limite
des arbres entierement réductibles par 1’algorithme de réduction est strictement
positive. <
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Démonstration. La preuve de la Proposition 4.14 nous permet d’appliquer le théoréme
de Transfert aux coordonnées de y(z).

Soit C une classe de notre systéme. Le nombre d’arbres de taille n dans C est
équivalent par le théoréme de Transfert a g;(p)p~"n~%/2 /T (~1/2) lorsque n — oc.
Comme [2"|L(2) ~nsoo gr(p)p "n=3/?/T(—1/2), la probabilité pour un arbre
uniforme de taille n d’étre dans la classe C converge vers gc(p)/gr(p) > 0, lorsque
n — 00. |

4.3.3 Systeme bivarié et spécification de la réduction

Pour obtenir des informations sur la taille apres réduction, comme nous ’avons
expliqué a la Section 4.2.3, nous introduisons une nouvelle variable u qui va mar-
quer les nceuds de 'expression réduite. Nous introduisons naturellement les séries
bivariées associées au systéme y(z, u). Comme la réduction est entiérement décrite
par le systéme, le passage aux séries bivariées est aisé. Il est d’abord immédiat que
R(z,u) = uM R(2). Ensuite, pour toutes les autres classes d’arbres du systéme,
comme ces classes ne sont pas universelles pour notre algorithme, la racine des
arbres de ces classes est toujours présente apres réduction. Ainsi les équations a
deux variables se déduisent directement des équations a une variable, avec seulement
un facteur additionnel v au niveau de la racine des régles. La proposition suivante
formalise cette discussion :

Proposition 4.16. 3
» Posonsy = (R, y), et & = (Pp, P). Le vecteur de séries génératrices bivariées
U(z,u) satisfait le systéme suivant :
(= u) = ®(2u;uPR(2), §(2,u))
ot ® = (Pp, P) est défini dans I'Eq. 4.7, et p := |U|. <
Remarquons qu’avec ces notations, nous avons ’égalité
L(z,u) =uPR(z)+ (1,...,1) - g(z,u).
Pour appliquer la formule de I’Eq (4.5) donnant la taille moyenne aprés réduction :

[2")0uL(z,u) ‘u
[2"]L(2)

Ep[lol] = =1, (4.5)

il faut dériver I’équation de L(z, u) par rapport a u, et ensuite spécialiser en u = 1.
Pour simplifier les notations, nous noterons Qy(z) := 9,9 (z, u) ‘u:l la "quantité
cumulée" associée au systéme.

Proposition 4.17.
» Le vecteur Qy(z) = 0,Y(z, u) }uzl satisfait le systeme linéaire :

(Id—Jacy[®](z; R(2), §(2)))QF(2) = ® (2 R(2),§(2))+pOr®(z; R(2), §(2)) R(=)

<

Le systéme a été construit
spécialement dans ’op-
tique de pouvoir modéliser
facilement la réduction.



4 Détection heuristique de sous-arbres universels pour les expressions réguliéres

114
uniformes

Démonstration. Dérivons par rapport a u I’équation de la Proposition 4.16 :
¥(z,u) = ®(2u;uPR(2), (2, u)).
Ceci nous donne :

Y (z,u) = z@z'i(zu; uPR(z),9y(z,u))
+ pup_lR(z)GR&)(zu; uPR(z),y(z,u))

+ Jacy[®](zu; uPR(2), y(z,u))0uY (2, u)

En évaluant u = 1 et en remarquant que comme ® est un polynéme de degré 1 en
z, avec z en facteur, nous avons 1’égalité 20, ® = ®, nous obtenons finalement la
relation :

(Id—Jacy[@](z; R(2), §(2)))QF(2) = ®(z R(2),§(2))+pOr®(z; R(2), §(2))R(=)
|

Maintenant nous pouvons démontrer que la quantité cumulée Qg(z) a bien un
comportement en racine carréeen z = p:

Proposition 4.18.
» Chaque coordonnée du vecteur Qy(z) = 0,Y(z, u) ’u:l a une unique singularité
dominante, en z = p. De plus, dans un voisinage de z = p nous pouvons écrire :

QY(2) = hqg(2) —9qz(2) V1 —z/p

ou hgg(2) et ggg(2) sont deux vecteurs de fonctions analytiques dans un voisinage
de 2z = p, tels que chaque coordonnée du vecteur g ;(p) est strictement positive. <«

Démonstration. Posons M (z;y) := Jacg[¢|(2;y), qui est une matrice carrée de
polynomes en z et y, a coeflicients positifs.

La matrice M (p, L(p)) est une matrice positive obtenue a partir de Jacy [¢p](p; L(p))
en supprimant sa premiere ligne et sa premiére colonne. Par le corollaire 2.58 présenté
dans une section technique du chapitre 2, nous en déduisons que Sp(M (p; L(p))) <
1.

A partir de 13 nous pouvons appliquer une autre proposition technique, la Propo-
sition 2.53 :

a. (Id — Jacg[®](z; R(2),(2))) est inversible pour tout |2| < p

b. les entrées de la matrice J(z) := (Id — Jacg[®](2; R(2),§(z)))"" sont des
fonctions analytiques pour |z| < p, continues sur [0, p|, ont au plus une singu-
larité dominante sur le cercle |z| = p, située en z = p, et sont localement de la
forme g(z) — h(2)\/1 — z/p, avec g(z) et h(z) analytiques en p.

Ainsi les composantes du vecteur

Qi(z) = J(2) - (®(2; R(2),§(2)) + pOr®(2; R(2), §(2)) R(2))

sont bien analytiques sur |z| < p, et la seule singularité dominante possible sur le
cercle |z| = p se trouve en z = p.

Comme [2"]L;(z) < [2"]Qy,(z) pout tout n, on en déduit que le rayon de conver-
gence de Qy,(z) est inférieur a p. Donc par le théoréme de Pringsheim [FS09], p est
bien I'unique singularité dominante de Qg;(z). [ |
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En utilisant ’Eq (4.5) et le Théoréme 1.81 de Transfert, nous pouvons finalement
conclure :

Théoréeme 4.19 (Limite de la taille moyenne apres réduction).
» On consideére la simplification linéaire o appliquée a des arbres d’expressions
réguliéres sur un alphabet de taille fixée |X| = k définis par la spécification

*

. +
LR:a1+...+ak+5+£l +£/\ + /. (4.1)

R R LR  Lr Lr

Alors la taille moyenne, aprés réduction par o, d’'une expression réguliére aléatoire
uniforme de taille n tend vers une constante lorsque n tend vers I'infini :

lim B, [lo(T)]] = Ulgr(p) + 904(P)II1

n—+oo qr, (p) (4.9)

ot (01, -, )1 = o] + .. + . 5

Remarque 4.20 (Taille de Uf).

» La taille de I/ est un parameétre qui entre en jeu dans la taille moyenne. L’arbre ¢/
est un arbre minimal utilisé par ¢ pour remplacer un arbre détecté comme universel.
Une valeur naturelle pour la taille de ¢/ est donc |U/| = 2k si on utilise un arbre de
taille minimale unaire-binaire représentant I'expression réguliére >*; on peut aussi
choisir |/| = 1 en utilisant un symbole spécial, il faut toutefois adapter la réduction
0. Attention, dans la formule précédente, des dépendances en |I/| sont cachées dans
le vecteur (gr(p), gqg(p)), dont les composantes dépendent bien de [U|. <

4.4 Calcul pratique de la limite et analyse numérique

Dans cette section, nous cherchons un moyen efficace de calculer la limite annoncée
dans le Théoréme 4.19, pour une taille d’alphabet k fixée. Pour ce faire nous utilisons
I’Eq (4.9), qui nous dit que nous devons calculer gr(p) et gg;(p). Le point de départ
pour calculer ces valeurs est la proposition suivante :

Proposition 4.21.
» Le vecteur ggg(p) satisfait une équation de la forme :

ga5(0) = (18— 3acs®Bl(pry(0)) - Kalpiu(o). 04(0), Q(0))

ou K& (2;y,9,hq) dépend des dérivées de @, de p = |U|, et est un polyndme en
ses entrées. |

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que pour toute fonction analy-

tique de la f = h(2) — g(2)y/T = 2/p, alors w'(z) = O(1) + —4L_
ique de la forme w(z) (z2) —g(2) z/p, alors w'(z) (1) oo
pour z ~ p.

Nous allons donc dériver le systéme de la Proposition 4.17 par rapport a z :

(Id—Jacy[®](z; R(2), §(2)))-QE(2) = ®(2; R(2), §(2))+pOr®(z; R(2), §(2))R(2)

et identifier les termes en —A~—— au voisinage de p.

2p\/1—z/p
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Rappelons aussi que & est un polyndme, de degré 1 en z, avec z qui est en facteur,
et de degré 2 en les autres variables. Donc les entrées de la matrice Jan[é](z; R,9)
sont simplement des combinaisons affines a coefficients réels de R, y, multipliées
par un facteur z. Nous avons donc I’égalité :

0:(Jacy[®](2 R(2),§(2))) = 1Jacy[®](2; R(2), §(2))+Jacg[®](; R'(2), §'(2))

ou ¢’ (z) désigne le vecteur obtenu a partir du vecteur g(z) en dérivant chaque
coordonnée par rapport a z. Ainsi :
— En dérivant (Id — Jan['iD](z' R(z),y(z))) - Qy(z) nous obtenons donc :

o un premier terme Id — Jacy[ql'] (2; R(2),9(2))) - 0:(QY(2)), dont le coef-
ficient en (2p+/1 — z/p) ! au voisinage de p est (Id — Jacy[®](p; y(p))) -
9Q3(p);

o un terme %Jacfg[i’](z; R(z),9(z)))-Qy(z) qui n’apporte rien en (1 — %)_1/2 ;

o un dernier terme —Jacg[®](2; R'(2), §'(2))) - Q(2). Au voisinage de p, les
dérivées dans la matrice introduisent un coefficient en (2p1/1 — z/p) 71, qui

st —J(p; gy(p)) - QE(p). o J (23 y) = Jacg[P](2;y) — Jacy[®](2;0) (les
termes qui ne dépendent que de z dans la matrice jacobienne n’interviennent

pas pour les coefficients en (2p1/1 — z/p)™1)

avec, on le rappelle, la notation y = (R, g).

— Nous procédons de méme en dérivant @(z R(z),y(z)) par rapport a z dans le
membre droit, ce qui nous donne Jacy[®](p; y(p)) - gy(p) comme coefficient des

termes en (2p/1 — z/p)~!

— Enfin en dérivant pdp®(z; R(z), y(z))R(z) et en identifiant les coefficients en

(20(\/) 1 — z/p)~", nous obtenons p-9r® (p; y(p))-gr(p)+pR(p)-OrIacy[®](p, y(p)):
gy\p)-

En fin de compte, nous avons 1’égalité :

(1d — Jacy[®](p; y(p))) - 903(p)
= Jacy[®](p; y(p)) - 9y(p) + POrP (P y(p)) - 9r(p)
+PR(p) - OrJacy[®](p,y(p)) - 94(p)
+J(p:gy(p)) - QG (p)
avec J(z;y) == JaCQ[@](z;y) - JacQ['fi)] (2;0).

Nommons K & (p; y(p), gy(p), QY(p)) le terme droit de I'égalité. Il dépend des déri-
vées de ®,de p = , et est bien un polynéme en ses entrées. [ |

Pour connaitre ggg(p), nous avons donc besoin de calculer y(p), gy (p) et Qy(p) :

a. Pour calculer y(p), nous allons réécrire le systéme sous une forme triangulaire,
en exploitant les fonctions auxiliaires L(z) et 7. (z). Nous pourrons alors calculer
y(p) efficacement par programmation dynamique. Les détails se trouvent dans
la Section 4.4.1.

b. Ensuite, dans la Section 4.4.2, g, (p) est calculé en résolvant un systeme linéaire,
car c’est un vecteur propre de la matrice Jacy[®](p, y(p)).
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c. Enfin, en posant z = p dans la Proposition 4.17, nous pouvons calculer Qg(p)
en résolvant le systéme linéaire :

(Id— Jacy[®](p;y(p))) - Qi(p) = B(2:y(p)) +pOr®(p; R(p), §(p))R(p)

La matrice est bien inversible en p, comme nous ’avons montré dans la Proposi-
tion 4.18.

4.4.1 Forme triangulaire du systeme (calcul de y(p))

Le systéme combinatoire que nous avons introduit dans le Théoréme 4.9 a ’avan-
tage d’étre fortement connexe et donc de bien se préter aux théoremes de Drmota.
Néanmoins, on se rend compte vite que certains termes des équations 7x ¢ inter-
viennent ensemble dans la spécification, et peuvent se regrouper, en introduisant
dans la spécification les classes combinatoires L, 7 et Tz := L\ 7. La proposition
suivante détaille cette factorisation :

Proposition 4.22.
» La classe combinatoire (7x z) xcx satisfait la spécification suivante :

° ° ° +
= /\ /\
Txz Xl\X|:1 + Txz Te + Te Tx = + 1X:®7%/\7% + Z 73,E/>—s/ s
(8,8"):5u8"'=X ’

(4.10)

<

On rappelle que les séries L(z), T-(z), et par conséquent Tx(z) aussi, sont connues
et ont été calculées dans la section 4.2.1.

On observe alors que le systéme sur les séries génératrices déduit de I’équation
4.10 est triangulaire : I'’équation définissant yx () est une équation du second degré
en yx z(z), dont les coefficients ne dépendent que des fonctions ygz pour S C X.

Pour les équations définissant les yx .(2), le systéme du Théoreme 4.9 était déja
triangulaire pour les séries génératrices reconnaissant € : nous avions déja une
équation du second degré en yx .(2), dont les coefficients dépendaient uniquement
de ysz avec S C X, etde ygz avec S C X.

Nous pouvons donc a chaque étape résoudre de facon exacte le systéme triangulaire
et obtenir chacune des fonctions génératrices yx z(2), puis obtenir chaque yx - (2), et
enfin R(z) en utilisant I’équation provenant de la spécification de R dans I’équation
(4.6) :

R(z) = zys z(2) + ys o (2) + 2(L(2) + To(2))R(2) — 2R(z)2 ) (4.11)

Si pouvoir résoudre de facon exacte un tel systéme de séries génératrices est
appréciable, les séries solutions ne sont pas forcément tres lisibles pour un étre
humain. Par exemple, pour ¥ = {a, b}, les expressions deviennent déja grandes :

yne(z) = ;—Z(—\/M+2\/(2z+2) VAG) 62242 /(22 +2) AR +10:2 42— 2 1),
avec A(z) = —232% — 22 + 1. Néanmoins ce systéme spécialisé en z = p donne
aussi un systéme triangulaire satisfait par y(p), qui se préte bien a la résolution
exacte ou approchée.




Nous n’avons cepen-

dant pas démontré que
cette proportion d’ex-
pressions universelles
converge lorsque n — oo.
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Procédure pour calculer y(p). Nous calculons d’abord L(p), T:(p) et T=(p)
comme expliqué en Section 4.2.1. Ensuite, étant donné le systéme triangulaire décrit
plus haut, nous calculons les valeurs de chaque yx z(p) pour tout X C 3 par pro-
grammation dynamique. Ensuite, nous calculons de méme chaque yx .(p) pour tout
X C 3. Chaque étape de 'algorithme demande d’effectuer des opérations simples
(somme, produit, et une seule racine carrée) sur des valeurs précédemment calculées.
Enfin R(p) est calculé a I'aide de 'Eq. (4.11), et yq(p) = ys (p) — R(p).

4.4.2 Vecteur propre associé aux probabilités limites

Le vecteur est caractérisé par un systéme d’équations linéaires.
Y

Proposition 4.23.
» Le vecteur g, (p) est un vecteur propre pour la valeur propre A = 1 de la matrice
Jacobienne Jacy [®](p; y(p)) :

Jacy[®](p;y(p)) - 9y(p) = g4 (p) -

De plus, le sous-espace propre associé a la valeur propre A = 1 est de dimension 1 et
gy (p) est le seul vecteur propre satisfaisant ||g,,(p)|[1 = gL(p). <

Démonstration. En dérivant par rapport a z I’équation y(z) = ®(z;y(z)), nous
obtenons y'(z) = Jacy[®](z;y(2))y'(z) + 0-®(2; y(2)). Comme pour toute coor-
donnée i, y;(z) = yi(p) + o(1) et yi(z) = %{f’)(l —2/p) Y24 0(1)enz=p,on

~1/2

identifie comme on ’a déja fait les termes en (1 — z/p) ™"/, ce qui donne :

Jacy[®](p;y(p)) - 9y(p) = g4 (p) -

La dimension du sous-espace propre est une conséquence du théoréme de Perron-
Frobenius, introduit au chapitre 2 (voir Théoréme 2.56 et Proposition 2.54). [ |

Le calcul des g,,(p) ne sert pas uniquement au calcul de la taille moyenne aprés
réduction; il apporte aussi des informations sur la proportion d’expressions régu-
liéres universelles, en appliquant le Théoréme 4.15. En particulier, sur un alphabet
a deux lettres, nous obtenons lim,, Pr,(R) = 0.310122. .., et lim, Pr,(Tx.) =
0.457051 ... Nous en déduisons un encadrement de la proportion d’expressions
universelles. Les calculs effectués sur différentes tailles d’alphabet sont présentés
dans la proposition suivante :

Proposition 4.24.
» Pour n suffisamment grand, la proportion Pr, (univ.) d’expressions réguliéres
universelles sur un alphabet a k lettres appartient a 'intervalle :

k 2 3 4 5
intervalle [31%,46%)] | [13%,27%)] | [6.2%,15%)] | [2.8%, 7.7%]

4.4.3 Réduction de la taille du systeme et calcul de la taille réduite

Le systéme combinatoire du Théoréme 4.9 décrivant les classes d’arbres pertinentes
pour ’étude de la réduction est de taille exponentielle en & = |3|. Lorsqu’on le traduit
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en systéme sur les séries génératrices, on obtient un systéme de 1 4 2#+1 équations
(avec R(z) et T (2)).

En fait, certaines classes ont les mémes séries génératrices, par un argument de
symétrie. En effet, si X, Y C ¥ ont le méme cardinal s = card(X) = card(Y), alors
Yx.e(2) = yve(2) = ys,e(2) et yxz(2) = yyie(2) := ys2(2). Cela peut se voir en
prenant une permutation des lettres de 3 envoyant X sur Y, qui envoie de facon
bijective Tx . (resp. Tx z) sur Ty (resp. Tyz).

Ainsi, si on identifie les séries génératrices qui sont égales, le systéme est équivalent
a un systéme a seulement 1 + 2(k 4 1) équations. Si le systéme exponentiel avait
l’avantage d’étre une traduction directe du systéme combinatoire, pour les calculs
numériques, le systéme de taille linéaire en k est bien plus pratique et permet d’éviter
de recalculer sans arrét les mémes valeurs :

Proposition 4.25.
» Pour 0 < ¢ < k, nous avons le systéme :

Yie(2) = 2lizo + 2yiz(2) + 2y (2) + 22 ZZ: Zl: <;> C) Ye(2)Yivj—1,6(2)

1=0 j=0

> Yie(2)Yivj—12(2)

Zk; <Ij> yj,e(z))Q +z li "0 (;) <;> Y12(2)Yivj-12(2)

<

Ce systéme s’obtient simplement & partir du systéme exponentiel du Théoréme 4.9
en rassemblant les séries égales, et en éliminant les lignes répétées. Il faut bien voir
qu’il s’agit simplement d’une réduction des redondances du systéme originel, si bien
que toutes les techniques présentées dans les sections précédentes s’appliquent (forte
connexité, Drmota, triangularisation, etc.).

Les seuls ajustements concernent la multiplicité des séries, lorsqu’on regroupe les
valeurs calculées. Cela intervient a deux endroits :

— Lors de la triangularisation, il ne faut pas oublier les termes binomiaux : L(z) =
Z?:o (l;) (4j2(2) +y5z(2)) et Te(z) = Z?:o (I;)Z/JE(Z)

— L’expression de la taille réduite doit aussi étre ajustée avec les multiplicités. Dans
Iéquation (4.9), il faut remplacer ||gg4(p)[[1 par Z?:o (’;)gng (p).
A partir de ce systéme et des sections précédentes, nous avons pu calculer numéri-

quement y(p), gy (p) et QY(p), pour les rentrer dans I’équation de la Proposition 4.21,

et enfin calculer ggg(p). Nous obtenons finalement les valeurs suivantes pour la
taille moyenne limite d’une expression réguliere apres réduction :

Théoreme 4.26.
» Nous considérons 'ensemble des arbres d’expressions régulieres pour un alphabet
de taille fixée |X| = k, et o la réduction en temps linéaire induite par les régles
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de simplification de la Figure 4.2. Alors la taille réduite d’une expression aléatoire
uniforme de taille n tend vers une constante quand n tend vers 'infini, qui est donnée
dans le tableau suivant pour £ allant de 24 5 :

Bl 2 3 1 5
UmE,[|o(T)|] | 77.79724... | 495.59151... | 2518.20513... | 11694.43727...

TABLE 4.3. Tailles moyennes asymptotiques apreés réduction

Remarque 4.27.
» Les calculs ont été effectués a I’aide de Maple, et sont disponibles en Appendice B.
<

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu, dans le cas des expressions réguliéres, la régle
de simplification induite par le fait que ¥* soit absorbant pour I'union. Cela nous a
permis de prédire des tailles asymptotiques moyennes apres réduction bien plus pe-
tites qu’aux chapitres précédents. Nous avons également observé cette convergence
en moyenne expérimentalement. Les courbes expérimentales confirment que le phé-
nomene général de dégénérescence de la distribution uniforme n’est pas seulement
théorique, mais s’observe en pratique sur des arbres de taille raisonnable. De plus,
en expérimentant la réduction sur des expressions réguliéres de trés grande taille,
nous avons pu observer que la convergence est rapide, et que les tailles moyennes
ne s’écartent en pratique pas beaucoup de la limite théorique.



Ce chapitre est issu de I'article de conférence [KR21a].

Eléments absorbants et expressions
suivant la distribution ABR

5.1 Introduction

Nous quittons les spécificités des expressions réguliéres du chapitre précédent, et
revenons sur la réduction générale étudiée tout au long des trois premiers chapitres
de cette partie. Dans ce chapitre, la seule information sémantique que nous utiliserons
sur les arbres est donc la présence d’un élément absorbant P pour un opérateur ®.

Dans les chapitres précédents, nous avons montré que la distribution uniforme
n’était pas adaptée a la génération aléatoire d’arbres d’expressions, ni a ’analyse
en moyenne des algorithmes qui les recoivent en entrée, en raison de I’élément
absorbant P.

La question naturelle qui se pose apres ce constat est : quelle distribution utiliser
alors pour générer des expressions aléatoires? Si on s’intéresse de plus prés aux
outils de génération de formules LTL utilisés en vérification, on se rend compte
qu’ils générent des arbres aléatoires qui ne suivent pas la distribution uniforme.
L’Algorithme 3 présente le pseudo-code utilisé par les outils LTL-to-Biichi transla-
tor testbench (1btt) de TCS [Tau00] (on peut citer aussi [DGV99] et Poutil Spot
[DLLF" 16] pour d’autres exemples).

On peut résumer la procédure comme suit : pour générer un arbre aléatoire
d’expression LTL de taille n,

(1) sin = 1 alors on tire une feuille uniformément au hasard parmi toutes les feuilles
possibles

(2) si n = 2, on tire un opérateur d’arité 1 uniformément au hasard, puis une feuille
au hasard en suivant le cas n = 1

(3) sin > 3, alors on tire un opérateur uniformément au hasard parmi tous les
opérateurs unaires et binaires. Si 'opérateur tiré est unaire, alors on construit ré-
cursivement un arbre aléatoire de taille n — 1; si I'opérateur est binaire, on tire
uniformément au hasard la taille £ du fils gauche entre 1 et n — 1, puis on génére
aléatoirement, de fagon récursive, un fils gauche de taille & et un fils droit de taille
n—1-—k.



BST-like en anglais,
car un ABR est bi-
naire par définition
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développe plus en dé-
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function RandomFormula(n) :

if n = 1then

p :=random symbolin AP U {T, L};
return p;

else if n = 2 then

op := random operator in {—, X, [, 0 };
f = RandomFormula(1);

return op f;

[ N - % BRSO T R CREN

else

=
5

op := random operator in {—, X, 0, 0, A, V, =, <>, U, R};
if op in {—,X,, 0} then

f = RandomFormula(n — 1);

return op f;
else

« := uniform integer in [1,n — 2];

f1 = RandomFormula(z);

f2 := RandomFormula(n — x — 1);

return (f1 op f2);

T T
® N G A W=

Algorithme 3 : Le pseudo-code utilisé par outil 1btt [Tau00, p.46] pour
tirer au hasard une formule LTL aléatoire.

FIGURE 5.1. La taille moyenne d’un arbre uniforme de taille n est ©(y/n).

La distribution qui correspond a cet algorithme de génération s’appelle la distribu-
tion facon Arbre Binaire de Recherche. Dans la suite, nous étudierons une généralisa-
tion de cet algorithme en donnant des poids (probabilités) différents pour chaque
opérateur ; nous resterons cependant sur des arbres unaires-binaires, c’est-a-dire que
nous ne considérerons que des opérateurs d’arité 1 ou 2.

Si la distribution uniforme donne la méme probabilité pour chaque arbre de taille
n, ce n’est plus vrai pour la distribution ABR, qui favorise les arbres équilibrés. Ainsi,
la forme typique d’un arbre aléatoire ABR et celle d’un arbre aléatoire uniforme sont
complétement différentes (comparer les Figures 5.2 et 5.1).

Comme nous ’avions évoqué dans I'introduction de la partie, I’atout principal
de I’Algorithme 3 est qu’il est extrémement simple a implémenter. Il permet de
générer efficacement des arbres en temps linéaire. Par ailleurs, il s’agit d’'un modéle

FIGURE 5.2. La taille moyenne d’un arbre ABR de taille n est ©(logn).
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modulable, puisqu’on peut ajuster facilement les probabilités de chaque opérateur.

Dans ce chapitre, nous étudions I'effet de la réduction induite par la présence d'un
élément absorbant sur les arbres aléatoires suivant la distribution ABR. Nous démon-
trons l'existence de deux valeurs seuils dans le choix de la probabilité d’apparition
Pe de I'opérateur absorbant; il y a ainsi cinq régimes asymptotiques différents pour
la taille moyenne aprés réduction. Les trois principaux régimes des tailles moyennes
apres réduction sont montrés expérimentalement dans la Figure 5.3.

Théoréme 5.1 (Résultat principal).

» Considérons une famille d’arbres d’expressions définie avec des opérateurs unaires
et binaires. Nous supposons qu’il existe un élément absorbant P, de taille au moins
3, pour un opérateur binaire ®. Nous introduisons la simplification qui consiste a
remplacer de bas en haut tout arbre de racine ® par P, dés que I'un de ses fils est P.
Alors la taille réduite moyenne d’un arbre aléatoire de taille n suivant la distribution
ABR, a un comportement asymptotique décrit par le schéma suivant, selon la valeur
de la probabilité pg d’apparition de 'opérateur absorbant :

O m) O(logn)

O(n) o(n’) e(1)
————————— + D&
0 presque aucune réduction % réduction  3-p1 cas 1

importante dégénéré

Nous observons deux seuils critiques, en pg = 1/2 eten pg = (3—p1)/4, ou prestla
probabilité de tirer un opérateur unaire. Nous obtenons ainsi cinq régimes diftférents,
couvrant toutes les possibilités, d’une réduction trés faible en ©(n) a une réduction
compléte en ©(1). Les exposants 7y et  dépendent des probabilités p; et pg : ainsi

_ _2 _ dpe —2
’Y—lfpletg—l— T—p |

T 8,000 T

6,000 -4

4,000 -

2,000 |-

taille de I'expression réduite
taille de I'expression réduite

taille de I'expression régulicre taille de I'expression régulidre taille de I'expression réguliere

FiGURE 5.3. Les trois régimes principaux observés expérimentalement sur des expres-
sions réguliéres a deux lettres, la moyenne étant faite sur 10 000 arbres générés pour
chaque taille : (de gauche a droite) le régime linéaire (p+ = p, = pe = 1/3), sous-
linéaire (p = 19/29, p. = pe = 5/29) et constant (p = 8/10, p, = pe = 1/10).

Méthode. Contrairement au cas des arbres d’expression suivant la distribution
uniforme, dans le cas de la distribution ABR, il n’y a pas de spécification combinatoire
qui se traduise automatiquement en une équation sur des séries génératrices perti-
nentes pour analyser la taille aprés réduction. Nous commencons donc par identifier
deux suites qui nous intéressent : la suite des probabilités des arbres entierement

L L L L - h L L L L L L L L L
0.2 04 0.6 08 110 0% 0.2 0.4 0.6 0.8 1 108 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -10°

Voir Section 5.2.2 pour une
discussion sur la contrainte
de taille.
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réductibles, et la suite des tailles moyennes réduites. Nous établissons alors des ré-
currences sur ces suites, qui se traduisent en équations différentielles sur leurs séries
génératrices. Les techniques utilisées dans ce chapitre sont donc tres différentes de
celles des chapitres précédents, dans lesquels la spécification des arbres d’expression
se traduisait en un systéme polynomial vérifié par les séries génératrices.

Comparaison avec la littérature. Comme nous I’avons annoncé dans I'introduc-
tion de la partie, la distribution ABR sur des arbres d’expressions a été tres étudiée
dans la littérature, notamment dans le cadre de I’étude d’algorithmes ou de réductions
d’arbres. Dans [SCFC06], les auteurs se sont intéressés a des arbres binaires suivant
la distribution ABR, dont les feuilles sont étiquetées par a ou b avec probabilité 1/2,
et dont les nceuds internes sont étiquetés par un unique symbole o : ils démontrent
que si les nceuds internes o sont idempotents (resp. nilpotents), alors la taille des
arbres suivant la distribution ABR, apreés réduction par la régle d’idempotence (resp.
de nilpotence), est linéaire en moyenne : cette réduction réduit peu les arbres, tout
comme ce qui était observé dans le cas uniforme [CFCS90, NT04]. Cependant, les
comportements pour la distribution uniforme et ABR différent considérablement dans
d’autres situations : par exemple, tester 1’égalité de deux arbres binaires non étiquetés
de taille totale n se fait en O(1) en moyenne pour la distribution uniforme, mais
est en O(log(n)) en moyenne pour la distribution ABR [Mar91]; la taille moyenne
de l'intersection de deux arbres binaires uniformes de taille totale n est en O(1)
en moyenne, contre du 0(712‘/5_2 /log(n)) pour la distribution ABR [BYCDM92].
Je renvoie le lecteur a [CDM91] pour un survol des nombreuses statistiques qui
différencient les deux distributions, ainsi que les méthodes usuelles pour les capturer.
D’un point de vue plus technique, les formes des équations différentielles que nous
allons retrouver dans ce chapitre (équations de Riccati) sont souvent rencontrées
avec la distribution ABR, que ce soit pour I’étude de réductions [SCFC06] ou dans le
contexte de la recherche de motifs [SCFC94, FGM97].

Le contexte de ce chapitre est un peu différent des travaux cités précédemment, dans
le sens ou nous étudions une distribution ABR adaptée aux expressions. Ainsi, nous
n’autorisons pas de fils vide sous un neceud interne, et nous considérons des arbres
unaires-binaires, pour autoriser des nceuds d’arité 1. De plus, la distribution que
nous considérons est paramétrable : tous les noeuds des arbres sont étiquetés par des
symboles, et ont une probabilité qui dépend de leur symbole. Notre cadre d’étude
est ainsi plus proche de celui étudié par [CDM93] dans le cadre des arbres m-aires
équilibrés.

5.2 Modele, définitions et probabilité des expressions
entierement réductibles

Nous introduisons en détail les arbres unaires-binaires que nous allons étudier,
ainsi que leur distribution.

5.2.1 Le modele des expressions ABR

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des arbres d’expressions utilisant des
opérateurs d’arité au plus 2, décrits par une équation unidimensionnelle.
En reprenant les notations du chapitre 2, nous considérons S un ensemble fini
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d’opérateurs, et a : S — {0,1,2} une fonction d’arité associée, qui a chaque
opérateur associe une arité inférieure a deux. Ainsi nous pouvons écrire S = Ay U
A1 UA, ot Ay, Aj, et A correspondent respectivement aux feuilles, aux opérateurs
unaires et aux opérateurs binaires de S. Rappelons ainsi que pour 'exemple des
expressions réguliéres sur {a, b}, nous avons Ay = {c,a,b}, A} = {x} et Ay =
{4}

Dans la suite du chapitre, nous supposerons qu’aucun des ensembles A, A;, A2
n’est vide :il y a donc des feuilles, des opérateurs unaires et binaires. L’ensemble
d’arbres d’expressions étudié dans ce chapitre est 7 (.9, a) tout entier, qui est constitué
d’arbres unaires-binaires étiquetés.

La distribution sur 7 (.S, a) que nous considérons dans ce chapitre est la distribution
ABR (par opposition a la distribution uniforme considérée jusqu’alors). Pour n € N,
nous notons &, I'ensemble des expressions de taille n.

Probabilités des opérateurs. Pour définir le modele ABR, nous associons a
chaque feuille a de .A( une probabilité, notée p,, de telle sorte que (pg)aqc 4, SOit une
distribution de probabilité, et ainsi ) Ao Pa = 1. De méme, du coté des opérateurs
unaires ou binaires, nous associons a chaque opérateur op de .Aops = Ay U Ay une
probabilité pp, telle que 3, Aope Pop = 1.

Notons py la probabilité totale des opérateurs unaires, i.e., py = » oprEA; Popr -

Définition 5.2 (Arbre d’expression ABR).
» Un arbre aléatoire d’expression ABR de taille n € N* se construit récursivement
de la fagon suivante :
— sin = 1, on tire une feuille dans A4 avec la distribution (pg)ac 4, -
— sin = 2, on tire un opérateur unaire op; selon la distribution normalisée
<1%1p0p1> , puis on construit indépendamment une feuille ay € Ay de taille
op1 €A1 op1

1, et on retourne | .
ap

— Sin > 3, on tire un opérateur & € Aqps avec la distribution (pop)ope Aqps -
(%) Silopérateur tiré est un opérateur unaire @& € Aj, on construit de fagon

®
récursive et indépendamment un arbre 7' de taille n — 1 et on retourne |.

T
(%) Sinon, l'opérateur tiré est un opérateur binaire & € Ay. Dans ce cas on
tire une taille k£ uniformément au hasard dans {1,...,n — 2}. On construit

indépendamment deux arbres 77, et T de tailles respectives k et n — 1 — k.

Enfin on retourne ;‘i .
Ty Tr
<«

Pour que le cas n = 2 de la Définition 5.2 soit bien défini, nous supposons dans
tout le chapitre que p; > 0. Si p; = 0, nous pouvons toujours définir sur 7 (.5, a)
une distribution ABR, mais dans ce cas la procédure ne peut produire que des arbres
binaires de taille impaire. Cette restriction d’imposer p; > 0 dans un premier temps
n’est pas contraignante, les résultats sont les mémes si p; = 0 a la différence pres
qu’il faudra adapter un peu les calculs (voir Section 5.5).

La procédure de la Définition 5.2 définit une distribution de probabilité sur les
arbres d’expression : la probabilité Pr,,(T") d’un arbre T de taille n est la probabi-
lité que la procédure retourne cet arbre en ayant recu en entrée la taille n. Cette
distribution n’est pas uniforme, comme on peut le voir a la Figure 5.4.

Le cas A1 = ( sera traité
en section 5.5.



On notait p la taille de P
Jjusqu’a présent, mais la
présence de probabilités

dans ce chapitre nous a in-
cité a changer de notation.
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/+\ * FiGURE 5.4. Exemple de deux arbres de

(i) * b (#4) + taille n = 5 qui ont des probabilités dif-
L OO0 b férentes, peu importe le choix (non nul) de

L ) (p+, Dxs Pas Db)- Leurs probabilités sont respec-

tivement %erp*papb et %p*erpapb-

5.2.2 Elément absorbant et restriction technique

Nous nous intéressons a la réduction par élément absorbant déja étudiée aux
chapitres 2 et 3 dans le cas de la distribution uniforme. Pour la suite, nous fixons :

— un opérateur binaire ® € A appelé opérateur absorbant
— un arbre P absorbant pour ®, de taille s := |P)|.
Nous faisons de plus les hypotheses de travail suivantes :

— nous supposons que s := Prg(P) > 0, c’est-a-dire que P a une probabilité non
nulle d’étre généré, sinon nous pouvons déja annoncer sans calcul qu’il n’y aura
pas de réduction;

— nous supposons que pg > 0, c’est-a-dire que I'opérateur absorbant apparait bien
dans les arbres générés, sinon il n’y a pas non plus de réduction possible;

— pour des raisons techniques, nous imposerons aussi s > 3. Cela interdit les arbres
absorbants trop petits (L pour A par exemple), mais ce n’est pas une grande
restriction, car nous pouvons toujours construire a partir d’un arbre absorbant
de taille s € {1, 2} un autre arbre absorbant de taille s + 2 > 3 en considérant

@

P = z\ , avec a une feuille telle que p, > 0 (par exemple, si L est absorbant pour
a

A
A, alors T/ \L est de taille 3 et est absorbant pour A); de plus P’ vérifie bien que

Pryy2(P') = psivspa > 0.Laréduction induite par P’ est une sous-réduction
de celle induite par P, si bien que les expressions en © obtenues dans ce chapitre
pour la réduction avec P’ donneront des bornes en O pour la réduction avec P.

Laréduction o étudiée est la méme que dans les chapitres 2 et 3, et consiste a appliquer
de bas en haut la substitution :

®
/ \ ~ P, désqueT;ouT’ estégalaP.
Ty

Rappelons qu’un arbre d’expression T est dit entiérement réductible si o (1) = P.

5.2.3 Récurrences pour I’espérance de la taille apres réduction

Dans les chapitres précédents, la spécification des arbres se transformait automati-
quement en une équation sur la série génératrice adéquate pour étudier la distribution
uniforme. Dans le cas de la distribution ABR, les arbres de méme taille n’ont pas
tous la méme probabilité, il ne suffit donc pas de décrire les arbres possibles pour les
compter, il faut aussi prendre en compte les probabilités qui entrent en jeu. Nous
allons donc procéder ad la main, en identifiant les suites qui nous intéressent, en éta-
blissant des relations de récurrence sur ces suites, et enfin en utilisant ces récurrences
pour obtenir des équations sur les séries génératrices associées. Cette approche a la
main est courante lorsque la distribution sur la classe combinatoire étudiée n’est pas
uniforme [FS09, PSS12]).
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Définition 5.3.
» Pour n € N, nous définissons les suites suivantes :

— pour k < n, p, i, désigne la probabilité qu'un arbre de taille n suivant la distribu-
tion ABR ait une taille k apres réduction par o :

Pnk = Z Pr, (T)

T:|o(T)|=k

— e, désigne 'espérance de la taille apres réduction des arbres aléatoires de taille n
suivant la distribution ABR . Par définition de 'espérance :

n
€n = Z k *Pnk
k=0

— enfin v, désigne la probabilité qu’un arbre d’expression aléatoire de taille n soit
entierement réductible.

Par ailleurs, nous notons py := 1 —p;— pg la probabilité de tirer un opérateur binaire
différent de ® lors de la procédure de tirage des arbres ABR. <

Comme dans les chapitres précédents, le comportement des arbres entiérement
réductibles est fondamental pour comprendre la réduction. Nous démontrons dans
un premier temps une relation de récurrence satisfaite par ,.

Proposition 5.4 (Probabilité des entierement réductibles).
» La suite (v,,) vérifie la relation de récurrence

1 n—1
i1 =Pe —— ; (W + -k — W ¥In—k) , Ppourtoutn>s,  (5.1)
avec 7y, = 0 pour n < s et ys = Pry(P). <

Démonstration. Un arbre de taille n + 1 > s (donc différent de P) est entiérement
réductible si et seulement si il commence par ® et I'un de ses fils est entiérement
réductible.
Si nous considérons les arbres entierement réductibles avec un fils gauche de taille
Pe

k, leur probabilité est donc -"*5 (v + (1 — Y& )¥n—#). Nous obtenons ainsi la formule

annoncée. [ |

Remarque 5.5 (Récurrence pour tout n).
» En remarquant que 7, = 0 pour n < s, nous pouvons en fait écrire pour tout
n € N:

n—1
(n = DYt lntizs = Pe - Y (Ve + Yok — Whnk) »
k=1
ou 1,145 vaut 1sin + 1 # s et 0 sinon. <

1. Dans toute la suite, nous dirons juste aléatoire, sans repréciser suivant la distribution ABR
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Remarque 5.6 (Limite possible de 7).

» Nous montrerons dans la suite du chapitre que la suite (;,),>1 converge (Théo-
réme 5.15). Nous pouvons déja remarquer que si (7, ), converge, iln’y a qu’un nombre
restreint de candidats pour sa limite L = lim +,,. En effet, les moyennes de Cesaro im-
pliquent que si une suite (ay, ),>1 converge vers un réel L, alors hmn Y opeq Gk =

et lim,, £ Sy b Qk Qpy1—k = L?. A partir de I'Eq. (5.1), et en supposant que Vn
converge, nous en déduisons que sa limite vérifie I’équation

L=ps- (2L —L?.

Ainsi si la limite existe, elle ne peut étre que 0 ou Yoo := 2—1/pg. Sipe < 1/2, alors
Yoo < 0 et donc la limite ne peut étre que L = 0. Pour pg > 1/2, le Théoréme 5.15
montrera que L = 7. Nous voyons ainsi déja apparaitre des phénomenes de seuil
selon la valeur de pg par rapport a % <

La proposition suivante vient de la nature récursive de la génération des arbres
aléatoires et relie la suite vy, a I'espérance des tailles apres réduction :

Proposition 5.7.
» La suite (e,,) des espérances des tailles aprés réduction satisfait pour tout n > 1 la
récurrence suivante :

ent1 =1+ (5 = D)ynt1lnt12s + pren
n—1 n—1

e Z ¢+ —2e Z 5= 89 (L = n—j).

n—l n—1

(5.2)

<

Démonstration. Nous cherchons dans un premier temps, pour n > 1 et k fixés, une
récurrence sur py, ;. Si nous regardons la probabilité des arbres de taille 7 + 1 dont
la réduction est de taille % :

— Les arbres qui commencent par un opérateur unaire ont une probabilité pip, —1,
car leur racine reste aprés réduction

— Les arbres qui commencent par un opérateur binaire autre que pg ont une proba-
bilité it > Zel +l2=k—1Pjl1Pn—jto-

— Les arbres qui commencent par pg mais n’ont aucun fils entiérement réductible ont
une probabilité pes 15 32571 30, 4 syt (Pies — Ley=57) (Prjito = Liz=sn—)

— Enfin, si k = s, les arbres entierement réductibles ont une probabilité 7, 111,115
(en effet, sin + 1 = s, P a déja été énuméré dans les cas précédents).

Nous avons donc pour n > 1 la récurrence suivante :

n—1
p_H 1 Z Z Pj.e.Pn—jeo

7=141+lo=k—1

n—1
P&
+ n—1 Z Z (pj,fl - 141=8’7j)(pn—j,52 - 1(2:5'}%73')

j=1 41 +lo=k—1

Pn+1k :'Yn+11n+1;és

Nous introduisons alors les polynémes Fy,(u) = > p_, pniuf pour tout n > 1.
Nous remarquons dans un premier temps que F,(1) = 1, que F/ (1) = e,. Par
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ailleurs, comme s > 3, la somme peut partir de k¥ = 2 lorsque n > 2. En multipliant  car|o(T)| > s si|T| > s
la récurrence pour p,, j, par u¥ puis en sommant pour & allant de 2 4 n + 1, nous
obtenons la récurrence suivante pour F,(u) :

n—1
Fas1(u) =1 Tns 1’ + pruf(u) + u-—""o 3 Fy(u) Fos ()
7=1
D n—1
+u——r 7 2 (E(w) = u”) (Fnej () = m—ju’).

j=1

En dérivant alors cette équation en u, puis en évaluanten u = 1:

-1
21
ent1 =Ynt+1lnt1£s8 + p1+ pren + po + n—1 Z €

=1
D n—1 2p n—1
® ®
+ o (1—%')(1—%73‘)+n_lz(ej—sw)(l—%fj)-
i=1 i=1

En développant la deuxiéme somme, nous faisons apparaitre la récurrence de ,, :

n—1 n—1
P& Pe
) (=) (U= mg) =pe — =7 > (% g = %¥ni) -
i=1 j=1

-1
Par la Remarque 5.5, 22 P21 (Vi + Y = Y ¥n—j) = Yn+1lpt1zs. Enfin en
utilisant la relation p; + py + pg = 1, nous obtenons bien la relation de récurrence
annoncée. u

5.2.4 Feuille de route pour I’étude de la réduction

Le but de cette section est d’annoncer les grandes lignes de la démarche que nous
avons entreprise pour étudier la suite (e, ).

Comme la récurrence satisfaite par (e, ) a la Proposition 5.7 dépend de la suite
(vn), il faut d’abord étudier cette suite. Nous introduisons pour cela les deux séries
génératrices :

A(z) == i%z”, E(z):= ienz”.
n=0 n=0

Les récurrences obtenues sur les suites vont se traduire en équations différentielles sur
ces séries. En effet, la dérivée de la série F'(z) = > anz"est F'(z) = > (n+1)a,z™
Donc en multipliant 'Equation (5.1) par (n — 1)z et en sommant sur n € N, nous
introduisons la dérivée de A(z). Le méme phénoméne apparait pour I’équation
portant sur £(z). Ainsi les deux récurrences de la section précédente se traduisent en
deux équations différentielles sur les fonctions génératrices, une équation de Riccati
pour A(z), et une équation différentielle linéaire pour E(z), dont les coefficients
font intervenir A(z) :

z

) = -2+ (2o ) 4G - (4GP 69)
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et, pour une certaine fonction F'(z,y) qu’on explicitera plus tard,

E'(2) = F(2, A() + 2 (2= i+ 2(1 = p) 1 — 204(2)) - B(2).

z
1—=2

Comme I’équation portant sur £(z) est linéaire, nous savons la résoudre, avec la
méthode de variation des constantes [Apo69, Th. 6.1] : nous obtenons une expression
de E(z) dépendant de la fonction A(z). Nous étudions alors plus précisément A(z),
et notamment son domaine d’analyticité. Nous prouvons dans la section 5.3 que
z = 1 est une singularité dominante pour A(z), et que la fonction se prolonge
analytiquement au domaine {2 = C\ [1, 00). Par ricochet, nous obtiendrons le méme
résultat pour F(z).

A partir de 13, le cadre pour appliquer le théoréme de Transfert est respecté, et il
reste a étudier le comportement asymptotique de F'(z) au voisinage de sa singularité
dominante, z = 1. La solution pour F(z) est de la forme suivante :

~ m exp <—2p®/0 il plwdw> X (2 +/0 G(¢) exp <2p®/0 : plwdw> dg‘)

lorsque z — 1, pour une constante C' > 0 et une fonction bornée G(z).
Nous voyons ici que nous aurons besoin d’asymptotiques précis pour A(z) en

z = 1, qui puissent se transposer a 'intérieur des intégrales, a I'aide de théorémes
d’intégration singuliére.

Analyse de A(z) autour de sa singularité dominante. Dans un premier
temps, nous transformons 1’équation de Riccati (5.3) sastisfaite par A(z) en une
équation linéaire homogeéne du second ordre, par un changement classique de fonc-
tion inconnue pgA(z) = v'(2)/v(z). Nous étudions ensuite la fonction v(z) par
la méthode de Frobenius pour obtenir le comportement local de v(z) autour de sa
singularité z = 1. Cette analyse est résumée dans la Proposition 5.14, qui montre la
présence de 3 régimes pour A(z), qui dépendent de la position de pg par rapport a
1/2. Comme conséquence directe de cette proposition, par le théoréme de Transfert,
nous montrons dans le Théoréme 5.15 que ,, tend vers 0 pour pgy < 1/2 et tend
vers la constante 7o, > 0 lorsque pg > 1/2. Les détails de cette partie sont expliqués
dans la Section 5.3.

Analyse de E(z) autour de sa singularité dominante. Les différents com-
portements de A(z) de la Proposition 5.14 expliquent déja le seuil en 1/2. Un nouveau
seuil apparait a cause du terme suivant du développement asymptotique de E'(z) :

z c w
2+ /0 G(C) exp <zp® /O 1A(p1)wdw) dc .

Ce nouveau seuil correspond exactement au point ou I'intégrale cesse d’étre conver-
gente lorsque z — 1.

5.3 Etude des arbres entierement réductibles

Dans cette section, nous étudions en détail la probabilité ,, = Pr,,{c(T) = P}
des arbres entierement réductibles de taille n, qui apparait dans la récurrence de e,,.
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Le point de départ de I’étude est la récurrence de la Proposition 5.4 :

n—1

1
Vil = De - — kzl (Vi + Yn—k — Y&Yn—k) pour toutn > s. (5.1)

5.3.1 Série génératrice et équation de Riccati

Le but de cette section est d’établir une équation différentielle satisfaite par A(z) =
Y oo Yn2", et de l'utiliser pour déterminer notamment le domaine d’analyticité de
A(z). Comme 0 < 7, < 1, son rayon de convergence est au moins 1. La proposition
suivante montre que c’est exactement 1 :

Proposition 5.8.
» Le rayon de convergence de A(z) est exactement 1. <

Démonstration. Par I'absurde. Supposons que la série ), 7y, est convergente. Alors
en appliquant Uinégalité vi + v —k — Vi Vn—k = Yk, valide pour tout k, a la récurrence
de I’Eq (5.1), nous obtenons la minoration 7, > 2% Sk = Q(1/n). Cest
en contradiction avec la convergence de la série ), 7y, car la série harmonique

diverge. u

La proposition suivante montre que A(z) vérifie une équation différentielle d’une
certaine forme, appelée équation de Riccati, qui est souvent rencontrée avec la distri-
bution ABR : les équations de Riccati interviennent par exemple dans les réductions
d’arbres binaires de [SCFCO06] par élément idempotent ou nilpotent, ou encore dans
le contexte de la recherche de motifs [FGM97].

Proposition 5.9.
» La série A(z) satisfait I’équation de Riccati :

z

_Z) A(x) —pe- (A(2))?.  (53)

2
Al(z) = (s — 2)7325_1 + <z + Qp@l

<

Démonstration. Nous multiplions I'Equation 5.1 par n — 1 = (n + 1) — 2, puis le
tout par 2" et nous sommons sur tous les n > s. Nous obtenons alors I’équation

n—1 n
D A 2" =2 2" =208 > > " —pe DD Wn-k2"-
n>s n=s n=s k=1 n=s k=0

En rappelant que pour k£ < s, 7, = 0, nous reconnaissons a gauche A(z) et sa
dérivée, et a droite le produit de Cauchy de A(z) avec 1 - et avec lui-méme :

S— S z
A(2) = 5752" 7 = 2(A(2) = 752") = 2pe T A(2) — e A(2)*

1
|
Pour étudier cette équation différentielle nous effectuons le changement de fonc-

tion inconnue v(z) = exp (ps [, A(w)dw).En particulier A(z) = 1/pe-v'(2)/v(z).
Ce changement de fonction inconnue est une méthode classique pour transformer une

Le symbole foz signi-
fie qu’on intégre sur le
segment [0, z] du plan
complexe.



Domaine = ouvert connexe.

Voir annexe A.2.
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équation de Riccati en équation différentielle linéaire. Ainsi v(z) vérifie I’équation
différentielle linéaire d’ordre 2 :

VD) = s 5= 20 + (24 205 ) V0, 6.1

Nous remarquons que v(z) est analytique dans le disque |z| < 1 car A(z) lest.

Les singularités et le comportement local des solutions d’équations différentielles
linéaires de la forme de I’Eq. (5.4) sont bien comprises [Apo69, Sta80, Was18]. Dans
la proposition suivante, nous montrons que A(z) est analytique sur 2 = C \ [1, 00).

Proposition 5.10.
» La série entiére A(z) admet un prolongement analytique sur le domaine Q2 =
C\ [1, 00). En particulier, z = 1 est la seule singularité dominante de A(z). <

Démonstration. La fonction v(z) satisfait une équation différentielle linéaire dont les
coefficients sont analytiques sur C \ {0, 1}. Nous savons par la Proposition 5.8 qu’a
la fois A(2) et v(z) = exp (ps [; A(w)dw) sont analytiques sur le disque |z| < 1.

Le théoréme d’unicité des solutions des équations différentielles nous assure qu’il
existe une unique solution analytique a I’équation (5.4) sur un domaine €, si les
conditions suivantes sont respectées :

a. les conditions initiales sont données en un point zg € {2,

b. les coefficients de ’équation différentielle sont analytiques sur 2,

c. le coefficient de téte en face de v”(z) ne s’annule pas sur €,

d. le domaine ) est simplement connexe (en pratique il suffit que {2y soit étoilé).

Malheureusement, le coefficient % nous demande de ruser un peu pour appliquer
ce théoréme; nous allons donc découper C \ {0, 1} en plusieurs régions pour éviter
la fausse singularité en z = 0 :

— Nous savons déja que v(z) est analytique sur D(0,1) = {z||z| < 1}.

— Par ce qui précéde, il existe une unique solution a I’équation (5.4) sur le domaine
étoilé 1 := {J(2z) > 0}, qui coincide avec v(z) et ses dérivées au point z = i/2.
Par unicité du prolongement analytique, v(z) est analytique sur D(0, 1) U €.

— Le méme argument appliqué a Qg := {J(z) < 0} et Q23 := {R(z) < 0}, montre
que v(z) est analytique sur 2 := Q; UQ UQ3 U D(0,1) = C\ [1, 00).

Comme v(z) # 0 par définition (c’est une exponentielle), nous en déduisons que

A(z) = p—gv’(z)/v(z) est aussi analytique sur §.

Comme le rayon de convergence de A(z) est 1, par la Proposition 5.8, le théoréme

de Pringsheim permet de conclure que z = 1 est 'unique singularité dominante de
A(z). m

5.3.2 Comportements asymptotiques des probabilités des arbres
entierement réductibles

Nous pouvons maintenant nous attaquer au comportement asymptotique de v(z),
ou nous rappelons que v(z) satisfait I'équation

v (2) — (i + 2pe . i z> V' (2) — pe - (5 — 2)7s2° tu(2) = 0. (5.4)
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Nous utilisons pour cela la méthode de Frobenius (voir [Apo69, pp.181-182] et [Tes12,
Theorem 4.5]), que nous énoncons dans le cas des équations différentielles linéaires
d’ordre 2.

Définition 5.11 (Singularité réguliere et polynome indiciel).

» Considérons une équation différentielle linéaire homogene du second ordre de
la forme 4" (2) + d1(2)y/(2) + da2(2)y(2z) = 0, o d1(z) et d2(z) sont méromorphes
sur un domaine étoilé .

Un complexe ¢ € () est une singularité réguliére pour ’équation si c’est une
singularité de d;(2) ou da(z), ou des deux, telle que les limites ; := lim,_,¢(z —
¢)7d;(z) existent et sont finies, pour j = 1 et 2. Dans ce cas, le polynéme indiciel
Z(0) en la singularité réguliere z = ( est défini par Z(0) = 0(6 — 1) + 5160+ 2. <«

Le théoréme suivant est le théoréme clef de la méthode de Frobenius, et explique
comment le polynéme indiciel permet de trouver les asymptotiques des solutions de
I’équation différentielle ? :

Théoréme 5.12 ([Apo69, pp.181-182], [Tes12, Theorem 4.5]).
» Considérons I'équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2

y"(2) + di(2)y' () + d2(2)y(2) = 0,

ou di(z) et da(z) sont méromorphes sur un domaine étoilé €, et ¢ une singularité
réguliére de I’équation. Alors :

— Si les deux racines 60 et 62 du polyndéme indiciel associé a ( ne sont pas séparées
d’un entier (y compris 0 pour les racines doubles), alors, dans un voisinage de ¢
inclus dans €2, toute solution y(z) est de la forme

c1(¢ = 2)"Hi(¢ = 2) + ea(C — 2)2 Hy(C — 2)

ou c1, ¢ € C, Hi(z), Ho(2) sont analytiques en z = 0 et H1(0) # 0, H2(0) # 0.

— Sile polynéme indiciel a une racine double 6y, alors dans un voisinage de ¢ inclus
dans (2, toute solution y(z) est de la forme

(¢ = 2)" (e H(C = 2) + ealog(C = 2)Ha(C — 2))
ou ci, ¢ € C, Hi(2), Ha(2) sont analytiques en z = 0 et H1(0) # 0, H2(0) # 0.
<

Ce théoréme nous permet de déduire le comportement asymptotique de v(z) et
de v'(z) autour de z = 1:

Proposition 5.13.
» Autour de z = 1, la fonction v(z) s’écrit sous les formes suivantes :

— sipy > 1/2,alors v(z) = cr Hi(1 — 2) + ca(1 — 2)1 72 Ho(1 — 2),
— sipg = 1/2,alorsv(z) = c1H1(1 — 2) 4+ co log <1i ) Hy(1 - z),

z

2. Dans la littérature, le théoréme est souvent annoncé avec | — z|, ce qui permet d’éviter de
restreindre le domaine de définition; ici nous utilisons ({ — z) car nous avons choisi une détermination
de log(1 — 2).

Autrement dit 01 — 602 & 7.



Avec D(3/4,1/2) :=
{z e Cl||z—3/4] < 1/2}
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— sipg < 1/2,alors v(z) = c1 H1(1 — 2) + co(1 — 2)172Po Hy(1 — 2) avec ¢; # 0,
ou ¢, co, Hy, Hy dépendent de pg, et pour les trois cas, co # 0, H1(z) et Ha(z) sont
analytiques en z = 0, avec H1(0) = H2(0) = 1. <

Démonstration. Rappelons que v(z) est analytique sur Q@ = C \ [1, +00). Comme
nous nous intéressons uniquement au comportement en z = 1, qui la singularité
dominante de A(z), nous introduisons le domaine étoilé Q = QN D(3/4,1/2), qui
évite soigneusement z = 0. La preuve consiste a appliquer le Théoréme 5.12 a I’Eq.
(5.4), sur le domaine € :

2
v'(z) — < + 2pe
z

)@ pe e i =0,

Comme 0 ¢ €, 'équation a une unique singularité dans Q, en z = 1, et le
polynome indiciel associé est Z(6) = (0 — 1) 4+ 2pgf = 0(0 — 1 + 2pg ). Les racines
de ce polynoéme sont 1 = 0 and 6 = 1 — 2pg.

En appliquant le Théoréme 5.12, nous obtenons ainsi les formes annoncées dans
la proposition. Les conditions sur les constantes viennent du fait que si co = 0, alors
A(z) n’aurait pas de singularité en z = 1. De plus, si ¢; = 0 pour le cas py < 1/2,
alors A(z) = %v’(z)/v(z) satisfait A(2) = Yo0o/(1—2) autour de z = 1. Or, dans ce
€as, Yoo 1= (2pe —1)/pe < 0tandis que A(z) est positif sur [0, 1), contradiction. M

Il ne reste plus qu’a reporter I’expansion locale de v(z) dans I’égalité A(z) =
%v’ (z)/v(z), autour de la singularité z = 1, pour obtenir le comportement de

A(z):

Proposition 5.14.
» La série génératrice A(z) de (Vn)n>1 a les comportements asymptotiques suivants
lorsque z — 1 sur 2 :

: D
— sipg < %, A(z) ~ e

— sipe = 3, A(2) = 2 (log (1;))*1 +0 <11z (log (1lz)>2>

— sipg > %, A(z) = ff’z +O0((1 - z)2p®_2),
ol nous rappelons que Vo = (2ps — 1)/pe et ou D > 0 est une constante qui
dépend de pg et de s. |

Démonstration. Comme annoncé, nous développons v(z) autour de z = 1 dans

légalité A(z) = %'

— Pour pg > 3. Rappelons que dans ce cas, par la Proposition 5.13, v(z) = ¢ Hy(1—
2) + c2(1 — 2)172P9 Hy(1 — 2) au voisinage de z = 1 dans , avec H1(z), Ha(z)
analytiques en z = 0, H1(0) = H2(0) = 1 et c2 # 0. Nous en déduisons que

v(z) = (1= 2)""% (s + O((z = 1)*°71))
etv/(2) = (1 —2)7 %% (c2(1 — 2ps) + O((z — 1)) .

Ainsi, en normalisant :

Yoo % 1+ O((Z - 1)1) Yoo + O((l . Z)Zp@f2) ’

AR =75 1+0((z— e 1) 1-2

en remarquant que (1 + O((1 — 2)21’@*1))71 =1+0((1—z)%e1).
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— Dans le cas ol py < 1, alors v(2) = c1Hi(1 — 2) 4+ co(1 — 2)1 722 Hy(1 — 2)
au voisinage de z = 1 dans €, avec Hi(z), H2(z) analytiques en z = 0, H1(0) =
HQ(O) =1letcy,co 7é 0.

Donc dans ce cas v(z) = ¢; + O((1 — 2)'7%¢) lorsque z — 1, avec ¢; # 0,
tandis que v'(2) = (z — 1) 7279 ((1 — 2pg )z + O((1 — 2)?P#)). Ainsi

A(2) ~ (yeoc2/c1) x (1= 2)7%2.

— Enfin, si ps = 1, la Proposition 5.13 implique que v(z) = c;Hi(1 — 2) +

o log ( ) Hg(l — z) au voisinage de z = 1 dans 0, avec H1(z), Hz(z) analy-

tiques en z = 0, H1(0) = H2(0) = 1 et c2 # 0. En dérivant cette égalité nous
obtenons :

V'(2) =

0 1og () +0(1).

1;) + O(1). En divisant 'un par l'autre :

D)o (i (e (2)) )

en utilisant le fait que (1 + O(r(2)) "t =1+ O(r(2)) sir(z) — 0. ]

tandis que v(z) = c2 log (

A(z) = pg 11 (10g<

Comme corollaire de cette proposition, nous prouvons la convergence de la suite

(Yn) :

Théoreme 5.15.

» La probabilité ~, d’étre entiérement réductible tend vers la constante Vo, :=
(2pe — 1)/pw si pe > % et vers zéro sinon. Plus précisément, lorsque pgy = %
Tn kén, tandis que lorsque pg < %, Yo ~ D - n2Pe— 1/F(2p®) ou D est la

constante de la Proposition 5.14. <

Remarque 5.16.
» Une approche complémentaire du probléme, par Pablo Rotondo, du cas pg < 1/2
permet d’exprimer la valeur de la constante D en fonction de A(z),sis > 3:

1 1
D=eo . ((s- 2)%/ 7301 ft)2"®e2p®tdtfp@/ (A()*(1 = )= c?edt) .
0 0

On en déduit notamment que D < e 2P (5 — 2), fol t573(1 — t)2Poe2Poldt. <

5.4 Résultat principal : tailles moyennes des arbres apres
réduction

Le but de cette section est de démontrer le théoréme principal de ce chapitre :

Théoréeme 5.17 (Comportement asymptotique des tailles moyennes ey,).

» Sila probabilité p; des opérateurs unaires n’est pas 0, alors ’espérance e,, de la
taille aprés réduction par ¢ d’un arbre d’expressions aléatoire de taille n suivant la
distribution ABR, satisfait les propriétés suivantes :

— sipe < 1/2,alors e, ~ c1n;

Pablo avait en effet réussi
a aborder le probléeme

a la main, dans le cas

pe < 1/2.La méthode
ne se généralisait pas aux
autres cas, donc nous nous
sommes intéressés aux
équations différentielles et
a la méthode de Frobenius.



Le calcul est élémentaire,
mais minutieux, j’ai décidé
de Décrire car il est trés
facile d’oublier un terme.

136 5 Eléments absorbants et expressions suivant la distribution ABR

— sipe = 1/2, alors e, ~ canlog(n)=2/(1=p);
1 3 o 2
: —p =
— sig <pg < g ,alorse, ~cz3n P

— sipy = 2 ~ ¢y log(n);
— — eco, OU € est une constante strictement positive;
avec cy, . . ., ¢4 des constantes positives non nulles. <

Remarque 5.18.
» Attention, dans le théoréme précédent, les constantes e, 1, ..., cqs sont des
constantes par rapport a n, mais elles dépendent de py, pg et s. <

Ce théoréme se prouve en déterminant le comportement asymptotique de la série
génératrice E(z) = _ e, 2" autour de sa singularité dominante z = 1. En résolvant
une équation différentielle satisfaite par E'(z), nous prouvons que lorsque z tend
vers 1

E(z) ~ 14 (1 —p)?P 1K (2 <2+/ G(w dw) x(1—2)72,

ouG(z)tendvers G(1) > Olorsque z tend vers 1, et K(z) := exp (2p® Iy 1 Aw) dw).

—pw
Pour déterminer le comportement asymptotique précis de F(z), il nous faut

étudier K (z) et I'intégrale J(z) := fo dw dont le comportement est
intuitivement déterminé par Celul del’ 1ntegrale fo (w)dw. En effet, fo w)dw
converge si et seulement si f el ) (w )dw converge, et si les intégrales dlvergent
enz =1, [ Gw)K(w)dw ~ G(1) [{ K

Le comportement asymptotique de K (z ) est obtenu par intégration singuliére de
celui de A(z) (voir [FS09, Theorem V1.9]).

5.4.1 Forme close pour la série F(z)

La Proposition 5.7 fournit une récurrence satisfaite par la suite (e,, ), dépendant de
la probabilité «,, des arbres entierement réductibles. Pour n > 1,

n—1 n—1
2pn 2pe
entl = 1+(3_1)7n+11n+1¢5+p16n+m Zl ej—l— 1 Zl S’}/J 1 %,j),
J= J=

(5.2)

ou nous rappelons que s > 3 est la taille de I’élément absorbant P. Nous transformons
alors cette récurrence en une équation différentielle satisfaite par F(z) :

Proposition 5.19.
» La série E(z) satisfait I'équation différentielle linéaire du premier ordre suivante :

" - 2uA(2) - B(2),

E'(z) = F(z A(2) + 2 (2 - m+ 201 - ) ;

avec I'(z,w) = 1= pIZ ( 1+ 555 Z) —2pp 5w + pa(s + 1)w2). <

Démonstration. Remarquons que 1’équation 5.2 multipliée par (n — 1) reste vraie
aussi pour n = 1. En multipliant I'équation par (n — 1)z = (n + 1 — 2)2", puis en
sommant sur tous les n > 1, nous obtenons plusieurs termes :
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— Tn 12" = 55

= Yzt Dens1z" =230y enz" = E'(2) = 1= 2(B(2) — 2)

— Deméme, ) 1 (n+1—2)y111pp1252" = A'(2) — 5752571 = 2(A(2) —752%)
— Yopsi(n—Dep2" = 2E'(z) — E(2)

— 21 2" Z;L;l =2Y 12 ! Z; 06 =15E(2)

— Deméme }_, -, 2" Zj:l (ej — 7)) = 72 (E(2) — sA(z2)).

— Enfin, ) 2" Z?:_ll(ej =D 12" Z?:o(ej—S"Yj)’Yn—j = (E(z)-
sA(z))A(z).

Ainsi en mettant tout bout a bout, nous obtenons ’équation suivante :

—5%;) Yn—j

52
2
(1-2)2
—p(zE' () —

+ 2(pn + pe)

+(s=1)(A(2) —

B(2))
——B(2) — 2pa B(:)A(2)

i ZA(z) + 2pesA(2)?.

2A(2) — (s = 2)7s2°7)

-2
P®51

Rappelons que par 'Equation 5.3, A'(2) = (5 —2)v,25 1+ (% + 2pg ﬁ) A(z)—
P - (A(2))?, si bien qu’apres substitution, les termes dépendant uniquement de A(z)
sont —2pg - A(2) + (s + 1)pe A(2)*.

Nous concluons en remarquant que py + pe = 1 — pr. |

En résolvant cette équation linéaire du premier ordre non homogéne, nous obte-
nons une forme close pour E(z), dépendant de A(z) :

Proposition 5.20.

» La série génératrice des tailles réduites moyennes E(z) admet la forme close
suivante :

() = 2 4+ 221(2) (2 - (O + 9(0) I<c>1d<) ,

()/

ot (1 prz) f(2) = T pa(s + 1)(A(z)/2)% et

4 2 _2 2
I(z) = exp (PIZ +/0 CQ(C)dC> avec g(z) = plI—pIZI+ —

—pf + e — ey

A(z)/z
1—pz’

—2pg

<

Démonstration. Avec les premiéres valeurs de e, nous calculons les valeurs initiales

E(0) =0, E'(0) = 1 et E’(0) = 4. En écrivant =1+pz+ g p)z,
remarquant que A(z)/z est analytique sur (2,

= et en
pZ

(2, A(2) = =1 = miz + Tz (—0F + 7
=—-1-pz+2*f(2)

— 2pe—

AL+ pe(s + 1)(A(2)/2)°)

Commes > 3,e9 = 0,
e = 1,62 =2

Careg = 0.

Car~o = 0.

Le terme pourn = 1 est
nul.

En effete; = i pour
0<i<4



On doit en effet adap-
ter légérement la for-
mule classique de la so-
lution d’une équation
différentielle linéaire
d’ordre 1, car2/z n’est
pas analytique en zéro
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De méme le coeflicient linéaire de I’équation se réécrit :

i o 2p®A(2))

2P gp,a(2)/2)

e (2-mr20-m);

=2+ C@nm—p)+

z 2 2
2 - —‘F

_ 2
=24 p+29(2)

en utilisant I’égalité (1 — p;) = (1 — p1z) — pr(1 — 2). L’équation différentielle
pour E(z) est donc sous la forme étudiée par le Corollaire A.4 en annexe, avec
les parameétres u; = 1, ug = 2 et ¢ = —pr. La formule du Corollaire A.4 donne
exactement la solution annoncée pour E(z). |

5.4.2 Comportement local de £(z) en z = 1 : angle d’attaque et
intégration singuliere

La forme close de F(z), qui dépend de A(z), dans la Proposition 5.20 montre que
E(z) est analytique sur le domaine €2 := C\ [1, +00). Comme la série ) e,, diverge,
E(z) a une unique singularité dominante en z = 1.

Le but de cette section est d’étudier le comportement local de F(z) au voisinage
de sa singularité dominante z = 1.

Comme l'expression de E/(z) est assez compliquée, nous la coupons en morceaux
plus petits que nous allons étudier séparément. Dans un premier temps, remarquons
qu’on peut calculer directement U'intégrale I(z) :

I(2) = (1 - p2)P L exp <—2p® /0 T A) dw) y (1 (5.5)

1 —pw 1—2)2

Nous définissons ainsi les fonctions :

K(z):=exp <2p® /OZ 1{(7;1)wdw> )
G(z) = (1=p2)' 2P (f(2) +9(2)) - (1= 2)°.

Avec ces fonctions, I'expression de E(z) s’écrit désormais :

E(z) =2+ 22(1 —p2) P K (2 (2—1—/ G(w )x(l—z)_Q.

Nous étudions dans un premier temps la fonction K ( )en z = 1, dans la Section 5.4.3,
puis nous étudions I'intégrale J(z fo w)dw dans la Section 5.4.4. Nous
concluons la preuve du theoreme prmapal dans la Section 5.4.5, en recollant les
morceaux. Pour étudier K (z) et J(z), nous allons utiliser & de nombreuses reprises
des théorémes d’intégration singuliére, qui permettent d’intégrer les comportements
asymptotiques de certaines fonctions analytiques. Les théorémes d’intégration singu-
liére sont énoncés ci-apres; leur démonstration est donnée en annexe, a la section A.1.

Lemme 5.21 ([FS09, Theorem VI.9]).
» Soit f(z) une fonction analytique sur €2 telle que dans un voisinage de z = 1,
f(z) =0((1 — 2)*), avec s > —1. Alors

z 1
/ F(O)d¢ = / F(H)dt+O((1 — 2)+) <
0 0



5.4 Résultat principal : tailles moyennes des arbres apreés réduction 139

Le lemme suivant est une adaptation du précédent dans le cas ou la fonction est
bornée par un terme logarithmique :

Lemme 5.22 ([FS09, Theorem VL9]).
» Soit f(z) une fonction analytique sur {2 telle que dans un voisinage de z = 1,
f(2) =0((1 — 2)7Y(—log(1 — 2))7#), avec 8 > 1. Soit ag > 0. Alors

z 1
/ F(Q)d¢ = / F(t)dt + O((~ log(1 — ))*~). <

Lemme 5.23 (Intégration des équivalents).
» Soit f(z) une fonction analytique sur {2 telle qu’au voisinage de z = 1, f(z) ~,—1
(1 —2)°. Alors:

a. si s > —1, I'intégrale converge et [ f({)d¢ —.—1 fol f(Q)d¢

b. sis < —1, [ f(C)dC ~amt — (1 — 2)*H;

c. sis=1, [ f(Q)dC ~.—1 —log(1 — 2). <

5.4.3 Etude de K (2)

Le lemme suivant caractérise le comportement asymptotique de K (z), a partir de
celui de A(z) décrit dans la Proposition 5.14 :

Proposition 5.24.
» La fonction K (z) := exp (on Io 1
lorsque z — 1 dans ) :

— sipe < 1/2alors K(z) ~,_,1 exp <2po fl A(t) dt)

z A(w)
—prw

) dw > admet les asymptotiques suivantes

—pit
2

— sipg = 1/2alors K(z) ~, 1 Ck X (10g 1;)177;71 ’
Apg—2

— sipg > 1/2alors K(2) ~,_,1 Ok X (liz) e

ou Cx > 0 est une constante qui dépend de py, pg et de s. <

Démonstration. Nous allons appliquer les lemmes 5.21 et 5.22 d’intégration singuliere
A(2)

i—z» Pour ensuite passer a 'exponentielle. Le comportement de K (z)
change naturellement aux mémes seuils que A(z).

a la fonction

— Dans le cas pg < 1/2, nous savons par la Proposition 5.14 que :

Ca
z—1 (1 _ Z)2p®

A(z) ~

Aw)

lorsque z — 1 dans Q. Comme 2ps, < 1, I'intégrale [~ 0 T2 pwdw converge lorsque
z — 1 dans . De plus, par le Lemme 5.21 d’intégration singuliére :

| Alw) dw:/l A0 4 0((z - 1)-e),
0 0

1 —pw 1—pit

ce qui nous donne 'asymptotique suivante, apres étre passé a ’exponentielle :

exp <2p® /0 Alw) dw> = exp (2}9@ /01 i(;)ltdt) (1+0((z — 1)1-2%)) |

1 — prw

Autrement dit le Cx du
point 2 et du point 3 ne
sont pas les mémes!
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car exp(O((1 — 2)172%)) = 1+ O((1 - 2) %),
Nous avons donc l’asymptotique annoncée dans le cas py < 1/2, car 'intégrale

Ck :=exp (on fo dt) est bien strictement positive et finie.
— Intéressons-nous maintenant au cas py > 1/2. Par la Proposition 5.14, nous
savons que
_ T 2pe—2
A(z) (1 =2)7e77).

S 1—z

Remarquons alors que 1711712 (A(z) - f%;) = O((1—2)%r®=2). Eneffet, 1 /p; > 1

1
1—prz
Comme 2pg — 2 > —1, nous appliquons le Lemme 5.21 d’intégration singuliere :

/Oz _ (A(w) — %°> dw = ¢ + O((1 — 2)2Pe~1),

1 —pw 1—w

donc le terme est borné dans un voisinage de 1.

oucy = fol 1%:0175 (A(t) — 1—) dt. Par une décomposition en éléments simples

nous calculons :

i d 1 1
/ Yoo w _ Yoo log( >+ Yoo log< >’
0o l—wl—-—pw 1-—p 1—-2 pr—1 1—piz

) +O0((z = 1)Y).

et nous remarquons que - log (1—1101z) = ;< log (

Ainsi, tout mis bout a bout :

A 0 1
2p®/ ﬂdw = 2pg i log + e+ 0((1 — z)?Pe=ly,
o 1—pw — 1—-2

ou ¢ = 2pg <co + %" 7 log ( — )> Nous obtenons le résultat annoncé en pas-

sant a I’ exponentlelle, et en utilisant le fait que exp(O((1 — z)2p®_1)) =1+
O((1 — z)?pe~1),

— Enfin, nous nous intéressons au cas pgy = 1/2, dont la preuve est trés similaire au
cas pg > % Par la Proposition 5.14, nous savons que

o ()

A(w)
—prw
une intégrale de Bertrand divergente *). Cependant, I’équivalent asymptotique de

A(z) au voisinage de 1 n’est pas intégrable en 0, il faut donc couper l'intégrale
avant d’utiliser 'intégration singuliére.

Ainsi, 'intégrale fo 1= .5 dw n’est pas convergente en 1 (on reconnait a droite

Pour un ag €]0, 1] arbitraire, nous considérons donc I'intégrale de ag a z, en
-1

. .. | Se 4z . 1 o

évitant ainsi les problemes d’intégration de (log <E)> en z = 0.

Nous écrivons donc :

z ag z
/ 7A(w) dw:/ Aw) ———dw —|—/ 7A(w) dw ,
0o 1—pw o l—pw ap 1 — P1w

3. Une intégrale de Bertrand est une intégrale de la forme [; Oa Wﬁf)#fﬂ avec 0 < a < 1, qui

converge en O si et seulementsia < lou(aw=1et 8 > 1).
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ou la premiére intégrale est juste une constante positive. Nous nous intéressons
donc a l'intégrale :

s (o 2 () o

-2
qui converge en z = 1, car I'intégrande est borné en O ( <log ( )) >

lorsque w — 1, par la Proposition 5.14. Ainsi le Lemme 5.22 d’intégration singu-
liere implique I’égalité :

/a: 1 —1p1w <A(w) a % (log (1111)))1) dw = co+0((log(

pour une certaine constante cg. Par ailleurs, en intégrant par partie :

Sy i s (log (s ))Adw: =pw)?

pour une certaine constante ¢;. Comme (1 — pyw) ™2 log(log( =) = O((1 -
7 log(log(125;))dw = ¢ + o(1)

)7,

= loglog(5)+e1+ log(log(1L-

w)~1/2), par intégration singuliére, f;
pour une constante cy.

(1 plw)

Ainsi :

= A 2
/ (w) dw = log log ( ) + constante + o(1),
o 1—pw 1-—

et nous concluons en passant a I'exponentielle.

Nous avons ainsi déterminé le comportement de K ( ) et nous pouvons désormais
nous attaquer a I’étude de 'intégrale J(z fO w)dw.

Remarque 5.25.

» Dans larticle initial publié a STACS, en 2021, nous avons utilisé dans les parties
qui suivent des développements asymptotiques, a la place d’équivalents, pour fina-
lement supprimer tous les termes d’erreurs et ne garder qu’un équivalent dans le
résultat final. Il nous manquait notamment un théoréeme d’intégration singulieére qui
porte uniquement sur les équivalents pour pouvoir éviter 'introduction des termes
d’erreurs (cf. Lemme 5.23). J’ai décidé dans ma thése de ne garder que les termes
nécessaires a la preuve du résultat principal, ce qui allége légérement les calculs. <«

5.4.4 Etude de J(2)

Nous rappelons que nous avons défini précédemment les fonctions suivantes :

1 —-1{ .2 1 . A(z)/z
f(Z) i (]' plz) < Y451 + (1 _ 2)2 2p® 1—
2
PF — 2p1 2 A(z)/z
= — 2 R
9(2) 1—p1z+1—z P 1 —prz

G(z):= (1= p2)' 727 (f(2) +9(2) - (1 = 2)°

pals + 1><A<z>/z>2)

))dw



Rappelons quepr > 0
etquepr + pp < 1
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Le but de cette section est de trouver les asymptotiques en z = 1 de l'intégrale
J(2) = [§ Gw)K (w)dw.

Comme K (z) a déja été étudiée a la section précédente, intéressons-nous a G(z) =
(1 —p12)=2/P . (f(2) + g(2)) - (1 — 2)?, qui se trouve étre en réalité analytique en
z = 1. En effet nous montrons que f(z) + g(2) est de la forme c(1 — z)~2 lorsque
z—1:

Lemme 5.26.

» La fonction f(z) + g(z) se comporte en O((1 — z)~2) en z = 1. Plus précisément,
il existe une constante ¢ qui dépend de pg, p1 et s, telle qu’au voisinage de z = 1
dans €,

JE)+9(2) ~en T

Par conséquent la fonction G(z) = (1 — prz)' =2/ . (f(2) + g(2)) - (1 — 2)? admet
une limite finie en 2z = 1. <

Démonstration. Calculons :

F&)+9(2) = o + (=)™ (= 2m o+ e — 20 T
+pas + 1)(A(2)/2)?)

— Dans le cas ot pg, < 1/2, A(2) ~ Ca(1 — 2)~2P¢ par la Proposition 5.14.
Ainsi dans la somme f(2) + g(z), le terme dominant est (1 — 2) 2, car A(z)/(1 —
2) = O((1 — 2)71=%9) et A(2)? = O((1 — 2)7%9), et dpy, < 1 + 2pg < 2.
Ainsi :

1/(1 = py)

f(Z) + g(Z) ~e=1 (1 . 2)2

— Le cas pgy = 1/2 est similaire : dans ce cas A(z) = o((1 — z)~1), par la Proposi-
tion 5.14, et donc le terme dominant est toujours le terme en (1 — 2)~2, si bien
que

L/(1—p)
f&)+9() ~

— Dans le cas ot pg > 1/2, A(z) ~ = par la Proposition 5.14. Ainsi

£(2) + g(2) NH( L v (s+Dpe 2) |

l-pr 1-pm l—pr ) (1—-2)%

pourvu que la constante devant (1 — z)~2 soit non nulle. Nous rappelons que la
limite oo Vérifie 2pe Yoo — DoV = Yoo- Ainsi

1 — 2ps Yoo + (5 4+ Dpevie = 1 — 2peVo0 + PeVoe = 1 — Yoo s

qui est strictement positif car pg < 1 et donc v, < 1. [ |
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Maintenant nous sommes en mesure de trouver les asymptotiques de I'intégrale
fo w)dw lorsque z — 1.

Proposition 5.27.
» La fonction J(z) satisfait les asymptotiques suivantes lorsque z — 1 dans €2 :

— sidpg < 3 —pralors J(z) = Cj,avec 2+ Cy >0
— sidpy =3 — pralors J(z) ~ C; x log (1), avec Cy > 0

dpgp—2

— sidpg >3 — pp, alors J(z) ~ Cy X (l—z)l_ - avec Cy >0

ou C est une constante qui dépend de py, pg, S <

Démonstration. Nous rappelons que G(z) est analytique sur (2 et que par ailleurs
G(z) admet une limite finie lorsque z — 1, par le Lemme 5.26. Ainsi (w)K (w )\ ~
G(1)|K (w)|lorsque w — 1, etlaconvergence de I'intégrale J(z) = [, G w)dw
en z — 1 est équivalente a celle de K (w).

— Par les équivalents de K (z) en 1 de la Proposition 5.24, K(z) est intégrable en

z = 1pour ps < 1/2etpour ps = 1/2 (car (—log(1—2)) -t PI =o((1— z) 1/2y).
Par ailleurs dans le cas ou pg > 1/2, K(z) est aussi intégrable si =*2—= 4 <1,
ce qui est équivalent a 4py < 3 — pr. Remarquons que cette derniére condltlon
englobe le cas pg < 1/2.

Ainsi, si 4pg < 3 — py, alors J(z) converge en z = 1, vers une constante C';, qui
est a priori de signe quelconque, pour I'instant.

4p® 2

— Dans le cas ou > 1, alors I'intégrale diverge. Par ailleurs pg > 1/2, donc
le Lemme 5.26 nous 'dit que lorsque w — 1:

_ 4p®—2

G(w)K (w) ~ e(1 = pr)* /P O (1 —w) ™ o1

lorsque w — 1. Par le Lemme 5.23 d’intégration des équivalents (cas divergent),

_ 4p®—2

J(2) ~aost o1 —p) 2P lOR (1 — 2) " T

— Lorsque 22 ?plz = 1, ou de fagon équivalente 4py = 3 — p1, nous avons le

comportement asymptotique K (z) ~ % Par le Lemme 5.23,

)

Enfin, nous expliquons pourquoi 2 + C; > 0 dans le cas convergent, par un
argument combinatoire. Rappelons que

(B(2) =2)/2* = 1(2) - (2+ J(2)) ,

avec I(x) qui est le résultat d’une exponentielle, a valeur réelle pour z € [0, 1],
donc strictement positive sur [0, 1]. De plus, par le Lemme 5.26, f(z) + g(x) ~
¢/(1 — )% et donc f(z ) g(x) > O pour x € [a, 1] avec a suffisamment proche
de 1. Ainsi l'intégrale J(z) = ['(f (¢))I(¢)~1dC est strictement croissante  Sa dérivée est strictement
sur I'intervalle [o, 1]. positive.
Or, (E(a) — a)/a? = 3 0% jentoa™ > 2= > O car e, > 1 pourn > 1. Ainsi
2+ J(a) > 0, et donc par croissance 2 + J(x) > 2+ J(a) > 0 pour tout z € [o, 1].
Donc en passant a la limite 2 + C'; > 0. [

J(2) ~vaot o1 = )P log (L



144 5 Eléments absorbants et expressions suivant la distribution ABR

5.4.5 Preuve du théoreme principal

Il ne reste plus qu’a combiner les comportements des briques K (z) et J(z) pour
déterminer celui de E(z), et donc de la suite (ey,).

Théoréme 5.17 (Comportement asymptotique des tailles moyennes e,).

» Sila probabilité p; des opérateurs unaires n’est pas 0, alors 'espérance e,, de la
taille apres réduction par o d’un arbre d’expressions aléatoire de taille n suivant la
distribution ABR, satisfait les propriétés suivantes :

— sipg < 1/2,alors e, ~ c1n;

— sipg = 1/2, alors e, ~ o ’I’Llog(n)72/(1*pl);

1 3— 1- a2
— sig <pe < =P, alorse, ~czn E

: _ 3—p .
— sipy = =57, alors e, ~ ¢4 log(n);

. 3— . . ...
— Slpg > 4p L alors e, — €4, OU €4 est une constante strictement positive;

avec cy, . . ., ¢4 des constantes positives non nulles. <

Démonstration. Nous rappelons que E(z) = z + 221(2) - (2 + J(2)), avec I(z) =
22(1 — pr2)?P 1K (2)~1(1 — 2)~2. Ainsi :

(1— pI)Z/prl

(e K(z) ™24+ J(2), (5.6)

E(Z) ~z—1
et il ne reste plus qu’a appliquer les Propositions 5.24 et 5.27 et le théoréme de
Transfert (rappelons que E/(z) est analytique sur 2 = C\ {1} qui est un A-domaine
autour de sa singularité dominante z = 1).

— Sipg < 3, alors K(2) et 2 + J(2) convergent vers des constantes strictement
positives lorsque z — 1. Ainsi E(z) ~, 1 Cg(l — 2)"% avec Cp > 0. Le
théoréme de Transfert implique donc que e,, est asymptotiquement linéaire en n.

1
1—2

2
— Sipg = %, alors K(z) ~ Cg X <10g ) 7 avec Ok > 0, et nous avons

toujours 2 + J(z) ~ 2+ Cy > 0. Le théoréme de Transfert implique donc que
e ~ cznlog(n)_z/(l_pl) avec ¢o > 0.

4p®72
— Sip® > %, alors K(2)"! ~ Cx' (1 — z) 1-71 . Deplus:

— Sidpg < 3 — py, alors nous avons toujours 2 + J(2) ~ 24 C; > 0. Ainsi

9_ 2p@ Yoo

1 1-pp
E(z) ~.-1 Cg <1 — z)

pour une constante Cr > 0. Ainsi par le théoreme de Transfert, e, ~
4p®—2
=T
c3n —Pr avec cg > 0.

1—z

— Sidpg = 3 — py, cette fois 2 + J(z) ~ Cy xlog( ! )etainsi

1 1
E ~ 1
()~ Oyt tog (1)

pour une constante C'g > 0. Ainsi par le théoréme de Transfert, e,, ~ c4logn.
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_4p®—2
— Enfinsidpg > 3 — pr,alors 2+ J(z) ~ Cy x (1 — z)l 1=pr | si bien que :

E(z)wl—z

pour une constante C'g > 0. Ainsi par le théoréme de Transfert, e,, — €5, =
Cg.

Remarque 5.28.
» Nous pouvons calculer facilement la limite e, dans le cas 4pg > 3 — p a partir
de la récurrence de e, :

n—1 n—1

2 2
En+1 = 1+(S_1)’Yn+11n+1;és+plen+ le Z ej""_% Z(ej_sf}/j)(l_fyn—j) :
j= j=

n —

Dans ce cas, €, — €co et ¥ — 7Yoo. En particulier, en utilisant les sommes de Cesaro
suivantes :

n—1 n—1

1 1
n—1 Zej — €0 n—1 Z(ej_S’Yj)(l_’Yn—j> — (€00 = 5%00) (1 =Yoo -
=1 j=1

Ainsi, en passant a la limite, nous obtenons I’équation suivante pour e :

oo = 14 (5 = 1)Yo0 + Preoo + 2pmeoo + 20s (eco — 5Y00) (1 — Yoo) -

Nous obtenons finalement, aprés avoir remplacé v, par sa valeur 7o = (2ps —
1)/ Pe :

(2ps — 1)%s+ 1 — pg
Pe(4pe — 3 + pr)

Nous remarquons notamment que e, tend vers 'infini lorsque pg s’approche du seuil
(3 — p1)/4, tandis que e, tend vers s lorsque p; — 0 et pg — 1 simultanément. <«

5.5 Le cas binaire p; = 0

Le cas ou py est nul, donc avec des arbres binaires, est trés similaire au cas unaire-
binaire précédent. Les calculs sont méme plus simples. Méme si le résultat final revient
a peu pres a dire qu’il suffit, dans le théoréme principal de la section précédente, de
poser pr = 0, les équations intermédiaires sont tout de méme différentes, si bien qu’il
s’agit bien d’un cas a part entiére. Il faut notamment changer la définition de la taille
d’un arbre d’expression.

Définition 5.29 (Taille d’un arbre binaire).

» Nous considérons une famille 7 (Ag U Az, a) d’arbres d’expressions binaires,

construits sur un ensemble A de feuilles et un ensemble Ay d’opérateurs binaires.
Dans toute cette section, pour T € T (Ag U A3, a), la taille |T'| de T' désignera

son nombre d’opérateurs binaires. Autrement dit nous ne comptons plus les feuilles

dans la taille d’un arbre. <
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Nous adaptons donc la définition d’un arbre d’expression aléatoire ABR a cette
nouvelle notion de taille, et a ’absence d’opérateur unaire :

Définition 5.30 (Arbre d’expression ABR).
» Un arbre aléatoire d’expression ABR de taille n € N se construit de fagon récursive :

— sin = 0, on tire une feuille dans .4 avec la distribution (pq)qcA,-

— Sin > 1, on tire un opérateur @& € Ay avec la distribution (pop)opea,. Puis
on tire une taille £ uniformément au hasard dans {0, ...,n — 1}. On construit
indépendamment deux arbres 717, et Ty de tailles respectives k et n — 1 — k. Enfin

[S3)
on retourne /\
T, Tg

<

Nous définissons s = |P| la taille de I’élément absorbant, et de méme qu’il était de-
mandé que la taille en nombre total de noeuds soit plus grande que 3, nous demandons
icique s > 1.

Nous définissons alors les suites py, i, Vn, €, de la méme fagon qu’aux sections
précédentes, en changeant juste la définition de la taille qui ne prend plus en compte
les feuilles. Nous définissons de méme A(x) = Y yn2" et E(z) =3 cyent”.

5.5.1 Etude rapide de A(2)

Nous avons alors facilement la récurrence suivante (il s’agit de la méme preuve
que pour le cas unaire-binaire, adaptée a la nouvelle définition de la taille)

Proposition 5.31 (Probabilité des entiérement réductibles).
» La suite (vy,,) vérifie la relation de récurrence

n

Pa
’Yn+1]-n+1;£s = m : kz_o (’Yk + Y-k — P)/k’}/nfk) pour tout n € N,

avec 7y, = 0 pour n < s et ys = Pry(P). <

Remarque 5.32 (Choix de la définition de la taille).
1

> Le terme ;7 des récurrences précédentes, di au changement de définition de la
taille, a la place du ﬁ qu’on trouvait dans les sections précédentes, va rendre les
preuves beaucoup plus naturelles : il n’y aura notamment plus de terme en 2/z dans
les équations différentielles, qui génait artificiellement les preuves. Les deux notions
de taille sont reliées facilement par la relation |T'|int < |7 |int+feuilles < 2|7 |int + 1
(dans le cas binaire, la derniére inégalité est une égalité). Dans ce cas, pourquoi ne pas
avoir choisi cette notion de taille dans le cas unaire-binaire ? La premiére raison est
purement temporelle, nous n’avions pas étudié le cas binaire pour notre article accepté
a STACS, et c’est dans le cas binaire que ce choix de taille s’impose naturellement.
Par ailleurs, nous sommes partis des algorithmes de génération aléatoire utilisés dans
la littérature de vérification, et avons ainsi naturellement utilisé la méme notion de
taille d’expression. Notre but étant de pouvoir parler aux personnes utilisant ces

algorithmes, il nous paraissait important de garder la méme notion de taille. |

La preuve de la proposition suivante est semblable au cas unaire-binaire :
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Proposition 5.33.
» Le rayon de convergence de A(z) est exactement 1. <

Et la série A(z) satisfait toujours une équation de Riccati :

Proposition 5.34.
» La série A(z) satisfait I’équation de Riccati :
/ _ s—1 2p® 2
Al(z) = 572" + T A(2) = po - (A(2))". (5.7)
<«

Démonstration. 1l suffit de multiplier la récurrence de v par (n + 1)z", et de sommer
pour n > s. [ |

Pour étudier cette équation différentielle nous effectuons le changement de fonc-
tion inconnue v(z) = exp (pg [, A(w)dw). Ainsi v(z) vérifie I'équation différen-
tielle linéaire d’ordre 2 :
2pe

v'(2).
v ()

V' (2) = pesysz® tu(z) + (5.8)
Nous remarquons que v(z) est analytique dans le disque |z| < 1 car A(z) l'est, et de
plus :

Proposition 5.35.
» La série entiére A(z) admet un prolongement analytique sur le domaine 2 =
C\ [1,00). En particulier, z = 1 est la seule singularité dominante de A(z). <

Démonstration. Méme argument que dans le cas unaire-binaire, la preuve est méme
plus simple car les coefficients sont analytiques sur 2, il n’y a pas de fausse singularité
enz = 0. [ |

Nous pouvons toujours appliquer la méthode de Frobenius a v(z) (cf. Théo-
réme 5.12). Le polyndme indiciel associé est Z(6) = 0(6—1)+2psf = 0(0—1+2pg).
Il s’agit du méme polyndme indiciel que dans le cas unaire-binaire. Nous en déduisons
que les formes des asymptotiques de v(z) de la Proposition 5.13 et de A(z) de la
Proposition 5.14 sont toujours valides, ce qui conclut I’étude de A(z).

5.5.2 Etude rapide de F/(z) et asymptotiques des tailles réduites

Dans cette partie, je démontre soigneusement la récurrence satisfaite par (e,,),
méme si elle ressemble au cas unaire-binaire, puis j'explique en quoi les arguments
du cas unaire-binaire s’adaptent facilement pour obtenir a la fin le méme type de
résultat que dans le cas unaire-binaire.

Proposition 5.36.
» La suite (e,,) des espérances des tailles aprés réduction satisfait pour tout n > 0 la
récurrence suivante :

ent1 =1+ (s = D)ynt1lnyi4s

n n

2pn 2pe
n+1zj n+lz = 595) (1 = Yng)
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Démonstration. Je cherche dans un premier temps, pour n et k fixés une récurrence
sur py, k. Si on regarde la probabilité des arbres de taille » + 1 dont la réduction est
de taille & :
— Les arbres qui commencent par un opérateur binaire autre que pg ont une proba-
bilité pH%—H Z;‘L:o > 0y +s—k—1 Pjes Pn—j e, car la racine reste aprés réduction.
— Les arbres qui commencent par pg mais n’ont aucun fils entiérement réductible ont
1eg 2 1 n
une probabilité pe 37 D70 2 s, +rpmk—1(Pier — Ley=575)(Pn—jito — Lty=sTn—j)
— Enfin, si k = s, les arbres entierement réductibles ont une probabilité v, 111,115
(rappelons que sin + 1 = s, P a déja été énuméré dans les cas précédents).

Nous avons donc pour 0 < k& < n la récurrence suivante :

PH
P41,k =Yn+1 1n+17$s]~k::s + Z Z PjeyPn—j.eo
] =041+4lo=k—1

p >
- Z Z (Pjer — Loy=575) Pr—jtr — Loy=5Vn—j)

_] =041+4o=k—1

Introduisons alors les polynémes F,(u) = Y 7_, pniuf pour tout n.La encore,
F,(1) = 1,et F(1) = e,,. En multipliant la récurrence pour p,, ; par u* puis en
sommant pour k allant de 0 a n + 1, nous obtenons la récurrence suivante pour
F,(u):
p n
Il
Fn+1(u) :’yn+11n+17és’u,5 + um Z F] (u)Fn_](u)
=0
n

P
+u—> (Fj(u) — yju®) (Fn—j(u) — yn—ju’).
n+1 pard

En dérivant alors cette équation en u, puis en évaluanten v = 1 :

n

€nt1 =Yn+1lnt1£s8 + po -l- — + 1 (1- ’Yj) (1- anj)
7=0
229@ -
n T1 Z 5'7] — Yn—j ) .
En utilisant la récurrence sur -y,, et py + pe = 1, nous trouvons la récurrence
annoncée pour e,. [ |

Proposition 5.37.
» La série E(z) satisfait I'équation différentielle linéaire du premier ordre suivante :

2
E'(2) = g — 20042 +pals + DA + (77 —2p04(2)) - E(2),

qu’on peut résoudre :

2’71 z
E(z):(lf(_)z)Q/O G(w)K (w)dw

avec K (z) = exp(2pg [; A(w)dw) = v(z)?,
et G(w) = 1—2ps A(w )(1 —w) + (s + 1)pe A(w)* (1 — w)*. <



5.5 Le cas binaire py = 0 149

Démonstration. 1l s’agit de la méme technique de preuve que pour le cas unaire-
binaire : nous traduisons minutieusement la récurrence en équation différentielle (il
y a moins de complications grace au terme n + 1 qui remplace le terme 7 — 1 du cas
unaire-binaire).

Nous pouvons alors résoudre directement 1’équation par la formule (cf. Proposi-
tion A.3) de résolution d’une équation différentielle non homogeéne linéaire d’ordre
1, avec comme condition initiale £(0) = 0 (cette fois les coefficients de I’équation
sont analytiques en 0 donc il n’y a pas de complication non plus, la formule classique
suffit). [ |

Nous retrouvons alors des propriétés similaires au cas unaire-binaire : G(z) est
prolongeable analytiquement en z = 1. De plus, 'asymptotique de K (z) = v(z)?
au voisinage de 1 est simplement celle de v(z) mise au carré.

Lemme 5.38.
» Nous retrouvons les propriétés suivantes :

a. La fonction G(z) admet une limite finie en z = 1.

b. Les asymptotiques de K (z) = v(z)? sont obtenues en reprenant celles du cas
unaire-binaire de la Proposition 5.24 en posant p; = 0. <

Démonstration. Pour G(w), il s’agit a peu prés des mémes arguments que dans
le cas unaire-binaire, car les asymptotiques de A(z) et de v(z) sont de la méme
forme : pour pg < 1/2 nous obtenons G(w) ~ 1, et pour py > 1/2, nous avons
G(w) ~ 1 —2psYoo + (5 + 1)pe72,, et nous avons montré que cette constante était
strictement positive.

Pour les asymptotiques de v(z), il suffit de remarquer qu’effectivement les asymp-
totiques au carré de v(z), de la Proposition 5.13, coincident avec les asymptotiques
de K (z) de la Proposition 5.24 en posant p; = 0. |

Nous obtenons alors un théoréme similaire au cas unaire-binaire :

Théoréme 5.39 (Comportement asymptotique des tailles moyennes e,).

» Si la probabilité p; des opérateurs unaires est nulle, alors ’espérance e,, de la
taille apres réduction par o d’un arbre d’expression aléatoire de taille n suivant la
distribution ABR, satisfait les propriétés suivantes :

— sipg < 1/2,alors e, ~ ¢} n;

— sipe = 1/2, alors e, ~ chnlog(n)—2;

— si % <ps < %, alors e, ~ ¢4 n3—pe .

— sipy = 3, alors e, ~ ¢} log(n);

— sipg > %, alors e, — e, OU e est une constante strictement positive ;

avec ¢, ..., ¢, des constantes positives non nulles. <

Démonstration. 1l s’agit presque de la méme preuve que dans le cas unaire binaire,
en posant J(z) = [ G(w)K (w)dw. Les raisonnements sur les asymptotiques sont
transposables car les asymptotiques de J(z) et de K (z) ont la méme forme que dans
le cas unaire-binaire.

1l faut juste adapter la preuve que lim,_,1 J(x) > 0 lorsque pg < 3/4. 1l suffit de
remarquer que

G(x) = (1-pe) +ps(A@@)(1 —2) = 1)* + spa A(2)*(1 = 2)* > 1= pg > 0

Je rappelle que dans cette
section la taille d’un arbre
est son nombre de nceuds
internes.

Les constantes sont des
constantes de n, mais
dépendent de s, p1, pe.
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est strictement positif sur [0, 1, et K(z) > 0 sur [0, 1], donc nous avons bien
J(1) > 0 en tant qu’intégrale de fonction continue strictement positive sur [0, 1[. ™

Remarque 5.40.
» Il est possible a nouveau de calculer la limite e, dans le cas 4pg > 3 — pr a partir
de la récurrence de ¢, ; nous trouvons alors :

(2pe —1)*’s+1—ps
p®(4p® - 3) .

€0

La encore e, tend vers I'infini lorsque pg s’approche du seuil 3/4, tandis que e,
tend vers s lorsque pgy — 1. |

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que les expressions aléatoires ABR ont un
comportement plus riche que les expressions uniformes vis-a-vis de la réduction liée
a la présence d’un élément absorbant. D’un point de vue théorique, il est satisfaisant
d’observer des phénomenes de seuils dans le choix des probabilités de I’opérateur
absorbant; les résultats obtenus donnent naturellement naissance aux extensions
techniques possibles suivantes :

— Adapter tous les calculs pour le cas ou I’élément absorbant est une feuille (cas
s = 1). Nous nous attendons a obtenir le méme résultat.

— S’intéresser a des spécifications qui autorisent des opérateurs d’arités plus que
deux. En effet, la distribution ABR peut étre adaptée pour des opérateurs ternaires
ou plus. Les équations qui en découlent risquent d’étre cependant bien plus
techniques (I’équation de Riccati est due a I’arité maximale 2 des opérateurs).

— FEtudier des spécifications d’expressions données sous la forme de systémes,
comme dans le chapitre 2, mais en utilisant la distribution ABR.

Si nous revenons a l'objectif principal de toute cette partie, a savoir questionner la
pertinence des distributions usuelles (uniformes et ABR) utilisées pour les bench-
marks ou I’analyse en moyenne, le résultat de ce chapitre ne répond que partiellement
a la question pour la distribution ABR. Ce n’est pas parce que notre réduction par
élément absorbant n’arrive pas a réduire les arbres que la distribution n’est pas
dégénérée en prenant en compte toute la sémantique des objets considérés. Par
exemple, en appliquant notre résultat aux arbres booléens V /A, avec comme élément
absorbant x; V Z7 pour 'opérateur V, nous obtenons pour py < 1/2 trés peu de ré-
ductions. Mais il y en a en fait d’autres : en effet si p,, < 1/2 alors py > 1/2, et notre
résultat s’applique pour une autre réduction, concernant opérateur V et son élément
absorbant 1 A 1. Notons que pour py = pn = 1/2, nous obtenons un nombre
modéré de simplifications, taille moyenne aprés réduction étant en n/log(n)?. Mais
les travaux de [CGM11] sur la distribution ABR des arbres booléens ont montré
que la distribution était en réalité completement dégénérée, pour toutes les valeurs
de py %, en précisant plus finement ce que dégénérée signifie : la distribution ABR

4. Dans larticle que nous avons publié a STACS, nous avons cité les travaux de [CGM11] en disant
a tort que Particle étudiait uniquement le cas pv = pa = 1/2; nous n’avons pas été suffisamment été
attentifs lors du travail de bibliographie, les auteures étudient bien dans son ensemble la distribution
ABR des arbres booléens, pour tout choix de probabilité des opérateurs.
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charge uniquement les fonctions True et False, quand la taille des arbres tend vers
Pinfini.

11 serait donc intéressant de prendre en compte plus de régles de sémantique pour
affiner notre résultat, en autorisant par exemple plusieurs éléments absorbants, ou
d’étudier des outils concrets utilisés en vérification, comme ceux utilisés dans Spot
(ces outils utilisent notamment de nombreuses régles de réécriture pour simplifier
les expressions LTL produites). Cela permettrait d’affiner la compréhension de la
distribution ABR sur ces objets.






Deuxieme partie

Automates de Parikh faiblement
non ambigus






Introduction a la partie

En informatique théorique, un mot sur un alphabet fini désigne une suite finie
ordonnée de symboles de 'alphabet. Un langage formel est un ensemble de mots sur
un alphabet fini. L’informatique s’intéresse en général a des langages particuliers,
qui sont décrits par des structures finies, comme des automates (automates finis,
automate a pile, machines a compteurs ...), des systémes de réécriture (grammaires,
lambda-calcul), ou d’autres modéles de machines (comme les machines de Turing).

On peut voir les différents modeles de machines comme des modélisations d’ordi-
nateurs ou de programmes avec des restrictions sur leur mémoire ou les opérations
qu’ils peuvent effectuer : par exemple un automate représente un programme tres
simple qui se contente de lire son entrée avec une mémoire finie; un automate de
Parikh posséde en plus un nombre fini de compteurs pour pouvoir faire un nombre
fini d’additions; un automate a pile est un automate qui posséde une mémoire infinie
accessible sous la forme d’une pile.

Tous les automates précités ne sont pas capables de reconnaitre les mémes langages.
Il existe une hiérarchie entre eux, selon leur puissance de calcul, c’est-a-dire la
complexité des langages qu’ils sont capables de reconnaitre : c’est la hiérarchie
de Chomsky [Cho56]. Ainsi, la classe des langages réguliers, reconnaissables par
un automate fini, est strictement incluse dans la classe des langages algébriques,
reconnaissables par une grammaire hors-contexte, qui est strictement incluse dans
la classe des langages contextuels, reconnaissables par une grammaire contextuelle.
Cette derniére classe est elle-méme strictement incluse dans la classe des langages
récursivement énumérables, reconnaissables par une machine de Turing.

Cette hiérarchie a été étendue et largement complétée par des modeles d’auto-
mates divers (automates d’arbres [CDG™07], automate de Parikh [KR02], machines
a compteurs [BB74, Iba78, Ibal6], machines a registre, etc.), au point qu’on ne peut
plus vraiment parler de hiérarchie, car les différents modéles ne sont plus strictement
emboités les uns dans les autres, et certains modeles sont incomparables. Dans cette
partie de la thése, nous nous sommes intéressés a une petite portion de la hiérarchie
de Chomsky, constituée des langages algébriques et des modéles de machines a
compteurs, et plus précisément a leurs variantes non ambigués (que je vais préciser
dans la suite).
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Calcul d’un automate et non-ambiguité

Une exécution d’un automate sur un mot w en entrée est généralement appelée un
calcul de Pautomate sur w (pour les modeéles décrits par des systémes de réécriture,
comme les grammaires, on parlera plutdt de dérivation); un calcul est dit acceptant
s’il finit dans une configuration particuliére, dite acceptante, il est rejetant sinon. Les
configurations acceptantes varient selon les modéles : avoir lu le mot en entier et
étre dans un état final pour les automates finis ou les automates a pile, ou la variante
d’avoir lu le mot et de finir avec une pile vide pour les automates a pile, ou encore
simplement étre dans un état acceptant pour les machines de Turing...Il s’agit bien
d’un calcul de 'automate sur w, et non pas du calcul, car en toute généralité les
automates peuvent avoir plusieurs exécutions sur une méme entrée : ces automates
sont appelés non déterministes, car leur comportement n’est pas déterminé au cours
de la lecture de I'entrée par leur configuration et la lettre courante du mot en cours
de lecture.

Les automates sont ainsi un peu plus que de simples accepteurs de langages prenant
un mot en entrée et renvoyant accept si le mot est accepté, et reject sinon. Un
automate associe plutét a chaque mot donné en entrée 'ensemble (potentiellement
infini) de ses calculs sur cette entrée. Le mot est alors accepté si son ensemble de
calculs contient un calcul acceptant, refusé si tous ses calculs sont rejetants.

On peut voir en quelque sorte un calcul acceptant d’'un automate comme une
preuve d’appartenance au langage, car il calcule une décomposition de ce mot a
l'aide des transitions de ’automate, et cette décomposition prouve son appartenance
au langage. Prenons un exemple trés simple, considérons le langage des mots qui
contiennent au moins une lettre a. L’automate suivant reconnait ce langage :

a,b a,b
OO0

Un calcul acceptant de cet automate prouve que le mot en entrée appartient bien au
langage en mettant en évidence, par la transition rouge, une lettre a présente dans
le mot. On retrouve ce phénomeéne dans d’autres classes de langages, par exemple,
les arbres de dérivation des grammaires reconnaissant les mots bien parenthésés
fournissent une décomposition d’'un mot en appariant les différentes parenthéses du
mot.

Un automate déterministe, par opposition aux automates non déterministes, est un
automate dont le comportement est entiérement déterminé par sa configuration et la
lettre lue en entrée : ainsi un automate déterministe complet peut étre vu comme une
fonction qui a tout mot associe un unique calcul, qu’il soit acceptant ou non;iln’'y a
qu’une seule exécution possible pour tout mot donné en entrée. Généralement les
versions déterministes jouissent de propriétés de cloture plus étendues, ont parfois
plus de propriétés décidables, et dans certains cas particuliers (comme pour les
automates finis, ou les machines de Turing) sont équivalentes aux versions non
déterministes. Cependant, les modeéles déterministes présentent en général plusieurs
inconvénients :

— ils sont parfois beaucoup trop peu expressifs par rapport a leur version non
déterministe ; par exemple le langage des palindromes n’est pas reconnaissable
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par un automate a pile déterministe;

— ils peuvent étre beaucoup plus gros : 'automate fini déterministe et complet
reconnaissant le langage >*a>" a au moins 2" états.

Une autre sous-classe naturelle associée a un modeéle d’automate est son ensemble
d’automates non ambigus : ce sont des automates du modele qui ne sont pas forcément
déterministes, mais qui ne peuvent accepter un mot que d’une seule maniere : tout
mot accepté par 'automate posséde un unique calcul acceptant. Contrairement aux
automates déterministes, le comportement local d’'un automate non ambigu n’est
pas déterminé par la portion locale du mot qu’il est en train de lire. Par contre,
si le mot en entrée est accepté, le comportement global de I’automate sur tout le
mot est uniquement déterminé. Il s’agit d’'un bon compromis, a mi-chemin entre les
versions déterministes trop rigides, et les versions non déterministes trop complexes
a étudier : le langage des palindromes est ainsi reconnaissable par un automate a pile
non ambigu, le langage ¥*aX" est reconnaissable par un automate fini non ambigu
de taille n, et certains problemes indécidables dans le cas non déterministe deviennent
décidables dans le cas non ambigu (par exemple, 'universalité est indécidable pour
les langages algébriques, mais décidable pour les langages algébriques non ambigus).

Un automate non ambigu peut donc étre vu comme une fonction qui a un mot
de son langage associe son calcul acceptant. En interprétant un calcul comme une
preuve d’appartenance, cela signifie que I’automate est capable de décomposer le
mot d’une unique facon pour prouver son appartenance au langage. Ce modele est
plus souple que les versions déterministes, car il autorise plusieurs calculs rejetants
pour un méme mot. Si on reprend ’exemple de ’automate précédent qui accepte
les mots qui ont au moins une lettre a, il y a autant de calculs acceptants pour un
mot w que d’occurrences de la lettre a. L’automate suivant est non ambigu (et méme
déterministe) :

b a,b
Oxy O,

L’automate associe ainsi a tout mot de son langage une unique décomposition, en
marquant la premiére occurrence de la lettre a. On retrouve cette idée pour d’autres
modeles de calcul, par exemple le langage des mots qui ont un a en leur milieu est
reconnu par un automate a pile non ambigu, et un calcul acceptant de cet automate
fournit une décomposition du mot qui identifie exactement le milieu du mot.

Intrinseque ambiguité

Un langage reconnu par une classe d’automate est dit intrinséquement ambigu si
tout automate de cette classe le reconnaissant est ambigu. La notion d’ambiguité,
et donc aussi 'intrinséque ambiguité, dépendent naturellement de la classe d’au-
tomate étudiée. Trouver des langages intrinséquement ambigus est trés utile pour
comprendre les limites d’une classe d’automates, et les décompositions qu’elle est
capable d’effectuer sur des mots.

L’intrinséque ambiguité est une notion compliquée a étudier. Savoir pour une
classe d’automates si un langage est intrinséquement ambigu est généralement indé-
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cidable [Gre68] : c’est le cas pour les langages algébriques, ou encore les automates
de Parikh que nous verrons dans la suite. Pour les langages algébriques, 'ambiguité
est en quelque sorte doublement indécidable, car savoir si un automate a pile donné
est ambigu est aussi un probléme indécidable.

Prouver qu’un langage donné est intrinséquement ambigu pour un modéle s’avére
en général difficile, car il faut étre capable de montrer que le modele est incapable
de calculer une décomposition unique pour tous les mots du langage. Les premieres
preuves d’intrinséque ambiguité pour les langages algébriques étudient ainsi la forme
des dérivations de toutes les grammaires hors-contexte reconnaissant le langage. Ces
preuves sont généralement tres techniques (voir par exemple [Cre72, GU66, Ogd68]),
mais elles prouvent souvent plus de choses que la simple intrinséque ambiguité : elles
arrivent généralement a trouver la forme des différentes décompositions calculées
par une grammaire pour un mot du langage, ce qui est tres intéressant pour mieux
comprendre les calculs des langages algébriques. Malheureusement, la technicité de
ces preuves les limite généralement a des langages suffisamment simples.

En 1987, [Fla87] trouve une nouvelle technique simple pour prouver l'intrin-
séque ambiguité de certains langages algébriques complexes, qui vient compléter
les techniques précédentes. Flajolet utilise la contraposée du théoréme de Chomsky-
Schiitzenberger [CS63], qui énonce que la série génératrice d’'un langage algébrique
non ambigu est algébrique, et développe des critéres pour montrer qu’un langage
algébrique est intrinséquement ambigu : si on peut prouver que la série génératrice
d’un langage n’est pas algébrique, alors il est intrinséquement ambigu. Ses critéres
sont si efficaces que article [Fla87] montre en quelques pages l'intrinséque ambi-
guité de trés nombreux langages, et démontre plusieurs conjectures de I’époque. Les
critéres de Flajolet sont un formidable raccourci de preuve pour montrer 'intrinséque
ambiguité de certains langages algébriques. En revanche ils ne donnent pas d’infor-
mation sur les formes des différentes dérivations du langage étudié, et ils s’appliquent
a des langages suffisamment complexes pour avoir une série non algébrique. En cela,
ils ne sont pas supérieurs mais bien complémentaires aux techniques précédentes,
qui étudiaient les dérivations.

Extension de I’approche de Flajolet

Le théoréme de Chomsky-Schiitzenberger prouve en réalité que la série génératrice
des calculs acceptants d’un automate a pile est algébrique, et c’est la condition de non-
ambiguité qui permet de remonter a la série du langage. Rappelons qu'un automate
non ambigu peut étre vu comme une fonction qui a tout mot de son langage associe
son calcul acceptant; réciproquement tout calcul acceptant est étiqueté par un mot
du langage par définition. Un automate non ambigu fournit donc une bijection
entre les mots du langage et son ensemble de calculs acceptants. Si on définit la
taille d’un calcul acceptant comme la longueur du mot qu’il reconnait, alors la série
génératrice des calculs acceptants d’un automate est égale, par cette bijection, a la
série génératrice du langage accepté par 'automate.

Par exemple, si un langage L, de série génératrice L(x) est reconnu par un au-
tomate non ambigu .4, dont la série génératrice des calculs acceptants est A(z),
alors :

L(x) = A(x) .

A gauche de I'égalité, nous avons généralement une série L(z) que nous connaissons,
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c’est la série génératrice du langage que nous étudions. A droite, il s’agit d’une
série issue des calculs d’'un modeéle d’automates. Selon la facon dont ce modéle
d’automates est décrit, les séries des calculs acceptants associés ont des propriétés
particuliéres : par exemple, la série des calculs acceptants d’'un automate fini est
rationnelle, c’est-a-dire qu’elle s’exprime sous la forme A(z) = P(z)/Q(x) avec P et
() deux polynomes; la série des calculs d’un automate a pile (ou la série des dérivations
d’'une grammaire hors-contexte) est quant a elle algébrique, par le théoréme de
Chomsky-Schiitzenberger, c’est-a-dire qu’elle satisfait une équation polynomiale de
la forme P(z, A(x)) = 0 avec P(z,Y’) un polynéme.

L’approche de Flajolet est générale, et peut s’appliquer a d’autres classes : si la
série génératrice des calculs d'un modele d’automates vérifie une propriété P, alors si
un langage donné a une série génératrice qui ne vérifie par P, il est intrinsequement
ambigu pour ce modeéle. Dans le cas des langages algébriques, la propriété utilisée
par Flajolet est étre algébrique. Au-dela de la question de l'intrinséque ambiguité,
la propriété P sur les séries peut avoir des conséquences algorithmiques : dans le
cas des automates finis, la propriété d’avoir une série génératrice rationnelle a été
utilisée (implicitement) pour concevoir des algorithmes en temps polynomial pour le
test d’inclusion et 'universalité des automates finis non ambigus [SI85].

Pour généraliser ces approches a d’autres modéles que les automates finis et les
automates a pile, il faut a la fois étre capable d’identifier des classes d’automates
dont les séries des calculs acceptants ont des propriétés suffisamment fines pour
discriminer certains langages reconnus par le modele, et étre capable de fournir
des criteres qui permettent de démontrer qu'une série ne vérifie pas la propriété en
question.

Une tentative d’extension partielle a été proposée par [Mas93] : en ajoutant des
contraintes semilinéaires au nombre d’occurrences de lettres d’un langage algébrique
non ambigu, I'auteur a formalisé une famille de langages LLCL spécialement congue
pour avoir une série holonome, c’est-a-dire qui vérifie une équation différentielle
linéaire a coefficients polynomiaux. Les séries holonomes jouissent de nombreuses
propriétés de cloture [Sta80, Lip89, Lip89], et sont largement étudiées en calcul formel
(voir par exemple [SZ94, Chy94]); ainsi il existe plusieurs critéres permettant de
montrer qu'une série n’est pas holonome. Nous pouvons en fait retrouver I'idée de
Massazza [Mas93] dans l'article de [Lip88], qui propose, comme application de sa
preuve que les séries holonomes sont closes par diagonale, de contraindre le support
de certaines séries holonomes par des ensembles de contraintes linéaires sur les
occurrences de chaque variable.

Si 'extension proposée par [Mas93] est prometteuse du coté des séries, elle péche
du c6té de la non-ambiguité : la classe LCL n’est reliée a aucune classe d’automate
standard. Plus récemment, Castiglione et Massazza [CM17] ont essayé d’aborder
la question en introduisant une autre classe de langages, la classe RCM, elle aussi
congue dans le but d’avoir une série génératrice holonome. Mais les auteurs n’ont
pas réussi a trouver un modele d’automates capturant leur famille de langages, méme
s’ils ont conjecturé que leur classe RCM contenait les machines unidirectionnelles
a inversion bornée déterministes (RBCM en abrégé). Massazza a ensuite prouvé la
conjecture pour deux sous-classes particulieres de RBCM déterministes unidirection-
nelles [Mas17, Mas18].

Par conséquent, aussi bien la classe LCL que la classe RCM sont des extensions
partielles de approche de Flajolet, car il leur manque un modele d’automate sous-
jacent, dont les calculs acceptants ont une série holonome. Dans cette partie, nous

Reversal Bounded Counter
Machine
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comblons ce vide en étudiant deux modeles d’automates bien connus de la littérature
(les automates de Parikh, ou le modéle équivalent des RBCM, ainsi que leur extension
avec une pile [KR02, Iba78]); nous prouvons notamment que la série génératrice
des calculs acceptants de ces deux modéles est holonome, puis nous étudions les
conséquences de cette propriété, pour prouver l'intrinséque ambiguité de certains
langages, ou encore pour étudier I’algorithmique du probléme de I'inclusion pour les
modeles non ambigus des automates de Parikh.

Plan de la partie

Une grande partie du contenu des trois chapitres de cette partie a été publiée
a ICALP en 2020, sous une forme plus condensée. Cette partie est une version
développée de l'article initial, qui faisait 60 pages avec annexes. Elle s’organise
comme suit :

— Dans le chapitre 6, nous introduisons différents modeles de machines a comp-
teurs non ambigués, leurs propriétés de cldtures, et leurs extensions. Ce chapitre
technique prend un point de vue purement automate; il a pour but de préciser les
liens entre différents modéles d’automates non ambigus. Nous démontrons par
exemple la conjecture de [CM17], en montrant que la classe RCM coincide avec
la classe des RBCM non ambigués, ou encore des automates de Parikh faiblement
non ambigus.

— Dans le chapitre 7, nous nous intéressons principalement aux techniques permet-
tant de prouver l'intrinséque ambiguité d’'un langage. En étudiant le lien entre
séries holonomes et langages, nous étendons notamment les criteres d’intrinseque
ambiguité de Flajolet a la classe des langages algébriques de Parikh. De facon
orthogonale, nous démontrons aussi I'intrinseque faible ambiguité d’un langage
de Parikh dont la série génératrice est rationnelle, par des arguments d’itération.

— Enfin, le chapitre 8 étudie les conséquences algorithmiques de ce lien entre séries
holonomes et langages formels. Nous nous concentrons sur le probleme d’inclu-
sion des automates de Parikh faiblement non ambigus, dont la décidabilité peut
étre déduite de travaux de Castiglione et Massazza [CM17]. La contribution du
chapitre est un résultat de décidabilité effective : nous arrivons a trouver une
taille concréte B qui borne la longueur du plus petit mot qui réfute 'inclusion
des deux langages. Cette borne B est obtenue par une analyse minutieuse des
preuves établissant les propriétés de cldture des séries holonomes (a plusieurs
variables), notamment la cléture par produit de Hadamard.



Ce chapitre est en partie issu de Particle de conférence [BCKN20].

Modeles de machines a compteurs non
ambigueés

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons différents modéles de machines & compteurs
existant dans la littérature, et nous nous intéressons plus particulierement a leurs
variantes non ambigués. Dans la section 6.2, nous introduisons la classe des automates
de Parikh faiblement non ambigus, puis nous étudions dans la section 6.3 plusieurs
modeles d’automates équivalents, comme les Reversal Bounded Counter Machines
non ambigués, ou encore la classe RCM. Nous insérons ainsi précisément la classe
RCM dans la hiérarchie des machines a compteurs. Ceci démontre une version plus
forte de la conjecture de [CM17], qui annongait que les langages reconnaissables
par des RBCM déterministes unidirectionnelles étaient inclus dans la classe RCM.
Dans la section 6.4 et la section 6.5, nous effectuons la méme démarche en ajoutant
une pile au modéle. Si la plupart des équivalences de modéles de ce chapitre ne sont
pas surprenantes au vu des équivalences déja existantes dans la littérature pour les
modéles non déterministes, elles demandent toutefois a étre vérifiées avec soin. Par
ailleurs, elles confirment la robustesse de la notion de non-ambiguité que nous avons
étudiée sur ces modeles.

6.2 Automates de Parikh faiblement non ambigus

6.2.1 Automate de Parikh, calcul acceptant, faible non-ambiguité

Nous introduisons dans cette section les automates de Parikh étudiés dans [KR02],
ainsi que leur version faiblement non ambigué. De facon informelle, un automate
de Parikh est un automate dont les transitions sont étiquetées par un couple lettre-
vecteur. Lors d’un calcul de ’automate, on concaténe les lettres rencontrées dans les
transitions, et on additionne les vecteurs, composante par composante. Un chemin de
l’automate est donc étiqueté par un couple mot-vecteur, et est appelé calcul acceptant
s’il commence dans un état initial, termine dans un état final, et si le vecteur somme
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appartient a un ensemble semilinéaire d’acceptation associé a ’automate. De facon
plus formelle :

Définition 6.1 (Automate de Parikh [KR02, KR03]).

» Un automate de Parikh de dimension d > 1 est un uplet A = (3, Q, q;, F, C, A),
ou X désigne 'alphabet, () 'ensemble d’états, q; € () est I’état initial, et F' C @)
’ensemble des états finaux. Enfin C' C N¢ est I'ensemble semilinéaire d’acceptation,
et A C Q x (¥ x N%) x @Q est 'ensemble des transitions.

Un calcul de automate est une séquence qo R2LEN q1 420, G2 Q-1 dnOn, qn
telle que pour tout i € [1,n), (¢i—1, (@i, v;), ¢;) est une transition de A. Un calcul
de cette forme est étiqueté par le couple (ay - - - ay, vy + -+ + vp) € * x N 11
est acceptant si gy = gy, si I’état g, est final et si le vecteur somme v1 + - -+ + vy,
appartient a I’ensemble semilinéaire C'. On dit alors que le mot w = a; ... a, est
accepté par A. Le langage accepté par A désigne I'ensemble des mots acceptés par
I'automate, et est noté L(.A).

On appellera langages de Parikh ’ensemble des langages reconnus par un automate
de Parikh. <

Exemple 6.2 (Le langage a"b"c").
» Le langage L = {a"0"c"|n € N} (qui n’est pas algébrique) est accepté par
I'automate de Parikh suivant :

a(y) b(3) e(§)

C= {(nlan2yn3) S NS | n1 = n9 et ng = 713}

b(1

0

<

Nous définissons alors la notion de non-ambiguité qui nous a intéressés dans toute
cette partie de la thése :

Définition 6.3 (Automate de Parikh faiblement non ambigu).
» Un automate de Parikh est faiblement non ambigu si pour tout mot de ¥*, il existe
au plus un calcul acceptant étiqueté par ce mot.

Un langage de Parikh faiblement non ambigu est un langage reconnaissable par
un automate de Parikh faiblement non ambigu. On note wuPA la classe des langages
de Parikh faiblement non ambigus.

Un langage de Parikh qui n’est pas faiblement non ambigu est dit intrinséquement
faiblement ambigu, c’est-a-dire qu’aucun automate de Parikh qui le reconnait n’est
faiblement non ambigu. <

Remarque 6.4 (A propos du terme faiblement non ambigu).

» La définition de la faible non-ambiguité coincide en fait avec la définition standard
de la non-ambiguité. Mais le nom d’automates de Parikh non ambigus est déja
utilisé dans la littérature pour désigner une classe moins expressive, définie par une
contrainte plus forte que la non-ambiguité classique. Nous renvoyons le lecteur a la
sous-section 6.2.3 pour une explication plus détaillée de cette classe. |
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Exemple 6.5 (Langage des mots de longueur impaire qui ont un b au milieu).
» Considérons 'automate suivant, sur I'alphabet ¥ = {a, b} :

C ={(n,n) : ne N}

Un mot w qui contient la lettre b a autant de calculs joignant 1’état initial a 1’état
final qu’il a de décompositions de la forme w = ubv, avec u, v € ¥*. Chaque calcul
associé a la décomposition w = ubv est par ailleurs étiqueté par le vecteur (Jul, |v]).

Un mot w a donc un calcul acceptant si et seulement si w est de la forme w = ubv
avec |u| = |v], et si c’est le cas, c’est le seul calcul acceptant pour w. Donc le langage
de 'automate ci-dessus est le langage des mots de longueur impaire qui ont un b au
milieu, et cet automate est faiblement non ambigu. <

Remarque 6.6 (Représentation du semilinéaire).

» Dans la définition d’un automate de Parikh, nous n’avons pas précisé sous quelle
forme était représenté le semilinéaire C' — par une union finie d’ensembles linéaires,
par un automate, par une formule de Presburger? Le choix de la représentation
(notamment si le semilinéaire est sous une forme non ambigué) peut modifier la com-
plexité des problémes associés a I’automate. Dans ce chapitre, nous nous intéressons
cependant uniquement au pouvoir de calcul des automates présentés, donc nous
choisirons librement une représentation adaptée a chaque preuve. Il s’agira souvent
d’une formule de Presburger. <

6.2.2 Quelques propriétés de cloture

Cette section arrive un peu trop tét dans le chapitre, ou la thése, car nous ne
disposons pas a ce stade de suffisamment d’outils pour faire certaines preuves. J’ai
décidé cependant de rassembler ici quelques propriétés de (non) cléture des automates
de Parikh faiblement non ambigus, car elles seraient sinon dispersées tout au long
du chapitre et du suivant. Il faut donc voir cette section comme une annonce de
résultats, qui répond a certaines interrogations classiques que I’on se pose lorsque 'on
introduit une classe d’automates. Par ailleurs, elle permet aussi de mieux comparer
la classe des automates de Parikh faiblement non ambigus avec celle des automates
de Parikh non ambigus présentés a la section suivante. Bien entendu, nous avons fait
soigneusement attention a ne pas insérer par erreur de boucles d’interdépendances
avec les preuves du prochain chapitre.

Dans un premier temps, nous énoncons quelques propriétés de cloture élémen-
taires :

Proposition 6.7 (Quelques propriétés de cloture).
» Soient £ et Lo deux langages de Parikh faiblement non ambigus sur un alphabet
3. Soit w un mot dans ¥*. Alors :

a. L’intersection £ N Ly est un langage de Parikh faiblement non ambigu.

b. Le langage quotient w™ £y := {v € ¥* |wv € L1} est un langage de Parikh
faiblement non ambigu.
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c. Si L et Ly sont disjoints alors 'union disjointe L; & Lo est un langage de Parikh

faiblement non ambigu.

d. Sile complémentaire L; est un langage de Parikh faiblement non ambigu, alors

L1 U Lo est un langage de Parikh faiblement non ambigu.
<«

Démonstration. a. Soit A = (X,Q.4,90,4, Fa,Ca,A4) un automate de Parikh

faiblement non ambigu , de dimension d 4, tel que £; = L(A).

De méme, soit B = (X, @5, 0,8, F, C, Ap) un automate de Parikh faiblement
non ambigu, de dimension dg, reconnaissant Ls.

Nous introduisons I’automate produit C, de dimension d¢ = d 4 +dp, d’ensemble
d’états Q¢ = Q4 X Qp, et tel que pour tout couple de transitions (¢1,t2) €
A 4 X Ap, étiquetées par laméme lettre a € 3, avect; = (q1, (a,v1),q)) etta =
(g2, (a, v2), qg)’ alors ((q1, ¢2), (a, (v1,v2)), (qlla q/2)) € Ac. Nous définissons
aussi 'ensemble des états finaux Fr = F4 X Fp, et I'état initial est goc =
(go,A, qo,B)- Enfin, le semilinéaire C¢ est défini par

Ce={(x1,-- -, Za s Tay41s---+Tde) | (x1,...,24,) € Ca
et (di+1,...,xdc) S CB}

Les calculs de C sont classiquement en bijection avec les couples de calculs de
A et B étiquetés par le méme mot. Les d 4 premiéres coordonnées des vecteurs
de C contiennent les vecteurs des calculs de A, tandis que les dp derniéres
coordonnées contiennent ceux des calculs de B. Ainsi C est bien aussi faiblement
non ambigu, et reconnait 'intersection des deux langages.

Nous notons 0y, le vecteur (0, ..., 0) pour tout k£ > 1.
—_———

k fois
Remarquons que si C'4 et Cg sont donnés sous une présentation non ambigué :

Ca = Wicppga+ 0
Cs = Wicpry di + 1S

alors on obtient facilement une présentation non ambigué de Cg :

cce= |

i€[l,kali€ll k]

(Ci7 dj) + Q;k,j

avecpouri € [1,k4] et j € [1, kgl

Qij ={(P,0as) | P € P} U{(04,,7) |7 €R;.}

. Le second point sera trés facile & démontrer une fois prouvée en sous-section 6.3.3

I'équivalence avec la variante des automates de Parikh faiblement non ambigus
a e-transitions (voir Proposition 6.24).

. Il s’agit de la construction classique d’union d’automates. En reprenant les

notations de la preuve du a., nous introduisons 'automate union C, de di-
mension d¢ = d4 + dp, d’ensemble d’états Q¢ = Q4 W Qp W {qoc} (on
suppose quitte a renommer les états que ces ensembles sont disjoints), avec
go,c un nouvel état que I'on désigne comme initial. Pour toute transition ¢ =
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(q1, (a,v1),¢)) € A, alors (g1, (a, (v1,04,)),¢)) € Ac, et sigr = go 4, on
ajoute aussi la transition (go.c, (@, (v1,04,)),q]) @ Ac. De méme, pour toute
transition to = (g2, (a,v2),q5) € Ap, alors (g2, (a, (04,,v2)),q5) € Ac, et
si g2 = qo,5, alors (goc, (a, (044, v2)),q5) € Ac. Nous définissons aussi I'en-
semble des états finaux Fp = F4 U Fg(U{qoc} sie € L1 U Ly). Enfin, le
semilinéaire C¢ est défini par

Ce = {(’U,OdB) ”UECA}U{(OC[A,U)‘UECB}.

L’automate C reconnait facilement L1 U Lo en décidant de facon non déterministe
de lancer un calcul dans I'un des automates A ou . Les états et transitions étant
bien disjointes, et les dimensions bien séparées, les calculs de A et B ne se
mélangent pas dans C. L’automate C est faiblement non ambigu : tout mot a au
plus un calcul acceptant dans A, au plus un calcul acceptant dans 13, et donc
comme I'union des langages est disjointe, au plus un calcul acceptant dans C.

d. Immédiat en utilisant I'union disjointe L; U Ly = L1 W (L1 N Lo). ]

Remarque 6.8 (Stabilité par union et complémentaire).

» Nous ne savons pas si les automates de Parikh faiblement non ambigus sont stables
par complémentaire ou union. Si jamais ils le sont par complémentaire, alors ils sont
stables par union, par la proposition précédente (on peut aussi le voir par I’égalité
LiULy = E N fQ) |

Nous admettons dans un premier temps la proposition suivante, qui sera démontrée
au prochain chapitre :

Proposition 6.9 (Le langage de Shamir est intrinséquement faiblement ambiguy).
» Le langage S = {a"bvia™vy : n > 1,v1,vs € {a,b}"} est un langage de Parikh
intrinsequement faiblement ambigu. <

Ce contre-exemple a comme corollaire la proposition suivante, qui contraste avec
la stabilité de la classe par quotient & gauche par un mot fixé :

Proposition 6.10 (Non stabilité par quotient a gauche).
» La classe des automates de Parikh faiblement non ambigus n’est pas stable par
quotient a gauche par un langage rationnel. <

Démonstration. 1l suffit pour la montrer de considérer le langage de Parikh faiblement
non ambigu L = {a"ba"bva"w : v,w € {a,b}*,|[v] =m € N, etn > 1}. Il est
en effet reconnu par 'automate faiblement non ambigu suivant :

5 ? 8 8 8
) a0,b0
8 b0 b0 \J a0,b0

C = {(m,n,m',n') e N*|m=m'etn=n'}

Mais (a*b) 'L = S est intrinséquement faiblement ambigu. u

Cf. la Proposition 7.55 du
chapitre suivant.

La transition 2 vers 3 force
n>1.
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6.2.3 Comparaison avec les automates de Parikh non ambigus

La condition de non-ambiguité que nous avons introduite pour les automates de
Parikh est standard : tout mot est accepté par au plus un calcul acceptant. Si tout
le monde semble s’accorder sur cette formulation de la non-ambiguité, il y a une
imprécision sur ce qu’on appelle un calcul acceptant pour les automates de Parikh.

Dans cette thése, un calcul acceptant est un calcul qui accepte un mot du langage,
autrement dit une preuve de I'appartenance d’un mot au langage de Parikh : il s’agit
donc d’'un chemin de 'automate, partant d’un état initial jusqu’a un état final, et
étiqueté par un vecteur appartenant au semilinéaire C.

Il existe dans la littérature une autre notion de non-ambiguité pour les automates
de Parikh, pour laquelle un calcul acceptant est simplement un calcul joignant un
état initial a un état final, indépendamment du vecteur qui I’étiquette. Avec cette
définition, un calcul acceptant peut donc étre étiqueté par un mot qui n’est pas dans
le langage accepté par I’automate.

Cette classe d’automates est appelée dans la littérature automates de Parikh non
ambigus. Un automate de Parikh est non ambigu si pour tout mot w, il existe un seul
calcul joignant un état initial a un état final étiqueté par w : autrement dit ’automate
fini obtenu en effacant les vecteurs est non ambigu. Il s’agit d’une contrainte assez
forte, et tout automate de Parikh non ambigu est faiblement non ambigu (I'inclusion
est stricte, voir Proposition 6.11).

Les automates de Parikh non ambigus ont été introduits et étudiés par Cadilhac et al.
dans [CFM13]. Pour étre exact, il s’agissait d’'une variante équivalente aux automates
de Parikh, appelée Unambiguous Constrained Automata. Dans les discussions de sa
thése, Cadilhac propose une définition équivalente a cette classe dans le modéle des
automates de Parikh, qu’il appelle automates de Parikh non ambigus.

Ces restrictions fortes dans la définition des automates de Parikh sont contreba-
lancées par la stabilité remarquable de la classe sous de nombreuses opérations, dont
les opérations booléennes (union, intersection, complémentaire) et les quotients a
gauche et a droite. Cette stabilité s’explique par leur équivalence avec des modeles
déterministes de machines (dans [CFM13], les auteurs montrent I’équivalence de
la classe avec un modéle déterministe d’automate a registre, et plus récemment les
auteurs de [FGM19] ont montré I’équivalence avec un modele d’automates de Parikh
déterministe two-way).

Cadhilac, toujours dans les discussions de sa thése [Cad13], évoque les automates
de Parikh faiblement non ambigus, en les appelant des automates one-success (OneCA).
Il montre I'inclusion stricte des langages de Parikh non ambigus dans les langages
faiblement non ambigus :

Proposition 6.11 (Faible non-ambiguité # non-ambiguité, [CFM13, Cad13]).

» Lelangage L = {a"w|w € {b,c}* A n € N" A |wi...wplp < |wi...wp|c}
des mots de la forme a™w avec strictement moins de b que de ¢ dans les n premiéres
lettres de w, est un langage de Parikh faiblement non ambigu, mais n’est pas un
langage de Parikh non ambigu. <

Ebauche. Supposons que L est reconnu par un automate de Parikh non ambigu. Alors,
par stabilité des langages de Parikh non ambigus par intersection, et quotient a gauche
par un langage de Parikh (en particulier par un langage régulier), ({a*}~*L)N{b, c}*
est non ambigu. Mais ce dernier langage n’est pas un langage de Parikh non ambigu,
par la Proposition 11 de [CFM13] (argument est que son complémentaire, le langage
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de Dyck, n’est pas un langage de Parikh, alors que les langages des automates de
Parikh non ambigus sont stables par complémentaire).

Par ailleurs, ’automate de Parikh faiblement non ambigu suivant reconnait le
langage L :

0 (1) 2
o). <4)=0(}). <g>O
C = {(n1,n2,n3) |n1 = ng + ng et ng < nz}

Nous proposons un autre exemple, peut-étre encore plus frappant, qui sépare les
deux classes. Il montre que les automates de Parikh non ambigus ne sont pas capables
de détecter le milieu d’un mot :

Proposition 6.12.

» Lelangage L = {vbw |v,w € {a,b}* A |v| = |w|} des mots de longueur impaire
qui ont un b au milieu est un langage de Parikh faiblement non ambigu, mais n’est
pas un langage de Parikh non ambigu. <

Démonstration. Supposons que L est reconnu par un automate de Parikh non ambigu

= ({CL, b}a Q7 qr, F, Cv A)

Afin de ne pas mélanger les deux notions, j’appellerai calcul final un calcul de
l’automate partant de I’état initial et finissant dans un état final, et je garderai ’appel-
lation calcul acceptant pour les calculs finaux étiquetés par un vecteur appartenant
au semilinéaire C.

La preuve repose sur la propriété suivante d’un automate de Parikh non ambigu :
comme tout mot posséde au plus un unique calcul final, tout calcul final étiqueté par
un mot dans le langage est forcément acceptant, c’est-a-dire qu’il est étiqueté par un
vecteur du semilinéaire C.

Soit n un multiple commun a toutes les longueurs des cycles élémentaires de
l'automate, tel que n — 1 est plus grand que le nombre d’états de 'automate.

Soit m un entier strictement plus grand que le nombre de cycles élémentaires de
lautomate.

Regardons le mot w = (a™~1b)™a™" 1. Ce mot est constitué de m séquences de
a de taille n — 1, séparées par des b, et finit par une longue séquence de a, de taille
mmn — 1. C’est la premiére moitié du mot qui nous intéresse, la longue séquence finale
de a est juste la pour que le dernier b de la séquence soit au milieu du mot. Comme
ce mot appartient au langage L, il existe un calcul acceptant 7 étiqueté par ce mot.

L’idée de la preuve est la suivante : nous identifions deux facteurs a” de w =

..ab...a"b... tels que 7 passe par un méme cycle commun en lisant chacun des
deux facteurs. En itérant ce cycle dans le facteur de gauche, nous nous arrangeons
pour obtenir un calcul d’un mot tel que le b qui clot le premier facteur se trouve au
milieu du mot. Par non-ambiguité, ce calcul est étiqueté par un vecteur du semilinéaire.
Mais en itérant le cycle une fois de plus dans le premier facteur, et une fois de moins
dans le second facteur, qui se trouve a droite du milieu, nous obtenons un calcul

Cycle élémentaire = cycle
qui ne posséde pas de sous-
cycle non trivial.
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final étiqueté par un vecteur du semilinéaire, mais pour un mot qui n’est pas dans le
langage car il a un a en son milieu. Contradiction.
Formellement, nous décomposons 7 selon les transitions effectuées dans ’auto-

mate, sous la forme m = ity ... Tty Ty, O Ly, ..., 1, sont des transitions de A
qui lisent un b, et 71, . .., 7, sont des calculs de 'automate étiquetés par a™ !, et
T par amnL,

Comme n — 1 est plus grand que le nombre d’états, chaque 7; avec 1 <7 < m
passe au moins deux fois par un méme état, donc passe au moins une fois dans un
cycle élémentaire, que ’on note ¢;. Comme m est plus grand que le nombre total
de cycles élémentaires, il existe deux indices 1 < ¢ < j < m tels que 0; = 0;.
Autrement dit, lors de la lecture des m premiéres séquences de a, 7 passe par un
méme cycle élémentaire dans deux séquences de a distinctes.

Notons o ce cycle commun, et m; = 71072, et T; = T3074.

Modifions le calcul 7 en choisissant d’itérer k fois supplémentaires le cycle o dans
;. On obtient alors un calcul final (et non plus forcément acceptant, car le vecteur a
changé et n’est peut-étre plus dans C) :

k k+1
™ =m1...ti—1 710+7'2t¢ Mgl .. -Tf

(a‘llflb)i*l an—1+klo|p (an—lb)m—iamn—l

étiqueté par le mot wy, = (a™~1b) ~Lan 1 HElolp(gn—1p)ym—igmn—1,

Nous souhaitons ajouter suffisamment de a en itérant le cycle o pour que le b qui
clét la i-iéme séquence de a se retrouve au milieu du mot.

I suffit de résoudre alors en k I'équation n(i—1)+n—1+k|o| = n(m—i)+mn—1.
On obtient alors k|o| = 2n(m — i). Comme |o| divise n, kg = 2n(m — i) /|o| > 0
convient (car i < m).

Le calcul 7% est donc un calcul final étiqueté par un mot qui appartient au langage
de A : il est donc acceptant par non-ambiguité. Par conséquent, il est étiqueté par un
vecteur v appartenant au semilinéaire C'.

Or le sous-calcul 7; est toujours présent dans 70, et donc 70 passe a nouveau
par le cycle o en lisant la j-iéme séquence de a de wy,. Ainsi :

ko

T =m .. .t Tlako

1
+ Toti i1 ..-tj—1 T30T4tj Wit ... Tf
N’

an—1t+kgloly an—1p

En retirant dans 7%° le cycle o de 7, mais en ajoutant une itération supplémentaire
du cycle o dans 7;, on obtient un calcul final de la forme :

I ko+2
T =T ..t T 0 0T Tt Mgy L 1 T3 Tyt T L T

Remarquons que 7’ est étiqueté par le méme vecteur v € C que 70, et il est final,
donc c’est un calcul acceptant. Il étiquette donc un mot du langage L. Mais le mot
qu’il étiquette est :

(an—lb)i—lan—1+(ko+1)|a|b(an—lb)j—i—lan—l—\zﬂb(an—lb)m—jamn—l

qui n’est pas dans L. En effet, le milieu du mot tombe dans la i-iéme séquence de a,
et n’est pas un b. Nous avons exhibé un calcul acceptant pour un mot qui n’est pas
dans le langage. Contradiction.

Le langage L est reconnu par I'automate faiblement non ambigu de I'Exemple 6.5 :
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Ces deux contre-exemples se comprennent bien si on considere le modéle des
automates de Parikh déterministes two-way [FGM19], équivalent aux automates de
Parikh non ambigus : 'idée est qu’un automate de Parikh déterministe two-way
n’a pas acces a la valeur de ses vecteurs au cours du calcul. Il ne peut donc pas
adapter son comportement a la valeur de la taille d’un préfixe (cas du langage de la
Proposition 6.11) ni détecter le milieu du mot (cas du langage de la Proposition 6.12).
A l'aide du langage précédent, nous proposons un langage un peu plus élémentaire
que celui de la Proposition 6.11 mettant en évidence ce phénomeéne pour le préfixe :

Proposition 6.13.

» Le langage L = {c"w | wy, = bavecn € N*, w € {a,b}*}, des mots de la forme
c"w tels que la n-iéme lettre de w est un b, est un langage de Parikh faiblement non
ambigu, mais n’est pas un langage de Parikh non ambigu. <

Démonstration. Supposons que L est un langage de Parikh non ambigu. Le langage
des mots de la forme c"w tel que w € {a,b}* et |w| = 2n + 1 est non ambigu (il
est méme déterministe). Par conséquent, par stabilité par intersection, le langage
L' = {"w|w = vbv', avecv,v’ € {a,b}* A |v| = |v'| = n > 0} serait non
ambigu.

Par stabilité par quotient a gauche par c*, puis par intersection par {a,b}*, le
langage L1 = {vbw|v,w € {a,b}" A |v| = |w|} serait non ambigu, et donc par
union, le langage L; U{b} des mots de longueur impaire qui ont un b au milieu serait
non ambigu, contradiction avec la Proposition 6.12.

L’automate faiblement non ambigu suivant reconnait L :

Le but de la prochaine section est de montrer que les automates de Parikh fai-
blement non ambigus s’inseérent naturellement dans le paysage des automates a
compteurs non ambigus. Les automates de Parikh étant classiquement des modéles
équivalents a des machines a compteurs appelées RBCM (Reversal Bounded Counter
Machines), il est naturel de se demander si les deux modéles coincident toujours sur
leurs versions (faiblement) non ambigués. Notons que ce n’est pas le cas pour les au-
tomates de Parikh non ambigus, qui sont incomparables avec les RBCM déterministes
one-way [CFM13, Proposition 14].

Leur contre-exemple
{a,b}*a™b"™ est par contre
reconnaissable par une
RBCM déterministe bidi-
rectionnelle.



Pour les machines a comp-
teurs on peut enfin dire
non ambigué sans pré-
ciser faiblement; per-
sonne n’appelle calcul
acceptant un calcul d’une
RBCM qui ignore les va-
leurs de ses compteurs.

170 6 Modeéles de machines a compteurs non ambigués

6.3 Modeles non ambigus équivalents aux automates de
Parikh faiblement non ambigus

Dans cette section, nous introduisons différents modéeles de machines non am-
bigués, que nous montrons équivalents aux automates de Parikh faiblement non
ambigus. Tous ces modéles, dans leurs versions non déterministes, sont connus pour
étre équivalents aux automates de Parikh non déterministes (hormis pour la derniére
classe RCM, qui n’est pas reliée a des classes d’automates). Les preuves consistent
donc en grande partie a vérifier que les constructions des preuves d’équivalences,
dans le cas non déterministe, préservent la (faible) non-ambiguité.

Dans la sous-section 6.3.2, nous généralisons les automates de Parikh faiblement
non ambigus en étiquetant les transitions par des ensembles semilinéaires plutot
que des vecteurs, et nous montrons que les automates de ce modéle, que nous
appelons automates de Parikh généralisés faiblement non ambigus, acceptent les
mémes langages que les automates de Parikh faiblement non ambigus standard. Ce
modeéele est implicite dans les preuves de [KR02, KR03]. Nous le rendons explicite
pour deux raisons : premiérement ce modéle permet une présentation plus propre
de la procédure d’élimination des e-transitions de la sous-section 6.3.3; ensuite, ce
modele est assez générique et sera utilisé aussi pour les automates de Parikh a pile
plus loin dans le chapitre, en section 6.4.

Dans la sous-section 6.3.3, nous généralisons les automates de Parikh en auto-
risant des e-transitions, puis nous montrons comment les éliminer. La procédure
d’élimination est essentiellement celle de [KR03], adaptée pour préserver la faible
non-ambiguité.

La sous-section 6.3.4 introduit les machines a compteur a inversion bornée (Re-
versal Bounded Counter Machines) non ambigués, et montre ’équivalence avec les
automates de Parikh faiblement non ambigus. La encore, il s’agit principalement
de s’assurer que les constructions de [Iba78] (réduction du nombre d’inversions des
compteurs, passage d’une téte de lecture bidirectionnelle (two-way) & une unidirec-
tionnelle (one-way)) et de [KR02, KR03] conservent la non-ambiguité.

Enfin, dans la sous-section 6.3.5, nous introduisons la classe de langages RCM
de [CM17]. Cette classe de langages, qui a été construite dans le but d’avoir une
série génératrice holonome, n’était jusqu’alors pas reliée clairement a des classes
d’automates, et les auteurs [CM17] conjecturaient certaines inclusions entre leur
classe et des RBCM déterministes. Nous démontrons leur conjecture en montrant que
la classe RCM reconnait les mémes langages que les automates de Parikh faiblement
non ambigus.

6.3.1 Rappels et notations sur les calculs d’'un automate de Parikh

Nous rappelons qu’un calcul d’un automate de Parikh A = (2, Q, q7, F,C, A) de
dimension d est une séquence

T = po (a0, Vo) P1 -+ Pn—1 (Gn—1,Vn—1) Pn

avecn > 0,p; € Q,a; € ¥ etwv; € N telle que pour tout i € [0,n — 1],
(pi, (@i, v;), pi+1) est une transition de A. On notera ce calcul sous la forme plus

an—1,Un— . 5. .
lisible pg 20,00, P11 DPn-1 - ! Pn, et on dit qu’il commence en pg, finit en
Pn, et est étiqueté par le couple (ag - - ap—1,v0 + - - - + Un—1). Nous utiliserons une

. , w,v
notation condensée py == p,, avecw = ag- - Gnp_1 €tV =vVg+ -+ Vp_1.
s
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Remarquons que m = ¢ est un calcul valide, qui commence en ¢ = pg = py,
(avec n = 0). Par convention un tel calcul de longueur nulle (il n’emprunte aucune
transition) est étiqueté par le couple (g, 0), ou O est le vecteur nul de dimension d.

Si 71 est un calcul commencant dans I’état p et finissant dans ¢, et mo est un
calcul commencant en ¢ et finissant en r, on note 7 - w9 la concaténation des

, . . . ap,vo an—1,Vn—1
deux calculs, définie comme suit:sim =pg ——> p1 *+* Pn_1 —————— pp et

bo,wo bn—1,Vn—1
Mo =qo ——>q1 *** ¢m—1 — (p, alors :

ag,vo an—1,Vn—1 bo,wo bn—1,Wn—1
M2 =P0 —>P1° " "Pn-1 Dn Q- Qm-1 —— Qn.
. . . u1,v U, u1-u2,v1+v
En partlcuher, S1p ﬁ q et q % r alors P ﬁ T.
T ) TLT2

6.3.2 Automates de Parikh généralisés faiblement non ambigus

Nous introduisons une classe d’automates de Parikh dont les transitions sont
étiquetées par des ensembles semilinéaires plutét que des vecteurs de N?.

Définition 6.14 (Automate de Parikh généralisé).

» Unautomate de Parikh généralisé de dimension d estun uplet A = (3, Q, q1, F, C, A)
ou X est l'alphabet d’entrée, () est un ensemble fini d’états, g; € @) est I’état initial,

F C (@ est 'ensemble d’états finaux, C est un ensemble semilinéaire de N% et A

est 'ensemble de transitions, de la forme p ﬁ qavecpetq € Q,a € YetSun
ensemble semilinéaire de N%.
ao,S0 an—1,Sn—1 - .

Un calcul pg —— p1+*+pn—1 ——— Py, est étiqueté par un couple (w, S)
avecw = ag---Gn_1, et S =Sy + -+ S,_1. Par convention, le calcul m = q est
étiqueté par (g, {0}).

Un calcul est acceptant s’il commence dans I’état initial (i.e. pg = qr), finit dans un
état final (i.e., p, € F) et enfin S N C # ().

Un automate de Parikh généralisé est appelé faiblement non ambigu si tout mot
posséde étiquette au plus un calcul acceptant. <

Un automate de Parikh standard peut étre vu comme un automate de Parikh
généralisé en remplacant les transitions (p, (a,v), q) par (p, (a,{v}),q). Comme
pour tous vecteurs vy, vz, {v1} + {va} = {v1 +va}etvy € S & {v1} NS £,
cette transformation met en bijection les calculs acceptants des deux automates de
Parikh considérés. Ainsi :

Proposition 6.15.

» Soit .A un automate de Parikh. Alors £(.A) est reconnu par un automate de Parikh
généralisé A’. De plus si A est faiblement non ambigu, alors A" peut étre choisi
faiblement non ambigu. <

Le but de cette section est de montrer la réciproque, dans la Proposition 6.17, en
convertissant un automate de Parikh généralisé en automate standard a vecteurs,
tout en conservant la faible non-ambiguité.

Pour cela, nous avons besoin d’un lemme technique sur les ensembles semilinéaires.
Pour tout sous-ensemble L de N%, nous définissons L" par L® = {0} et L"T! =
L" + L pour tout 7 > 0. Autrement dit, L” contient tous les vecteurs de N qui
s’expriment comme une somme de r vecteurs de L.

Il n’existe pas d’automate
de Parikh généralisé non
ambigu dans la littérature,
mais nous gardons le
terme faiblement.

Fai privilégié la notation
multiplicative par analogie
avec les mots et pour la
cohérence avec la notation
L*, mais la notation ad-
ditive r L était tout aussi
pertinente.



La notation ps[v, 7]
indique qu’on évalue
la formule en rempla-
cant les variables libres
par des entiers de N.
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Lemme 6.16 (v € S” est semilinéaire, [KR02]).
» Soit S un ensemble semilinéaire dans N%. Alors la relation v € S” est semilinéaire,

c’est-a-dire qu’il existe une formule de Presburger o(z,y1,...,yq) telle que pour
tout r,v1,...,v4 € N:
olr,v1, .. .,v4] est vraie si et seulement si (vy,...,v4) € S”.
<«

Démonstration. Considérons d’abord le cas linéaire S = ¢ + P*. Pour tout v € N¢
etr > 0, alors v € S” si et seulement si v — rc € P*. Ceci est di au fait que
(P*)" = P* dés que r > 0. Ainsi, la formule g suivante définit bien la relation
ve S

ws(ryv1,...,vq) = 1=0—>v=---=v3=0
Ar#£0—= @ep(vy —aerr, ..., vg — cqr)
ot p(z1,...,xq) est une formule de Presburger définissant P. Notons que la

multiplication de r par c; est autorisée parce que c est une constante de la formule.
Considérons maintenant le cas général ou S est semilinéaire, de la forme S =
Ui, S; ou chaque S; est un ensemble linéaire. Nous définissons

ws(r,v) =3, ... by, 321,..., Zn,
h+...+by=rANv=21+...+2n

A\ e, (i, z)

i=1

ou chaque z; désigne un vecteur de d variables fraiches (21, ..., z; 4). Montrons
que cette formule définit bien la relation v € S”.

Soient v € N%, r € Ntels que v € S™. Sir = 0 alors v = 0 et pg[v, ] est vraie.
Sir > 0, alors v est par définition la somme de r vecteurs de .S : nous pouvons écrire
v =1v1+...+vp,avecv; € Spourtoutl < j <.

Pour tout 1 < ¢ < n, nous notons D; 'ensemble des vecteurs de vy, ..., v, qui
appartiennent a L;, mais a aucun Ly, pour k£ < i. Autrement dit v; pour j € [r]
appartient a D; si et seulement si 7 est le plus petit entier tel que v; € L;. Les
ensembles D; sont naturellement disjoints. En réordonnant la somme v = vy +
... + v, de facon a regrouper les vecteurs selon leur ensemble D; associé, nous
pouvons réécrire v = 21 + ...+ zp, ol chaque z; = >, ., v est la somme de tous
les vecteurs de D; (et est le vecteur nul si D; est vide). Posons ¢; = |D;|. Comme
D, CL; z; € Lf" et {1 + ...+ £, = r.Donc pg[r, v] est vraie.

Montrons la réciproque. Soit r € N et v € N tels que ¢g[r, v] soit vraie, c’est-a-
dire qu’il existe des entiers /1, ..., ¢, € N et des vecteurs z1, . .., 2, € N tels que
lh+...+l,=retv=2z1+...+ 2z et z; ELfi C §4,

Sir = 0, alors chaque ¢; est nul, donc z; = 0 pour tout ¢. Ainsi v = 0, et donc on
abienv € 5".

Etsir > 0, alors certains ¢; sont non nuls. Chaque z; s’écrit comme une somme
de ¢; vecteurs de S, si bien que ’égalité v = 27 + ... + 2, se réécrit en une somme
de r vecteurs de S. Donc v € S". [

Nous pouvons maintenant proposer une traduction d’un automate généralisé vers
un automate standard qui préserve le langage reconnu et la faible non-ambiguité.
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Proposition 6.17 (Equivalence avec les automates de Parikh).

» Soit A un automate de Parikh généralisé (faiblement non ambigu). Alors le langage
L(.A) est reconnu par un automate de Parikh (faiblement non ambigu) 5 qui posséde
le méme nombre d’états, et dont la dimension est égale au nombre d’ensembles
semilinéaires distincts apparaissant dans les transitions de .A. <

Démonstration. Notons A = (Q, qo, F, X, A, S) Pautomate de Parikh généralisé de
I’énoncé. Soient S1, ..., .S, une énumération des différents ensembles semilinéaires
apparaissant dans les transitions de A.

Nous construisons un automate de Parikh B = (Q, qo, F, X, A’, S") de dimension
r acceptant L(.A). L’automate 55 a la méme structure que A (i.e., le méme ensemble
d’états, méme état initial et mémes états finaux), et ne différe de A que par ses
transitions et son ensemble semilinéaire d’acceptation.

A chaque transition p ﬁ q de A, nous associons une transition p Sl q dans
A’, ol e; est le vecteur nul partout sauf pour sa i-iéme coordonnée, qui vaut 1. La
contrainte semilinéaire est S’ := {(n1,...,n,) € N" : SNY.I_, 5" # 0}. Elle
est bien semilinéaire, car reconnue par la formule de Presburger suivante :

T
gosz(nl,...,nr) =3Jv,..., 0, V1+ ...+, €S A /\’Ui ESZnZ
=1
ou v; € SZ-" * est du sucre syntaxique pour la formule ¢g,(n;, v;) construite au
Lemme 6.16.

De facon informelle, 'automate B simule les mémes calculs que A, mais a la place
d’additionner des ensembles semilinéaires pendant le calcul, il compte le nombre de
fois que chaque semilinéaire apparait au cours du calcul. L’ensemble S’ se charge
ensuite d’utiliser cette information pour en déduire que la somme des semilinéaires
du calcul de I'automate A intersecte bien le semilinéaire .S.

Nous notons 7 la transformation qui traduit un calcul 7 de A en un calcul de B en
remplagant chaque transition de A par sa transition associée dans A’. L’application
T est une bijection des calculs de A dans les calculs de B qui préserve ’ensemble
d’états et le mot étiquetant le calcul.

Pour montrer que A et B acceptent le méme langage, nous allons prouver que pour
chaque calcul 7 de A, 7 est acceptant pour A si et seulement si 7(7) est acceptant
pour B. En particulier, comme 7 est une bijection préservant les mots étiquetant les
calculs, L(A) = L(B) et si A est faiblement non ambigu, alors BB I’est aussi.

Soit 7 un calcul acceptant de A étiqueté par (w, Sy ). Posons m; le nombre d’oc-
currences du semilinéaire S; dans les transitions de 7, pour 1 < ¢ < r. Posons de
plus m le vecteur (m;);c1 ;). Par définition, 'ensemble semilinéaire S étiquetant
le calcul 7 est Sy = >_;_; S/, et comme 7 est acceptant, S N S # (.

Le calcul 7(7) dans B est lui étiqueté par le couple (w, m), et emprunte exactement
les mémes états que 7. Pour montrer que 7(7) est acceptant pour B, nous devons
montrer que m € S’. Par définition de S’, la condition m € S’ est équivalente au
fait que SN Y 7 ;S = SN Sy # 0, qui est vérifiée car 7 est acceptant.

Réciproquement, soit 7’ un calcul acceptant de B étiqueté par (w, m), avec m =
(m;); € S'. Alors ™ = 771 (n') est un calcul de A étiqueté par (w, Sy ), commencant
dans I’état initial, et finissant dans un état final. De plus m;, par définition de 7, est
le nombre d’occurrences du semilinéaire S; dans les transitions de 7. Donc S; =
Zi S;n ‘. Pour montrer que 7 est acceptant, nous devons montrer que S; NS # (),
qui est vérifiée car m € S’. |
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Nous avons ainsi démontré ’équivalence des deux modéles :

Proposition 6.18 (Equivalence des modéles).
» Les automates de Parikh généralisés faiblement non ambigus et les automates de
Parikh faiblement non ambigus reconnaissent les mémes langages. <

Et nous pouvons déduire des constructions présentées dans les preuves le corollaire
suivant :

Corollaire 6.19.

» Tout langage de Parikh reconnu par un automate de Parikh faiblement non ambigu
A est reconnu par un automate de Parikh faiblement non ambigu dont les transitions
sont étiquetées par des vecteurs unitaires e;, de dimension d < |A 4]. <

Démonstration. 1l s’agit d’un cas tres particulier de la construction de la Proposi-
tion 6.17, dans le cas ou les semilinéaires sont simplement des vecteurs. Il est tout a
fait possible de le refaire plus simplement 4 la main, avec des vecteurs : si v', ..., v™
sont les vecteurs distincts apparaissant dans ’automate, on les remplace par les
vecteurs canoniques e; de dimension m. La coordonnée 7 compte donc le nombre
de fois qu’'une transition étiquetée par ¢ a été empruntée. La nouvelle formule de
Presburger, portant sur les m variables 1, . .., ym, est alors obtenue en remplacant
dans la formule de Presburger de 'automate de départ, chaque variable x; pour
J € [1,d] par 'expression ) ;" | véyi, ou v} désigne la j-iéme coordonnée du vecteur
v [ |

La proposition suivante a un intérét théorique pour normaliser les transitions et le
semilinéaire d’un automate de Parikh, et sera utile pour relier les séries génératrices
des automates de Parikh avec les pavages de tuiles irrationnelles de [GP14]. Elle
permettra aussi de démontrer facilement un des sens de I’équivalence avec les RBCM
non ambigués.

Proposition 6.20 (Normalisation d’un automate de Parikh).
» Tout langage de Parikh reconnu par un automate 4 = (X, @, g1, F, C, A) faible-
ment non ambigu est reconnaissable par un automate de Parikh B qui vérifie :

— B est faiblement non ambigu, de dimension 2d, avec d < |A[;

— les transitions de B3 sont étiquetées par des vecteurs de la forme (e;, e;) € N?9,
ol e; désigne le vecteur unitaire de la base canonique de N¢ qui posséde un 1 en
coordonnée 7;

— Cg={(n1,...,n9q) | n1 =ngr1 Ano=ngiaA... Ang=nsq}.
R |

Démonstration. D’aprés le Corollaire 6.19, il existe un automate A" = (2, Q, q;, F, C', A')
faiblement non ambigu qui reconnait le méme langage que A, dont les transitions
sont étiquetées par des vecteurs e; € N, ot d < |A| est le nombre de vecteurs
distincts qui apparaissent dans les transitions de A.

Le semilinéaire C” est reconnaissable par un automate fini non ambigu dont les
transitions sont étiquetées par des vecteurs de N%. On note C = (Qc,qrcs Foy, Ac)

cet automate. Quitte a ajouter des états, on peut supposer que chaque transition est
1,2,1
étiquetée par un vecteur e; (par exemple la transition t = ¢ u> q € A est rem-
, , , . - (1,0,0) (0,1,0)
placée en créant de nouveaux états par une suite de transitions g Gt
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(0,1,0) (0,0,1) , . .
Qt, Qt, > ¢', avec de nouveaux états ¢y, , s, , ¢, qui n’apparaissent que

dans cette suite de nouvelles transitions).
On définit alors 'automate de Parikh produit de dimension d suivant :

B: (E7Q X QC7(qI7QIC)7FXFC7CI3’7AB)7

ou Cp est défini dans I’énoncé de la proposition, et

A ={((p,P), (a, (es,€5)), (¢:4)) | (p,a,q) € A et (p, e5,¢') € Ac}.

L’automate de Parikh simule les calculs de A’ et de C en paralléle. Comme chaque
transition est étiquetée par un vecteur qui a une seule composante non nulle, égale
a 1, tout calcul de A ou de C étiqueté par un vecteur v nécessite exactement ||v||;
transitions, ou ||v||; est la norme 1 de v (la somme de ses composantes).

Si 7 est un calcul acceptant de A’, étiqueté par (w, v), alors par définition d’un
calcul acceptant, v € C’. 1l existe donc un unique calcul acceptant dans I’automate C
étiqueté par v, et donc on peut associer a 7 un calcul acceptant dans B étiqueté par
(w, (v, v)). Par non-ambiguité de C et faible non-ambiguité de A’, il n’existe qu’un
seul calcul acceptant dans B étiqueté par w.

Réciproquement, tout calcul acceptant dans B est étiqueté par un couple de la
forme (w, (v,v)), avec par construction de C, v € C’, et se projette donc en un
calcul acceptant pour A’ étiqueté par le méme mot.

Donc L(A’") = L(B), et B est faiblement non ambigu. |

Remarque 6.21.

» La proposition précédente montre qu’on peut "cacher” le semilinéaire dans I’auto-
mate sans changer 'expressivité du modele. Le résultat a surtout un intérét théorique,
car sa construction en pratique augmente la dimension et le nombre d’états de I’au-
tomate. Par ailleurs, la preuve utilise de nombreuses constructions implicites non
triviales (passage d’un semilinéaire sous forme d’automate a une formule de Presbur-
ger, et conversion inverse, construction d’un automate non ambigu reconnaissant
un semilinéaire...) <

En appliquant la construction du Corollaire 6.19 a la normalisation précédente,
nous obtenons un automate de Parikh avec uniquement des vecteurs canoniques :

Proposition 6.22 (Normalisation bis d’'un automate de Parikh).
» Tout langage de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable par un automate
de Parikh B qui vérifie :

— B est faiblement non ambigu;

— les transitions de B sont étiquetées par des couples de la forme (a, e;) avec
e; € N"; de plus le vecteur e; € N" détermine la lettre a : si (a, e;) et (b, ;)
étiquettent deux transitions de B, alors a = b;

— (g est de la forme :

T

Cg={(n1,...,ny)| /\(Z;‘:ﬂi,jnj =0), aveca;; € {—1,0,1}}.
i=1

Au prix d’un semilinéaire
un peu moins simple.



Quitte a dupliquer
qr, doulen + 1
dans I’énoncé, et le 2t.
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Démonstration. On suppose sans perte de généralité que le langage de I’énoncé
est reconnu par un automate de Parikh faiblement non ambigu normalisé par la
Proposition 6.20.

Soit f une bijection de ¥ x [1, d]? dans [1, d?|%]. On note pour simplifier e4,,; :=
€f(aji,j),Poura € |Slet1 <i,j <d.

On utilise alors la construction du Corollaire 6.19, adaptée légérement pour encoder
aussi les lettres. L’automate 3 est obtenu a partir de .4 en remplacant chaque étiquette
de transition de la forme (a, (e;, e;)) par I'étiquette (a, eq,i ;). En notant pour
simplifier n, ; j la valeur dela f(a, %, j)-iéme coordonnée de N", le semilinéaire {n €
N2¢ | /\?:1 n; = nq4i} est alors remplacé dans la construction du Corollaire 6.19 par
le semilinéaire

d d d
{n e N"| /\ Z Z Nayi,j = Z Z Naji} -

i=1 j=1a€X® j=1la€e¥

6.3.3 Automates de Parikh faiblement non ambigus avec
e-transitions

Un automate de Parikh avec e-transitions est défini comme un automate de Pa-
rikh standard, a la seule différence que les transitions de la forme (p, (¢, v), q) sont
autorisées, ou € est le mot vide. Les notions de calculs et de langage accepté sont les
mémes que pour les automates de Parikh sans e.

Dans les versions non déterministes, il est connu que les e-transitions n’aug-
mentent pas I’expressivité du modéle [KR03]. Cette partie consiste a s’assurer avec
attention que la procédure d’élimination des e-transitions préserve aussi la faible
non-ambiguité :

Proposition 6.23 (Elimination des e-transitions).

» Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu, avec e-transitions. Alors
on peut construire un automate de Parikh faiblement non ambigu B équivalent, sans
e-transitions. De plus BB peut étre choisi avec n + 1 états et de dimension 2(n + 1),
si A posséde n états et ¢ transitions. <

Démonstration. Soit A = (X, Q, g1, F, C, A) un automate de Parikh faiblement non
ambigu, avec e-transitions. Sans perte de généralité, nous supposons que I’état initial
g1 n’a pas de transition entrante. Grace a la Proposition 6.17, il suffit de construire
un automate de Parikh généralisé faiblement non ambigu B sans e-transitions qui
accepte L(A).

L’idée principale derriére B est de court-circuiter les chemins d’e-transitions, en
les assemblant avec une transition qui lit une lettre. Une transition de B simule
une transition lisant une lettre, suivie d’'un chemin d’e-transitions (sauf pour I’état
initial, ou il faut simuler aussi un chemin d’e-transitions avant la premiére lecture
d’une lettre). Pour simuler ces chemins d’e-transitions en une seule étape, nous
souhaitons ajouter les vecteurs étiquetant ces chemins aux transitions lisant des
lettres. Le probleme est qu’il y a potentiellement une infinité de vecteurs étiquetant
un chemin d’e-transitions entre deux états (imaginez par exemple une boucle sur
un état). Comme ces ensembles sont semilinéaires, il est possible de résoudre ce
probléme en utilisant le formalisme des automates de Parikh généralisés.



6.3 Modeéles non ambigus équivalents aux automates de Parikh faiblement non

; 177
ambigus

Pour tout couple d’états (p,q) dans A, nous considérons ’ensemble C,q des

vecteurs v de N¢ qui peuvent étiqueter un calcul 7 de la forme p =% ¢. Autrement dit
C, , contient tous les vecteurs que I'on peut obtenir en joignant p a g en n’empruntant
que des e-transitions.

Remarquons que C; , est semilinéaire. En effet, il est reconnu par I'automate
(Q, {p}, {q}, A.) sur (N¢, +), obtenu a partir de A en définissant comme état initial
p, comme état final ¢, et en ne gardant que les e-transitions de A (autrement dit
(p,v,q) € A; si et seulement si (p, (g,v),q) € A).

L’automate B est alors défini comme ci-aprés : il a les mémes états, le méme état
initial, et les mémes états finaux que A.

De plus, pour toute transition (p, (a,u),q) € A, telleque a # c et p # C_I[, et tout
couple (g, r) d’états de A, nous ajoutons a A’ la transition (p, (a, ({u} +Cy ), 7), et
la transition (g7, (a, ({u}+ o1.p T Cqr)s 7). Comme gy n’apas de transmon entrante,
il ne peut y avoir qu’une seule transition de la forme (qz, (a, {u} +Cg, , +C¢ ), 7)
dans un calcul de A’, a son tout début.

Montrons que L(A) C L(B). Soit w = wy ... w, € L(A), et q1 low) qy son
™
calcul acceptant dans A, avec u € S. Nous pouvons décomposer le calcul sous la
forme

0,1 r—1_r _r

=TTy o+ Te Ty, Te s

ou chaque 71';“1)2, est une transition qui lit la lettre w;, et chaque 7 est un chemin
(potentiellement vide) d’e-transitions. Au tout début du calcul, nous avons un sous-
calcul de la forme

. (5,"-(7)02 » (w11,u1) q (5,1112 r,

71—5 7T’LUI 7TE
avec par définition vg € Cy, , et v1 € Cf,. La transition (qr, (w1, ({u} + Cf, , +
Cs ), r) est dans A’ par construction. Pour simplifier I'écriture, nous écrivons Lo =
€ — €
qu P et L1 = C .
j (e,v5)

Pourtout2 < j < r, 7rw] et 7r6 sont de la forme Tw; =D —> q et 7r5 =qg==r,
ol p, ¢, et r sont trois états et v; € Cy ., de telle sorte que dans A’ il y ait la transition
correspondante (p, (wj, ({u;} + C¢ ), 7). Pour simplifier I'écriture, nous notons

= ()} ,- Remarquons que cette décomposition est non ambigué, car il n’y a qu'une
seule facon de décomposer 7 sous cette forme.

Le calcul 7 se transpose donc en un calcul de B de la forme g; :zl qf avec

L=Lo+...+ Ly +{ui}+ ...+ {ur}. lestacceptant si L N S # @ ce qui est
immédiat puisque vg + ... + Vp + U1 + ... + U, = u € S, et v; € L; pour tout
0<e<r.

Montrons maintenant I'inclusion inverse L(B) C L(A). Soitw = w; ... w, €

L(B), et q; (-—w——L:L qr son calcul acceptant dans B, avec S N L # (). Nous pou-
,n—/

vons décomposer 7’ = mimh... 7. La premiére transition 7] est de la forme

wi,{u1}+Lo+L1 ., N
qn —————— T, avec p, q,r trois états, Ly = Cy, , et Ly = C¢,. De méme,

pour tout j < 2, chaque 7Tj est de la forme p % retLj=0Cg,.

Comme S N L # (), nous fixons un vecteur w € SN L. Comme L = Lo+ ...+
L, +{u1} + ...+ {u,}, il existe des vecteurs v; € L; pour tout 0 < 7 < 7 tels que
U=Uu31+...+Up +V9+ ...+ VUp.
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Or, vg € Lg et v1 € Ly, donc nous pouvons construire a partir de 7T£ un début de

calcul dans A de la forme m; = g; (E’:voo; P M q (6:”11; r

Te Te

Pour les mémes raisons, pour tous 2 < j < r, v; € Lj, donc nous pouvons

. N . wj,u (E,’U )
reconstruire a partir de 7T;~ un calcul de A de la forme m; = p —— ¢ :EJ> 7.
s
J

Le calcul 71 ... 7, = q1 —=> q est un calcul acceptant dans A, puisque u € S.
™

Donc w € L(A).

Nous remarquons que la construction que nous utilisons dans cette preuve trans-
forme les calculs 7 de A en calculs 7’ de B, obtenus en contractant les chemins
d’e-transitions de 7. Cette contraction est bien définie, et il existe une seule facon de
contracter un calcul de A en un calcul de B. Réciproquement, nous avons montré
que tout calcul de 3 est la contraction d’au moins un calcul de A.

Supposons que w € L(B) est accepté par deux calculs différents 7}, w5, de BB. Alors
nous pouvons créer deux calculs acceptant 71, 7wy de A étiquetés par w, tels que 7}
est la contraction de 71, et 7}, est la contraction de 2. Par faible non-ambiguité de
A, 71 = 9. Comme il n’y a qu’une seule facon de contracter un calcul de A en un
calcul de B, 7 = 7. Donc B est aussi faiblement non ambigu. [

L’élimination des e-transitions a pour premiére conséquence une preuve simple
de la stabilité des langages de Parikh faiblement non ambigus par quotient a gauche
par un mot, annoncée a la Proposition 6.7.

Proposition 6.24 (Cloture par quotient a gauche par un mot).

» Soit £ un langage de Parikh faiblement non ambigu sur un alphabet 3. Soit w un
mot dans X*. Alors le langage quotient w—'L := {v € ¥* |wv € L} est un langage
de Parikh faiblement non ambigu. <

Preuve rapide. Soit A = (X, Q, qr, F, C, A) un automate de Parikh standard recon-
naissant L.

Soit IT,, 'ensemble des calculs de A qui lisent le mot w en partant de I’état initial.
Comme A ne contient pas d’e-transitions, II,, est fini (les calculs sont de longueur
|w]).

On définit I'automate A" = (3, Q, ¢}, F, C, A’), avec ¢} qui est un nouvel état, et

AN =AU, (e0),q) | 7=q 22 g eI,

L’automate A’ simule un calcul de A qui lit le mot w depuis ¢y, sans lire le mot w :
s’il existe un calcul de A de ¢y a un état g étiqueté par (w, v), alors B va directement
dans ¢ depuis ¢} par une e-transition étiquetée par le vecteur v.

1l est facile de voir que les calculs acceptants de A" sur un mot v sont en bijection
avec les calculs acceptants de A qui lisent le mot wv. Ainsi L(A') = w1 L et A est
faiblement non ambigu comme A. [ |

6.3.4 RBCM non ambigués

Une machine a k compteurs [Iba78] est de fagon informelle une machine de Turing
avec k compteurs positifs et un ruban en lecture seule, qui contient ¢w$, ot w est
le mot a lire en entrée, et ¢ et $ sont des délimiteurs de début et de fin de ruban. La
machine, en lisant une lettre @ sur le ruban de lecture, dans un état g, peut vérifier
lesquels de ses compteurs valent 0, incrémenter ses compteurs, décrémenter ses
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compteurs qui ne sont pas nuls, changer d’état, et bouger sa téte de lecture d’un pas
vers la gauche, la droite, ou rester sur place. La machine n’a pas accés a la valeur
exacte de ses compteurs, mais sait uniquement s’ils sont nuls ou non. De facon plus
formelle :

Définition 6.25 (Machine a compteurs, [Iba78]).

» Une machine a k compteurs M est un uplet (X, Q, g1, F, A, ¢,$), ot 3 I'alphabet
d’entrée, () désigne I'ensemble des états de M, gy I'état initial, ¢, $ ¢ X les symboles
de début et de fin de ruban, F' ’ensemble des états finaux, et A est I’ensemble des
transitions.

Plus précisément, les transitions de A sont de la forme (¢, a,v) — (¢, d, v’), avec
q qui désigne I’état courant de la machine, a € X U{¢, $} le symbole Iu, et v € {0, 1}*
I’états des k compteurs (1 pour non nul, 0 pour nul), et de 'autre coté ¢’ désigne
I’état dans lequel se retrouve la machine aprés avoir emprunté la transition, d €
{—1,0, +1} le déplacement qu’effectue la téte de lecture, et enfin v’ € {—1,0, +1}*
désigne les incréments ou décréments a effectuer sur les compteurs.

On impose que A fasse en sorte qu'on ne puisse pas déplacer la téte de lecture a
gauche du symbole ¢ ni a droite de $, et qu’on ne puisse pas décrémenter un compteur
nul.

Une configuration d’'une machine a compteur est un uplet (¢, ¢w$, i, v), ot g est
I’état courant de la machine, 7 est la position de la téte de lecture sur le ruban qui
contient ¢w$, et v € N¥ est la valeur des compteurs (on rappelle que la machine n’a
pas acces a la valeur exacte de v, mais juste a ses coordonnées nulles).

La configuration initiale de la machine sur un mot w est la configuration (g7, ¢w$, 0, 0).
Une configuration finale de la machine pour un mot w est une configuration de la
forme (qy, ¢w$,i,v) ot gy € F.

Un pas de la machine est un uplet de la forme (¢, ¢, ¢’) ou

— ¢=(q, ¢w$, i, v) est la configuration de départ

— t est la transition empruntée, de la forme t = (q,a,u) — (¢',d,v’), et est
compatible avec ¢, c’est-a-dire qu’en position i de ¢w$ se situe bien la lettre a, et
pour i € [k], u; = O si et seulement si v; = 0.

— ( estla configuration ¢ = (¢, ¢w$,i + d, v + u)

Un calcul de la machine est une suite de pas de la machine telle que la configuration
d’arrivée d’un pas est la configuration d’entrée du pas suivant. Un calcul sur un mot
w est acceptant s’il commence dans la configuration initiale sur le mot w et termine
dans une configuration finale. On dit alors que w est accepté par M et on note L(M)
le langage des mots acceptés par M.

Une machine a compteurs M est déterministe si A est une fonction partielle,
c’est-a-dire que tout triplet (¢, a, v) est associé a au plus un triplet (¢, d, v’) par A.

Une machine a compteurs M est appelée non ambigué si tout mot qu’elle accepte
posséde exactement un calcul acceptant. <

Nous considérons une restriction des machines a compteurs, qui limite leur pouvoir
de calcul :

Définition 6.26 ((m,n)-reversal, [Iba78]).

» Une machine a k compteurs est dite a (m, n)-inversion bornée si sa téte de lecture
ne change de direction qu’au plus m fois (sans compter le fait de rester sur place),
et si chaque compteur n’alterne entre 'incrémentation et la décrémentation qu’au



La transformation aug-
mente bien sir le nombre
de compteurs et d’états.
La conditionn = 1

sur les compteurs est
prouvée dans [BB74].

Nous rappelons que
detRBCM  C
2-detRBCM.

La preuve de [CFM12a] est
plus facile a comprendre,
et corrige une erreur dans
la preuve de [KR02].
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plus n fois. On note NFCM(k, m,n) 'ensemble des machines a k& compteurs a
(m, n)-inversion bornée.

Une machine M est une machine a compteur a inversion bornée, notée RBCM
(Reversal Bounded Counter Machine) s’il existe trois entiers k, m et n tels que M
est dans NFCM(k, m, n).

On note detRBCM (resp. 2-detRBCM) la classe des langages reconnaissables
par une RBCM déterministe a téte de lecture unidirectionnelle (m = 0) (resp. bidi-
rectionnelle (m > 0)).

On note uRBCM la classe des langages reconnaissables par une RBCM non
ambigué. <

Les différentes classes de RBCM dépendent de trois entiers (k, m, n). Ibarra montre
qu’on ne change par leur expressivité en imposant m =0Oetn =1 :

Proposition 6.27 (Normalisation des RBCM, [Iba78]).

» Soit L un langage reconnu par une RBCM (non ambigué). Alors L est reconnue
par une RBCM (non ambigué) qui lit entrée de gauche a droite une seule fois, et
dont chaque compteur ne peut plus s’incrémenter apres avoir été décrémenté. <

Les constructions d’Ibarra pour prouver cette proposition n’étudient pas la non-
ambiguité. Ibarra remarque que la plupart des constructions préservent le caractére
déterministe des machines, sauf la simulation d’'une machine a téte de lecture bidi-
rectionnelle par une machine unidirectionnelle, qui a besoin du non-déterminisme.
Toutes ces constructions s’adaptent trés bien pour préserver la non-ambiguité ; pour
le cas de la simulation d’une machine "two-way" par une machine "one-way", il faut
juste s’assurer que le découpage des calculs au niveau des extrémités ¢ et $ du ruban
est non ambigu.

La proposition suivante établit le lien entre les RBCM et les automates de Parikh :

Proposition 6.28 (Lien entre RBCM et automates de Parikh, [KR02, KR03, CFM12a]).
» Les RBCM reconnaissent les mémes langages que les automates de Parikh. <

Le but de cette section est de montrer I’équivalence analogue sur les versions non
ambigués :

Théoréme 6.29 (Equivalence des RBCM et des automates de Parikh faiblement non

ambigus ).
» Les RBCM non ambigués reconnaissent les mémes langages que les automates de
Parikh faiblement non ambigus. <

Démonstration. Ce sont les mémes idées que pour le cas non déterministe, il faut
juste faire attention a préserver la non-ambiguité / faible non-ambiguité.

De PA faiblement non ambigu vers RBCM non ambigué.  Soit A un automate
de Parikh faiblement non ambigu, normalisé comme dans la Proposition 6.20, de
dimension 2d. On lui associe une RBCM M qui posséde 2d compteurs, a le méme
ensemble d’états que A, mais avec un état initial et un état final supplémentaires
distincts de ceux de A. Lorsque la RBCM lit le symbole ¢ depuis son état initial,
elle bouge sa téte de lecture vers la droite et va dans I’état initial de .A. La machine
ensuite simule un calcul de A, chaque transition de ’automate de Parikh étiquetée
par (e;, e;) étant traduite en une transition lisant la méme lettre, allant dans le méme
état, et qui incrémente le i-iéme compteur et le j-iéme compteur de M. Lorsque le
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mot est lu en entier et que la RBCM arrive sur le symbole de fin $, dans un état final
pour A, elle reste sur place sur le symbole $ et vérifie pour chaque i € [d] que le
compteur ¢ est égal au compteur d + ¢ (pour cela elle les décrémente simultanément
et vérifie qu’ils deviennent nuls en méme temps). Si c’est le cas elle va dans son état
final et accepte le mot. Les calculs acceptants de A et de M sont en bijection, et
étiquetés par les mémes mots, car le comportement de M aux extrémités du ruban ¢
et $ est déterministe. Donc M reconnait le méme langage que A et est non ambigué.

De RBCM non ambigué vers PA faiblement non ambigu. Nous adaptons la preuve
de [CFM12a] pour montrer qu'une RBCM non ambigué peut étre simulée par un
automate de Parikh faiblement non ambigu, avec des e-transitions. Soit M une
RBCM normalisée non ambigué (cf. Proposition 6.27). Pour simplifier la preuve,
nous considérons uniquement le cas & = 1, a un seul compteur, mais la preuve
s’adapte facilement avec plusieurs compteurs. La machine M est donc non ambigué,
unidirectionnelle, a un seul compteur, qui ne peut plus étre incrémenté apreés avoir
été décrémenté.

L’automate de Parikh A associé est de dimension 3, et ses états sont de la forme
(¢, 7),avec qun étatde M et T € {0, 1, 2, 3}. Intuitivement, A simule M en utilisant
la premiere coordonnée de ses vecteurs pour stocker le nombre d’incréments du
compteur de M, et en utilisant la seconde coordonnée pour stocker le nombre de
décréments. En particulier, la valeur du compteur d’un calcul de M s’obtient en
soustrayant la seconde coordonnée a la premiére.

La principale difficulté pour simuler M sur un automate de Parikh vient du fait
qu’'un automate de Parikh n’est pas capable de détecter en cours de calcul quand
ces deux coordonnées sont égales, et donc ne peut tester en méme temps que M
la nullité du compteur : 'automate de Parikh doit deviner lorsque le compteur est
nul, et vérifier a la fin du calcul, par la contrainte semilinéaire, que son choix était
correct.

L’automate de Parikh stocke dans la composante 7 de ses états (et aussi la troisiéme
composante des vecteurs pour récupérer 'information dans le semilinéaire) I’état du
compteur de la machine au cours de la simulation. Plus précisément :

— 7 = 0 si la machine M n’a jamais incrémenté son compteur. Dans ce cas son
compteur est forcément nul;

— 7 = 1 silamachine a déja incrémenté son compteur mais ne I’a jamais décrémenté.
Dans de cas, le compteur est forcément non nul;

— 7 = 2 sila machine a déja décrémenté son compteur mais le compteur est non
nul;

— 7 = 3 sila machine a déja décrémenté son compteur, et son compteur est nul.

L’automate A reporte dans la troisieme coordonnée de ses vecteurs la valeur de 7
avant d’accepter.

Lorsque 7 = 0 ou 7 = 3, A est autorisé a simuler uniquement des transitions de
M qui imposent que le compteur soit nul, et lorsque 7 = 1 ou 7 = 2, uniquement des
transitions qui demandent que le compteur soit non nul. En particulier, les transitions
qui simulent une décrémentation ne peuvent étre prises que depuis les états 7 = 1
out = 2.

L’automate A commence dans I'état 7 = 0 et passe de facon déterministe dans
I’état 7 = 1 ala premiére incrémentation du compteur. Toute transition de 'automate
qui simule une décrémentation du compteur (qui n’est possible que depuis les états
7 = 1 ou 7 = 2) choisit de facon non déterministe d’arriver dans I’état 7 = 2

Pour rester non ambigu

il faut faire la vérifica-
tion des compteurs dans
lordre : soit en ajoutant
des états successifs, soit en
empéchant la décrémen-
tation des compteurs j et
d + j tant qu’il existe un
compteurt oud + ¢ non
nul, aveci < j.

Toute RBCM veérifie que
son compteur est non nul
avant de le décrémenter.
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(Pautomate devine que le compteur n’est pas encore nul apres la décrémentation) ou
I'état 7 = 3 (Pautomate devine que le compteur vient de s’annuler).

La contrainte semilinéaire vérifie que si la simulation termine dans I’état 7 = 2,
alors le compteur n’a jamais atteint zéro, et que si elle termine dans Iétat 7 = 3,
alors le compteur est bien nul. La contrainte correspondante est ¢(z1, 2, x3) :=
(1‘3:2:>331 >£L‘2)/\($3:3:>$1:x2).

La seule source d’ambiguité possible pendant la simulation de M par A vient du
choix d’entrer ou non dans I’état 3. Nous remarquons que .4 ne peut entrer dans
Pétat 3 que par une transition qui décrémente le compteur, et ne peut ensuite plus
simuler aucune transition qui diminue le compteur. Par conséquent, un calcul de A,
pour étre acceptant, est obligé d’entrer dans I’état 3 par la transition qui fait passer
le compteur de 1 a 0 dans le calcul de M qu’il simule.

Les calculs acceptants de A et de M sont ainsi facilement en bijection, les deux
machines reconnaissent le méme langage, et finalement A est faiblement non ambigué
par non-ambiguité de M. [

Corollaire 6.30 (Inclusion).
» Comme toute RBCM déterministe bidirectionnelle est non ambigué, nous dédui-
sons l'inclusion suivante :

detRBCM C 2-detRBCM C wuPA .

Nous conjecturons que la derniéere inclusion est stricte. <

6.3.5 La classe RCM

Dans cette section nous présentons une classe de langages, appelée RCM, intro-
duite par [CM17]. Nous montrons notamment que cette classe de langages représente
exactement la classe des langages de Parikh faiblement non ambigus. Nous rappelons
la notation du vecteur de Parikh d’un mot :

Définition 6.31 (Image de Parikh d’un mot).
» SoitI" = {ay,...,aq} unalphabet fixé a d lettres, avec d > 1, et w un mot dans I'*.
Alors I'image de Parikh du mot w est le vecteur 7y, (w) = (|wlay, ..., |w]q,) € N¢
du nombre d’occurrences de chaque lettre dans w.

L’image de Parikh (notamment sa dimension, et I'ordre des lettres) d’'un mot
dépend de I'alphabet I" fixé au départ. Lorsque celui-ci est clair par le contexte, on
lomettra pour simplifier les notations. <

Dans un premier temps, nous introduisons la classe LCLp, :

Définition 6.32 (Linear Constrained Language - Regular, [BMS92]).

» Soit I' un alphabet de taille d > 1. Un langage L C I'* appartient a la classe LCLp
s’il existe un langage rationnel R sur l'alphabet I', et un ensemble semilinéaire
C C N, tel que

L=RN[C]

ot [C] = {w € T* | =}, (w) € C} désigne I'ensemble des mots sur I' qui vérifient les
contraintes semilinéaires C' portant sur le nombre d’occurrences de chaque lettre. <«
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Exemple 6.33.
» Le langage L = {a"b"c" |n € N} € LCLg. En effet, L = RN [C], avec R =
a*b*c* et C = {(n,n,n)|n € N}. <

Définition 6.34 (Automates de Parikh sur les lettres, [CFM12a]).

» Un automate de Parikh de dimension d est appelé automate de Parikh sur les lettres
si pour chaque lettre a € ¥, toute transition étiquetée par la lettre a est étiquetée
par le méme vecteur v,. Autrement dit si (a, v) et (a,v’) sont deux étiquettes de
deux transitions de ’automate, alors v = v’. |

Le lien entre la classe LCLR, et les automates de Parikh est bien compris :

Proposition 6.35 ([CFM12a, Mas17]).
» La classe LCLR reconnait les mémes langages que les automates de Parikh sur
les lettres. <

Cette classe est ainsi assez peu expressive (encore moins que les langages de Parikh
déterministes). Ces langages ont la contrainte tres forte de devoir compter chaque

lettre de la méme facon au cours du mot, sans pouvoir différencier certains blocs.

Ainsi :

Proposition 6.36 ((a"b")? ¢ LCLg, [CFM12a)).
» Le langage L = {a"0"a™b™ | n,m € N*} n’est pas dans LCLp. <

Idée de preuve. La Proposition 5.4 de [CFM12a] permet de prouver la proposition
tout en évitant un argument de pompage, a I’aide de I'introduction d’un langage non

régulier (le pompage étant ainsi reporté dans la preuve de non régularité du langage).
Nous proposons, dans ce cas simple, une ébauche de preuve directe par pompage.

Par I’absurde supposons que L = R N [C] avec R un langage régulier sur {a, b} et
C une contrainte semilinéaire de dimension 2. Un argument de pompage permet
de dire qu’il existe un entier n suffisamment grand, et un entier 0 < s < n, tel que
ab"a"b" € R et a"b"5a"b" " € R. Comme a"b"a"b" € L, le vecteur (2n,2n) €
C. L’image de Parikh du mot a™0""%a"b" % € R est donc (2n,2n) € C. Donc ce
mot appartient & R N [C] = L, mais pourtant il n’est pas dans L. Contradiction. M

Pour différencier le comptage de certaines lettres, et ainsi enrichir la classe de

langages décrits de cette fagcon, Castiglione et Massazza ont introduit un morphisme :

Définition 6.37 (RCM, [CM17]).

» Soit 3 un alphabet non vide. Un langage L. C ¥* appartient a la classe RCM s’il
existe un alphabet I" de taille d > 1, un langage rationnel R sur I’alphabet I', un
ensemble semilinéaire C' C N% | et enfin un morphisme lettre a lettre y : I'* — ¥*
injectif sur R N [C], tel que

L=pRNI[C]).

Autrement dit, L est 'image d’un langage L’ de LCLp par un morphisme lettre a
lettre et injectif sur L'.
On note alors L = (R, C, ). <

A ne pas confondre avec
les automates normalisés
pour lesquels le vecteur
caractérise la lettre.

Cf. Remarque 6.44

Nous utiliserons la tech-
nique de [CFM12a] pour
I’analogue hors-contexte
de LCLR, au Lemme 6.64.



Le Théoréme 6.41 per-
met de se convaincre
facilement que RCM
sans la contrainte d’in-
Jectivité est égale a la
classe des langages de
Parikh non déterministes.

184 6 Modéles de machines a compteurs non ambigués

Remarque 6.38.
» La notation L. = (R, C, u) explique le nom de la classe. Nous pouvons aussi
proposer 'acronyme Regular Constrained language with an injective Morphism. <

Exemple 6.39 (Morphisme et renommage des lettres).
» Le langage L = (a™b")? := {a™b"a™b™ | n,m € N*} € RCM. En effet, posons
Y ={a,b}, T = {a1,a2,b1,b2}, et considérons le langage régulier R = ajbja3b}.
Alors L = (RN [C]), ou C = {(n,n,m,m)|n,m € N*} et u est le morphisme
lettre a lettre défini par p(a1) = p(az) = a et u(by) = p(be) = a. On vérifie
facilement que p est bien injectif sur R N [C].

Ce langage justement n’appartient pas LCLp, et le morphisme permet ainsi de

différencier la premiére paire (a, b) de la seconde. <

Remarque 6.40 (Injectivité du morphisme).

» La contrainte d’injectivité du morphisme dans la définition de [CM17] a été
initialement exploitée pour pouvoir établir une bijection entre les mots de R N [C]
de longueur n et ceux de L, afin que les séries génératrices de comptage des deux
langages soient égales. <

Nous pouvons désormais démontrer la proposition principale de cette section :

Théoréeme 6.41 (RCM = wuPA).
» La classe RCM est égale a la classe des langages de Parikh faiblement non ambigus.
<

Démonstration. Nous montrons comment reconnaitre un langage dans RCM par un
automate de Parikh faiblement non ambigu, et comment faire la procédure inverse.
Les deux directions sont assez syntaxiques, vu que la définition de RCM est fina-
lement trés proche de celle d’'un automate de Parikh (les deux sont grossiérement
un langage régulier avec des contraintes semilinéaires). Comme il ne s’agit pas de
transformations déja publiées dans la littérature, a simplement adapter dans le cas
faiblement non ambigu, j’ai décidé de détailler les preuves.

L’idée principale consiste a faire correspondre la contrainte d’injectivité du mor-
phisme de RCM avec celle de I'unicité d’un calcul acceptant d’'un automate de Parikh
faiblement non ambigu.

De RCM wvers PA.  Soit L € RCM. On introduit I' = {a;...a4} et ¥ deux
alphabets, R un langage régulier sur I', C' un ensemble semilinéaire de N et fina-
lement p : I'" — ¥* un morphisme lettre a lettre injectif sur R N [C], tels que
L= (R,uC).

Nous rappelons que pour w € I'*, mep(w) = (|wlay, - -, |wla,) désigne son
image de Parikh. Nous supposons que R est reconnu par un automate déterministe
fini A.

L’automate de Parikh 3 reconnaissant L s’obtient facilement en remplacant dans
A chaque transition de la forme (g1, a;, g2) par la transition (q1, (1(a;), €q; ), g2) ou
€q, est le vecteur unitaire de dimension |I'| = r qui n’a qu’une seule coordonnée
non nulle, la coordonnée ¢, qui contient un 1. Nous gardons la méme contrainte
semilinéaire C' pour 5.

Les calculs de A et de B sont clairement en bijection, puisque B enregistre dans
le vecteur de chaque transition la lettre de I" correspondant a la transition associée
dans A. Ainsi pour tout calcul de B étiqueté par (w € ¥*, d € N%), il existe un calcul
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de A passant par exactement les mémes états, étiqueté par un mot wy € I'* tel que
p(wa) = w et d = gy (w2). Réciproquement, tout calcul de A étiqueté par le mot
w peut se traduire en calcul dans B étiqueté par (u(w), wgp(w)), et passant par les
mémes états.

Lemme 6.42.
» L = L(B) et B est faiblement non ambigu. <

Preuve du lemme. Par double inclusion.

C Soit w € L. 1l existe un mot wy € R tel que p(w2) = w et wp(we) € C. 11

existe donc un calcul acceptant dans A pour ws, et donc par ce qui précéde, un
calcul passant par les mémes états dans B étiqueté par (w, wgp(w2)). Comme
Tn(w2) € C, ce calcul est acceptant dans B. Donc w € L(B).

1V}

Soit w = by...bs € L(B). 1l existe un calcul acceptant dans B étiqueté par
((b1,d1),..., (bs,ds)) telqued € C,avecd = dj + ... + ds. Il existe donc un
calcul dans A étiqueté par un mot wy € I'* tel que p(w2) = w et d = mp (w2),
passant par les mémes états. Ce calcul est donc acceptant pour A, et wy € R.
Donc wy € RN [C] et finalement w € (R N [C]) = L.

Supposons maintenant qu’il existe un autre calcul acceptant dans B étiqueté
par ((b1,d}),...,(bs,d})) telque d’ € C,avecd’ = dj + ...+ d.. Comme
il y a une bijection entre les transitions de A et celles de B, on peut mettre
en bijection ce calcul avec un calcul de A, étiqueté par un mot ws € RN [C].
Comme p(ws) = p(wz) = w, injectivité de p sur R N [C] implique ws = wo.
Donc d} = dj, ..., ds = d.. De plus, A est déterministe, donc les deux calculs
empruntent les mémes transitions dans A et passent donc par les mémes chemins.
Donc les deux calculs dans B sont identiques.

Ainsi pour tout mot, il y a au plus un calcul acceptant dans 15 : B est faiblement
non ambigu.

De PA vers RCM.  Soit B un automate de Parikh faiblement non ambigu de
dimension r, dont les transitions sont étiquetées par des couples (a;, €;), par la
Proposition 6.22, ou chaque vecteur e; est toujours associé a la méme lettre a; (par
contre une lettre peut étre associée a plusieurs vecteurs différents, ainsi pour i # j,
on peut cependant avoir a; = a;).

On consideére I'alphabet I' = {(a;, €;) |i € [1,7]} C X X {e€i}ic1,q-

L’automate A est obtenu simplement en considérant 5 comme un automate fini
sur ’alphabet I' (en voyant les vecteurs comme des lettres qu’on concatene). Le
morphisme p est défini par la projection sur la premiére coordonnée : n((a;, €;)) =
Q;.

Soit R le langage régulier reconnu par A : il s’agit du langage des couples lettre-
vecteur qui étiquettent les calculs de B qui joignent I’état initial a un état final.
On remarque par ailleurs que |I'| = r, et que le nombre d’occurrences de la lettre
(ai, e;) dans un calcul de A est égal a la coordonnée ¢ du vecteur étiquetant le calcul
correspondant dans B. Ainsi, R N [C] est le langage des couples lettre-vecteur qui
étiquettent les calculs acceptants de B. Donc u(R N [C]) = L(B).

Montrons que p est injectif sur RN [C]. Soient wy, w2 € RN[C] tels que p(wy) =
p(wse). Comme w; et wy représentent deux calculs acceptants de B, qui sont étiquetés
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par le méme mot u(w; ), par faible non-ambiguité, w; = wy. Donc p est bien injectif.
|

Corollaire 6.43 (Corollaire de la preuve).
» Tout langage dans RCM peut étre défini par un triplet (R, C, ), ou C' est une
conjonction de contraintes linéaires de la forme :

T

{(n1,...,ny)| /\(Z;:ﬂi,jnj =0), aveca;; € {—1,0,1}}. <
i=1

Démonstration. C’est une conséquence de la construction du passage de wuPA a
RCM, qui ne modifie pas le semilinéaire si ’automate est préalablement normalisé
par la Proposition 6.22. u

Remarque 6.44 (Différence de définition pour les contraintes semilinéaires).

» Les définitions de LCLEr et RCM dans cette section ne sont pas exactement
celles de [CM17]. En effet, dans leurs articles, les auteurs utilisent une définition
non standard des contraintes semilinéaires C' : ils considérent des combinaisons
booléennes de contraintes linéaires de la forme

ainy + ...+ agng A agy1,

oul € {<, >,=,#,<,>}etay,..., a4+ sont des entiers relatifs. Si ces contraintes
C sont bien semilinéaires, elles ne recouvrent pas tous les ensembles semilinéaires,
contrairement a ce qui est affirmé dans [CM17] (leur exemple 1 qui illustre la conver-
sion d’un semilinéaire vers un ensemble de contraintes de cette forme est par ailleurs
faux). En effet, rien qu’en dimension 1, il n’est pas possible d’exprimer I’ensemble
semilinéaire {2n|n € N} avec uniquement des inégalités de cette forme. C’est
d’ailleurs pour cela que I’élimination des quantificateurs dans les formules de Pres-
burger introduit des modulos. Nous appellerons dans la suite de cette remarque
contraintes semilinéaires sans modulo un ensemble de contraintes de cette forme.
Les contraintes semilinéaires sans modulo ne sont pas stables par projection : par
exemple la projection du semilinéaire sans modulo {(n,m)|n = m + m} sur la
premiére coordonnée est I'ensemble des nombres pairs.

Si les contraintes semilinéaires sans modulo sont une sous-classe stricte des se-
milinéaires, cela n’implique pas forcément que les classes LCLy et RCM définies
avec un semilinéaire sans modulo différent : en effet le langage régulier introduit
dans la définition de LCL g et de RCM est capable de calculer certains modulos. Par
exemple, pour le langage {a®" |n € N} = a* N [{2n|n € N}] = (a®)* N[N], la
premiére représentation utilise un semilinéaire avec modulo, tandis que la seconde
utilise un semilinéaire sans modulo, la parité étant gérée par le langage régulier.

C’est le cas pour la classe RCM, comme nous I’avons démontré au corollaire
précédent : les classes sont équivalentes, que I'on demande a la contrainte C' d’étre
un semilinéaire ou une combinaison linéaire de contraintes linéaires sans modulo.

En revanche, ce n’est pas le cas pour la classe LCLr de [BMS92, CM17] : I’ab-
sence de morphisme restreint la dimension au nombre de lettres du langage, et le
formalisme est ainsi trop rigide pour faire communiquer la partie automate et la
partie semilinéaire. La classe définie avec un semilinéaire sans modulo est stricte-
ment plus petite que celle définie avec un semilinéaire quelconque (et donc n’est
pas égale aux langages de Parikh sur les lettres, contrairement a ce qui est annoncé
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dans [CM17]). Un exemple de langage qui sépare les deux classes est le langage
L = {a™b™ | (m pair) V (n > m)}.

En effet, supposons que L = {a™b™ | (m pair) V (n > m)} s’écrive L = RN [C]
avec R un langage régulier sur {a, b} et C' un ensemble de contraintes semilinéaires
sans modulo, de dimension 2. On peut mettre C' sous une forme normale disjonctive :

C:Qq,
j=1

avec chaque C} qui est une conjonction d’inégalités de la forme a1n + agm A ag
avec A € {<,>,<,>} (onremplace x # yparz < y ANy > xetx = y par
< YAy 2 ).

Le semilinéaire C' est donc une union finie de polygones possiblement non bornés
de N2, La preuve va utiliser le fait qu’aucune union finie d’intersections de demi-plans
n’est capable de ne sélectionner que des points d’ordonnée paire le long d’une droite
verticale.

Supposons que R est reconnu par un automate fini déterministe .A. Soit 7 un entier
pair strictement plus grand que le nombre d’états de .A. On s’intéresse aux mots
wy, = a"b"F € L, avec k pair. L’ensemble des wy, lorsque k parcourt les nombres
pairs est infini, donc il existe un polygone C; qui valide I'image de Parikh d’une
infinité de ces mots. Ainsi, on peut trouver une suite strictement croissante k; de
nombres pairs qui tend vers I'infini, telle que Vi € N, (n,n + k;) € Cj.

Fixons une contrainte de C; de la forme a;n + agm A az avec A € {<, >, <, >}
Supposons que as > 0. Alors comme cette contrainte est vérifiée par tous les vecteurs
(n,n+k;), nous en déduisons que pour tout 7, (a1 + az)n + ask; A a3, avec n fixé et
agk; — +o0. Par conséquent A € {>, >}, et donc il existe un rang m tel que pour
tout m > my, (n,n + m) € C; (sans contrainte de parité sur m). Le raisonnement
est le méme si ag < 0, nous en déduisons que A € {<, <} et que donc la contrainte
est satisfaite pour tout vecteur (n, n + m) pour m suffisamment grand. Et si ag = 0,
la contrainte est vérifiée pour tout vecteur (n,n + m), peu importe la valeur de m.

Comme () est une conjonction finie de contraintes de cette forme, nous pouvons
donc trouver un entier m > 0 impair tel que (n,n +m) € C;. Comme a"b""™ ¢ L
mais (n,n 4+ m) € C, cela signifie que a"b"™™ ¢ R. Comme R est déterministe, il
existe un unique chemin dans A étiqueté par a"b" 1™, allant de I’état initial & un état
non acceptant. Mais comme n est supérieur au nombre d’états de .4, on peut itérer
une boucle de ce chemin, au niveau de la lecture des a : il existe donc un calcul non
acceptant dans A pour un mot de la forme a™V6"*™ avec N > n 4+ m. Comme A
est déterministe, cela signifie que ce mot n’est pas dans R, donc pas dans L. Il s’agit
d’une contradiction car il appartient bien a L. <

Nous finissons cette section par quelques corollaires de I’égalité RCM = wuPA.
Dans [CM17], les auteurs conjecturent que la classe des langages reconnus par des
RBCM unidirectionnelles déterministes est strictement incluse dans RCM. Cette
conjecture a été démontrée dans deux cas trés particuliers, pour les detRBCM avec
un seul compteur qui ne s’inverse qu’une fois [Mas17], et les det RBCM sans cycle
négatif [Mas18]. Nous prouvons une version plus générale de leur conjecture :

Corollaire 6.45 (Preuve de la conjecture de [CM17]).
» Tout langage reconnu par une RBCM déterministe bidirectionnelle est dans RCM :

detRBCM C 2-detRBCM C wuPA = RCM = uRBCM . <

L’argument utilise forte-
ment le fait que les lan-
gages réguliers sont stables
par complémentaire; il

ne s’adaptera pas pour

la classe LCL, qui rem-
place R par un langage
algébrique non ambigu.

Nous conjecturons que
la derniére inclusion est
stricte.



Transposée dans le for-
malisme des automates
de Parikh, leur preuve
consiste simplement a re-
connaitre I'union de deux
automates de Parikh fai-
blement non ambigus par
un automate produit. Il
n’y a aucune raison, sans
argument supplémentaire,
que cette simple construc-
tion fournisse un automate
faiblement non ambigu,
et on peut construire faci-
lement des exemples pour
lesquels ce n’est pas le cas.
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Démonstration. 1l s’agit d’'une conséquence directe de I'inclusion déja énoncée dans
le cas des RBCM au Corollaire 6.30 et du Théoreme 6.41. [

Corollaire 6.46 (Inclusion stricte de RCM dans les PA, [CM17]).
» La classe RCM est strictement incluse dans les langages de Parikh. <

Démonstration. C’est une conséquence directe de I’équivalence des classes RCM et
wuPA, et du fait que les langages de Parikh faiblement non ambigus sont strictement
inclus dans les langages de Parikh, par la Proposition 6.9. Notons que la preuve de cette
inclusion stricte dans [CM17] est inexacte, car leur argument permet uniquement de
conclure que si RCM reconnaissait tous les langages de Parikh, alors il n’existerait
pas de conversion récursive d’'un automate de Parikh quelconque dans le formalisme
de RCM.

Nous verrons dans le chapitre 7 que la série génératrice du langage de Shamir
présenté dans la Proposition 6.9 n’est pas holonome, ce qui permet de préciser le
Théoreme 12 de [CM17] : il existe bien des langages de Parikh qui ont une série
génératrice non holonome. [ |

Nous concluons cette section par une remarque sur la stabilité de RCM par union.

Remarque 6.47 (La question de la stabilité par union).
» Comme nous 'avons dit précédemment, nous ne savons pas si les langages de
Parikh faiblement non ambigus sont stables par union. Dans [CM17, Theorem 4], les
auteurs affirment que la classe RCM est close par union.
Cependant, leur preuve contient une erreur de raisonnement non rattrapable. Nous
proposons dans cette remarque un contre-exemple a la construction de leur preuve.
Nous suivons donc leur construction dans le cas particulier de I'union de L =
(R,C, ) etde L' = (R, C’, i), définis comme suit :

— R = {a, A} est un langage fini (donc régulier) sur I'alphabet I = {a, A},
— C={Nx{0}H)\(0,0),
— ¥ ={c},
— p: " X* défini par p(a) = p(4) =c.
— R/ = {b} est un langage fini (donc régulier) sur 'alphabet I' = {b},
— ¢'=N\{0},
— p' o (I")* + X* défini par p(b) = c.
Ainsi L = u(RN[C]) ={c} et L' = y/(R' N [C"]) = {c}.
La construction de la preuve introduit alors les langages suivants :
— M= p(R)Np(R) = {c}
— R=RnNuYM)=R
— Ry =Rny*(M)=FR
— Ry:=R\ Ry =10
— R,:=R\R, =0

La preuve construit alors a partir de ces ensembles le langage M’ = {745, Tap}, le
morphisme p”(74) = p”"(Tap) = ¢, et la contrainte semilinéaire C” = N2\ (0,0).
On adonc M' N [C"] = M.
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Les auteurs annoncent alors que 'union de L et L’ est p/ (M’ N [C"]) = {c}, ce
qui est le cas, mais contrairement a ce qu’ils affirment, le morphisme n’est pas injectif
sur M' N [C"] = M’, puisque /' (745) = 1" (Tap) = c.

Cette remarque invalide uniquement la preuve donnée dans [CM17], nous ne
savons pas si RCM est clos par union. <

6.4 Automates de Parikh a pile faiblement non ambigus
et modeles équivalents

6.4.1 Définition, propriétés de cloture

Dans cette section, nous étendons le modéle des automates de Parikh en ajoutant
une pile.

Définition 6.48 (Automate de Parikh a pile, [Kar04]).

» Un automate de Parikh a pile B de dimension d est un couple (A, C), ou A est un
automate a pile sur un alphabet fini ¥, dont les transitions sont étiquetées par des
couples (a,v), avec a € X U {e} et v € N%, et C est un ensemble semilinéaire de
dimension d. En toute généralité, nous supposons que .4, vu comme un automate a
pile, accepte par état final.

Un calcul d’un automate de Parikh a pile est ainsi étiqueté par un couple mot-
vecteur (w, v), ol w est la concaténation des lettres et v est la somme des vecteurs
étiquetant les transitions empruntées.

Un calcul étiqueté par (w, v) est dit acceptant dans B si c’est un calcul acceptant
de I'automate a pile A, et si de plus le vecteur v appartient au semilinéaire C'.

Le langage accepté par B, noté L£(B) est 'ensemble des mots étiquetant des calculs
acceptants de B.

Un automate de Parikh a pile B est appelé faiblement non ambigu si tout mot
étiquette au plus un calcul acceptant de 5.

On appelle langage algébrique de Parikh (faiblement non ambigu) un langage
reconnu par un automate de Parikh a pile (faiblement non ambigu).

Nous notons PA (resp. wulPA) I'ensemble des langages algébriques de Parikh (resp.
faiblement non ambigus). <

Remarque 6.49.

» [Kar04] définit 'automate .A comme un automate a pile fini sur 'alphabet ¥ x D,
avec D C N9, le produit étant vu comme un alphabet a part entiére, c’est-a-dire que
chaque couple de la forme (a, v) est considéré comme une lettre. Cette présentation
formelle est concise mais a 'inconvénient de donner une définition un peu stricte
des e-transitions. En effet, une e-transition sur un automate est généralement une
transition qui ne lit pas de lettre de I’alphabet; ainsi dans [Kar04], les e-transitions
ne sont pas étiquetées par des vecteurs. <

Les automates de Parikh a pile étendent strictement la classe des langages algé-
briques et des langages de Parikh :

Proposition 6.50.
» Les langages algébriques et les langages de Parikh sont strictement inclus dans les
langages algébriques de Parikh. <

Les transitions étiquetées
par un couple de la forme
(e,v) sont appelées des
e-transitions.

Pushdown Parikh Auto-
mata



[KRO02] le prouvent pour

le langage des mots de

la forme ww, mais leur
preuve s’adapte aux pa-
lindromes [Kar04]. La
preuve de [CFM12a] est
beaucoup plus élémentaire
que loriginale de [KR02].

La proposition est démon-
trée a la Proposition 7.56
du chapitre suivant.
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Démonstration. L’inclusion est immédiate, par définition, car un automate de Parikh
est un automate de Parikh a pile sans pile, et un automate a pile est un automate de
Parikh a pile avec des vecteurs nuls.

La stricte inclusion des langages de Parikh vient du fait que le langage des palin-
dromes Ly := {w#w® |w € {a,b}*} avec w qui désigne le mot miroir de w est
algébrique non ambigu (et méme déterministe), mais n’est pas un langage de Parikh
([KRO2, Kar04, CFM12a]). Celle des langages algébriques vient du fait que le langage
Ly := {a™b"c" | n € N} n’est classiquement pas algébrique.

La concaténation L3 := L;# Lo n’est ni un langage de Parikh, ni un langage
algébrique, mais est un langage de Parikh algébrique. En effet, si L3 était un langage
de Parikh, alors par stabilité par quotient a gauche, L1 = L3# ! serait un langage
de Parikh, et si L3 était un langage algébrique, alors de méme Lo = (##) 'L
serait algébrique. L

Remarque 6.51.

» La preuve précédente permet de montrer de la méme facon que les langages

algébriques non ambigus et les langages de Parikh faiblement non ambigus sont

strictement inclus dans les langages algébriques de Parikh faiblement non ambigus.
<

Définition 6.52.
» Un langage algébrique de Parikh est dit intrinséquement faiblement ambigu s’il
n’est reconnu par aucun automate de Parikh a pile faiblement non ambigu. |

Nous annongons la proposition suivante, qui sera démontrée au chapitre suivant :

Proposition 6.53 (Non cloture des langages algébriques de Parikh faiblement non

ambigus).
» La classe des langages algébriques de Parikh faiblement non ambigus n’est pas
close par intersection, union, concaténation, ni quotient a gauche. <

Remarque 6.54 (Quelques propriétés de cloture).

» Enrevanche, on adapte facilement les preuves sur les langages de Parikh faiblement
non ambigus pour montrer que la classe des langages algébriques de Parikh faiblement
non ambigus est close par intersection avec un langage de Parikh faiblement non
ambigu, et par quotient a gauche avec un mot w fixé. <

Remarque 6.55 (Question ouverte).
» Les techniques développées au chapitre 7 ne nous permettent pas de répondre a
la question de la cloture par complémentaire, qui reste ouverte. |

6.4.2 Elimination des c-transitions

Dans la définition des automates de Parikh a pile, nous avons autorisé les &-
transitions : 'automate peut effectuer des calculs, additionner des vecteurs et changer
d’état sans lire de lettre du mot. Il est possible, comme pour les automates a pile
(cf. par exemple [Car08, p.101]), d’éliminer les e-transitions sur un automate de
Parikh a pile faiblement non ambigu, tout en préservant la faible non-ambiguité.
La preuve, si elle n’est conceptuellement pas compliquée (elle suit les idées de la
preuve pour les automates a pile), est assez fastidieuse, car elle introduit d’autres
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modeles d’acceptation pour les langages, et demande de vérifier soigneusement
que les constructions n’introduisent pas d’ambiguité. Pour ne pas interrompre la
présentation des modeles équivalents aux wulPA par une longue preuve technique,
nous admettons dans cette section la proposition suivante, qui sera démontrée dans
la section 6.5 :

Proposition 6.56 (Elimination des e-transitions dans un wuPA).

» Tout langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable par
un automate de Parikh faiblement non ambigu qui ne possede aucune e-transition
(toutes les transitions lisent une lettre). |

La proposition suivante est I’analogue avec pile du Corollaire 6.19 et de la Proposi-
tion 6.20 :

Proposition 6.57 (Normalisation d’'un wulPA).
» Tout langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable

— par un automate de Parikh a pile faiblement non ambigu sans e-transition, de
dimension paire 2d, dont les transitions sont étiquetées par des vecteurs de
la forme (e;, e;), o e;,e; € N et le semilinéaire d’acceptation est C' =
{(n1,...,n94) | n1 =nge1 Ang =ngeo A ... Ang = nasg}.

— par un automate de Parikh a pile faiblement non ambigu sans e-transition, de
dimension 7, dont les transitions sont étiquetées par des vecteurs de la forme e;,
ou e; € N, et le semilinéaire d’acceptation est de la forme :

T

C={(n,....,n.)| /\(Z;':lai,jnj =0), aveca;; € {—1,0,1}}.

i=1

De plus, chaque vecteur e; est associé a une seule lettre, c’est-a-dire que si (a, €;)
et (b, e;) étiquettent deux transitions, alors a = b. <

Démonstration. 1l s’agit de la méme preuve que pour les versions sans pile, présentée
dans le Corollaire 6.19 et la Proposition 6.20. [

6.4.3 Equivalence avec les RBCM a pile unidirectionnelles non
ambigués

Définition 6.58 (RBCM a pile, [Iba78]).
» La classe NPCM(k, m,n) désigne I’ensemble des machines a k& compteurs a
(m, n)-inversion bornée, étendues avec une pile.

Une RBCM a pile est non ambigué si tout mot est accepté par au plus un calcul
acceptant. <

Proposition 6.59 ([Iba78]).

» Tout langage reconnu par une RBCM a pile unidirectionnelle (m = 0) non
ambigué est reconnaissable par une RBCM a pile unidirectionnelle, non ambigué,
et dont chaque compteur ne peut plus s’incrémenter aprés avoir été incrémenté
(n=1). <

Idée de la preuve. 1l s’agit d’'une simple adaptation de ’argument de [BB74, Iba78]
pour simuler de facon déterministe, avec m compteurs a une seule inversion, un
compteur a au plus 2m inversions. [ |

Contrairement aux RBCM
sans pile, il n’est plus pos-
sible de simuler une ma-
chine bidirectionnelle par
une machine unidirection-
nelle. En effet, 'image de
Parikh du langage d’une
machine a pile unidirec-
tionnelle est semilinéaire,
tandis que les machines
bidirectionnelles peuvent
simuler des intersections
de langages algébriques,
dont I'image de Parikh
n’est pas semilinéaire
[Iba78].



La preuve fonctionne
encore en supposant que
LN E n’est pas un langage
algébrique non ambigu.
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Puisque nous avons autorisé les e-transitions dans la définition des automates de
Parikh a pile, la proposition suivante est naturelle :

Proposition 6.60.
» Les RBCM a pile unidirectionnelles non ambigués et les automates de Parikh a
pile faiblement non ambigus reconnaissent les mémes langages. <

Démonstration. Par une simple adaptation de la preuve du cas sans pile du Théo-
réme 6.29. ]

6.4.4 Equivalence avec la classe LCM

Définition 6.61 (Linear Constrained Language (LCL), [Mas93]).

» Soit I' un alphabet de taille d > 1. Un langage L C I'* appartient a la classe LCL
s’il existe un langage algébrique non ambigu G sur I’alphabet I, et un ensemble
semilinéaire C' C N | tel que

L=GnIC

ol nous rappelons que [C] = {w € I'* | wf, (w) € C} désigne I'ensemble des mots
sur I" qui vérifient les contraintes semilinéaires C' portant sur le nombre d’occurrences
de chaque lettre. <

Remarque 6.62.

» Nous avons choisi de définir la classe LCL avec C semilinéaire quelconque, tandis
qu’historiquement la classe LCL est définie dans [Mas93] avec un semilinéaire sans
modulo. Nous avons déja vu avec la classe LCL g que ces deux définitions n’ont pas
de raison d’étre équivalentes. Le contre-exemple que nous avions trouvé pour séparer
les deux définitions de LCL g ne s’applique pas pour LCL, car il était algébrique non
ambigu, et de plus la technique de preuve reposait sur un passage au complémentaire,
tandis que les langages algébriques ne sont pas clos par complémentaire. Nous
n’avons pas trouvé pour l'instant de contre-exemple, mais nous pensons que les
deux définitions ne sont pas équivalentes. La classe que nous appelons LCL est donc

potentiellement plus générale que celle décrite dans [Mas93]. <
Exemple 6.63.

» Le langage L = {w#w||w|, = |w|p} € LCL. En effet, L = G N [C], avec G le
langage non ambigu des palindromes sur {a, b}, et C = {(n,n) |n € N}. <

Lemme 6.64 (Version a pile du Lemme 5.4 de [CFM12a]).

» Soit L = G N [C] € LCL, avec G un langage algébrique non ambigu. Soit £ un
langage régulier tel que L N E n’est pas algébrique. Alors il existe un mot w de GN E
tel que w ¢ [C]. <

Démonstration. 1l s’agit d’une simple adaptation de la preuve de [CFM12a].
Comme L C G, nous déduisons que LNE C GNE. Comme G N E est algébrique
non ambigu (par stabilité des langages algébriques non ambigus par intersection
avec un langage régulier), mais L N E n’est pas algébrique, I'inclusion est forcément
stricte.
Il existe donc un mot w qui est dans G' N E mais pas dans L N E. Donc w est dans
G mais pas dans L. Donc mgp(w) ¢ C. ]
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Tout comme LCLR, la classe LCL est définie par une contrainte trés forte de
devoir compter chaque lettre de la méme fagon au cours du mot. Ainsi :

Proposition 6.65 (a"b™a™b™ ¢ LCL).
» Le langage L = {a"0™a™b™ | n,m € N*} n’est pas dans LCL. <

Démonstration. Afin d’éviter un argument de pompage un peu lourd, nous utilisons
la version a pile du Lemme 5.4 de [CFM12a], démontrée au Lemme 6.64, qui relégue
en fait le pompage dans la preuve qu'un langage n’est pas algébrique. Supposons
que L = G N [C] avec G un langage algébrique non ambigu.

Soit E le langage régulier (a?)* (b%)*(a?)*(b?)*. Comme le langage LN E =
{a®?™a?b?™ | n,m € N*} n’est classiquement pas algébrique, par le Lemme 6.64
il existe un mot w € E tel que mgp(w) = (|wlq, |wlp) ¢ C.

Comme w € FE, son nombre de a et de b est pair. Le mot

W — qlwla/2peln/2 g lwla/2glwls/2

est dans L, mais il a la méme image de Parikh que w. Donc 7gp (w') ¢ C, autrement
dit w’ ¢ [C]. Contradiction. |

Il manque a LCL un moyen de compter différemment certains groupes de lettres;
une approche naturelle pour le faire est d’utiliser un morphisme. Nous généralisons
alors la classe LCL, en transposant 'idée de Castiglione et Massazza pour la classe

RCM :

Définition 6.66 (LCM).

» Soit X un alphabet non vide. Un langage L C X* appartient a la classe LCM
s’il existe un alphabet I' de taille d > 1, un langage algébrique non ambigu G sur
I’alphabet T, un ensemble semilinéaire C' C N¢, et enfin un morphisme lettre a lettre
p o I — E* injectif sur G N [C], tel que

L=pGn[C]).

Autrement dit, L est I'image d’un langage L’ de LCL par un morphisme lettre a
lettre et injectif sur L'. On note alors L = (G, C, u). <

Exemple 6.67 (Morphisme et renommage des lettres).
» Le langage L = {a"b"a"b™ | n,m € N*} appartient a la classe LCM. En effet, il
est dans RCM, qui est inclus dans LCM. <

Proposition 6.68.
» Dans la définition de LCM, on peut supposer sans perte de généralité que le langage
algébrique G est reconnu par un automate a pile déterministe sans e-transition. <«

Démonstration. Soit L = (G, C, u) € LCM, ou G est un langage reconnu par un
automate a pile A non ambigu, C est un ensemble semilinéaire de dimension |I|
reconnu par une formule de Presburger ®, et iz : I' — ¥ est un morphisme lettre a
lettre injectif sur G N [C].

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que A est non ambigu, sans &-
transitions. En effet la procédure d’élimination des e-transitions pour les automates
a pile préserve la non-ambiguité [Che94].

C’est plutot a™b™a™b™
qui n’est classiquement pas
algébrique, mais la preuve
s’adapte facilement.

Ce sera aussi une consé-
quence de la section 6.5.
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Le langage des calculs acceptants de A est facilement reconnu par un automate a
pile déterministe A’ : I'alphabet d’entrée de A’ est I'ensemble des transitions A de
A, et en lisant une transition de .4, Pautomate correspondant effectue les actions
décrites par la transition.

On définit alors p/ : A — 3, par 1/ (t) = p(a(t)), o a(t) désigne la lettre de T’
qui étiquette la transition t € A (on rappelle que A n’a pas d’e-transitions, donc le
morphisme est bien lettre a lettre).

Enfin, on définit ®’'(y) pour y = (y¢)ten, la formule de Presburger obtenue a
partir de ®(x) en remplagant chaque variable x, avec a € I par ), A. a(t)=a Yt-

On vérifie facilement que 1/ (L(A")N[C']) = p(GN[C]) = L.l reste & démontrer
que 1 est bien injectif sur £(.A") N [C"]. Soient 71 et 7y deux mots de £(A") N [C]
tels que p/(m1) = p/(m2). Par définition de A’, 7 et 7o représentent deux calculs
acceptants de A, étiquetés par deux mots w; et wy de G. Ainsi ¢/ (m1) = p(wy) et
p'(m2) = p(ws). Par construction de C”, si mp € ', alors w; € C. Par injectivité
de p sur G N [C], on a ainsi w1 = ws. Donc 7 et my représentent deux calculs
acceptants de A étiquetés par le méme mot. Par non-ambiguité de A, m; = mo. Donc
1 est bien injectif. [ ]

Nous pouvons désormais démontrer la proposition principale de cette section :

Théoreme 6.69 (LCM = wulPA).
» La classe LCM est égale a la classe des langages algébriques de Parikh faiblement
non ambigus. <

Démonstration. 1l s’agit de la méme preuve que dans le cas sans pile, donc je détaille
un peu moins le raisonnement.

De LCM vers wuPA. Soit L € LCM. On introduit I' = {a; ... a4} et X deux
alphabets, G un langage sur I, reconnu par un automate a pile déterministe A par
la Proposition 6.68, C' un ensemble semilinéaire de N9 et finalement we I — 3
un morphisme lettre a lettre injectif sur G N [C], tel que L = (G, C, ).

L’automate de Parikh 4 pile est B = (A, C'), o C est inchanggé, et A’ est obtenu
a partir de A en remplacant, dans toutes les transitions, la lettre a; € I par le couple
(u(a;), eq;), pour touti =1...d.

Les calculs de A et de 3 sont clairement en bijection, et on vérifie comme dans le
cas sans pile que B reconnait le langage L et est faiblement non ambigu.

De wuPA vers LCM. Soit B = (A, C) un automate de Parikh a pile faible-
ment non ambigu de dimension d normalisé par la Proposition 6.57, c’est-a-dire qu’il
est sans e-transition, et ses transitions sont étiquetées par des vecteurs e; qui identi-
fient de facon unique la lettre avec laquelle ils étiquettent des transitions. Autrement
dit toute transition étiquetée par un vecteur e; est étiquetée par le couple (a;, e;) ou
a; € X est entiérement déterminée par 4. De plus le semilinéaire d’acceptation est de
la forme :

T
C={(n,....,n)| /\(Z;:ﬂli,jng‘ =0), aveca;; € {—1,0,1}}.
i=1

On considére 'automate A" égal 4 A, vu comme un automate a pile sur I'alphabet
I' = {(ai, €i) }ie[1,4)» o1t 'on concaténe lettres et vecteurs. Le morphisme 1 est défini
par la projection sur la premiére coordonnée : u((a, e;)) = a.

Soit G le langage algébrique reconnu par .4’. Comme pour la preuve sans pile, on
vérifie que L(B) = pu(G N [C]) et que p est injectif sur G N [C]. ]
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Corollaire 6.70 (Corollaire de la preuve).
» Tout langage dans LCM peut étre défini par un triplet (G, C, ), ou C est une
conjonction de contraintes linéaires de la forme

r

{(n1,....ne) | \()—yaijn; =0), aveca;; € {~1,0,1}}. <
=1

6.5 Preuve de I’élimination des s-transitions dans un
automate de Parikh a pile faiblement non ambigu

Pour prouver I’équivalence entre les classes wulPA et la classe LCM, a la section
précédente, nous avons eu besoin d’utiliser un automate de Parikh a pile normalisé
sans e-transitions. Le but de cette section est de prouver qu’il est possible d’éliminer
les e-transitions, tout en préservant la faible non-ambiguité. Nous souhaitons donc
démontrer la proposition suivante, admise a la section précédente :

Proposition 6.56 (Elimination des e-transitions dans un wuPA).

» Tout langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable par
un automate de Parikh faiblement non ambigu qui ne posseéde aucune e-transition
(toutes les transitions lisent une lettre). <

L’élimination des e-transitions dans un automate a pile classique consiste a tra-
duire I'automate a pile en grammaire hors-contexte équivalente, puis mettre cette
grammaire sous forme normale de Greibach, c’est-a-dire une grammaire dont les
régles de dérivation sont toutes de la forme S — aVj ...V, avec a une lettre ter-
minale quelconque, et V7, ..., V, des symboles non terminaux, avec r > (. Enfin,
cette grammaire sous forme normale de Greibach se traduit en un automate a pile
équivalent, sans e-transitions. Je n’ai pas connaissance de procédure qui permette
d’éliminer les e-transitions d’un automate a pile sans passer par le formalisme des
grammaires hors-contexte.

Comme nous voulons éliminer les e-transitions dans un modele qui généralise
les automates a pile classiques, nous introduisons une classe de grammaires hors-
contexte pondérées par des contraintes semilinéaires, qui généralise les grammaires
hors-contexte, et qui est équivalente aux automates de Parikh a pile. Nous adaptons
les preuves classiques des grammaires hors-contexte a ces grammaires hors-contexte
pondérées, tout en nous assurant que les constructions classiques préservent la faible
non-ambiguité.

Dans d’autres contextes, la forme normale de Greibach a été étudiée pour les
grammaires pondérées, dans le cadre des demi-anneaux [BRW12, Sta72], ou dans le
cas particulier des grammaires probabilistes [AMP99, Pon12]. La persistance de la
non-ambiguité lors de la mise sous forme normale de Greibach a été étudiée dans le
cadre des grammaires hors-contexte dans [Che%4].

6.5.1 Plan de la preuve

Pour éliminer les e-transitions d'un automate de Parikh a pile, nous étudions le
formalisme équivalent des grammaires hors-contexte contraintes, notées CFG (pour
constrained context-free grammar). Tout au long de la preuve, nous allons étudier
la mise sous forme normale de Greibach d’une grammaire dont les poids sont des
vecteurs ou des ensembles semilinéaires de NY.
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a. Nous montrons dans un premier temps, a la Proposition 6.79 que tout langage
algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnu par une CFG non
ambigué.

b. Ensuite, nous montrons a la Proposition 6.95 que nous pouvons mettre une
CFG non ambigué sous forme normale de Greibach tout en préservant la non-
ambiguité. Cette mise sous forme normale se fait en trois étapes, exactement
comme pour les grammaires hors-contexte classiques :

a) La premiere étape consiste a éliminer les e-productions, c’est-a-dire toutes les

. L . . . . A
regles de la forme A — ¢, pour obtenir une grammaire qui reconnait le méme
langage privé du mot vide. Cette construction est faite a la Proposition 6.81.

b) Ensuite, nous éliminons les régles unité, qui sont les régles de dérivation

L \ .
de la forme A = B ol A et B sont deux symboles non terminaux. Cette
construction est faite a la Proposition 6.83.

¢) Enfin nous éliminons la récursivité gauche; il s’agit de la derniére étape, qui
est la plus difficile, de la mise sous forme normale de Greibach. Pour garantir
la préservation de la non-ambiguité par cette transformation, qui est plus
délicate que les deux précédentes, nous prenons une autre approche que celle
généralement présentée pour les grammaires hors-contexte. Nous introdui-
sons d’abord une transformation ® définie sur des arbres, qui transforme
les arbres de dérivation de la grammaire en éliminant en grande partie la
récursivité gauche. Puis nous décrivons une grammaire G'¢ dont les arbres de
dérivation coincident avec 'image de ®. Cette présentation de la mise sous
forme normale de Greibach, en introduisant d’abord la transformation ® sur
les arbres de dérivation, a I’avantage d’expliciter la bijection, en 'occurrence
®, entre les arbres de dérivation de la grammaire originale et ceux de la
grammaire équivalente sous forme normale de Greibach. Gréce a cela, nous
pouvons garantir rigoureusement que la grammaire obtenue est toujours
non ambigué.

c. Enfin, nous montrons dans la Proposition 6.96 comment une CFG non ambigué
sous forme normale de Greibach peut étre traduite en automate de Parikh a pile
faiblement non ambigu, qui n’utilise pas d’e-transitions.

6.5.2 Grammaires hors-contexte contraintes

Définition 6.71 (Grammaire hors-contexte contrainte).
» Une grammaire hors-contexte contrainte de dimension d est un uplet (N, 3, S, D, S)
ou:

. N est 'ensemble des non-terminaux, X est ’ensemble des lettres terminales,

a
b. S € N est appelé 'axiome,

0

S C N7 est un ensemble semilinéaire,

e

D est I'ensemble des regles de production de la grammaire, qui sont de la forme
A1>A1...AT,01‘1A€N,r}O,veNd,etAi € NUX pourtoutl < i< r.

<

Intuitivement, une grammaire hors-contexte contrainte est une grammaire hors-
contexte dont les régles de dérivation sont étiquetées par un vecteur. Un mot w est
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dans le langage écrit par la grammaire s’il existe un arbre de dérivation de frontiére w,
tel que la somme de tous les vecteurs utilisés pour dériver w appartient a un ensemble
semilinéaire d’acceptation. Avant de définir proprement les arbres de dérivation pour
ces grammaires, nous définissons une variante dont nous aurons besoin :

Définition 6.72 (Grammaire hors-contexte contrainte généralisée).

» Une grammaire hors-contexte contrainte généralisée de dimension d est une gram-
maire dont les régles de production sont étiquetées par des ensembles semilinéaires
de N¢, <

Remarque 6.73.
» Toute grammaire hors-contexte contrainte peut étre vue comme généralisée, en
remplacant tout vecteur v par le semilinéaire {v} dans les régles de dérivation. <

Nous définissons les arbres de dérivation des grammaires hors-contexte contraintes
généralisées. Pour cela nous introduisons briévement les arbres étiquetés par des
ensembles semilinéaires. Nous fixons d € N* une dimension.

Définition 6.74 .
» Soit P un ensemble de symboles. L’ensemble T'reep est défini par induction :

— tout symbole v € P est un arbre de Treep;

— sir > 1,v € P, L est un ensemble semilinéaire de dimension d, et ¢, ..., ¢, sont
des arbres de Treep, alors (v, L, t1,...,t.) € Treep.

Autrement dit, il s’agit de 'ensemble des arbres plans dont les nceuds sont étiquetés
par des symboles de P, et de plus chaque nceud interne est étiqueté par un ensemble
semilinéaire de N¢. <

/?\A

FIGURE 6.1. Représentation d’un arbre dont la racine v possede r fils, et est étiquetée
par Pensemble semilinéaire L

Définition 6.75.

» Nous définissons par induction les notions suivantes :

— pour tout v € P, root(v) =v;etsit = (v, L,t1,...,t,), root(t) = v désigne la
racine de t.

— pourtoutv € P,S(v) = {0};etsit = (v,L,t1,...,t),S(t) =L+> . S(t)
désigne la somme des ensembles semilinéaires qui apparaissent dans ¢.

— pour tout v € P, left(v) = v;etsit = (v,L,t1,...,t.), left(t) = left(t1)
désigne le symbole le plus en bas a gauche de I’arbre .

— pourtoutv € P, Fr(v) =v;etsit = (v, L, t1,...,t,), Fr(t) = Fr(t1) ... Fr(t,)
désigne la frontiére de I’arbre ¢. Autrement dit il s’agit du mot obtenu en lisant
les feuilles de ¢, dans 'ordre de gauche a droite.
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— pour tout v € P, subtrees(v) = {v};etsit = (v,L,t1,...,t,), subtrees(t) =
{t} U subtrees(t;) U...U subtrees(t,) désigne I’ensemble des sous-arbres de ¢.

— pour toutv € P, ht(v) =0;etsit = (v, L, t1,...,t.), ht(t) désigne la hauteur
de I’arbre ¢, définie par ht(t) = 1 + max(ht(t1), ..., ht(t,)). <

Définition 6.76 (Arbre de dérivation).

» Soit G = (IV, %, S, D,S) une grammaire hors-contexte contrainte généralisée.
Pour tout v € N U X, ’'ensemble des arbres de dérivation de GG enracinés en v, noté
Treec(v), est défini par induction :

— pourv € NUX, v € Treeg(v);

. L N . .
— siv € Netv = v;...v, € D est une régle de production, et si t; € Treeg(v;)
pour tout 1 < i < r,alors (v, L, t1,...,t,) € Treeg(v).

Nous notons T'reeq = J,c yus Treea(v) Uensemble des arbres de dérivation de G.
Enfin, un arbre de dérivation est appelé terminal si sa frontiere est dans X*. <

Définition 6.77 (Langage d’une grammaire, non-ambiguité).
» Unmot w € ¥* est généré par une grammaire contrainte généralisée G s’il existe
un arbre de dérivation t € Treeg(95) tel que Fr(t) = w et tel que la somme des
ensembles linéaires apparaissant dans I’arbre de dérivation ¢ contient un vecteur dans
S (autrement dit S(¢) N'S # (). Dans le cas particulier des grammaires contraintes
étiquetées par des vecteurs, cette condition est équivalente au fait que la somme des
vecteurs qui apparaissent dans I’arbre de dérivation ¢ appartient au semilinéaire S.
Une CFG (généralisée) est non ambigué si pour tout mot w il existe au plus un
arbre de dérivation de G générant le mot w. <

Définition 6.78 (Dérivation gauche).

» Une dérivation gauche d’'un mot w € (/N U X)* a partir d’'un symbole V' € N est
une séquence de dérivations successives w; LENG N Wp,ouw, =V, w, =w,
et pour tout ¢ € [n], w; € (XU N)* et w11 est obtenu a partir de w; en appliquant
une regle de dérivation r; € D au symbole non terminal le plus a gauche de w;.

Une dérivation est dite terminale si le dernier mot w,, de sa séquence ne contient
aucun symbole non terminal, autrement dit si w,, € »*.

Pour tout symbole V' € N, nous définissons Dje (V') 'ensemble des dérivations
gauches commencant par V. On démontre facilement par induction que ’ensemble
des dérivations gauches terminales commencant par V' est en bijection avec l'en-
semble des arbres de dérivation terminaux de G enracinés en V. <

La proposition suivante permet de traduire un automate de Parikh a pile dans le
formalisme des grammaires hors-contexte contraintes :

Proposition 6.79.
» Tout langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable par
une CFG non ambigué. |

Démonstration. Nous adaptons la méthode classique des triplets de Ginsburg. Nous
considérons B = (Q, q;, F, 3, T, 1,6, S) un automate de Parikh a pile de dimension
d, faiblement non ambigu, ou () désigne I’ensemble des états, gy est I’état initial, F’
Iensemble des états finaux, 3 I'alphabet, I" 'ensemble des symboles de pile, 1 € T’
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est le symbole de fond de pile, § I'ensemble des transitions, et S est I’ensemble
semilinéaire d’acceptation.

Il n’est pas difficile de transformer B en un automate équivalent qui vide sa pile
avant d’accepter un mot : il suffit d’ajouter deux états gy et ¢ a ), et de remplacer les
états finaux de F' par simplement F’ = {q}. L’automate commence par remplacer
1 au fond de la pile par $_L, avec $ ¢ T' un nouveau symbole, puis il simule B. A
chaque fois que ’automate se retrouve dans un état originellement final g € F, il
choisit de facon non déterministe d’aller dans I’état gy par une (e, 0)-transition. Dans
I’état gp, I'automate ne lit plus aucune lettre ; il vide sa pile avec des (£, 0)-transitions,
jusqu’a dépiler le symbole $; il va ensuite dans Iétat ¢y, qui n’a aucune transition
sortante. Le fait que 'automate ainsi transformé reconnaisse le méme langage, et
que la transformation préserve la faible non-ambiguité, est immédiat.

Sans perte de généralité, nous pouvons aussi supposer que les transitions de B
n’ajoutent sur la pile qu’au plus un symbole, quitte a ajouter des états intermédiaires
et des e-transitions.

En conclusion, nous supposons que 3 ajoute sur sa pile au plus un symbole, et
accepte avec une pile vide dans un unique état final.

La transformation suivante est la méthode classique des triplets pour transformer
un automate a pile en grammaire équivalente, adaptée dans le cas des grammaires
pondérées. Nous définissons la grammaire contrainte Gg = (N, %, S, D,S) ou
N C{S}U{lg,d,z2] : ¢4 € Q,z € T U{e}}, et D est défini par :

d . (y,d)
— lg,qd,2) > ysi(q,z —=¢,e) €6

d . ,d
— lg.d,2) = yld", ¢, =) si(q, 2 W, q",21) €0

d . (y,d)
— [0, ¢, 2] = yla1, @2, 21] a2, ¢, 22], pour tout g2 € Q, si (¢, 2 —— q1,2122) €0

- sy lqr, qF, L] pour tout gp € F

Il est classique de démontrer par induction que pour toute dérivation gauche a
partir du symbole [q, ¢, 2], de la forme [q, ¢, 2] % ws . .. Il W, = w, on peut
associer un calcul de B qui commence dans I’état ¢, avec comme symbole de sommet
de pile z, et qui dépile pour la premiére fois ce symbole en arrivant dans I'état ¢/,
apres avoir lu exactement le mot w, avec comme vecteur somme associé r; +. ..+ 1.
De plus, cette correspondance est bijective, dans le sens ou les dérivations gauches
simulent exactement les calculs de ’automate, et rien d’autre.

Ainsi, les dérivations gauches de la grammaire sont capables de dérouler les calculs
de automate de Parikh a pile, et chaque dérivation gauche terminale de la grammaire
simule exactement un calcul valide de 'automate de Parikh a pile, étiqueté par le
méme mot et le méme poids. Par conséquent, la non-ambiguité est préservée durant
la transformation. u

Par la suite, les CFG non ambigués G = (N, X, S, D, S) considérées seront sup-
posées issues de la construction précédente, et donc vérifier sans perte de généralité
les conditions (H) :

a. tout symbole non terminal est productif (quitte a supprimer les symboles non
productifs);

b. chaque régle de dérivation est de la forme A — w ot w € X'N7, aveci € {0, 1}
etj€{0,1,2};

c. l'axiome S n’est jamais produit par une régle de dérivation de la grammaire.
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Nous cherchons a modifier une grammaire de cette forme de maniére a obtenir une
grammaire non ambigué équivalente, telle que toute régle de production commence
par une lettre de X (c’est la forme normale de Greibach). Nous suivons les étapes
classiques de la mise sous forme normale de Greibach dans le cadre des grammaires
classiques.

6.5.3 Elimination des régles d’effacement

Un symbole A € N U {¢} d’'une grammaire contrainte est dit effacable si A # S
etsiA—"e.

Le but de cette section est de supprimer d’une grammaire contrainte les dérivations
qui effacent un symbole effacable.

Si A est effacable, nous notons 74 ’ensemble des vecteurs qui peuvent étiqueter
une dérivation A —* ¢ qui l'efface.

Lemme 6.80.
» 14 est semilinéaire. |

Démonstration. Nous construisons une grammaire hors-contexte G’ = (N, X', A, D')
a partir de G sur l'alphabet ¥/ = {ay, ..., a4}, qui reconnait un langage dont I'image
de Parikh est T'4.

La grammaire G’ se construit a partir de G en prenant comme axiome le symbole
A, et en supprimant de D toute regle de dérivation qui produit une lettre de X. Enfin,
les poids sont encodés dans la grammaire hors-contexte : chaque régle de dérivation
de la forme B % By...DB, est remplacée par la régle B — aj* ... aZdBl ...B,
our > 0,B; € Netl < i < r.Une dérivation gauche terminale de G’ simule
exactement une dérivation gauche de G commencant en A et produisant le mot vide
€, et réciproquement toute dérivation gauche de G effacant A se transforme en une
seule dérivation gauche terminale de G’. De plus I'image de Parikh du mot reconnu
par un arbre de dérivation terminal de G’ est égale au vecteur étiquetant la dérivation
gauche de € correspondante dans G. Par le théoréme de Parikh, I'image de Parikh de
G’ est semilinéaire, et donc par la correspondance, 7’4 est semilinéaire. [

Proposition 6.81.

» Soit G = (N, %, 5,D,S) une CFG non ambigué, vérifiant les conditions (H).
Alors nous pouvons construire une CFG G’ généralisée non ambigué, sans symbole
effacable, qui vérifie toujours la condition (H), et telle que L(G') = L(G)\{c}. <«

Démonstration. Nous adaptons les idées classiques issues des grammaires sans poids.
Nous notons G’ = (N, X, S, D', S) la CFG obtenue a partir de G en modifiant
uniquement les régles de dérivation comme suit :
N d; .
— Pour toute régle ¢; de D de la forme ¢t; = A — « avec o € X (i.e. o # €), nous
d;
ajoutons & D' lareglet} = A 1,

N d;
— Pour toute régle t; de D de laforme t; = A — aBaveca € YU {c}et B€ N,
nous ajoutons les régles suivantes a D’ :

—t;:Aﬂ)CYB;

i+TB}

—t7=A L) a, si B est effacable dans G et a # €.
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— Pour toute regle ¢; de D de la forme ¢t; = A % aBC, avec B,C € N, et
a € X U {e}, nous ajoutons les régles suivantes a D’ :

v =a' e,

di}+T,
—tf:Am

d; .
—t?=A H—+T0> aB, si C est effagable;

A {di}+Tp+Tc
_ ;

aC, si B est effagable;

— t] a, si B et C' sont effagables et a # ¢ (autrement cela
introduirait un symbole effacable).

Par construction, G’ n’a aucun symbole effacable, et vérifie toujours la condition

Tout arbre de dérivation terminal 7" pour un mot w € ¥* de G se transforme
facilement en un arbre de dérivation 7" pour w dans G’ : il est obtenu en effacant tous
les sous-arbres maximaux de 7" de frontiére ¢, en remplacant les regles de dérivation
utilisées au niveau des parents de ces sous-arbres maximaux par les régles de G qui
simulent leur suppression. Il est immédiat que si T est étiqueté par un vecteur d,
alors 7" est étiqueté par un ensemble semilinéaire L tel que d € L, si bien que si
w € L(G) alors w € L(G").

Réciproquement, & partir d’un arbre de dérivation terminale 7" dans G’ d’un mot
w € ¥*, étiquetée par un ensemble semilinéaire L, nous pouvons recréer un arbre de
dérivation terminal 7" de w dans G, étiqueté par un vecteur d tel que d € L : il suffit
de remplacer les regles de la forme ¢] par la regle t; de G dont elles proviennent, et
de dériver, a partir des symboles B effagables qui apparaissent dans ¢; mais pas dans
t;, des arbres de frontiére € (qui sont par définition étiquetées par un vecteur de 1'g).
Plus précisément, si nous supposons que 7’ est un arbre de dérivation acceptant
le mot w, alors il existe un vecteur d € L N S. Par définition, L est la somme des
ensembles semilinéaires qui apparaissent dans les régles de dérivation de l’arbre.
Donc nous pouvons retrouver, a partir d'une décomposition de d dans cette somme
de semilinéaires, des valeurs pour les vecteurs étiquetant les arbres de frontieére €
que I'on dérive lors de la construction de T a partir de 7", de telle sorte que T est
étiqueté par le vecteur somme d € S. Ce qui prouve que w € L(G).

Enfin, G’ est non ambigué : par la construction ci-dessus, deux arbres de dérivation
terminaux différents de G’ acceptant un méme mot impliqueraient I'existence de
deux arbres de dérivation différents pour ce mot dans GG, qui est non ambigué. ®

6.5.4 Elimination des régles unité

Soit G = (N, %, S, D,S) une CFG non ambigué de d, vérifiant les conditions
(H), sans symbole effacable.

Une régle unité est une regle de la forme A — B, ou A et B sont des symboles
non terminaux.

Pour tout couple de symbole non terminal (4, B) € N2, nous notons Tia,B)

I'union de tous les ensembles semilinéaires qui étiquettent une dérivation dans G
unitt . unitt

de la forme A B, ou

unité et n’est pas triviale.

signifie que la dérivation n’utilise que des regles

Lemme 6.82.
» L’ensemble 7'y g est semilinéaire. |
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Démonstration. L’ensemble T’y g est reconnu par I’automate a vecteurs de dimension
d suivant : 'ensemble d’états est IV, avec des états supplémentaires décrits ci-apres,

I’état initial est A, et I’état final est B. Pour toute régle de G de la forme B £> C,
nous relions B par une O-transition a un automate reconnaissant L, puis nous
reconnectons I’état final de cet automate a ’état C' par une O-transition. L’ensemble
des vecteurs reconnus par cet automate est 7’4 g, qui est donc semilinéaire. [ |

Proposition 6.83.

» Soit G = (N,X%,S,D,S) une CFG non ambigué de dimension d , vérifiant
les conditions (H ), sans symbole effacable (en particulier ¢ ¢ L(G)). Alors nous
pouvons construire une grammaire contrainte généralisée G’ non ambigué, sans
symbole effacable ni régle unité. <

Démonstration. Nous adaptons les idées des grammaires hors-contexte classiques.
Nous posons G' = (N, X, S, D', S), ou cette fois encore la seule différence vient des
régles de production D’ définies par :

— D’ contient toutes les régles de D qui ne sont pas des régles unité.

— Pour tout symbole non terminal, pour toute régle non unité ¢t; = B L B avec
Be(NUX)T et & N, et pour tout symbole A € N tel que T4 py # ), alors

Li+Ta,
(A,B) B

Il est immédiat que tout arbre de dérivation 7" de G’ est obtenu a partir d’un arbre
de dérivation T' de GG obtenu en contractant ses chaines maximales de régles unité
et en les fusionnant avec la premiére régle de dérivation non unité qui termine la
chaine. Par définition, le semilinéaire de la forme 7{ 4 p) ajouté aux transitions de D’
inclut toutes les sommes possibles de semilinéaires étiquetant ces chaines supprimées
de régles unité. Le raisonnement pour les symboles effacables se transpose ensuite
facilement pour prouver que L(G) = L(G') et que G’ est non ambigu. []

D' contient la régle t! = A

6.5.5 Mise sous forme normale de Greibach

La mise sous forme normale de Greibach est plus compliquée, car les transfor-
mations en jeu réarrangent compleétement les arbres de dérivation; il ne s’agit plus
simplement de contracter des chemins ou des arbres de frontiere €. La préservation
de la non-ambiguité est ainsi plus délicate a étudier. Pour simplifier I’étude de la
preuve tout en restant rigoureux, nous introduisons une variante de la mise sous
forme normale classique : nous choisissons notamment d’abord de considérer une
transformation ® qui transforme les arbres de dérivation terminaux de GG en des
arbres dont tous les nceuds internes ont une lettre > a profondeur 1 ou 2 sur leur
gauche. Nous prouvons que ® est bijective sur un sous-ensemble d’arbres de déri-
vation bien identifiés, appelés contextes, et préserve la frontiére et le semilinéaire
étiquetant les arbres de dérivation de (. Puis nous introduisons une grammaire
contrainte G’ dont les arbres de dérivation coincident avec I'image par ® des arbres
de dérivation de GG. La grammaire reconnait ainsi le méme langage que G et, a une
petite modification pres, est sous forme normale de Greibach.

Dans la suite de cette section, nous fixons une dimension d € N*.

Définition 6.84 (V -contextes).
» Soit G = (N, %, S, D,S) une grammaire hors-contexte contrainte généralisée.
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— Un arbre de dérivation de C' € T'reeq est appelé un V-contexte pour V € N UX
sileft(t) = V etsi Fr(t) € VE*. Autrement dit le symbole le plus en bas a
gauche de I’arbre est V, et c’est le seul symbole possiblement non terminal de ¢.

— SiC € Treeg estun V-contexte avec V € N, ett € Treeg(V) est un arbre de
dérivation de racine V, nous écrivons C[t] € T'reec 'arbre de dérivation défini
par :

— Clt]=tsiC=V

— C[t] = (v, L, t1[t], to, ..., t,) siC = (v, L, t1, ..., 1) Dans ce cas, t1 est aussi un
Autrement dit, C'[t] représente I’arbre obtenu en remplacant le symbole V- € N Z;Zo;ll;;i):ii done C[t] est

dans C' par 'arbre ¢. On remarque que C[t] est un le ft(t)-contexte si C est un
V-contexte avec V € N.

— Nous notons Context[V] 'ensemble de tous les V-contextes, pour Ve N U X,
et plus généralement, pour tout ensemble de symboles A, Contexts[A] désigne
I'ensemble de tous les V' -contextes tels que V' € A (en pratique nous n’utiliserons
que A= N,Xou NUZX).

— Pour P,V € NUY, lanotation Context’[V] désigne l'ensemble des V-contextes
de racine P, et ContextE[Y] 'ensemble des arbres de dérivations terminaux de
racine P. <

FIGURE 6.2. Décomposition dun V-contexte sous la forme ¢ =

t'[(B,L,V,t1,...,t.)]

Dans la suite, G = (N, X, S, D, S) désigne une CFG non ambigué, sans symbole
effacable ni regle unité.

Proposition 6.85.
» Soit V€ N UX ettun V-contexte de hauteur plus grande que 1. Alors il existe

une regle de production de la forme B EN Vwyp...v, avec r > 0, des arbres de
dérivation t; € Treeg(v;) pour i € [r], et un B-contexte t’, tels que ¢ se décompose
sous la forme t = ¢/[(B, L, V,t1,...,t,)]. Le choix de cette décomposition est par
ailleurs unique. De plus :

— r>1siV € N, puisque G est sans régle unité
— sir > 1, alors pour tout 1 < i <7, F'r(t;) € . En particulier le ft(t;) € 3.
<

Démonstration. La preuve est immédiate par induction. u



Nous invitons le lecteur
a regarder les Figures
6.3 a 6.6 pour visuali-
ser la définition de ®.
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Comme annoncé, nous définissons une application  qui transforme les contextes
G de telle sorte que tout nceud interne posséde une feuille a € 3 a profondeur 1 ou

2 sur sa gauche.
Nous notons N := X U {(V)|V € N} U{(V,B)|V,B € N} un ensemble de
nouveaux symboles construits a partir de > U V.

FIGURE 6.3. Action de ® sur un a-contexte t, avec left(t) = a € X, et t’/ n’est pas
réduit a sa racine.

{4)

A
KA 2, I
a A ... a ®(ty) ... d(t,)

FIGURE 6.4. Action de ® sur un a-contexte, avec a € ¥, et t’ est réduit a sa racine
AeN.

FIGURE 6.5. Action de ® sur un V-contexte, avec V € N, et t' n’est pas réduit & sa
racine.

FIGURE 6.6. Action de ® sur un V-contexte, avec V € N, et t’ est réduit a sa racine
AeN.

Définition 6.86 (Définition de 'application ®).
» L’application ® : Contextg[X U N] — Treep: est définie par induction :
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— pourtouta € XetV € N, P(a) =a, et ®(V) = (V) ;

— siht(t) > 1, par la Proposition 6.85, ¢ se décompose de fagon unique sous la forme
t =t[B,L,V,t1,...,t.)],avecr > 0, B L, Voi...v. € D, t; € Treeg(v;),
et t’ qui est un B-contexte. Alors :

— sia = left(t) € 3, ®(t) = ((A),L,a,®(t1),...,P(t.), P(t')), ot nous
avons noté A := root(t'). Dans le cas ou t’ est réduit 4 B € N, nous omettons

le dernier fils ®(¢’) dans ®(¢).
— siV = left(t) € N, ®(t) = ((A,V),L,®(t1),...,D(t.), ®(t')), ot nous

avons noté A := root(t'). La encore, si t’ est réduit a B € N, nous omettons
le dernier fils ®(¢') dans ®(¢). Nous rappelons que sileft(t) € N, alors r > 1.

<

A (4)
2N PN
B C P a b (A, D)
/ \ /IN 7N
D FE e Fyg (E) (A, B)
JANVA | / \ |
a bG d f c (E,G) (C)
| /1IN
c d e <1T> g
f

FIGURE 6.7. Exemple de transformation d’arbre par la fonction ®. Pour plus de
lisibilité, nous n’avons pas mis de poids sur les nceuds.

Nous vérifions simplement la proposition suivante par induction :

Proposition 6.87.
» Sit € Contextg[X U N, ty, € Contextg[X], et ty € Contextg|[N], alors :

— |®(tx)| = |tx| et |P(tn)| = |tn] — 1 ou |¢| représente le nombre de nceuds dans
larbre t.

— ®(t) et t ont la méme hauteur, et sont étiquetés par les mémes ensembles semili-
néaires. Ainsi S(®(t)) = S(t), et ht(P(t)) = ht(t).

— Fr(®(tg)) = Fr(ts), et Fr(®(ty)) = left(tn) 1 Fr(ty) si ht(ty) > 1.

— sit’ est un sous-arbre de ®(t), alors ¢’ est 'image d’un sous-arbre ou d’un sous-
contexte de ¢ par ®. <

Démonstration. Par induction immédiate d’apres la définition de ®. n

Proposition 6.88.
»  est injective sur Contextg[N U X]. <

Démonstration. Nous le démontrons par induction sur la hauteur des arbres de
Contextg[N U X]. Comme & préserve la hauteur d’'un arbre, il suffit de vérifier
Pinjectivité sur des arbres de méme hauteur.

(V) = (V) sert uni-
quement a définir © sur
les V -contextes réduits a
V € N.En effet la va-
leur de ® sur N ne sert
pas pour définir ® sur les
contextes de hauteur plus
grande que 1.
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— Par définition, ® est trivialement injective sur les arbres réduits a un noceud.

— Soient t1,te € Contextg[N U Y| de méme hauteur plus grande que 1, tels que
®(t1) = P(t2). Par la Proposition 6.85, t1 peut se décomposer sous la forme
t1 = tll[(Bl,Ll, v, 17, ... ,Tr)], et de méme to = té[(BQ, LQ,'UQ,T{, o ,T&)}.
Comme ®(t1) = P(t2), automatiquement L = Lo, et ) et ¢}, ont la méme racine.
Si cette racine est de la forme (A), alors t] et ¢, ont pour racine A, par définition
de ® . Par ailleurs, le premier fils de ®(¢1) est une lettre a € . Par construction,
cela signifie que a = v; = vo € 3. Sinon, la racine de ¢(t1) = ¢(t2) est par
construction de la forme (root(t1),left(t1)) = (root(ta),left(t2)). Dans tous
les cas, nous pouvons affirmer que left(t1) = left(t2) et root(t1) = root(ts).
Montrons que t§ = B; € N si et seulement si tf, = By € N. Sans perte de
généralité, supposons que ) = B; mais t}, # Ba. Comme t,, # B, cela signifie
que le fils le plus a droite de ®(t2) est égal & ®(t)). Le fils le plus a droite de ¢(t1)
est de la forme ¢(ts), outy =T, sir > 1, etty = v; € Y sir = 0. Comme
O (t1) = P(t2), on en déduit que P(ty) = P(t)), et par hypothese d’induction,
ty, = t}. Or c’est impossible car Fr(ty) € X tandis que Fr(th) € NX*.

Donc r = R, et ®(T;) = ®(T)) pour tout 1 < i < r par hypothése d’induction.
De plus soit t; = By = root(t1) et t) = By = root(t2) et donc t| = t), soit
t) # By etth, # Ba, et donc ®(t)) = ®(t),), et par conséquent par hypothese
d’induction ¢} = .

Donc t] = to. [ |

Remarque 6.89.
» & étant injective sur Contextg[X U N, elle réalise une bijection sur son image :
@ : Contextg[X U N| — ®(Contexti[X U NJ) est une bijection. <

Nous cherchons maintenant a construire a partir de G une grammaire hors-
contexte contrainte donc les arbres de dérivation coincident avec ®(Contextg[X U
NJ).

Définition 6.90.
» Nous définissons la CFG Gg = (N, %, (S), D', S), ou pour rappel N’ = {(V) :
VeNU{V, V') : V,V' € N}, et D est construit comme suit :

— Pour toute régle de dérivation de D de la forme ) L, aPy... P tellequea € %,
et P, € X U N pour i € [r], nous ajoutons dans D’ la régle de dérivation

Q) L a(Pr)... (P,

ou pour simplifier 'écriture, nous prenons comme convention que (b) = b lorsque
b € X. De plus pour tout P € N, nous ajoutons a D’ la régle de dérivation :

(P) L a(P) .. (P)(P,Q).

— Pour toute régle de dérivation de D de la forme @ £> RP; ... P, telleque R € N,
r>1,et P, € XU N pour i € [r], nous ajoutons a D’ la régle de dérivation

L
(Q.R) = (P1)...(P),
et pour tout P € N ,nous ajoutons & D’ la régle de dérivation :

(P,R) L (P)).. (P)(P,Q).
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Exemple 6.91.
» Considérons la grammaire G = (N, X, S,, D, S) définie par N = {S,, Sp}, a,b €

Y, et D est composé des deux regles S, 2.0, a|Spa et Sy o, b|Syb. Alors Gg =

(N, %, (S,), D', S) estdéfinie par N' = {(S,), (Sp), (Sa, Sb); (SasSa), (Sk, Sp)s (Sk, Sa)},
et D' par:

(Sa) 2 ala(S,, Su) (Sar S5) 2 ala(Sa, Sa)
() 2 (54, S (s Sa) 22 b(S,, )
(So) s bb(Sy, ) (Sh. Sa) 22 bJb(S}, )
(So) 2% a(y, S.) (S, o) 2 a(Sh, Sa)

Nous remarquons que la construction de la grammaire produit des symboles ter-
minaux comme (Sp), (Sp, Sa) et (S, Sp) qui ne sont pas accessibles depuis I'axiome

(Sa)-

5 (Sa)
/1,0\ /1,0\
Sb a a <Sa, Sa>
/0, 1\ /0, 1\
Sa b b <Sa; Sb>
1,0 ‘ 1,0 |
a a

FIGURE 6.8. A gauche un arbre de dérivation ¢ de G, et a droite, un arbre de dérivation

t' de Go, tel que ®(t) =t'.
<«

La proposition suivante établit précisément le lien entre les arbres de dérivation
de Gg et 'image par ® des arbres de dérivation de G :

Proposition 6.92.
» Contextg,[N'] = ®(Contexte[N UX]). Plus précisément, pour tout P,Q € N :

a. L’ensemble des arbres de dérivation terminaux de G, de racine (P), est 'image
par @ de 'ensemble des arbres de dérivation terminaux de GG ayant pour racine
P. Avec nos notations :

Contextg;) [X] = ®(ContextE[Y]).

b. L’ensemble des arbres de dérivation terminaux de G¢ de racine (P, ()) est 'image
par ® de 'ensemble des ()-contextes de GG de hauteur plus grande que 1, ayant
pour racine P. Avec nos notations :

Contextgl@ [¥] = ®(ContextE[Q] \ {Q}).
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Démonstration. Par double inclusion et induction; nous devons prouver les deux
affirmations simultanément.

Prouvons I'égalité dans les cas de base. Soit ¢t € C’onte:ctg? [¥] de hauteur 1,
qui est donc de la forme t = ((P), L,a1,...,a,) ot a; € ¥ pour tout 1 < i < 7.
Comme ¢ ne contient aucun symbole de la forme (P, )), par construction de Gg, t
correspond a I'application de la régle de dérivation (P) L aj ...ap, qui elle-méme

provient de la regle P L aj...apde G. Alorstg = (P, L,ay,...,a,) est bien dans
ContextL[Y], et vérifie P(tg) = t.

Réciproquement, soit tg € Contextg[z] de hauteur 1. Alors ¢ est de la forme
te = (P,L,ay,...,a,), avec a; € 3 pour tout 1 < ¢ < r. Ainsi ®(tg) =
((P),L,ay,...,a,) et comme P L aj . ..a, est une régle de dérivation de G, par
construction (P) EN aj ...a, est une regle de dérivation de G¢. Donc ®(tg) €

C’ontextgj; [X].

Soit t € C’onte;zctéi’)Q> [X] de hauteur 1, de la forme ¢t = ((P,Q), L,a1,...,a,)
ou a; € X pour tout 1 < ¢ < r. Comme ¢ ne contient aucun symbole de la forme
(P, Q) parmi ses fils, par construction ¢ commence par 'application d’une régle

(P,Q) L aj ...ay, qui vient de la régle de P L Qay ...a, dans G. Alors tg =
(P,L,Q,ai,...,a,) est bien dans Context5[Q], te # Q, et ®(tg) = t.
Réciproquement, soit tg € Contea:tg [Q] de hauteur 1 (donc t¢ # Q). Alors il
est de la forme t¢ = (P,L,Q,a1,...,a,), avec a; € X pour tout 1 < i < 7.
Ainsi ®(tg) = ((P,Q), L,ay,...,a,) et comme P L Qay . . .a, est une régle de
dérivation de G, par construction (P, Q) EN ajp ...a, est une régle de dérivation de
Gg.Donc ®(tg) € C’onte:vtg;? Q]
Nous démontrons alors par induction I'inclusion suivante pour tous P, ) € N :

C’omfea:téz> [¥] C ®(ContextE[¥)]) et C’ontextgz@ [X] € ®(ContextE[QI\{Q}).

— Soitt € Contextg? [¥] de hauteur strictement plus grande que 1.1l y a deux cas

de figure.
a. Premier cas : ¢ est de la forme ¢t = ((P), L,a,ty,...,t,), et commence par
une dérivation de la forme (P) EN a(Py)...(P.), avec root(t;) = (P;).
Par construction de D', cela signifie que P L aP; ... P, est une régle de
dérivation de G. De plus, pour tout 1 < i < r, ¢; € Contextgg

hypothése d’induction, il existe des arbres de dérivation ¢; € C’ontemtgi %]
tels que ®(t)) = t;.

[>], donc par

Donc t¢ = (P, L,a,t},...,t.) € Context5[X]. Il est alors immédiat que
D(tg) =t.
b. Second cas: t est de la forme t = ((P), L, a,t,...,t,,T) et commence par

une dérivation de la forme (P) L a(Py)...(P.)(P,Q), avec root(t;) =

(P;), et root(T) = (P, Q). Par construction de D', cela signifie que Q L

aP;y ... P, est une régle de dérivation de G. De plus, pour tout 1 < ¢ < r,
t; € C’onte;zcté;ii>
dérivation t; € C ontextg" [X] tels que ®(t) = t;. Par hypothése d’induction,

comme T € C’ontextgl@ 3], il existe aussi un contexte 7" € Context5[Q]\

{Q} tel que ®(T") =T.

[¥], donc par hypothése d’induction, il existe des arbres de
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Donc t¢ = T'[(Q, L,a,t;,...,t.)] € ContextE[S]. 1l est alors immédiat
que ®(tg) =t.

— Soitt € C’onte:ctg;Q> [X] de hauteur > 1. Nous sommes aussi confrontés a deux

cas de figure.

a. Premier cas : t est de la forme t = ((P,Q), L, t1, ..., t,), et commence par
une dérivation de la forme (P, Q)) EN (P1)...(Py),avec root(t;) = (F;). Par
construction de D/, P £> QP ...P. € D.Deplus, pour tout 1 < ¢ < 7,
tieC onteastgz>

Contexty [¥] tel que ®(t)) = t;.
Donctg = (P,L,Q,t,...,t.) € ContextL[Q] et D(tg) = t.

b. Second cas:t = ((P,Q), L,t1,...,t.,T), commence par une dérivation de
la forme (P, Q) L (P1)...(Pr)(P, R), avec root(t;) = (F;), et root(T) =
(P, R). Donc R EN QP ... P, € D par construction. Comme pour tout

1<i<nrtc Context(GZf> [X], par hypothése d’induction, il existe t; €

[X], donc par hypothése d’induction, on peut trouver ¢, €

C’onte:ntgi [X] tel que ®(}) = t;. Et aussi par hypothése d’induction, puisque

T e Contewtgf) [¥], il existe T" € ContextE[R] \ {R} tel que ®(1T") = T.

Donc tg = T'[(R,L,Q,t},...,t.)] € ContextL|Q), et enfin ®(tg) = t.

L’inclusion dans 'autre sens utilise les mémes idées, nous ne traitons qu’un seul
cas, les autres étant similaires.

Soit t € Context5[Q] de hauteur strictement plus grande que 1, avec @ € N.
Posons R = root(t). Alors par la Proposition 6.85 il existe une régle de dériva-

tion de la forme B £> QP ...P. avecr > 0, des arbres de dérivation t; €
Conte:mfgi [X], ett’ € Treeq(R)[B] un B-contexte tels que ¢ se décompose en t =
t'[(B,L,Q,t1,...,t)]. Par définition, ®(t) = ((R, Q), L, ®(t1), ..., P(t), P(t'))

(t' n’est pas réduit a R car ¢ serait alors de hauteur 1).

Par hypothése d’induction, ®(t;) € C’ontextg? [X], et ®(t') € C'omtea:tgi’B> [X].
De plus, par construction de D', (R, Q) EN (P1)...(Pr)(R, B) est une regle de

dérivation de D’. Donc ®(t) € C’onteactgj@ [X]. |

Corollaire 6.93.
» L(G) = L(Gy) et Gg est non ambigué. <

Démonstration. C’est une conséquence du fait que ® est une bijection, par la Pro-
position 6.88, entre Context?[Y)] et Contemtng [X], qui préserve la frontiére et la
somme des semilinéaires. Comme G est non ambigué, nous en déduisons que G

est non ambigué. [

Proposition 6.94.
» 1l existe une CFG G’ = (N", X, (S), D", S) non ambigué, équivalente a G, dont
toutes les régles de dérivation sont de la forme :

L )
A= aVy...V, aveca€X,r>0,etV; € N pourtouti € [r].

Autrement dit, toutes les régles de dérivation de G’ commencent par la production
d’une lettre de X, et toute production d’une lettre a lieu uniquement au début d’une
regle de dérivation. <
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Démonstration. Par construction, toutes les productions de G¢ a partir d’'un non-
terminal (P) commencent par produire une lettre de . Toutes les productions a
partir d'un non-terminal de la forme (P, Q) commencent par produire soit une lettre,
soit un non-terminal de la forme (P}). Ainsi, G¢ n’a aucune récursivité gauche.
Les dérivations de D" sont construites a partir de D’ en supprimant les régles

de la forme (@, R) EN (Py)...(P) avec (P;) un non-terminal. Pour chaque régle
supprimée de la forme (Q, R) EN (P1)...(P:), et pour chaque régle de D’ de la
forme (P;) L, a{Q1) ... (Qs), nous ajoutons & D" la régle

(@Q,R) Z™5 a(Q1) .. . (Q,) ... (P).

Quitte a ajouter des non terminaux V;, & N’ et des régles de dérivation de la forme

{0}

V, — a, pour tout a € %, il est possible de supprimer les terminaux qui ne sont
pas en premiére position des membres droits des productions de G'.

La grammaire G, reconnait alors facilement le méme langage que G'¢ et est non
ambigué. |

Nous avons ainsi démontré la proposition suivante :

Proposition 6.95 (Forme normale de Greibach).

» Soit L C ¥* un langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu. Alors L\ {¢}
est reconnaissable par une CFG G’ généralisée non ambigué, telle que toute régle
de dérivation de G’ produise exactement une lettre de 3, au début de la régle de
dérivation. <

6.5.6 Elimination des =-transitions

Proposition 6.96.

» Soit G = (N, %, S, D,S) une CFG généralisée non ambigué dont les productions
sont dans ¥ x N*. Alors L(G) est reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu sans e-transitions. <

Démonstration. La construction classique s’adapte facilement en ajoutant des poids.
Nous considérons ainsi 'automate de Parikh a pile, qui accepte par pile vide, B =

({ar} ar,{ar}, %, N, S, A, S), avec A défini par :

A={q, A% g8 (A% aB) e D,ac s, B e N*Y.

I est facile de voir que tout calcul final de 'automate a pile simule exactement une
dérivation gauche de G, étiquetée par le méme mot et de plus la bijection conserve
les semilinéaires des calculs et des dérivations. On vérifie facilement que comme
G est non ambigué, BB I'est aussi. On peut transformer B en automate de Parikh a
vecteurs par la Proposition 6.57.

Comme nous avions défini les automates a pile qui acceptent par état final, il faut
modifier légérement 'automate a pile B qui accepte par pile vide et non par état
final, en faisant attention a ne pas introduire d’e-transition. Je propose de marquer
le symbole de fin de pile par une barre pour que 'automate sache que le symbole
qu’il dépile est en fin de pile. L’automate est construit pour ne pouvoir aller dans
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I’état final qu’en dépilant le dernier symbole de sa pile et en lisant une derniére lettre.

Ainsi B = ({q1, 97}, a1, {qr},, N, S, A", S), avec A = Ay U Ay U Ag our:

A ={g, A% 1,8 (AL ap) e D,ae D, 8 e N*
Ao ={a, AYS Vi VoV (A5 aVi. .. V,)eDaes,r>1})
Az = {q[,Z%Qf,e : (A£>a) € D,acX}.

Cette construction préserve le langage et la faible non-ambiguité. u

Proposition 6.97.

» Soit B = (Q,qr, F, %, T, 1,0,S) un automate de Parikh a pile faiblement non
ambigu. Alors il existe un automate de Parikh a pile faiblement non ambigu sans
e-transitions, reconnaissant le méme langage. <

Démonstration. En appliquant successivement les Propositions 6.79, 6.81, 6.83, 6.95
et 6.96, nous obtenons un automate de Parikh a pile généralisé

B =(Q,q,{d}. 51", L', A,S)
tel que L(B') = L(B)\{e}.

Sie € L(B), nous voulons ajouter le mot vide a L(8’), tout en conservant la faible
non-ambiguité. Nous considérons une copie

B"= (Q U {QO}a {QO}7 {Q}a QO}a 2, F,7 J—/a A”a Sl) )

en ajoutant a4 I'automate B’ un nouvel état gg, qui est I’état initial, et est aussi

final. L’ensemble des transitions A” est une copie de A’, et pour toute transition

L . .y .. A1}+L R
qr, A 2= ¢ € A, nous ajoutons aussi a A” la transition ¢, A % goulestle

vecteur avec des 1 a toutes les coordonnées. Ainsi B” ne peut se trouver dans I’état g
qu’au tout début du calcul, avant de lire la premiere lettre d’un mot, et gy est une copie
de g5 qui est finale juste pour accepter le mot vide. De plus 'automate quitte 1’état
qo en ajoutant un 1 a toutes les coordonnées. 1l suffit alors d’ajuster le semilinéaire
S ={0} U (S + {1}) pour accepter a la fois le calcul du mot vide, et les calculs en
dehors de I’état gg qui sont les calculs acceptants de 3" avec un 1 supplémentaire
dans toutes les coordonnées. Il est immédiat que L(B") = L(B') U {e} = L(B) et
que B” est faiblement non ambigu.

Dans tous les cas, nous obtenons un automate généralisé qui reconnait £(B), sans e-
transitions. Il suffit alors de transformer I’automate généralisé en automate a vecteurs
par la méme transformation que pour les automates de Parikh (Proposition 6.17). On
remarque que cette transformation ne change pas les lettres des transitions (donc
n’ajoute pas d’e-transitions), et préserve la non-ambiguité. [

6.6 Conclusion et ouverture

Dans ce chapitre, nous avons formalisé différents modeles de machines a comp-
teurs non ambigués, et étudié leurs propriétés de cloture, ainsi que leurs liens avec
d’autres modeles. Les exemples de langages de Parikh (faiblement) non ambigus de ce
chapitre sont relativement simples, et sont tous reconnus par une RBCM déterministe
bidirectionnelle. Il serait intéressant, pour étudier la propriété de cloture des langages
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de Parikh non ambigus par complémentaire, de se demander si ces automates sont
équivalents a un modele sous-jacent déterministe.

C’est le cas pour les automates de Parikh non ambigus, qui comme nous I’avons
dit, sont équivalents a au moins deux modeles d’automates déterministes [CFM13,
FGM19]. Nous pouvons trouver une autre classe déterministe équivalente aux auto-
mates de Parikh non ambigus. Un automate de Parikh avec lookahead régulier est un
automate de Parikh dont les transitions sont étiquetées par un triplet (a, R, v) ot a
est une lettre, R un langage régulier, et v un vecteur : 'automate ne peut emprunter
la transition (a, R, v) que si la lettre en cours de lecture est a, et si la suite du mot
qui n’a pas encore été lue appartient au langage régulier R : 'automate dispose d’un
oracle qui lui dit si la suite du mot appartient bien au langage R. L’automate est
déterministe si toutes les transitions sortantes d’un état étiquetées par la méme lettre
sont étiquetées par des langages réguliers deux a deux disjoints.

Il n’est pas difficile de montrer que la classe des automates de Parikh non ambigus
et celle des automates de Parikh déterministes avec lookahead régulier sont équiva-
lentes : 'automate de Parikh déterministe utilise son lookahead régulier pour guider
de facon déterministe le bon choix des transitions qui méne a I'unique calcul final
pour le mot en cours de lecture dans ’automate de Parikh non ambigu. Réciproque-
ment, I’automate de Parikh non ambigu, simulant un automate déterministe avec
lookahead régulier, choisit d’emprunter une transition de facon non déterministe,
et vérifiera que son choix était correct a la fin du mot (sans utiliser le semilinéaire).
Il peut le faire en langant par exemple en parallele des calculs dans des automates
finis reconnaissant les langages réguliers présents des transitions. L’automate a la
fin du mot vérifie que toutes les simulations des lookaheads réguliers sont dans
un état acceptant : si c’est le cas et seulement si c’est le cas, 'automate va dans
un état final. Comme ’automate avec lookahead était déterministe, ’automate non
déterministe construit ainsi est non ambigu : tout mot posséde un unique calcul final
dans 'automate.

Qu’en est-il de la classe des langages de Parikh faiblement non ambigus ? Existe-t-il
un modeéle équivalent déterministe ? Intuitivement, si nous cherchons un modéle
déterministe équivalent :

— nous avons besoin d’un modéle bidirectionnel, sans quoi le modéle ne sera pas
capable d’adapter son comportement en fonction de la fin du mot.

— nous avons besoin d’'un modéle de type RBCM, qui peut adapter son calcul en
fonction de la valeur de ses compteurs, sinon nous n’arriverons pas a trouver le
milieu du mot.

Comme nous I’avons déja évoqué, une premiere piste est la classe des RBCM
déterministes bidirectionnelles. Nous pensons qu’elle est cependant plus faible, et
que I'ajout d’un lookahead régulier augmente I’'expressivité du modéle. Considérons
le langage d*((a + b)ct(a + b))* des mots qui sont constitués d’un bloc initial
de d, puis de blocs de ¢ encadrés de chaque c6té par un a ou un b. Nous nous
intéressons au langage L des mots de d*((a + b)c' (a + b))* qui ont autant de d
que de lettres ¢ présentes dans un bloc entouré par la méme lettre (il faut donc
compter uniquement les ¢ dans les patterns ac™a et bc™b). L’intuition nous pousse
a penser que la RBCM a besoin d’un lookahead régulier pour savoir si elle doit
compter le nombre de ¢ dans le bloc qu’elle est en train de lire. Il faut cependant
faire attention, car la machine est capable de calculer en fait plusieurs données :
pour un mot de w € d*((a + b)ct (a + b))*, notons |w|2° (resp. |w|?, [w|2, [w]%®)
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le nombre de c présents dans des blocs encadrés par un a a gauche et un a a droite
(resp. b et b, resp. a et b, resp. b et a). Avec un premier parcours du mot w la machine
peut compter les valeurs [w|?” = |w|2® + |w|, et |w|%’ = |w[%® + |w|%, et en
parcourant le mot dans I'autre sens, elle calcule les valeurs [w|’® = [w]2® + |w[%?, et
[w|?? = |w|® + |w|’. Nous nous retrouvons avec un systéme de quatre équations
a quatre inconnues, de rang 3 (car |w|?” + |w|¥ = |w|*® + |w|?* = |w].). Cela ne
suffit pas a calculer |w|2® + |w|%, qui ne s’exprime pas comme combinaison linéaire
des |w|?”, |w|%”, |w|’®, |w|’?, mais la machine peut par cette méthode déterminer
[w|2 — |w|%? = |w|?" — |w|’?. Cela contredit déja notre premiére intuition, et nous
pousse a rester vigilant; d’autant plus que la machine ne se restreint pas a calculer des
combinaisons linéaires de cette forme, elle peut compter un bloc sur deux, compter
un bloc uniquement si le précédent était bien encadré, voire compter seulement
certains ¢ dans des blocs, etc.

Si comme nous le pensons ce modéle déterministe est strictement inclus dans le
celui des langages de Parikh faiblement non ambigus, il est toujours possible de lui
ajouter un lookahead régulier pour augmenter son expressivité. Mais ce modéle a
atteint pour le moment les limites de notre créativité pour concevoir des langages
faiblement non ambigus : nous aurons besoin de nouvelles idées pour saisir I'origine
de la non-ambiguité, qui sorte du schéma déterministe bidirectionnel qui avait guidé
inconsciemment nos exemples jusqu’alors. C’est sans doute une tache difficile, mais
qui serait trés intéressante pour tester et mieux comprendre nos modeles.







Ce chapitre est en partie issu de Particle de conférence [BCKN20].

Intrinseque ambiguité et séries
génératrices

7.1 Introduction : intrinseque ambiguité des langages
algébriques

Le but de ce chapitre est d’étudier I'intrinséque faible ambiguité des langages
de Parikh et des langages algébriques de Parikh introduits au chapitre précédent.
Comme les langages algébriques de Parikh sont une généralisation des langages
algébriques, il est important d’avoir une vision générale des techniques connues
sur les langages algébriques, afin d’essayer de voir lesquelles leur sont spécifiques,
et lesquelles ont une chance de s’étendre aux modéles a compteurs. Dans cette
introduction détaillée, nous présentons donc un large panel des techniques utilisées
pour démontrer I'intrinséque ambiguité des langages algébriques.

Soit 3 un alphabet fini. Une grammaire hors-contexte G = (N, X, S, D) est dite
non ambigué si pour tout mot w € L(G), il existe exactement un arbre de déri-
vation de G, de racine S, et de frontiére w. Du coté des automates, un automate
a pile A est non ambigu si pour tout mot de w € L(.A), il existe exactement un
calcul acceptant étiqueté par w. Heureusement, ces notions coincident pour les deux
modeles définissant les langages algébriques : les constructions classiques d’équi-
valence entre automates a pile et grammaires hors-contexte préservent facilement
la non-ambiguité, si bien qu'un langage algébrique est reconnu par une grammaire
hors-contexte non ambigué si et seulement s’il est reconnu par un automate a pile
non ambigu.

Un langage algébrique est intrinséquement ambigu s’il n’est reconnaissable par
aucune grammaire non ambigué (ou aucun automate a pile non ambigu). En 1961,
Parikh démontre I’existence de langages algébriques intrinsequement ambigus, en
prouvant que le langage L = {a"0"aPb?|n = p oum = q, avec n,m,p,q € N*}
est intrinséquement ambigu ([Par61], [Par66, Theorem 3]). La preuve de Parikh
utilise un argument d’itération sur les arbres de dérivation d’une grammaire non
ambigué reconnaissant le langage. Les arguments par itération de ce type sont subtils

Nous I’avons redémontré
au chapitre précédent dans
le cas plus général des
automates de Parikh a pile.
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borné s’il existe des
mots w1, . .., wq tel
queL C wi...wj.

Nous utiliserons les tech-
niques de Greibach pour
démontrer I'indécida-
bilité de Uintrinséque
faible ambiguité des
automates de Parikh.
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et difficiles a mettre en place, car ils doivent s’appliquer a toute grammaire non
ambigué reconnaissant le langage étudié. Plusieurs théorémes ont été proposés
dans le but de simplifier, dans les preuves d’intrinséque ambiguité, les arguments
d’itération sur les arbres de dérivation. En 1966, Ginsburg et Ullian [GU66] arrivent
ainsi a caractériser exactement l'intrinseque ambiguité des langages algébriques
bornés par une propriété sur des ensembles semilinéaires : leur équivalence permet
de prouver lintrinseque ambiguité de certains langages bornés par des itérations
plus simples portant sur des ensembles semilinéaires, et non plus sur des arbres de
dérivation. Le célébre lemme d’Ogden [Ogd68] quant a lui simplifie la mise en place
d’itérations dans des grammaires, en facilitant I'identification de paires itérantes. Au
début des années 80, pour démontrer intrinséque ambiguité d’un langage non borné,
les principales techniques reposent donc sur des arguments d’itération, qui s’avérent
fastidieux voire inadaptés pour étudier certains langages algébriques complexes.
En 1987, Flajolet [Fla87] propose une nouvelle approche, fondée sur ’étude des
séries génératrices des langages. Partant du théoréme de Chomsky-Schiitzenberger
[CS63], qui démontre que la série génératrice d’un langage algébrique non ambigu
est algébrique, Flajolet démontre I'intrinséque ambiguité de nombreux langages, en
établissant des critéres simples pour montrer que leur série génératrice n’est pas
algébrique. Cette nouvelle approche compléte trés bien les techniques d’itérations
vues précédemment : ces derniéres sont plut6t efficaces et rapides pour cerner les
langages qui ont une structure simple, et qui auront tendance a avoir une série
génératrice algébrique (par exemple, tous les langages algébriques bornés ont une
série génératrice rationnelle), tandis que 'approche par séries génératrices permet
de traiter rapidement des langages suffisamment complexes pour avoir une série
génératrice qui n’est pas algébrique.

Il n’est pas étonnant que les deux approches se complétent, car il n’existe pas de
méthode universelle pour aborder tous les langages algébriques intrinséquement
ambigus : décider siun langage algébrique est intrinséquement ambigu est indécidable
[GU66], par réduction du probléme de correspondance de Post (il s’agit d’un probléme
différent de celui de savoir si une grammaire donnée est ambigué, qui est aussi
indécidable [CS63]). Il est possible de démontrer 'indécidabilité de l'intrinséque
ambiguité (et d’autres problémes, comme I'intrinseque infinie ambiguité) a ’aide des
critéres généraux de Greibach [Gre68] d’indécidabilité de problemes sur des familles
de langages.

Dans la sous-section 7.1.1, nous donnons des exemples d’applications des tech-
niques basées sur l'itération de Ginsburg et Ullian, et d’Ogden, et dans la sous-
section 7.1.2, nous présentons les techniques analytiques de Flajolet. Enfin, dans la
sous-section 7.1.3, nous proposons une nouvelle approche pour prouver l'intrinseque
ambiguité des langages bornés a I’aide de séries génératrices (il s’agit de la seule
partie de cette introduction qui est une véritable contribution personnelle).

7.1.1 Preuves d’intrinséque ambiguité par des arguments
d’itération

Dans cette section, nous présentons deux outils utiles pour démontrer intrinséque
ambiguité de certains langages algébriques : les criteres de Ginsburg et Ullian [GU66],
et le lemme d’Ogden [Ogd68]. Nous rappelons que ces deux outils ont pour objectif
de simplifier les raisonnements par itération, soit en transposant le probléme sur
une propriété d’ensembles semilinéaires pour les langages bornés, soit en facilitant
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I'identification des paires itérantes dans une grammaire.

Criteres de Ginsburg et Ullian pour les langages bornés.

Dans toute cette section, nous fixons d > 1, et ¥ un alphabet de taille plus
grande que 2. Nous fixons aussi un d-uplet de mots w1, ..., wg € ¥*, noté (w) :=

(wi, ..., wa).

Définition 7.1 (Langages algébriques bornés, [GU66]).
» Un langage L est dit borné par rapport a (w) si L C wj ... w}.

Introduisons la fonction f,) : N — wy ... w}, définie pour tout p € N¢ par

fry (01, pa) = wit .. wh?

Un langage L borné par rapport a (w) est appelé semilinéaire si f@; (L) est un
ensemble semilinéaire.

Remarque 7.2.

» Les langages bornés semilinéaires coincident avec les langages de Parikh bornés

(et sont méme reconnaissables par un langage de Parikh déterministe) [CFM12b]. Les

techniques présentées ici sont donc propres aux langages algébriques sans compteurs.
<«

La proposition suivante est une généralisation du théoréme de Parikh dans le cas
des langages bornés :

Proposition 7.3 ([GU66]).
» Tout langage algébrique borné est semilinéaire. <

La définition suivante définit une classe d’ensembles semilinéaires associés aux lan-
gages algébriques bornés. Dans un article précédent [GS66], les auteurs démontrent
qu’un langage L borné dans af ... a} avec (a) = (a1,. .., aq) des lettres distinctes,
est algébrique si et seulement si f (@ )1(L) est une union finie d’ensembles linéaires,
dont les ensembles de périodes sont stratifiés.

Définition 7.4 (Ensemble stratifié, [GS66, GU66]).
» Un sous-ensemble X C N est stratifié si :

a. chaque élément de X posséde au plus deux coordonnées non nulles;

b. on ne peut trouver quatre entiers distincts 1 < 7 < j < k < m < d ni deux
vecteurs x, ' € X tels que xlx;xkx;n # 0. En d’autres mots, deux éléments
distincts de X ne peuvent avoir des coordonnées non nulles qui "s’entrelacent".

<«

Nous dirons parfois par abus de langage qu’un ensemble linéaire est stratifié si
son ensemble de périodes est stratifié. Le théoreme suivant de Ginsburg et Ullian est
fondamental et caractérise les ensembles semilinéaires associés aux langages bornés
inambigus :

Théoreme 7.5 (Caractérisation de l'intrinséque ambiguité des langages bornés,
[GU66]).

» Soit L un langage algébrique borné, tel que L C wy ... w). Alors L est intrinse-
quement ambigu si et seulement si f &U 1> (L) n’est pas une union finie d’ensembles
linéaires disjoints, dont chaque ensemble de période est stratifié et constitué de
vecteurs linéairement indépendants. <

Les langages algébriques
sur un alphabet de taille
1 sont rationnels par le
théoréme de Parikh.

Si chaque w; est une lettre
distincte de 3, alors Uap-
plication f ., est bijective,
et sa réciproque est I'image
de Parikh surwy ... w).

Il n’est pas nécessaire que
la décomposition d’un mot
dans wy ... w) soit non
ambigué.



La preuve peut étre pas-
sée ou lue rapidement,
I’idée est de se convaincre
qu’en pratique il manque
aux critéres de Ginsburg
et Ullian un outil pour
guider litération dans
les semilinéaires. En
réalité, les arguments
d’itération ne sont pas la
meilleure utilisation des
critéres de Ginsburg et
Ullian, cf. Remarque 7.11
et la sous-section 7.1.3.
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Un des sens de I’équivalence se concoit bien dans le cas ou les w; sont des symboles
distincts et Pensemble semilinéaire associé a L est une union disjointe d’ensembles
linéaires a périodes stratifiées linéairement indépendantes. En raisonnant sur un
ensemble linéaire de cette forme, on construit facilement une grammaire non ambigué
reconnaissant le langage (la condition de non-entrelacement permet d’ordonner les
vecteurs des périodes selon leurs couples de coordonnées non nulles, dans un ordre
qui les emboite). C’est I'autre direction qui est le cceur du théoréme de Ginsburg et
Ullian, et qui est fondée sur des arguments profonds sur les arbres de dérivation. De
laveu d’un des auteurs dans son livre [Gin66, p. 188], "The proof of the necessity is
extremely complicated".

L’avantage des criteres de Ginsburg et Ullian est d’avoir réussi a quitter le monde
des grammaires et des arbres de dérivation, en se ramenant a des ensembles se-
milinéaires, dont la structure est un peu plus simple : ils guident les arguments
d’itérations en se focalisant sur le semilinéaire, et en s’abstrayant ainsi des lettres
du langage. Cependant, comme il s’agit d’une reformulation exacte de l'intrinseque
ambiguité en termes de semilinéaires, leur critére n’est pas applicable directement
pour effectuer une itération. Un travail de préparation avant de trouver une itération
est ainsi nécessaire. Nous donnons un exemple de preuve d’intrinseque ambiguité
fondée sur cet argument :

Proposition 7.6 (Un langage intrinsequement ambigu, [GU66]).
» Lelangage L = {a"0"c? |n = m oum = p, avec n,m,p € N*} est intrinséque-
ment ambigu. <

Démonstration. Nous reportons ici la preuve de [GU66, Theorem 6.2], qui le dé-
montrent pour une variante similaire ; la preuve est exactement la méme.

Notons (w) = (a, b, c). Supposons que S := f,,'(L) s’écrit sous la forme S =
Lﬂ?zl L;, avec chaque L; = ¢; + P} qui est un ensemble linéaire stratifi¢ dont les
périodes sont linéairement indépendantes. Fixons L; = ¢ + P* un tel ensemble,
avec c¢ son vecteur constant et P son ensemble de périodes stratifiées et linéairement
indépendantes.

Soit z = (21, 29, 23) € N3 une somme finie de périodes de P. Alors z; = z3 ou
29 = z3. En effet, supposons que 21 # z2. Comme pour toutn > 0, ¢+ nz € Lj,
alors pour tout n > 0, ou bien ¢; + nz; = ¢y + nzy, ou bien ¢y + nzy = c3 + nzs.
Or il n’y a qu'un nombre fini de n tels que ¢; + nz; = c2 + nzg :eneffet s’il y en
avait une infinité, 'égalité (¢; — c2)/n = z2 — 21 impliquerait z; = z9. Doncily a
une infinité d’entiers n tels que ca + nzy = c3 + nzs, et donc 23 = z3.

En particulier, par ce qui précéde et par stratification, toutes les périodes des
linéaires L; sont de la forme (d, d,0), (0,0,d), (0,d,d) ou (d,0,0) avec d € N*.

Soit m la plus grande coordonnée apparaissant dans les constantes des L;. On
désigne par H C [1, k] lensemble des indices j tels que P} génére des vecteurs dont
les trois coordonnées sont non nulles (autrement dit on peut trouver trois vecteurs
x,y, z € P;, pas forcément distincts, tels que 1 > 0,y2 > 0, z3 > 0). Ainsi, si un
vecteur v € S vérifie v1 > m, v > m et v3 > m, alors v € L; pour un certain
jeH.

On peut partitionner H = H; W Hy avec H; qui contient les indices des linéaires
dont les périodes contiennent un vecteur de la forme (d, d,0), avec d > 0, et Hy
ceux dont les périodes contiennent un vecteur de la forme (0, ¢, ), avec e > 0. H;
et H» sont bien disjoints, car sinon il existerait une somme de vecteurs d’'un méme
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ensemble de périodes de la forme (d,d + e,e) avecd # d + eetd + e # e, ce qui
contredit que toute somme z de périodes vérifie z; = 23 ou 23 = z3.

Notons R I'ensemble des entiers non nuls d > 0 tels que (d,d,0) € H; ou
(0,d,d) € Ha. Soit p = [[crd le produit de tous les entiers de R. Le vecteur
x:=(m+p+1,m+p+1,m-+p+1)appartienta S,etm+ 1+ p > m donc
x € L,pourunr € H.

Supposons que r € H; (la preuve est analogue sir € Hg). Alors comme le vecteur
u:=(m+p+1,m+1,m+1) € S, par le méme argument, u € L pour un
s € H.Sis € Hy, alors Ls contient une période de la forme (d, d,0) avec d > 0,
si bien que le vecteur (m +p+1+d,m+1+d,m+ 1) € Lg, mais ce vecteur
n’appartient pas a .S, contradiction. Donc s € Ho, et ainsi L, contient une période
de la forme (0, e, e) avec e > O et e € R, donc e divise p. Ainsi L contient le vecteur
x = u+2(0, e, €). Comme les ensembles linéaires sont disjoints, r = 5. Mais s € H;
et s € Ho, contradiction avec le fait que H; N Hy = (). Donc r ne peut étre dans Hj.

On prouve par un raisonnement similaire que r ne peut étre dans Ho, ce qui est
absurde. Donc S n’est pas une union disjointe de linéaires stratifiés dont les périodes
sont indépendantes. Donc L est intrinsequement ambigu. [

Les critéres de Ginsburg et Ullian sont utilisés par [HU66] pour montrer I’indé-
pendance de 'ambiguité des langages algébriques par passage au complémentaire
vis-a-vis de I’algébricité :

Proposition 7.7 (Indépendance de I'intrinséque ambiguité par passage au complé-
mentaire, [HU66]).
» Le langage L1 = {aPbic"d%e!|(p = qAr =)V (¢ =71 As=t)} estintrinse-
quement ambigu, et son complémentaire est un langage algébrique.

Le langage Ly = {aPb%c"d® | ((10p < ¢ < 12pV 10g < p < 12¢) A (10r < s <
12r v 10r < s < 12r)) V (10g < r < 12¢ A 6p < s < 8p)} est algébrique non
ambigu, et son complémentaire n’est pas algébrique. <

Remarque 7.8.

» Nous n’avons pas a notre connaissance d’exemple de langage algébrique inambigu
non borné dont le complémentaire n’est pas algébrique. En trouver un serait une
piste pour montrer que la classe des langages de Parikh algébriques faiblement non
ambigus n’est pas close par passage au complémentaire. <

Lemme d’Ogden

En 1968, Ogden démontre son fameux lemme, et I'utilise pour démontrer l'intrin-
séque ambiguité d’un langage non borné.

Théoréme 7.9 (Lemme d’Ogden, [Ogd68, Car08]).
» Soit G = (N, %, S, D) une grammaire hors-contexte. Alors il existe un entier k
tel que pour tout mot £ € (/N U X)* dérivé a partir de 'axiome S, ayant au moins
k positions distinguées, il existe un symbole A € N, et des mots «, u, 3,v,7v €
(N UX)* tels que

a. S="ady, A=*uAv+ B, et £ = aufuy;

b. au moins une des affirmations suivantes est vraie :

— les mots «, u et 3 contiennent tous les trois des positions distinguées;

Il s’agit du langage
abM™ U M*a™b ot
M = {a'ba’"'b|i € N}.

Le lemme d’Ogden dans
[Ogde68] est présenté avec
une dérivation d’un mot de
3, nous présentons ici la
version de [Car08, Lemme
2.43] avec une dérivation
d’un mot de (N U X)*
(I'argument est exactement
le méme).



Certains arguments res-
semblent a ceux uti-
lisés dans la preuve

de Ginsburg et Ullian.

Il ne faut pas oublier

de préciser que le sous-
arbre ne contient pas que
des b dans sa frontiére.
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— les mots f3, v et y contiennent tous les trois des positions distinguées;

c. le mot ufSv contient moins de k positions distinguées. <

Le lemme d’Ogden simplifie les arguments par itération dans des grammaires, et
permet entre autres de prouver que certains langages ne sont pas algébriques, ou sont
intrinséquement ambigus. La preuve du lemme d’Ogden n’est pas trés compliquée,
bien qu’astucieuse, et contraste avec la mécanique de preuve trés complexe mise en
place par Ginsburg et Ullian pour les langages bornés. Ogden répond en quelque sorte
au probléme ouvert posé par Ginsburg dans son livre [Gin66, p. 211], de savoir s’il
existe une preuve "simple" d’intrinséque ambiguité du langage a"b"'c? avec n = m
oum = p qui n’utilise pas ses techniques de preuve.

Ogden [Ogd68] remarque, sans faire la preuve, que les arguments exposés dans
son article s’adaptent pour redémontrer I'intrinséque ambiguité du langage des mots
a™b"cP avec n = m oum = p. Nous présentons la preuve de cette affirmation
présentée par [Car08] dans son livre :

Proposition 7.10 (Un langage intrinséquement ambigu, [Car08, Ogd68]).
» Le langage L = {a"0™cP |n = m oum = p, avec n, m,p € N*} est intrinséque-
ment ambigu. <

Démonstration. Nous présentons la preuve de [Car08] qui utilise les arguments
présentés dans [Ogd68]. Supposons que L est reconnu par une grammaire non
ambigué G = (N, X, S, D). Soit k 'entier du lemme d’Ogden. Nous appliquons le
lemme au mot & = a*b¥c* ¥ en distinguant les lettres b : il existe un symbole A € N,
et des mots o, u, 8,v,7 € (N U X)* tels que a*bFc*+* = aufuvy, S =* ady et
A =* uAv + S. De plus le mot uSv contient moins de k positions distinguées, et au
moins I'un des triplets (o, u, 3) ou (3, v, ) contient des positions distinguées dans
chacun de ses mots.

La régle A =* uAv + [ permet d’itérer u et v tout en restant dans le langage,
donc forcément u est de la forme a’ et v est de la forme b, pour 0 < i. Comme u /v
contient moins de k positions distinguées, ¢ < k. De plus au moins I'un des deux
mots u ou v n’est pas vide, car u ou v doit contenir une position distinguée, donc
i,7 > 0. En itérant la régle A =* uAv exactement k!/i fois dans la dérivation du
mot &, nous obtenons un arbre de dérivation T} pour le mot a*+F' pF+k chtk! Cet
arbre contient le sous-arbre associé a la dérivation A =* a¥' Ab*' =* o¥'BbF', dont
la frontiére ne contient que des a et des b, et au moins k! lettres a et k! lettres b.

Le méme raisonnement appliqué au mot &' = a*+*'b¥c* en distinguant les lettres
b permet d’obtenir un arbre de dérivation T du méme mot a¥T*'pF+F F+E quj
contient un sous-arbre dont la frontiére ne contient que des b et des c, et au moins k!
lettres b et k! lettres c.

Enfin 7' et 715 ne peuvent pas étre égaux, car il n’y a que k + k! lettres b dans leur
frontiére, et il n’est pas possible d’avoir deux sous-arbres distincts qui contiennent
chacun plus de k! lettres b. Nous obtenons donc deux arbres de dérivation distincts
pour un méme mot du langage. Contradiction avec la non-ambiguité de GG. Donc L
est intrinséquement ambigu. [ |

Remarque 7.11.
» Sur des exemples simples, comme le langage précédent, la preuve par le lemme
d’Ogden est finalement plus simple que celle de Ginsburg et Ullian. De plus, le
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champ d’application du lemme d’Ogden ne se restreint pas aux langages bornés.
Cependant, contrairement au lemme d’Ogden qui ne fournit qu'un outil guidant les
arguments par itération, le théoréme de Ginsburg et Ullian est une caractérisation
exacte des langages bornés algébriques intrinsequement ambigus : ne I'utiliser que
pour guider des arguments d’itération dans des semilinéaires, comme cela a été
fait historiquement, est en quelque sorte un contre-emploi pour ce théoréme bien
plus profond et difficile a démontrer que le lemme d’Ogden. Nous montrerons a la
sous-section 7.1.3 comment, avec les bons outils, les critéres de Ginsburg et Ullian
permettent de démontrer en quelques lignes 'intrinséque ambiguité de nombreux
langages bornés. <

7.1.2 Preuves d’intrinséque ambiguité par argument analytique : la
méthode de Flajolet

En 1987, Flajolet propose une nouvelle approche pour démontrer I'intrinseque
ambiguité de certains langages, a partir de leurs séries génératrices [Fla87]. Son
article contraste avec les techniques précédemment exposées par la facilité avec
laquelle il démontre P'intrinséque ambiguité de nombreux langages algébriques (une
quinzaine!), dont certains étaient jusqu’alors inaccessibles. Comme sa méthode
échoue a cerner l'intrinséque ambiguité des langages bornés, elle compléte ainsi
parfaitement les techniques usuelles par itération.

En quelques mots, ’'approche de Flajolet repose sur la contraposée du théoréme
de Chomsky-Schiitzenberger, qui démontre qu’un langage algébrique non ambigu
posséde une série génératrice algébrique. A partir de ce constat, [Fla87] a développé
des critéres pour montrer que certains langages algébriques sont intrinséquement
ambigus, en montrant que leur série génératrice n’est pas algébrique. Cette approche
nous intéresse particuliérement, car c’est en s’inspirant des travaux de Flajolet qu’en
1993, [Mas93] a introduit sa classe LCL, puis en 2017 [CM17] la classe RCM, qui sont
des classes de langages construites expres pour avoir une série génératrice holonome.
Certains criteres développés par Flajolet se généralisent ainsi naturellement pour
démontrer l'intrinseque faible ambiguité de certains langages algébriques de Parikh.

Nous rappelons la définition de la série génératrice d’un langage :

Définition 7.12 (Série génératrice d’un langage).

» Soit ¥ = {ay,...,aq} unalphabet fini, avec d > 1. Soit L C ¥* un langage. La sé-
rie génératrice multivariée du langage L est la série formelle de variables (z1, ..., xq)
définie par :

‘w‘a |w|ad 7 id
L(xy,...,xq) := E T ooz, = E Uiy igy - g

weL 01,0 EN

out;, . ;, désigne le nombre de mots dans le langage L ayant i, occurrences de la
lettre ay, pour k € [d].
La série génératrice univariée de L est la série en x définie par :

L(x) := Z avl = Zﬁnx",
weL neN

ou {,, désigne le nombre de mots dans le langage L de longueur n. Nous remarquons
notamment que la série univariée L(x) s’obtient a partir de la série multivariée en
remplagant chaque variable x1, ..., x4 par . <

A laide de séries généra-
trices.

Les séries holonomes
constituent une classe

de séries plus large que les
séries algébriques.



La suite (¢;) est le
support de L(z).
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Exemple 7.13.

» La série génératrice multivariée du langage (ab)* est L(x1,22) = ), cy 2725 =

—L__ Sa série univariée est L(z) = 1. <
172 1-x

Pour simplifier les notations dans les exemples, nous utiliserons souvent le méme

symbole pour les lettres de 'alphabet et les variables de la série multivariées : nous

écrirons donc L(a,b) = 1.

Définition 7.14 (Série algébrique).
» Une série L(x1, ..., x4) est dite algébrique sur Q s’il existe un polyndme non nul
P(wl, .. ,:L‘d,Y) S Q[l’l, ce ,(Ed,Y} tel que

P(xy,...,xq, L(x1,...,24)) =0.

Une série qui n’est pas algébrique est dite transcendante. <
Exemple 7.15.

» Toute série rationnelle est algébrique : si on note L sous la forme L = P/(Q), avec
P et @) des polynomes dans Q[x, ..., z4], alors L est annulée par le polynome
Q(a;l,...,md)Y—P(wl,...,xd). <

Le théoréme suivant établit le lien entre les séries algébriques et les langages
algébriques :

Théoréeme 7.16 (Théoréme de Chomsky-Schiitzenberger, [CS63]).
» La série génératrice (multivariée) d'un langage algébrique non ambigu est algé-
brique sur Q. <

La contraposée de ce théoréme s’énonce ainsi : si la série génératrice d’'un langage
algébrique n’est pas algébrique, alors ce langage est intrinséquement ambigu. Dans
son article, [Fla87] Flajolet rassemble de nombreux outils pour prouver qu’une série
n’est pas algébrique. Nous en présentons quelques-uns dans la proposition suivante :

Proposition 7.17 (Outils pratiques pour montrer la transcendance d’'une série,
[Fla87]).
» Soit L(z) = >, oy /n2" une série formelle a coefficients dans Q.
a. Sila fonction L(z) posséde une infinité de singularités, alors L(z) est transcen-
dante.
b. Si 4, ~peo VBN, avec r ¢ Q\{—1,—2,-3,...}, ou [ transcendant, ou
~I'(r 4 1) transcendant, alors L(z) est transcendante.
c. Si4, ne vérifie pas a partir d’un certain rang une équation de récurrence linéaire
a coefficients polynomiaux en n, alors /(z) est transcendante.

<
Corollaire 7.18 (Séries lacunaires, [Fla87]).
» Soit L(z) une série. Nous I’écrivons de fagon a omettre ses coefficients nuls, sous
la forme L(z) = >,y a;x avec pour touti € N, a; # 0, et la suite (¢;) est une
suite strictement croissante d’entiers. Alors la série L(z) est appelée lacunaire si

lim (¢i41 — ¢;) = 400,
1—00

autrement dit si ses coefficients non nuls sont de plus en plus espacés.
Une série lacunaire n’est pas algébrique, pour au moins deux raisons :
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— les séries de cette forme ont été bien étudiées, et lorsqu’elles convergent en
0, elles admettent un nombre infini de singularités, denses dans leur cercle de
convergence.

— plus simplement, on se convainc facilement que ¢,, ne peut vérifier une équation
de récurrence linéaire a coefficients polynomiaux en n de la forme

pr(n)gnJrr + ... —I—po(n)fn =0

sans étre nulle a partir d’'un certain rang.

2 n
4 4o n 2
Par conséquent, les séries ) | 2™ et)  _yx® sont transcendantes. <

Comme les séries algébriques sont closes par de nombreuses opérations (addi-
tion, multiplication, composition, dérivation), les preuves analytiques d’intrinséque
ambiguité consistent a supposer par ’absurde que la série génératrice du langage
est algébrique, puis en utilisant ces opérations de cldture, la transformer en une
série plus simple qui ne vérifie pas un des criteres ci-dessus, et qui n’est donc pas
algébrique, ce qui ameéne a une contradiction.

Nous reprenons maintenant deux exemples de preuves d’intrinseque ambiguité
suivant ce schéma, présentés par Flajolet dans son article [Fla87]. En reprenant les
notations de Flajolet, pour tout entier n € N, nous définissons la notation n := a”b
qui représente I'entier n encodé en unaire dans I’alphabet {a, b}.

Proposition 7.19 (Deux langages intrinséquement ambigus, [Fla87]).
» Les langages Q3 = {w € {a,b,c}* | |w|, # |w|p ou |w|p # |wl.} et Qy = {w €
{a,b,c,d}* | |w|q # |wl|p ou |wl. # |w|q} sont intrinséquement ambigus. <

Démonstration. Le langage (13 est bien algébrique, en tant qu’union de deux langages
algébriques (le plus simple pour le démontrer proprement est d’utiliser le modele
des automates a pile). Notons L3(x) la série génératrice de €23 et supposons qu’elle
est algébrique. Alors par stabilité pas somme, la série génératrice L3(x) = 1—13x -
L3(x) du complémentaire de Q23 dans {a, b, c}* est algébrique. Or, les mots dans
le complémentaire de €23 sont les mots de {a, b, c}* qui ont le méme nombre de

a, de b et de ¢ : ils sont donc de longueur un multiple de 3. Pour n € N*, il y a

donc 43, = ( n?f n) = 75,352, mots de taille 3n dans le complémentaire de {23. Par la
formule de Stirling, #3,, ~n—oo ﬁ% et 'exposant —1 du terme n~! est un critére

de transcendance, par la Proposition 7.17. Donc L3 () est transcendant, contradiction.
Donc L3 () est transcendant, et donc 23 est intrinséquement ambigu.

Par la méme idée, 24 est un langage algébrique. Notons L (x) la série génératrice
du complémentaire de 24, qui compte les mots de {a, b, ¢, d}* qui ont autant de a
que de b, et autant de ¢ que de d. Ce sont donc des mots de longueur paire. Notons
{2, le nombre de mots dans 4 de longueur 2n. Nous voyons facilement que /o, =
> ko (g’;) (2: ) (2(::15 )) (on partitionne selon le nombre de a dans le mot. Le premier
binomial correspond au choix dans le mot des 2k positions qui accueilleront des a et
des b, le second au choix, parmi ces 2k positions, des k positions qui accueilleront les
a, et le dernier binomial correspond au choix des n — k positions des lettres ¢ parmi

les 2(n — k) restantes). En développant les formules binomiales avec des factorielles,

on obtient fo, = (25) > r—o (2)2 = (277)2 par la formule de Vandermonde. Or par

la formule de Stirling, f2,, ~n—00 %, et le terme en n~! est incompatible avec
Palgébricité. Donc la série génératrice du langage €24 est forcément transcendante,
et donc {24 est intrinséquement ambigu. u

Nous verrons que ces deux
langages sont des langages
de Parikh déterministes, ce
qui illustre que la notion
d’intrinséque ambiguité
dépend du modéle sous-
Jjacent d’automate.



En particulier, P> est
reconnu par une gram-
maire 2-ambigué.
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Remarque 7.20.

» Le langage Q3 N a*b*c* = {a"b™cP|n # moum # p} est borné et a une
série génératrice rationnelle. Ce langage résiste a la fois aux techniques analytiques
de Flajolet et aux arguments d’itérations, qui sont plutét adaptés aux contraintes
d’égalités. L’intrinséque ambiguité de ce langage était un probléme ouvert au moment
ou Flajolet a publié son article en 1987. Nous verrons a la section suivante que les
criteres de Ginsburg et Ullian permettent en fait de démontrer son intrinséque
ambiguité, ainsi que I'intrinséque ambiguité du langage €24 N a*c*b*d*. Remarquons
que leur intrinséque ambiguité implique celle des langages {23 et {14, par stabilité
des langages non ambigus par intersection avec un langage rationnel. <

Pour k € N*, une grammaire est dite k-ambigué si tout mot qu’elle génére admet
au plus k arbres de dérivations différents. Un langage algébrique L est dit k-ambigu
s’il est reconnu par une grammaire k-ambigué, finiment ambigu s’il existe un entier k
tel que L est k-ambigu, et infiniment ambigu si L n’est pas finiment ambigu. L’'union
de deux langages algébriques non ambigus est donc toujours 2-ambigué. Une question
naturelle est de se demander si le nombre (fini ou infini) de singularités de la série
génératrice d’un langage est relié a sa finie ou infinie ambiguité. En fait, ces deux
notions sont indépendantes : il est en effet facile de montrer que le langage (L#)*
avec L = {a"™V™cP | n = m oum = p} est infiniment ambigu en adaptant la preuve
de I'intrinséque ambiguité de L par le lemme d’Ogden, mais sa série génératrice
est rationnelle, et a donc un nombre fini de singularités. La proposition suivante
fournit pour I'autre direction un exemple de langage finiment ambigu dont la série
génératrice possede une infinité de singularités.

Proposition 7.21 (Un langage 2-ambigu dont la série génératrice a une infinité de
singularités, [Fla87]).

» Le langage P» := {n;...n; | (n1 = letVj,ngj = 2ng;_1) ou (Vj,ngj41 =
2n9;)} est intrinséquement ambigu. <

Démonstration. Remarquons que le langage P est I'union de deux langages détermi-
nistes L1 = {n;...n; |n1 = letVj,ngj = 2ngj_1}etLo = {ng...n, |Vj,nojt1 =
2n9; }, qui sont donc non ambigus et ont une série génératrice algébrique.

Notons I = LN Ly, et Po(a,b), L1(a,b), La(a,b) et I(a, b) les séries génératrices
bivariées des langages P», Ly, Lo et I.

Alors Ps(a,b) = Li(a,b) + La(a,b) — I(a,b) (il faut retirer I(a,b) car sinon
on compte deux fois les mots de l'intersection). Comme Lj(a,b) + La(a,b) est
algébrique, par propriétés de cloture, si Py(a,b) est algébrique, alors I(a, b) U'est
aussi.

En vérifiant que I = {aba’ba’b...a®"b | p € N}, on peut calculer la série
génératrice I(a,b) = > -, bPa?”"". Par cloture, si I(a,b) était algébrique, alors
L+al(z,1) = 3,5 22" serait algébrique. Mais cette série est lacunaire, donc
transcendante. Donc P (a, b) est transcendante, et le langage P; est intrinséquement
ambigu. [ |

Remarque 7.22.

» Cette introduction n’a pas vocation a étre exhaustive; j'ai seulement cherché a
exposer certaines techniques de preuves d’intrinséque ambiguité de langages algé-
briques. J’ai trouvé par hasard un exemple d’autre technique de preuve dans les
travaux de [Hon96, Theorem 5.1], portant sur certains langages algébriques non
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ambigus, appelés Parikh slender : un langage sur un alphabet a d lettres est dit Parikh
slender s’il existe une constante k telle que pour tout vecteur v € N¢, le nombre
de mots du langage ayant v pour image de Parikh est borné par k. En décrivant
précisément la forme des langages algébriques Parikh slender, les auteurs démontrent
alors que la série génératrice d’un tel langage non ambigu est rationnelle, et en dé-
duisent un nouvel outil pour démontrer I'intrinséque ambiguité de certains langages.
Cet outil peut en réalité étre vu comme une conséquence des techniques de Flajolet,
car toute série holonome dont les coefficients appartiennent a un ensemble fini de
N est rationnelle (voir Lemme 7.90) : lorsque les auteurs prouvent une intrinséque
ambiguité en montrant qu’une certaine série associée au langage n’est pas rationnelle,
ils montrent en fait aussi que la série génératrice du langage n’est pas holonome,
donc pas algébrique. Il s’agit donc plus d’un raccourci pratique de preuve que d’un
nouveau critére qui vienne étendre les techniques de Flajolet. <

7.1.3 Deux nouveaux critéres d’intrinséque ambiguité portant sur
des séries génératrices rationnelles.

Dans cette section, nous établissons deux critéres a partir de 1’équivalence de
Ginsburg et Ullian du Théoreéme 7.5, pour prouver facilement 'intrinséque ambiguité
de certains langages algébriques bornés, dont la série est rationnelle. Les critéres
présentés ici ne sont pas exhaustifs, et ne sont que des conditions suffisantes pour
prouver l'intrinseque ambiguité des langages bornés (a notre connaissance, le pro-
bléme de décision de l'intrinséque ambiguité des langages algébriques bornés est
encore ouvert). Néanmoins, ils permettent d’éviter grandement les preuves a la main
d’itération dans des semilinéaires présentées dans [GU66, HU66] et de démontrer en
quelques lignes seulement I'intrinséque ambiguité de certains langages bornés.

Dans la suite nous fixons un alphabet ¥ de taille plus grande que 2, d > 1, ainsi

qu’un d-uplet de mots (w) = (w1, ...,wq). Nous rappelons la notation f,, qui
désigne I'application de N dans wj . . -w} définie par fi,) (i1, ..., iq) = wil Cw

Nous rappelons que f,, n’a pas besoin d’étre injective dans les critéres de Ginsburg
et Ullian. Nous rappelons aussi qu'un langage L est dit borné par rapport a (w) si
L Cwy...w}, et quesi L est de plus algébrique, alors f<IU1> (L) est semilinéaire.

La proposition suivante propose un premier critere simple pour démontrer 'in-
trinséeque ambiguité de certains langages bornés. La preuve s’appuie sur les critéres
de Ginsburg et Ullian, et un peu d’arithmétique dans Q|[x1, . . ., z4], dont I'unicité de
la décomposition en facteurs irréductibles.

A l’aide d’'un logiciel de calcul formel, nous utiliserons ce critére pour démontrer
en quelques lignes seulement que les langages {a'b’c’ aveci = j ou j = k}, {a’b/
aveci # jou j # k} et {a’bcF aveci = j ouj # k} sont intrinséquement ambigus.

Remarque 7.23 (Travaux relatifs).

» Le travail de cette section est la seule contribution nouvelle de cette thése a cette
introduction détaillée. Il n’a pas été publié, car il s’agit encore d’un travail en cours
de réflexion.

Le premier critere de cette section (le Théoréme 7.24) a été démontré indépen-
damment par [Mak21], dans le cas particulier des langages bornés sur des lettres
distinctes, en utilisant des techniques différentes : auteur s’est intéressé aux gram-
maires GF'(2), une classe de grammaires hors-contexte pour lesquelles I'union est
remplacée par la différence symétrique, et la concaténation de deux langages K et L



En supposant qu’on a
retiré les symboles non
productifs, et les sym-
boles non accessibles a
partir de 'axiome S.

En pratique ils seront sou-
vent premiers entre eux,
mais j’ai voulu proposer
un énoncé qui soit appli-

cable méme si S n’est pas

sous forme irréductible.
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est remplacée par une concaténation spéciale X' ® L qui ne garde que les mots w de
K - L qui admettent un nombre impair de décompositions de la forme w = wiw,
avec wi € K etwy € L. Ces conditions coincident avec I'union usuelle et la conca-
ténation usuelle pour les grammaires hors-contexte classiques non ambigués : par
non-ambiguité, tout mot du langage admet un unique arbre de dérivation, donc les
unions dans les régles de la grammaire sont disjointes, et tout mot obtenu a partir
d’une concaténation de symboles d’une regle de dérivation admet une unique décom-
position sous cette forme (donc bien un nombre impair de décompositions). L’auteur
étudie les séries génératrices associées aux langages reconnaissables par des GF'(2)
qui sont inclus dans a . ..a}, avec ay, . .., aq des symboles distincts, et démontre
ainsi que les polyndmes irréductibles a leur dénominateur ont au plus deux variables,
ce qui aboutit au premier critére de cette section (dans le cas ou wq, ..., wy sont
des lettres distinctes). L’auteur démontre notamment avec ce criteére 'intrinseque
ambiguité du langage L := {a’b/c* avec i # j ou j # k}.

[Mak21] cite I'article de Ginsburg et Ullian [GU66], en disant qu’il serait possible
d’utiliser leurs critéres pour démontrer l'intrinseque ambiguité du langage L, mais
explique que la preuve ne serait pas plus simple. Je ne suis pas stir que 'auteur ait
remarqué que 1’équivalence de Ginsburg et Ullian se traduit en fait facilement en
des criteres analogues aux siens sur les séries génératrices associées aux langages
algébriques bornés, et permet de plus de gérer les langages bornés sur des mots,
et non uniquement des symboles distincts, ainsi que I'intrinseque ambiguité liée a
Pentrelacement des lettres (ce que nous verrons au Théoréme 7.32). <

Théoreme 7.24 (Un premier critere pour montrer 'intrinséque ambiguité).

» Soit L C w¥...w" un langage algébrique borné par rapport a (w). Soit S =
1 d gage algebriq p pp

f w 1> (L) son ensemble semilinéaire associé, et nous notons

P(QZl,...,xd)
S(ry,...,xq9) = ——= € Q(z1,..., 24
( ) Qz1,...,7q) ( )
la série génératrice de .S, telle que P et () sont des polynomes de Q[z1, . .., x4 (pas

forcément premiers entre eux). Supposons qu’il existe un polynéme irréductible
D € Q[z1,...,z4) qui divise (), mais ne divise pas P, et tel que D & Q|x;, x;] pour
tout 1 < 4,5 < d (autrement dit D est un polynéme qui fait intervenir au moins
trois variables). Alors L est intrinséquement ambigu. <

Démonstration. Supposons que L n’est pas ambigu. Par les critéres de Ginsburg et
Ullian du Théoréme 7.5, le semilinéaire .S peut s’écrire sous la forme

T

S=H(e+F)

i=1

ou I'union est disjointe, chaque P; est stratifié, et les vecteurs dans chaque ensemble
de périodes P; sont linéairement indépendants.

L’union disjointe ainsi que 'indépendance des périodes signifie que cette représen-
tation est une représentation non ambigué de .S. Par conséquent, sa série génératrice
est donnée par :

x© Py(x)

; [per (1-27) — Qa(2)

S(x) =
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avec Qa(x) = [[i—; [[pep. (1 — 2P).

Ainsi PQy = P>(Q. Le polyndme irréductible D divise (), donc il divise PQ3;
comme D A P = 1, il divise Q5.

Cependant, comme S est stratifié, aucune période p dans les P; n’a strictement plus
de deux coordonnées non nulles. Cela signifie que (2 est un produit de polynémes
de la forme (1 — t) ou ¢ est un mondéme a au plus deux variables. Chacun de ces
polynémes admet une factorisation unique en polyndémes irréductibles, qui ont donc
tous au plus deux variables. Par unicité de la factorisation en irréductibles dans
Q[z1, ..., xq], D ne peut pas diviser Q2. Contradiction. [

Remarque 7.25.

» Comme tout semilinéaire posseéde une représentation non ambigué ([ES69] et
[Ito69]), il est toujours possible de calculer la série génératrice d'un ensemble semi-
linéaire. Comme pour les critéres de Flajolet, c’est la non-ambiguité qui permet de
faire le lien entre théorie des langages et séries génératrices. <

Ce premier critére permet de démontrer 'intrinseque ambiguité des langages
suivants :

Proposition 7.26.
» Les langages algébriques suivants sont intrinsequement ambigus :
a. {a'b/c¥ aveci = jouj =k}
b. {a't/cF aveci # jouj # k}
c. {a't/cF aveci = jouj #k}
<«

Démonstration. 1l suffit de calculer la série génératrice associée au semilinéaire des
langages étudiés, de la mettre sous une forme irréductible a I’'aide d’un logiciel de
calcul formel, et de montrer la présence d’un facteur irréductible faisant intervenir
au moins trois variables au dénominateur :

a. La série génératrice du semilinéaire est

1 + 1 _ 1
(1—ab)(1—c) (1-bc)(1—a) 1—abe
_1-3a2b%c®+2a2b2c+2 ab?c2+2 a?be—ab?c+2 abc®? —a2b+2 abe—bc2 —ac
- (1—a)(1—bc)(1—c)(1—ab)(1—abc)

Le polynéme 1 — abc au dénominateur est irréductible dans Q|a, b, c], et implique
trois variables. De plus, (1 — abc) ne divise pas le numérateur (on le vérifie avec
Maple, ou 4 la main : dans Q[a, b][c], le numérateur est de degré 2 en ¢, donc si
(1 — abc) le divisait, il serait de la forme (1 — abc)(Ac + p) avec A, u € Q|a, b],
si bien que chaque terme en ¢ doit avoir ab en facteur, ce qui n’est pas le cas du
terme —bc? au numérateur).

b. La série génératrice du semilinéaire est

1 1 a+b+c—ab—ac—bc

(1—a)(1-b)(1—c) = 1—abc — (1—a)(1—b)(1—c)(1—abc)

Le polynoéme irréductible 1 — abc implique trois variables, et ne divise pas le
numérateur puisqu’il est de degré total 3, tandis que le numérateur est de degré
total 2.
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c. La série génératrice du semilinéaire est

1 _ 1 _ 1 _ 3ab’c®—2ab%c—2abc® —b%c?+b%ct+bc? +abtac—2bc—a+1
(1—a)(1-b)(1—c) (1—a)(1—bc) 1—abe | — (1—a)(1-b)(1—c)(1—bc)(1—abc)

La encore, le terme irréductible 1 — abc implique trois variables et ne divise pas
le numérateur a cause du terme bc?. [ |

Cette technique simplifie aussi la preuve d’intrinséque ambiguité du Théoréme
6.2 de Ginsburg et Ullian [GU66], qui porte sur un langage borné dont les symboles
ne sont pas distincts :

Proposition 7.27 ([GU66, Theorem 6.2]).
» Pour tout mot w € {a,b}™, le langage algébrique L := {a’bwba’ba* : i =
jouj =k, i j k> 1} estintrinséquement ambigu. |

Démonstration. Le langage est borné par rapport a (a, bwb, a, b, a). La série associée
a 'ensemble semilinéaire est (avec z, y, z associés a chaque groupe de a, et avet 3 a

bwb et b) :

1 1 1
afryz ((1—q;y)(1—z) taoae T 1—ocyz)

La fraction entre parenthéses a déja été étudiée dans la proposition précédente, son
dénominateur a un facteur irréductible (1 — zyz) qui ne divise pas son numérateur.
Et (1 — zyz) ne divise pas non plus afzyz. Donc L est intrinséquement ambigu. ™

Le critére du Théoreéme 7.24 n’exploite pas la condition de non-entrelacement. Il
échoue sur le langage {a"b™aPb? | n = p oum = ¢} dont la série génératrice du
semilinéaire ne contient a son dénominateur que des polyndmes irréductibles a au
plus deux variables. Le but de la fin de cette section est d’établir dans le Théoreme 7.32
un deuxiéme criteére qui prend en compte 'entrelacement. Avant cela, nous avons
besoin de plusieurs lemmes techniques : le Lemme 7.28 et le Lemme 7.29 sont deux
lemmes classiques d’algebre sur les polynémes; le Lemme 7.30 et le Lemme 7.31
étudient plus précisément la forme des polynémes irréductibles qui divisent les
dénominateurs des séries associées a des ensembles linéaires stratifiés.

Lemme 7.28.
» Si f € Q[z,y| est homogeéne, alors tout diviseur de f est homogéne. <

Démonstration. Factorisons f = gh, avec g, h € Q[z, y]. Nous décomposons g =
Yo gieth= Z:,: & hi sous la forme d'une somme de polynomes homogeénes, ou
pour tout ¢, h; et g; sont soit nuls, soit de degré total ¢. De plus, nous supposons que
s, gr, hg et hys sont non nuls. Nous avons donce f = (37, gi)(zglzs, h;). Le terme
de plus haut degré total de f est g,-h,, de degré total r + 1, et celui de plus bas degré
est gshy, de degré total s+ s'. Comme f est homogéne, forcément r +71' = s+ &, et
comme s < rets <1, s=rets =1, autrement dit g et h sont homogénes. ®

Lemme 7.29 (Irréductibilité de 1 — x™y™).
» Soitn, m € N.Le polynoéme 1 —z"y" est irréductible dans Q[z, y] si et seulement
sinAm=1. <
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Démonstration. Si n et m ne sont pas premiers entre eux, soit 6 > 1 un diviseur
commun. Alors 1 — y™ = 1 — (™/0y™/9)8 = (1 — x™/%ym/%) 22;11 gk oy km/6
n’est pas irréductible.

Sin et m sont premiers entre eux, nous nous inspirons de la jolie preuve de [Ele],
en la détériorant un peu (nous la rendons un peu plus élémentaire, mais moins
élégante). Notons f = 1 — x"y™. Supposons que f = gh.

Sans perte de généralité, g = (ag + ... + amz"y" ) avec ag # 0, a # 0, 7' le
degré de g en y, et r le degré du polynéme en x qui est le coefficient de y" . De méme,
h=(ag'+...+—apx®y®) avecag # 0, a, # 0, s’ le degré de h en y, et s le degré
du coefficient de y*'. Nous avons ainsi 1’ + s’ = m, et nous pouvons supposer sans
perte de généralité que r’ # 0.

Le polynéme

ynm _ xnm _ Ynmf(Xm, Y—n) _ an’g(Xm’ Y—n)yns’h(Xm, Y—n)

est homogeéne. Comme Y™ g(X™, Y ") et Y™ h(X™,Y ") sont des polynomes
de Q[X, Y], ils sont homogénes par le lemme précédent.

Donc agY™ + ...+ an X" est homogéne, donc mr = nr’. Comme m et n sont
premiers entre eux, m divise 1/, et comme 1’ # 0, m < r/, doncm = 1" et s = 0.
Donc h(z,y) est un polynéme iz(fc) en 2 uniquement, mais Y™ h(X™, Y ") =

Y™ h(X™) est homogéne, donc h(X™) est homogéne. Comme ag # 0, h est une
constante. Donc f est bien irréductible. [ |

Les deux lemmes suivants étudient la forme des polynoémes irréductibles qui

divisent un polynéme de la forme [, p(1 — xP).

Lemme 7.30.

» Soit n, m € N*. Alors on peut écrire 1 — 2™y = (1—2%9y®)P(z,y) ohaAf = 1,
et P(x,y) est un polyndme non nul dont les coefficients sont dans {0, 1} . De plus
a=n/(nAm)et=m/(nAm). <

Démonstration. Posons § = n A m. Alors 1 — z"y™ = (1 — 2™/%y™/*)P(z,y),
avec P(x,y) = 22;11 a*n/oykm /% est un polynéme a coefficients dans {0,1}. Par
définition du pged, (n/d) A (m/d) =1. |

Lemme 7.31.

» Soit S = ¢ + P* un ensemble linéaire stratifié a périodes linéairement indépen-
dantes. Soient k£ > 1 un entier, n,m > 1 deux entiers telsque n Am = 1, eti # j
deux indices de variables. Alors :

— si(1— x?az;”)k | [Ipep(l —P), alors k = 1;

— si(1—af2l") [ [lpep(l —2P), alors [[,cp(1 — @P)|y,—qm o ;=a—n # O pour
tout a € Q% \ {1}.

<

Démonstration. Comme les périodes sont linéairement indépendantes, il existe au
plus deux périodes pq, p2 € P telles que (1 — xP1) et (1 — xP?) sont dans Q[z;, ;).

_ d d
Ecrivons (1 — @P1) = (1 — z"'2]") = (1 — x?l/ L/ 1))P1(xi,xj), avec
ni,m1 = 1, Pi(x;, ;) qui est non nul a coefficients dans {0, 1}, et d; = ny A m;.

De méme, notons (1 — xP?) = (1 — z?27"?) = (1 — :E?Q/d2$;-n2/d2

. )Pa(zi, ) avec
les mémes conditions et notations.
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Comme P;(1,1) ne peut pas étre nul, P; n’est divisible par aucun polyndéme
de la forme (1 — P) (et de méme pour P). De plus, les autres facteurs au dé-
nominateur Hpe p(1 — xP) ne sont pas divisibles par les polynémes irréductibles
(1- x;n/d1$;ﬁ1/d1) et (1— x;z/dzx;ﬂz/dz
de z;.

Enfin, (n1/dy,m1/dy) # (n2/da, ma/ds), car sinon nous aurions dop; = dip2,
et donc p; et po seraient liés.

En conclusion, tout polyndme irréductible de la forme (1 — xlnx';”) avecnAm =1
a une multiplicité au plus 1 dans la décomposition en facteurs irréductibles de
[I,cp(1 — xP). De plus, les autres facteurs irréductibles qui dépendent a la fois de
x; et z; sont des diviseurs de polyndmes a coefficients dans {0, 1}. Le premier point
est prouvé.

Le second point de la proposition vient de ce qui précéde et des observations
suivantes :

), car ils ne dépendent pas a la fois de z; et

— un polynéme non nul a coefficients dans {0, 1}, et donc a fortiori ses diviseurs,
ne devient pas nul en remplacant une de ses variables par un nombre strictement
positif.

— sia n’est pas une racine de I'unité (en particulier si a € Q% \ {1}), un polynéme
univarié de la forme (1 — 25*) ne s’annule pas en z, = a;

— un polynome de la forme (1 — 2}*2%*) avec py, ps > 1 et {zy, x5} # {z;,x,} ne

devient pas le polynéme nul en remplacant x; et x; par des rationnels non nuls.
Soit a € Q7 \ {1}. Les seuls facteurs irréductibles de [ [, p(1 — P) susceptibles de
s’annuler avec la substitution z; = a™, z; = a~" sont donc de la forme (1 —x;" x;m )
avecni,ng = 1,n1 Ang = let (n,m) # (n1,ng). Alors, la substitution remplace ce
polynome par le rationnel (1—a""1~""™1) qui est nul si et seulement si mn; —nm; =
0, si et seulement sin = ny et m = m; (carn Am = 1 et ny Ang = 1). Donc
aucun facteur irréductible de [ [, p(1 — 2P) ne s’annule par la substitution, donc

HpEP(l - wp)|a:i:am,zj:a*" 7é 0. u

La proposition suivante constitue notre second critére pour démontrer Uintrin-
séque ambiguité de certains langages bornés :

Théoréme 7.32 (Second critére d’intrinséque ambiguité).
» Soit L C wf...w) un langage algébrique borné par rapport a (w). Notons

S = f@}l)(L) I’ensemble semilinéaire associé, et S(x1,...,24) = H €
Q[z1,. .., xq] sa série génératrice, avec P/ qui n’est pas forcément complétement

sous la forme d’une fraction irréductible. Supposons de plus que :
a. (Q est divisible par deux polynoémes irréductibles non univariés D(x;,x¢) et
m(xi, x) avec j < Leti < k entrelacés (ie. i < j < k <louj <i</{<k).
b. m(x;, x1) est de la forme 7(x;, x;) = (1 — xl'x]"), avecn,m > letn Am = 1;
c. enfin, il existe un rationnel o« € Q% \ {1} telque D [ P|,,_om 4, —o—n-

Alors L est intrinséquement ambigu. <

Démonstration. Supposons que L est non ambigu. Par le Théoréme 7.5, S peut s’écrire
sous la forme
,
S=H(es+ P;)

s=1
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ou 'union est disjointe, les périodes P; sont stratifiées, et les vecteurs dans chaque
P; sont linéairement indépendants. Sa série génératrice s’écrit alors :

@_ o) — d xCs :P(CB)
Q(x) S(@) SZ:; [Tpep, (1 —aP) Q)

ou 'on a réduit la somme de fractions au méme dénominateur, puis mis la fraction
obtenue sous forme irréductible. Ainsi P A Q = 1, et () divise le plus petit multiple
commun des [ [, p (1 —xP). )

Par le Lemme 7.31, au plus un facteur irréductible de ) devient nul apres la
substitution z; = o™,z = a™", et () devient nul apres cette substitution si et
seulement si 7(z;, x) = (1 — zfa}) divise Q.

Par hypothese, P|,,—om z,—o—n 7 0 (car D divise 0), donc 7(z;, 1) ne divise

pas P. Comme 7 est irréductible, et 7 divise (), ’égalité PQ = PQ implique que
7 divise Q, et c’est donc son seul facteur irréductible qui s’annule en appliquant la
substitution z; = o,z = o™ ™.

Ecrivons Q = 7R et Q = 7R, avec notamment R|xi:am7xk:a-n # (0. Comme
PR = PR, ni P ni R ne deviennent nuls apres la substitution.

Alors en multipliant par 7, nous obtenons I’égalité suivante :

(1 -tz _ Pla)
2 lpep, (1 —2?)  R(z)’

Posons I; I'ensemble des indices s tels que (1 — z7'z}?) | [[,cp, (1 — @P), et I
son complémentaire.

Pour tout s € Iy, nous notons [[,cp (1 — @P) = (1 — 272}")Rs(z). Par le
Lemme 7.31, R, ‘xi:am’$k:a7n # 0, et par la condition de non-entrelacement, aucun
facteur irréductible de 5 n’est un polynéme en exactement les deux variables
., x¢. Ainsi, aucun facteur irréductible de R|,,_om 4, —o-n n’est un polynéme en
exactement les deux variables z; et ;.

Pourtout s € I, [[,cp, (1 = @P)|p,—am ay—a—n # Opuisque m [ [[,cp (1—2P),

xS
1—aP)

par le Lemme 7.31. Par conséquent, pour tout s € I, T
PEPs

est une fraction rationnelle bien définie a coefficients dans Q.
Ainsi en évaluant en ; = o™, x, = o~ " I'égalité :

x P s _ P(x)
2 @)t T ) < Re)

selp s€ls

Ti=am ="

Cs

nous obtenons :

5 | \
x r;=a"rp=a” " Pa:i:oam,:ck:a—”

scly Rs|xi:am,azk:a—" R|xi:am,xk:a—”

Comme D(xj, x;) est un polyndéme irréductible en exactement les deux variables
; et zy, il reste inchangé par la substitution, et donc divise R|;,_ym 4, —q-n. Comme
D [ P|;,—qm z,—a-n» D reste un facteur irréductible du dénominateur de la fraction

s |
28611 RS'zi:am,zk:a*

Mais en réduisant cette somme au méme dénominateur, puis en la mettant sous

forme irréductible, on voit que les facteurs irréductibles du dénominateur sont des

—qMm —a—"n
z;=a zp =

mise sous forme irréductible.

n
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diviseurs irréductibles des polynémes Rg|,._om 5, —o-n avec s € I1. Or nous avons

démontré qu’aucun de ces polyndémes n’admet de facteur irréductible dépendant

exactement des deux variables x; et 2y. Nous obtenons donc une contradiction.
Donc L est intrinséquement ambigu. [ |

Remarque 7.33.

» Je n’ai pas encore eu le temps de bien miirir ce critere. Je pense que la derniere
hypothése peut étre remplacée par la condition que P n’appartienne pas a (m, D),
I'idéal engendré par 7 et D, mais je ne suis pas arrivé a adapter la preuve, il me manque
sans doute un peu de connaissances mathématiques sur les espaces quotients de
polyndmes en plusieurs variables. Intuitivement, le fait d’évaluer en x; = o™, x}, =
a~ " revient a se placer dans un espace quotient pour lequel 7(z;, z;) = 0. On
pourrait chercher a adapter la preuve en se placant ainsi dans 'espace des fractions
rationnelles en les variables =5 pour s € [1,d] \ {7, k}, & coefficients dans 'anneau
Q[zi, x]/(7), mais ce dernier n’est pas factoriel, donc les raisonnements sur les
facteurs irréductibles ne s’adaptent pas a priori. Je suis donc resté sur une version
avec un argument par évaluation, qui reste dans un anneau factoriel. |

Nous pouvons alors utiliser ce critére pour démontrer 'intrinséque ambiguité des
langages suivants :

Proposition 7.34.
» Les langages algébriques suivants sont intrinsequement ambigus :

a. Ly = {a'V/cFd’ . i=kouj =1/}
b. Ly = {a't/ckd’ : i # kouj # ()}
c. Ly = {a'bcFd" : i =kouj # {} (et de fagon similaire L, = {a’b/cFd’ : i #
kouj=1(})
Pour changer un peu d. L}, = {aibjckdg : 3i # bk ou2j # 30}

des semilinéaires avec
des égalités simples.

Démonstration. a. Calculons la série génératrice du semilinéaire :

1 + 1 . 1
A—a)(1-b)(1-d) = T=bd(1-a)(1-c) _ (—ac)(1—bd)

__1l—ab—ac—ad—bc—bd—cd+2 abc+2 abd+2 acd+2 bed—3 abed
- (1—ac)(1-bd)(1—a)(1—b)(1—c)(1—d)

Nous posons D(b,d) = (1 — bd) et w(a,c) = (1 — ac) qui sont tous les deux
irréductibles, et leurs variables sont entrelacées. Soit P =1 — ab — ac — ad —
bc — bd — cd + 2 abe + 2 abd + 2 acd + 2 bed — 3 abed.
Nous pourrions méme Posons a = 2. Alors Plo_g 12 = bd — b/2 — d/2 et comme (1 — bd) et
prendrea = —1 (bd — b/2 — d/2) sont tous deux de degré 1 en b, (1 — bd) f (bd —b/2 — d/2).

dans ce cas, car au-

cun autre polynéme En appliquant le Théoréme 7.32, le langage L; est intrinséquement ambigu.

ne devient nulen —1. b, La série génératrice du semilinéaire associé au langage est :
1 . 1 __ abct+abd+acd+bed—ab—2 ac—ad—bc—2 bd—cd+a+b+c+d
T 0)(1-9(1-d) (-a0(1i-bd) — (1-a0)(1-bd)(1-a)(1-b)I—c)(1-d)

Posons m = (1 — ac), D = (1 — bd), qui sont irréductibles, et P le numérateur.
Comme (1 — bd) f Plo—gc—1/2 = 3(bd — b — d — 1), Ly est intrinséquement
ambigu par le Théoréme 7.32.
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c. La série génératrice du semilinéaire associé au langage est :

1 1 1 1
(1—a)(1-b)(1—c)(1—-d) lfbd((l—a)(l—c) - (1—@0))

__3abcd—2 abc—abd—2 acd—bcd+ab+ac+ad+bc—bd+cd—a—c+1
- (1—a)(1-b)(1—c)(1—d)(1-bd)(1—ac)

Posons m = (1 — ac) et D = (1 — bd), qui sont irréductibles, et P le numérateur
Comme (1 —bd) | Plo=2.c=1/2 = $(=bd +b+d — 1), L est intrinséquement
ambigu.

d. La série génératrice du semilinéaire associé au langage est :

(1fa)(17b)1(17c)(17d) o (1—b3d2)1(1—a5c3)

_adb3e3d?—ab B —b3d? —abed+abe+abd+acd+bed—ab—ac—ad—be—bd—cd+a+b+c+d
- (1—a)(1-b)(1—c)(1—d)(1—-b3d?)(1—adc?)

Posons 7 = (1 — a®c®) et D = (1 — b3d?), qui sont irréductibles, et P le
numérateur.
Posons o = 2. Comme (1 — b°d?) [ P|,—g .—1/30 = 231—27(bd —b—d+1),Lest
intrinséquement ambigu.

|

Remarque 7.35.
» Les preuves précédentes sont fondées sur la forme du semilinéaire, donc fonc-
tionnent aussi pour des variantes comme {a’ba’ba*ba’b|i # k ou j # ¢}. <

Remarque 7.36.

» La question de la décidabilité de 'intrinseque ambiguité des langages algébriques
bornés semble étre toujours ouverte. Il serait intéressant de trouver des semilinéaires
qui ne vérifient pas les critéres de Ginsburg et Ullian, mais dont la série génératrice
vérifie nos deux criteres. <

7.1.4 Plan du chapitre

Dans cette introduction détaillée, nous avons présenté de facon non exhaustive
quelques techniques existantes, dont certaines sont récentes, pour démontrer I'in-
trinseque ambiguité des langages algébriques. Le but de ce chapitre est de s’inspirer
des outils présentés ici pour aborder le probléme de I'intrinseque faible ambiguité
des langages (algébriques) de Parikh.

— Dans la section 7.2, nous démontrons que la série génératrice d’'un langage (algé-
brique) de Parikh faiblement non ambigu est holonome.

— En section 7.3, nous nous intéressons au probléme de I'intrinséque faible ambi-
guité des langages (algébriques) de Parikh. Nous utilisons notamment la section
précédente pour généraliser les techniques analytiques de Flajolet, pour prouver
I'intrinseque faible ambiguité de plusieurs langages. Nous montrons que le pro-
bléme est indécidable en général, puis nous terminons par une preuve utilisant un
argument d’itération, pour donner un exemple de langage algébrique déterministe
qui est un langage de Parikh intrinsequement faiblement ambigu.

— La section 7.4 ouvre le sujet, en présentant plusieurs pistes et idées que j’ai eues
pendant la theése, mais qui n’ont pas encore pleinement abouti.

Cari = kVj#L =
(i =k Aj =
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7.2 Langages algébriques de Parikh faiblement non
ambigus et séries holonomes

Le but de cette section est de démontrer le lien entre les automates de Parikh a
pile faiblement non ambigus et les séries holonomes. Pour les automates de Parikh
sans pile, ce résultat se déduit de I’équivalence démontrée au Théoréme 6.41 entre
les langages de Parikh faiblement non ambigus et la classe RCM : dans [CM17],
les auteurs démontrent en effet que la série génératrice des langages de RCM est
holonome (la classe a méme été construite dans I’objectif d’avoir une série holonome).

7.2.1 Stabilité des séries holonomes

Dans cette section, nous présentons quelques opérations utiles qui laissent stable
la classe des séries holonomes. Le lecteur est invité a se reporter au chapitre des
préliminaires pour un rappel sur les définitions et premiéres propriétés des séries
holonomes. Nous rappelons que la classe des séries multivariées rationnelles et
algébriques est strictement incluse dans celle des séries holonomes, et que les séries
holonomes sont stables par addition, multiplication, substitution algébrique.

Définition 7.37 (Produit de Hadamard).

» Le produit de Hadamard de deux séries ayant le méme nombre de variables est
le produit terme a terme : si A(z1,...,2%) 1= > ok a(n)x™ et B2y, ..., 21) i=
Y menk b(1)x™ sont des séries a d variables, le produit de Hadamard des deux séries,
noté A ©® B, est la série formelle définie par :

A® B(zy,...,x5) = Z a(ni,...,ngp)b(ng, ... ngp)a ooapk
ni,...,ng ENF
<
Remarque 7.38.
» Le support de la série A ©® B est I'intersection des supports de A et B. |

Remarque 7.39.

» A une variable, il existe quelques propriétés de cloture supplémentaires : les séries
rationnelles univariées sont closes par produit de Hadamard, et le produit de Hada-
mard d’une série rationnelle et d’une série algébrique est algébrique [Jun31]. Mais
ces clotures ne se vérifient généralement pas a plusieurs variables. En particulier,
le produit de Hadamard de deux séries rationnelles n’est pas nécessairement algé-
brique : la série m =) (a4 b+ c)" estla série génératrice des mots sur

; 1 - 1 1
Ialphabet {a, b, c}*. Comme {—— = 3" a"b"c", la série arire © T estla
série génératrice des mots de {a, b, c}* qui ont le méme nombre de a, de b et de c.

Nous avons vu a la Proposition 7.19 que cette série n’est pas algébrique. |

Le théoréme suivant a été démontré par Lipshitz en 1988 :

Théoréme 7.40 (Clbture des séries holonomes par produit de Hadamard, [Lip88]).
» Les séries holonomes sont closes par produit de Hadamard. <

La proposition suivante est une conséquence de la stabilité des séries holonomes
par substitution algébrique. Elle peut néanmoins se démontrer facilement a la main :
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Proposition 7.41 (Stabilité par spécialisation).

» Soit A(zq, ey Thy YLy - ,y¢) une série holonome telle que pour tout indice
(i1, ., %), [x]" ... 2}*] A est un polyndme en y1, ..., Y.

Alors la série B(z1,...,z;) := A(z1,..., 2%, 1,...,1) est holonome. <
Démonstration. Ecrivons A(z1,...,Tk, y1,--.,ye) sous la forme :

A(xr, oo Xy Yy - YY) = Z Pil,...,z‘k(yh---,ye)lf?--~$§f,

U1 5eenk
ou chaque F;, . ;, estun polynome en les variables y1, ..., y,. Tout d’abord, nous
observons que B(z1, ..., xy) est bien définie, puisque [z} ... z}*] B est simplement
I'évaluation du polynoéme P;, _ ; en (yi,...,y7) = (1,...,1).

Nous prouvons le résultat en remplacant chaque variable y; par 1, 'une apres
lautre. Nous nous intéressons donc a 'opération y, = 1.

Posons C(1, ..., Tk, Y1y- - Yo—1) := A(T1, .y Tpy Y1y Yo—1, 1).

Par une récurrence directe, nous pouvons affirmer que pour tout entier s € N et
tout z € {z1,...,Tn, Y1, .-, Yo—1} ¢

(6514)('%'17 s s Ty YLy e ooy Yo—1, 1) = 8§C($1> sy Ty Y1y - e 7y€—l)-

Fixons une variable z € {x1,...,Zn,y1,...,Ys—1}. La série A est holonome, donc
vérifie une équation différentielle partielle en z de la forme :

ps(x,y)0iA(x,y) + ... + pi1(x,y)0- Az, y) + po(z, y)Alz,y) =0

avec po(x,y),...,ps(x,y) des polynémes a coefficients rationnels. Posons § =
(y1,...,ye—1) pour limiter la taille des équations.

Par ce qui précéde, en évaluant ’équation en y, = 1, nous obtenons une équation
pour C':

ps(x,y1, ..y y0-1,1)0;C(x,g) + ... + po(x, y1, -, yo—1, 1)C(x,g) = 0.

Cette derniere équation a cependant un probléme : il se peut qu’elle soit triviale, de
la forme 0 = 0, si tous les polynémes p; . . ., pg s’annulent en y;, = 1. Nous devons
éviter cette possibilité.

Regardons chaque polyndme ps, ..., pg comme un polyndme sur Q(x, §)|[ye].
Dans cet anneau, un polynéme s’annule en 7, = 1 si et seulement si il est divisible
par y¢ — 1.

Soit mg le plus grand entier tel que (y, — 1) divise tous les polynémes ps, . . . , po.
Notons alors pour tout i € {0,...,s}, p; = (yg — 1)™¢;. Comme (yy — 1)™0 est
unitaire, il est possible d’obtenir ¢; par une division euclidienne dans Q[x, g|[ye],
ainsi ¢; est bien dans Q[x, y]. Par ailleurs, par définition de my, il existe un indice @
tel que ¢; ne s’annule pas en y, = 1.

En factorisant 'équation différentielle de A par (y, — 1), puis en la simplifiant
par ce facteur, nous obtenons une nouvelle équation pour A :

qs(x, y)0iA(z,y) + ... + @z, y)Alx,y) =0

qui cette fois fournit une équation non triviale pour C' en I’évaluanteny, = 1. ®
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Remarque 7.42.

» Souvent, les preuves de stabilité des séries holonomes pour la substitution algé-
brique oublient la possibilité que I’équation devienne triviale aprés substitution, et
remplacent en une seule fois toutes les variables par leur valeur. Dans la preuve
précédente, I'intérét de procéder variable par variable est de pouvoir assurer que si
les polyndémes s’annulent aprés la substitution y, = 1, alors ils sont divisibles par
une puissance de y; — 1. Ce n’est plus vrai si on effectue plusieurs substitutions en
méme temps : par exemple, le polyndme (y; — y2) devient nul par la substitution
simultanée y; = 1,y, = 1 sans étre divisible par (y; — 1) ni (y2 — 1). <

7.2.2 Analogue du théoreme de Chomsky-Schiitzenberger pour les
automates de Parikh (a pile) faiblement non ambigus.

Dans cette section, nous montrons I’analogue du théoréme de Chomsky-Schiitzen-
berger pour les automates de Parikh (a pile) faiblement non ambigus : la série gé-
nératrice d’'un langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est holonome.
Nous le démontrons d’abord dans le cas des langages de Parikh, qui est un peu plus
simple a exposer.

Comme nous 'avons dit dans 'introduction de la partie, 'idée de la preuve remonte
al’article [Lip88] de stabilité des séries holonomes par produit de Hadamard : Lipshitz
avait déja proposé de contraindre le support d’une série holonome par un ensemble
de contraintes linéaires sur les occurrences des variables. Une preuve similaire a celle
que nous présentons a été proposée dans [Mas93, CM17] pour les langages LCL et
RCM, en utilisant une série similaire (mais qui utilise la substitution algébrique plus
compliquée x; = x plutot que la spécialisation a 1).

La preuve que la série génératrice d’'un langage de Parikh faiblement non ambigu
est holonome repose sur le produit de Hadamard de deux séries rationnelles : la
premiére compte les calculs de I'automate, tandis que la deuxiéme décrit 'ensemble
semilinéaire; le produit de Hadamard entre les deux séries permet de filtrer les calculs
acceptants. Ces deux séries sont introduites dans le Lemme 7.43 et le Lemme 7.44.

Lemme 7.43 (Série génératrice des calculs d’'un automate de Parikh).
» Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu de dimension d. Nous
définissons la série génératrice pondérée A(x,y,...,yq) par:

Az, 91, -, 94) = > bninoig®" YL

(Ryitseeia) ENHL

ott pour tout (n,iy,...,ig) € Nt lny....i, compte le nombre de calculs de A
joignant I’état initial a un état final, étiquetés par un mot de longueur n, et le vecteur
(i1,...,1q). Alors A(x,y1,...,yq) est rationnelle. <

Ebauche de preuve. La preuve est une simple application de [FS09, Proposition V.6]
qui est un résultat plus général portant sur les séries génératrices comptant les
chemins d’un digraphe pondéré. Précisons que la variable n compte bien la longueur
des chemins dans A, car A est sans e-transitions. Notamment £,, ;, . ;, est bien fini
pour tout (n, i1, ... ,iq) € N1,

Le résultat est bien connu pour les automates finis classiques. Une autre facon
de démontrer le lemme, en partant du résultat connu sur les automates finis, est
de transformer ’automate de Parikh en automate fini, en introduisant d nouvelles
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lettres by, . .., by, et en remplacant toute transition étiquetée par le couple (a, 2) par
une transition joignant les mémes états, mais étiquetée par le mot ab’i1 o bild (quitte
a ajouter des états supplémentaires si on souhaite un automate fini sur des lettres
plutdt que sur des mots).

Nous détaillerons la preuve au chapitre suivant, dans le Lemme 8.12, en décrivant
en plus des bornes sur le degré et la taille des coefficients des polynémes intervenant
dans la fraction rationnelle représentant A(x,y1, ..., yq). ]

Lemme 7.44 (Série génératrice d’'un ensemble semilinéaire).
» Soit C' un ensemble semilinéaire sur N%. Nous posons C(y1,...,%q) sa série
génératrice définie par :

Clyr,-- - ya) = Y Wity
icC
Alors C(yi, ..., yq) est rationnelle. <

Démonstration. Par la Proposition 1.34 vue dans les préliminaires, C' est représentable
sous une forme non ambigué :

C = @(CZ + Pz*)

=1

ou l'union est disjointe et les vecteurs dans chaque ensemble de périodes P; sont
linéairement indépendants. Par conséquent, sa série génératrice est donnée par :

r

Y
Cly) = ; HpEPi(l — yP)

C;

qui est une somme de fractions rationnelles, donc est bien rationnelle.

Une autre facon de démontrer ce théoréme est de considérer, comme nous I’avons
dit dans les préliminaires, que C' est reconnaissable par un automate fini non ambigu,
et d’utiliser le résultat de [FS09, Proposition V.6] portant sur les séries génératrices
associées aux chemins dans un automate (voir par exemple : UExemple 1.35 et
I’Exemple 1.75 des préliminaires). u

Comme nous I’avons annoncé, le théoréme suivant est une conséquence directe du
Théoréme 6.41 et du fait que la série génératrice d'un langage de RCM est holonome
[CM17]. Nous en proposons une preuve directe :

Théoréme 7.45 (Conséquence de [CM17]).
» La série génératrice d’'un langage de Parikh faiblement non ambigu est holonome.
<

Démonstration. Soit L un langage reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu A de dimension d. Notons L(z) la série génératrice de L, et C' C N4
Pensemble semilinéaire associé a I’automate.

Nous notons

Az, y1,...,ya) == Z Cri.ig ™Y .yzld

(131 50.,1q) ENAFL
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la série génératrice pondérée associée aux calculs de A, définie au Lemme 7.43. Cette
série est rationnelle, donc holonome.

Posons C(y1,-..,Yd) = Y jec Ui - - - Y la série génératrice du semilinéaire C.
Cette série est aussi rationnelle par le Lemme 7.44. Nous notons alors

_ . , 1
C($7y17"‘ 73/d) = sznyil . y;d = 7C(y17‘ . '7yd)

£ 1—2
neNieC

qui est aussi rationnelle. Posons alors G(x,y) := A(x,y)©C(z,y). Que se passe-t-il
quand nous faisons le produit de Hadamard de ces deux séries ?

Rappelons que le produit de Hadamard de deux séries qui ont le méme nombre de
variables est le produit terme a terme. Autrement dit, pour tout n, %1, ...,%4:

[z"yi .y G, y) = [y AT, y) < 2"y Cla, y)

Or, par définition, [x"yil o yiﬂé(z, y) vaut Lsi (i1, S iq) € C, etvaut 0 sinon.
Autrement dit : [z"y;" ... y|G(x,y) = [y} ...y A(x, y) si (i1, ..., iq) € C,
et vaut 0 sinon. Le produit de Hadamard a donc supprimé du support de A tous les

calculs étiquetés par un vecteur qui n’était pas dans le semilinéaire C'. Ainsi :

Gz, y) = A, y) ©C@,y) = D> lniyig®"yi Y3 -

neNieC

Par stabilité des séries holonomes par produit de Hadamard, G(x, y) est holonome.
Pour n € N, posons ¢, = ZieC’ lni,.. i, le nombre de calculs acceptants de
A étiquetés par un mot de longueur n. Ce nombre est fini car 4 ne posséde pas
d’e-transitions. Par faible non-ambiguité, ¢,, désigne aussi le nombre de mots de
longueur n dans le langage L.
De plus, en remarquant que G(z,1,...,1) = >y fnz", nous en déduisons que
L(z) = G(z,1,...,1). Donc L(z) est holonome, par la Proposition 7.41. ]

Remarque 7.46.

» Nous avons montré que la série génératrice univariée d'un langage de Parikh fai-
blement non ambigu est holonome, mais la preuve s’adapte facilement pour montrer
que sa série multivariée est aussi holonome (a la place de compter en x la longueur
du mot, il faut introduire une variable x, pour chaque lettre a € X qui compte le
nombre d’occurrences de a dans les calculs de A). <

Lemme 7.47 (Série génératrice des calculs d'un automate de Parikh a pile).
» Soit A un automate de Parikh a pile faiblement non ambigu de dimension d, sans

e-transitions. Nous définissons la série génératrice pondérée A(z,y1,...,¥yq) par:
‘A - n, i i
Ay, ya) = D lngeid YU

(Myi1,...p0q) ENEHL

ott pour tout (n,iy,...,ig) € Nt ln....i, compte le nombre de calculs de A
joignant I’état initial a un état final, étiquetés par un mot de longueur n, et le vecteur
(i1, ...,1q). Alors A(z,y1,...,yq) est algébrique. <
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Démonstration. Comme nous ’avons déja mentionné au chapitre 6, le langage des
calculs acceptants d’'un automate a pile est algébrique déterministe, et ce méme sil’au-
tomate a pile de départ est ambigu. Par le théoréme de Chomsky-Schiitzenberger, la
série génératrice qui compte les calculs acceptants d’'un automate a pile est donc algé-
brique. Une simple adaptation de la preuve du théoréme de Chomsky-Schiitzenberger
permet de démontrer que A(z,y1,. .., yq) est algébrique (ou peut sinon transformer
A en automate a pile sur des lettres en encodant les vecteurs des transitions sous
la forme de lettres, et le résultat est alors une conséquence directe du théoréme de
Chomsky-Schiitzenberger). n

Théoreme 7.48.
» La série génératrice d’'un langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est
holonome. <

Démonstration. 1l s’agit de la méme preuve que le Théoréme 7.45, avec cette fois

A(z,y1,...,Yq) qui est algébrique et non plus rationnelle (mais toujours holonome).
|

Remarque 7.49 (Réciproque).
» Il est naturel de se demander si les séries associées aux langages algébriques de
Parikh faiblement non ambigus recouvrent toutes les séries holonomes, et si ce n’est
pas le cas, de caractériser les séries qui sont atteintes par cette correspondance.
Nous en discuterons plus précisément dans les ouvertures, a la sous-section 7.4.4,
ou nous montrerons que les séries associées aux langages de Parikh (resp. langages
algébriques de Parikh) faiblement non ambigus sont exactement les diagonales de
séries N-rationnelles (resp. de séries N-algébriques). <

7.3 Intrinseque faible ambiguité

7.3.1 Premiers exemples de langages intrinsequement faiblement
ambigus

La contraposée du Théoréme 7.48 étend la méthode de Flajolet pour montrer
Pintrinseque ambiguité des langages algébriques de Parikh :

Proposition 7.50.
» Sila série génératrice (multivariée) d'un langage algébrique de Parikh n’est pas
holonome, alors le langage est intrinsequement faiblement ambigu. <

Comme les séries algébriques sont incluses dans les séries holonomes, il se trouve
que certains des criteres utilisés par Flajolet dans [FS87] pour prouver qu’une série
est transcendante montrent en fait aussi qu’elle n’est pas holonome :

Proposition 7.51 (Outils pratiques pour montrer qu’une série n’est pas holonome,
[Flag7]).
» Soit L(z) = > ¥n2" une série formelle a coefficients dans Q.
a. Si la fonction L(z) posséde une infinité de singularités, alors L(z) n’est pas
holonome.
b. Si/,, ne vérifie pas a partir d’un certain rang une équation de récurrence linéaire
a coefficients polynomiaux en n, alors ¢(z) n’est pas holonome. <



Nous rappelons que la
notation n désigne le mot
a™b pour toutn € N.
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En particulier, les séries lacunaires (voir définition p.222) ne sont pas holonomes.
Comme les séries holonomes sont closes par les mémes opérations usuelles que
les séries algébriques, le principe de preuve pour démontrer I'intrinséque faible
ambiguité d’un langage est le méme que pour les langages algébriques : on suppose
que la série génératrice du langage est holonome, puis on la transforme par des
opérations usuelles qui préservent ’holonomie pour obtenir une série plus simple
qu’on sait identifier comme non holonome, et obtenir une contradiction.

En fait, tous les langages algébriques démontrés intrinséquement ambigus dans
[Fla87] ou bien sont reconnaissables par un automate de Parikh déterministe, ou bien
ont une série génératrice qui n’est pas holonome et sont donc aussi intrinséquement
faiblement ambigus en tant que langages algébriques de Parikh. Par exemple :

Proposition 7.52 (Un premier langage algébrique de Parikh intrinséquement fai-
blement ambigu, [Fla87]).
» Le langage P, défini par

Py = {ﬂl co Ny | ke N*, (n1 =1let Vj, N2j = 2712]',1) ou (Vj,n2j+1 = 2n2j)}
est un langage algébrique de Parikh intrinsequement faiblement ambigu. <

Démonstration. Nous avons démontré a la Proposition 7.21 que la série génératrice
de ce langage avait une infinité de singularités. Elle n’est donc pas holonome. Comme
le langage est algébrique, c’est aussi un langage algébrique de Parikh. [

La proposition suivante, fondée sur le méme principe, donne un exemple de langage
de Parikh qui est intrinséquement ambigu :

Proposition 7.53 (Un langage de Parikh intrinsequement faiblement ambigu).
» Lelangage D = {nino...ng |k € N*, ny =1let3dj < k,nji1 # 2n;} estun
langage (algébrique) de Parikh intrinsequement faiblement ambigu. |

Démonstration. Notons D = ab(a*b)* \ D. Sa série génératrice est D(xq,x}) =
D ks mgkfla?’g qui a été démontrée non holonome dans la preuve de la Proposi-
tion 7.21. |

Remarque 7.54.

» Le langage précédent est aussi intrinsequement faiblement ambigu en tant que
langage algébrique de Parikh. Il faut toujours préciser par rapport a quelle classe un
langage est intrinsequement (faiblement) ambigu. Nous verrons en sous-section 7.1.1
qu’il existe des langages intrinséquement faiblement ambigus en tant que langages
de Parikh, mais qui sont faiblement non ambigus en tant que langages algébriques
de Parikh. <

Le langage suivant avait été annoncé a la Proposition 6.9 du chapitre 6 pour
démontrer que les langages de Parikh faiblement ambigus ne sont pas clos par
quotient a gauche par un langage régulier :

Proposition 7.55 (Le langage de Shamir est intrinsequement faiblement ambigu).
» Le langage S = {a"bvia™vs : n > 1,v1,v2 € {a,b}*} est un langage de Parikh
intrinséquement faiblement ambigu. |
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Démonstration. On peut facilement construire un automate de Parikh ambigu de
dimension 2 qui reconnait S : I'automate utilise sa premiére coordonnée pour stocker
le nombre n de a présents au début du mot avant le premier b, puis de facon non
déterministe, choisit de compter dans sa deuxiéme coordonnée un nombre m de
lettres a qu’il lit dans une séquence de a consécutifs. La contrainte linéaire de
l’automate pour que le calcul soit acceptant est n < m.

[Fla87] prouve que ce langage est algébrique intrinséquement ambigu, car sa

g 1— 2n s . .
série génératrice S(z) = Zl(_zj) > n>1T-9.7z=1 a une infinité de singularités.
Cela signifie aussi qu’elle n’est pas holonome, et que donc S est intrinséquement

faiblement ambigu en tant que langage de Parikh. [

Nous pouvons désormais déduire les propriétés de non-cloture des langages algé-
briques de Parikh, annoncées au chapitre précédent :

Proposition 7.56 (Non-cloture des langages algébriques de Parikh faiblement non

ambigus).
» La classe des langages algébriques de Parikh faiblement non ambigus n’est pas
close par intersection, union, concaténation, ni quotient a gauche. |

Démonstration. Les raisonnements suivants fonctionnent aussi pour démontrer la
non-cloture des langages algébriques non ambigus.

Pour I'union, rappelons que P, défini a la Proposition 7.52, est I'union de deux
langages algébriques déterministes L1 = {n ...n; |n1 = 1 et Vj,noj = 2ngj_1 } et
Ly = {n,...n; | Vj,n2j4+1 = 2n9;}, qui sont donc aussi faiblement non ambigus en
tant que langages algébriques de Parikh. Comme P, est intrinsequement faiblement
ambigu, ceci montre que la classe n’est pas close par union.

Par ailleurs, 'intrinséque faible ambiguité de P est prouvée en montrant que la
série génératrice de I = L; N Ly n’est pas holonome. Donc L1 N Ly n’est pas un
langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu : ceci prouve la non-cléture par
intersection.

La non-cléture par concaténation vient du fait que la série génératrice du lan-
gage Pal? = {uv|u,v € Pal} des concaténations de deux palindromes n’est pas
holonome [Kem82, FS87].

La non-cléture par quotient a gauche vient du fait que la classe n’est pas close par
quotient a gauche par un langage régulier. u

Remarque 7.57.
» Comme nous I'avions déja dit au chapitre précédent, la question de la cloture par
complémentaire reste ouverte. <

Les langages précédents sont directement ou indirectement issus de l'article de
Flajolet [Fla87]. Nous proposons, pour diversifier un peu les exemples, un langage
issu des marches a petits pas confinées dans le quart de plan. Considérons N? le
quart de plan plongé dans Z2, et ¥ = {\, /', \,} un ensemble de petits pas. Nous
interprétons le symbole \ comme le vecteur (—1,1), le symbole  comme le
vecteur (1, 1), et le symbole \, comme le vecteur (1, —1). Une suite de symboles de
¥ représente alors une marche dans Z2, qui commence 4 I'origine du plan (0, 0), et
qui se déplace en suivant les vecteurs associés aux symboles de 3 (voir par exemple
Figure 7.1). Une telle marche est alors dite confinée dans le quart de plan si elle reste
dans N? (elle ne traverse jamais les axes). Les marches confinées dans le quart de
plan, associées aux pas décrits par ¥ = {\, 7, \}, ont été étudiées par [MR09].

Il est par conséquent aussi
intrinséquement faible-
ment ambigu en tant que
langage algébrique de Pa-
rikh, et la classe wulPA
n’est donc pas close non
plus par quotient a gauche
par un langage régulier.

Crestin prouve que c’est un
langage algébrique infini-
ment ambigu [Cre72].
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FiGURE 7.1. Exemple de marche confinée dans le quart de plan, associée au mot

7 NNNA

Proposition 7.58 (Un langage issu des marches du quart de plan, [MR09]).

> Soit ¥ = {N, 7, \/}, et L C ¥*lelangage des mots qui représentent une marche
a déplacements dans X qui n’est pas confinée dans le quart de plan (autrement dit qui
traverse les axes). Alors L est un langage (algébrique) de Parikh intrinséquement
faiblement ambigu. |

Démonstration. 1l est facile de voir que si w représente une marche de pas dans ¥,
alors la marche sort du quart de plan si et seulement s’il existe un préfixe o de w tel
que |o|x_+ [o] 2 < |o|\, ou|o| A+ |o|\, < |o|x_(autrement dit dans le préfixe o,
ou bien le nombre de fleches qui montent est strictement plus petit que le nombre
de fléches descendantes, ou bien le nombre de fléches allant a droite est strictement
plus petit que le nombre de fleches allant a gauche).

On construit alors facilement un automate de Parikh qui reconnait L : 'automate
commence a lire un préfixe de w en entrée, en stockant dans ses trois coordonnées
le nombre d’occurrences de chaque lettre de X lue jusqu’ici; puis il décide de facon
non déterministe qu’il a lu un préfixe o candidat, finit de lire le mot sans modifier
ses coordonnées, puis vérifie par sa contrainte semilinéaire que ¢ vérifiait bien la
condition de W sur les occurrences des lettres.

Le langage ¥* \ L désigne I’ensemble des mots w € ¥* tels que pour tout préfixe
o de w on ait ala fois |o|x_+ |o| 2 > |o|\ et |o| »+ |o|\, = |o|<_. Si on interpréte
les mots de ¥* comme des marches dans le plan partant de la coordonnée (0, 0), cette
condition signifie que la marche doit rester dans le quart de plan {z > 0,y > 0}.
Dans [MR09], les auteurs démontrent que la série génératrice w(x) des marches
dans le quart de plan qui utilisent I’ensemble de pas {X, 7, \(} a une infinité de
singularités et n’est pas holonome. Par conséquent la série génératrice du langage L,

1

qui vaut L(r) = 1—5; — w(r) n’est pas holonome.

Donc le langage L est intrinsequement faiblement ambigu. |

Nous touchons cependant avec I'exemple précédent les limites des critéres analy-
tiques utilisés dans cette thése. En effet, pour exhiber un langage intrinséquement
faiblement ambigu a partir des marches du quart de plan, nous avons été obligés
de nous tourner vers une marche dont la série génératrice n’est pas holonome, en
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choisissant un ensemble de pas particulier. Pourtant étant donné un ensemble de pas
élémentaires quelconque ¥ C {«+, ./, ], \, =,/ T,\\}, il me parait difficile de
construire un automate de Parikh a pile capable de reconnaitre de facon faiblement
non ambigué les marches de >* qui ne sont pas confinées dans le quart de plan
(sauf pour certaines marches, dites singuliéres, qui sont équivalentes a des marches
confinées dans le demi-plan [Mis09]). Par exemple, si nous considérons la marche a
petits pas dans ¥ = {7, N\, .,’"\\}, qui a une série génératrice holonome [BP03],
son complémentaire n’a intuitivement pas plus de raison d’étre dans la classe wulPA
que la marche étudiée dans la proposition précédente, mais nous sommes incapables
de démontrer son intrinseque faible ambiguité avec notre critere.

Une premiére piste pour s’attaquer a 'intrinseque faible ambiguité des langages qui
ont une série holonome est de préciser un sous-ensemble strict de séries holonomes
auquel appartiennent les séries génératrices des langages (algébriques) de Parikh
faiblement non ambigus. Nous en discuterons dans la section 7.4. Une autre idée est de
prouver a la main, par des techniques d’itération, qu’un langage n’est reconnaissable
par aucun automate de Parikh a pile non ambigu. La section suivante est une premiere
piste dans cette direction, méme si nous nous sommes restreints au cas plus simple
des automates de Parikh (donc sans pile).

7.3.2 Vers un argument d’itération pour montrer I’'intrinseque
faible ambiguité d’'un langage de Parikh

Comme pour les langages algébriques, la méthode analytique ne suffit pas toujours
pour prouver I'intrinséque faible ambiguité d’'un langage. Dans cette section, nous
développons un exemple ou le critére de non-holonomie échoue. Nous considérons
le langage Leyer suivant :

Leven = {m@% : keN, Vi< 2k,n; >0, etﬂjgk,ngj:ngj_l}.

En d’autres mots, le langage L.y, reconnait les suites de paires d’entiers, dont une
paire au moins contient les mémes entiers (nous rappelons que la notation n est un
raccourci d’écriture pour le mot a™b).

Le langage Leyep, st reconnu par un automate de Parikh ambigu : en effet, il est
reconnu par un automate de dimension 2 qui devine simplement la paire a vérifier :
il stocke dans sa premiére coordonnée le nombre de a du premier bloc de la paire,
et dans sa seconde coordonnée le nombre de a du deuxieme bloc. Le semilinéaire
vérifie que ces deux valeurs sont égales. L’automate est ambigu, car un mot a autant
de calculs acceptants qu’il contient de paires d’entiers égaux : par exemple le mot
1111 a deux calculs acceptants.

Le langage Lcyep, est aussi algébrique déterministe (en particulier il est reconnu
par un automate de Parikh a pile faiblement non ambigu). Il est en effet reconnu par
I'automate a pile déterministe décrit ci-apres : en lisant une paire d’entiers 19,1, 1,
Pautomate déterministe empile le nombre ng; de a qu’il lit dans le premier bloc,
puis dépile en lisant les a dans le deuxiéme bloc : s’il atteint son symbole de fond
de pile juste avant de lire la lettre b qui clot la paire, alors il accepte le mot, sinon
il recommence la démarche avec la paire suivante, apres avoir vidé sa pile si elle
contenait encore des symboles. L’automate décrit est bien déterministe, et détecte la
premiére paire d’entiers égaux d’un mot de Leyer,.

Nous déduisons du théoréme de Chomsky-Schiitzenberger que la série génératrice
Leyen(z) du langage Leyer, est algébrique. En fait, Leyen(2) est méme rationnelle :

Avec Y = { 2 N\} par

exemple nous retrouvons
les chemins de Dyck.

Il s’agit d’une intuition,
peut-étre fausse.

Nous n’avons pas encore
réussi a prouver par des
techniques d’itération I’in-
trinséque faible ambiguité
d’un langage algébrique de
Parikh.



Les arguments de cette
section ne se limitent
cependant pas a un al-
phabet a deux lettres.
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en effet, Leyen = ((aTh)?)* \ {a"ba™b|n # m, etn,m > 0}, et {a"ba™b|n #
m, etn,m >0} = (ah)?\ {a"ba"b|n > 0}. Ainsi :

i_i
L (Z) _ 1 (=22 122 229-4274826-325-32442254222-3241
even T2t 1=t 4 =t T (225234221 (22 -2+ ) (222 )
(1—2)2 (1—2)2 T 1-22

Ainsi les critéres que nous avons développés a la section précédente échouent,
pourtant L.y, ne semble intuitivement pas étre reconnaissable par un automate
de Parikh faiblement non ambigu. Le but de cette section est de développer une
technique de preuve pour le montrer.

Décomposition d’un calcul

Le but de cette sous-section est de poser les bases d’une décomposition des calculs
acceptants d’un automate de Parikh faiblement non ambigu, qui nous sera utile pour
prouver l'intrinséque faible ambiguité de certains langages de Parikh. Nous fixons
I'alphabet > = {a, b} dans cette section, et .A un automate de Parikh faiblement non
ambigu sur 3, sans e-transition (en particulier nous ne faisons aucune supposition
sur le langage reconnu par .4). Nous nous concentrons dans un premier temps sur
les calculs de A qui ne lisent que la méme lettre a :

Définition 7.59 (a-calcul, cycle élémentaire).
» Un calcul 7 de A est appelé a-calcul, si 7 est de la forme py =2 Dn,avecw € a* :
T

autrement dit les transitions de 7 ne lisent que la lettre a.

Un a-cycle élémentaire de A est un a-calcul w non vide, commencant et finissant
dans le méme état, et qui ne passe pas deux fois par le méme état (sauf en ses
extrémités). Nous appelons origine d’'un a-cycle élémentaire w son état de départ
(qui est aussi son état d’arrivée).

L’ensemble des a-cycles de A est un ensemble fini, que nous notons I1(.4). <«

Définition 7.60 (a-maxcalcul).
» Soit R un calcul de A, et 7 un sous-a-calcul de R non vide. Nous disons que 7 est
un a-maxcalcul de R si 7 n’est précédé ni suivi par une transition qui lit un a dans

R. <

Soit R un calcul acceptant de A, et 7 un a-maxcalcul de R. Nous appelons décom-
position canonique de 7 la décomposition de 7 sous la forme
T = w0y ' weos? - - wfajcfwa,

avec f € Netsy,...,s; > 0, obtenue comme suit :

— Nous lisons les premiéres transitions du calcul 7 jusqu’a la premiere fois ou il
passe pour la deuxiéme fois dans un état ¢ (ou jusqu’a la fin du calcul sinon) :
nous obtenons un sous-calcul non vide de la forme w; o1, ot w; ne passe jamais
deux fois par le méme état, et 01, s’il est non vide, est un a-cycle élémentaire,
d’origine q. De plus wy s’il est non vide ne passe par aucun état en commun avec
01, a 'exception de son état d’arrivée, qui est l'origine de 0.

— Nous répétons la procédure décrite ci-dessus avec le suffixe (wioq) 7 de 7.

— Nous obtenons donc a la fin de la procédure une décomposition de 7 de la forme

. s
T =wWo1we09 " wfatth, quenous factorisonsenm = wlaflwgag cee ’LUfofwf+1

en regroupant autant que possible les a-cycles élémentaires identiques consécutifs
séparés par des w; vides : par exemple o4c04604 devient 3.
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La procédure ci-dessus est déterministe, donc il n’y a pas d’ambiguité pour parler
de la décomposition canonique d’un a-maxcalcul. La proposition suivante établit
des propriétés de la décomposition d’un a-maxcalcul apparaissant dans un calcul
acceptant d’un automate de Parikh faiblement non ambigu.

Proposition 7.61 (Propriétés de la décomposition canonique d’'un a-maxcalcul).
» Soit R un calcul acceptant de A, et ™ un a-maxcalcul de R. Alors la décomposition
canonique ™ = w10} w05 W fa;f wyy1 de 7 vérifie les propriétés suivantes :
a. feNetsy,...,s;>0;
b. chaque o; est un a-cycle élémentaire (non vide);
c. chaque wj; est un a-calcul qui ne passe jamais deux fois par le méme état. De
plus, w; ne passe par aucun état en commun avec o0, sauf son état d’arrivée qui
est Porigine de o;;
d. les a-cycles élémentaires qui apparaissent dans la décomposition canonique ont
tous une origine distincte; en particulier pour tout 1 < i < f 4+ 1, w; # ¢, et
f<1Qal.

<

Démonstration. Les trois premiers points sont immédiats par construction de la
forme canonique. Le dernier point vient du fait que .4 est un automate de Parikh
faiblement non ambigu. Nous rappelons que par construction, si w; = € pour un
certain 1 < ¢ < f + 1, alors 0;_1 # 0. Supposons par I’absurde que dans la
décomposition canonique de 7 de la forme

— s1 Sf
7T—w10'1 wg--'wfal wa,

il existe deux indices ¢ < j tels que les a-cycles élémentaires o; et o; ont la méme
. . c 17 , S5 .
origine ¢. Nous considérons alors le a-calcul 7’ obtenu en déplacant aj] juste avant
S . JR—, .
o;" (voir aussi Figure 7.2) :
S

I _ s1 Sj .Si f
T = w104 U)Q'--in'j 0'7; wi+1---ijj+1---wfaf wf+1.

Les a-calculs 7 et 7 sont distincts :

— sio; = oj alors 7 et 7’ n’ont donc pas la méme décomposition canonique (le s/
de 7’ vaut s; + s; > s;), ils sont donc distincts.

— sio; # 0, alors la encore 7 et 7’ n’ont pas la méme décomposition canonique :

sii > leto; =0;_1,alorsle s;_; de 7’ vaut s;_1 + s; > s;_1);etsii = 1ou
0j # 041, alors le i-éme cycle élémentaire dans la décomposition canonique de
/ . .
7' est 0, tandis que celui de 7 est 0; # 0.
De plus, 7 et 7’ sont deux a-calculs qui ont la méme longueur, et qui sont étiquetés
par le méme vecteur, par commutativité de ’addition sur les vecteurs. Nous obtenons

ainsi a partir de R un calcul acceptant R’ différent de R, étiqueté par le méme mot.

C’est impossible par faible non-ambiguité de .A. Donc tous les cycles élémentaires
de la décomposition de 7 ont des origines différentes. u

Définition 7.62 (Signature d’un maxcalcul).
» Soit R un calcul acceptant de A, et ™ un a-maxcalcul de R, de décomposition
canonique T = w10} w05 - - - wfa;f w¢41. La signature de 7 est I'uplet :

('lUl,O'l,’LUQ,. . '7wf70f7wf+1)7

Nous rappelons que A est
faiblement non ambigu



246 7 Intrinséque ambiguité et séries génératrices

Sfr X O
S1 X O f !
! ! S; X 05 Sj X 0
O OR 55 (a5 ~5-0)
SfX(Tf

S1 X 01

5j X 0j + 8; X 0;
O O= 55 (4O

FIGURE 7.2. Si dans la décomposition canonique d’un a-maxcalcul, il existe deux
a-cycles élémentaires o; et o; ayant la méme origine, alors nous pouvons changer
le calcul de facon a calculer le méme mot et le méme vecteur. C’est impossible si ce
maxcalcul fait partie d’un calcul acceptant d’un automate de Parikh faiblement non
ambigu.

obtenu a partir de sa décomposition canonique en omettant les exposants des cycles.
<

Proposition 7.63 (Le nombre de signatures est fini).
» L’ensemble des signatures associées a des calculs acceptants de A est fini. |

Démonstration. Par la proposition précédente, une décomposition canonique d’un a-
maxcalcul d'un calcul acceptant de A posséde au plus |Q 4| cycles élémentaires. Une
signature contient au plus 2|Q 4| + 1 éléments, qui sont soit des cycles élémentaires,
soit des chemins simples de .A. Comme le nombre de cycles élémentaires dans A est
fini, et le nombre de chemins simples dans A est aussi fini (comme un chemin simple
ne passe pas deux fois par le méme état, il est de longueur au plus ), le nombre
de signatures associé a des calculs acceptants de A est fini. [ |

Nous pouvons passer désormais a la preuve d’intrinseque faible ambiguité du
langage Leyen.-

Preuves d’intrinseque faible ambiguité.

Théoreme 7.64.
» Le langage L.,y est intrinsequement faiblement ambigu en tant que langage de
Parikh. <

Démonstration. Par ’absurde, supposons que Leyen, €st reconnu par un automate de
Parikh faiblement non ambigu A, sans e-transition.

Soit ¢ le nombre de signatures associées aux a-maxcalculs des calculs acceptants
de A. Ce nombre est fini par la Proposition 7.63.

Le Théoréme de Ramsey [Ram29] garantit qu’il existe un entier r tel que tout
graphe complet non dirigé possédant au moins r sommets, dont les arcs sont colorés
par ¢? couleurs différentes, posséde un triangle monochromatique.

Fixons deux entiers n et k, que nous préciserons plus tard, et qui dépendent

uniquement de A.
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Pour tout £ € {1,...,r}, notons wy le mot wy = ning...ng, oW N2ip1 = N
pour tout i, et ng; = n + k sii # £, sinon noy = n (autrement dit toutes les paires
de wy sont nn + k, sauf la paire numéro ¢ qui vaut n n). Chaque wy contient ainsi
une unique paire d’entiers égaux, donc appartient au langage Ly, Par faible non-
ambiguité, chaque wy est reconnu par un unique calcul acceptant R dans .4, qui
par définition, posséde exactement 2r a-maxcalculs.

Pour ¢, j dans {1,...,7}, nous notons \;; la signature du 2j-iéme a-maxcalcul de
R, qui par définition est un calcul de longueur n + k si i # j. Nous construisons
le graphe complet non dirigé G 4 de sommets {1, ..., r}, et tel que pour tout i < j,
'arc (i, j) est coloré par le couple (A;j, Aj;). Par le théoréme de Ramsey, G 4 admet
un triangle monochromatique de sommets o < 3 < . En particulier, \og = Aoy et
Aa = Ayg.

Autrement dit, le 23-iéme maxcalcul et le 2y-iéme maxcalcul de R, ont la méme
signature. Pour simplifier les notations, notons 7 (resp. 75) le 23-iéme (resp. 27-
iéme) maxcalcul de R,

Nous précisons alors comment nous choisissons k et n, en fonction de .4 unique-
ment : nous définissons k£ = ppcm({|o| : o € II(A)}), et n suffisamment grand
pour que tout a-maxcalcul de longueur plus grande que n d’un calcul acceptant de A
contienne dans sa décomposition canonique un a-cycle élémentaire répété au moins
k 4 1 fois : c’est possible car nous rappelons que dans la décomposition canonique
d’un a-maxcalcul, il y a un nombre fini de cycles élémentaires et de chemins simples
w;, et que chaque w; est de longueur bornée.

Ainsi, 75 contient un a-cycle élémentaire o qui est répété strictement plus de s
fois, avec s = k/|o|. Comme 75} et 7§ ont la méme signature, ce cycle o se trouve
aussi dans 73. Nous pouvons alors changer le calcul acceptant R en un calcul R,
en déplacant la boucle o° originellement présente dans 7§ pour la placer au niveau
du cycle o présent dans 7. Nous obtenons ainsi le calcul R!, pour le mot :

2c0 28 27

Ce calcul est acceptant, car il possede les mémes états de départ et d’arrivée que R,
et est de plus étiqueté par le méme vecteur, par commutativité. De plus, les signatures
des a-maxcalculs de R/, sont les mémes que ceux de R,.

De facon similaire, a partir de I'égalité A, = A, g, nous pouvons modifier le calcul
acceptant R, en un calcul acceptant ’R; de mémes signatures que R, et étiqueté par
le mot w, en déplacant s’ = k/|o’| itérations d’un cycle bien choisi ¢’ en position
2 vers la position 2.

Nous avons donc construit deux calculs acceptants pour le mot w. Par faible
non-ambiguité, ces deux calculs sont identiques. Mais comme les signatures des
maxcalculs de Ry, et R, sont les mémes que ceux de R, et R, cela signifie que les
signatures des maxcalculs de R, et R, sont identiques.

En particulier Ay .o = Ay o et Aq 3 = A, g. Or par monochromaticité, Ay g = Ay 4.
Donc Ay,o = Aq 8. Absurde, car nous pourrions retirer un a-cycle élémentaire en
position 2« dans R, pour le déplacer en position 23, et obtenir alors un calcul
acceptant pour un mot qui n’a aucune paire de nombres égaux, et qui n’est donc pas
dans Leyen.

Donc Leyer est intrinséquement faiblement non ambigu. [ |

Corollaire 7.65.
» Le langage Lc,cn, est intrinsequement ambigu pour tout modéle d’automate de

C’est pour cela que nous
avons choisin de fagon

a ce que le cycle o soit
répété strictement plus de
s fois dans 7, afin que sa
signature reste la méme si
on lui retire la boucle o®.
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Parikh étendu en remplacant le semilinéaire d’acceptation C' par un ensemble quel-
conque de N¢, <

Démonstration. Ceci est di au fait que la preuve du Théoréme 7.64 ne repose que sur
des manipulations de chemins dans un automate, et sur la commutativité de I’addition
sur les vecteurs, mais est indépendante de la forme de ’ensemble qui accepte les
vecteurs calculés dans les calculs de ’automate. Elle s’adapte donc directement a
n’importe quelle extension des automates de Parikh ensemble C d’acceptation. M

Remarque 7.66 (Piste future pour montrer que Pal est intrinséquement faiblement
ambigu).

» Le langage suivant est une premiere piste de recherche pour exhiber un langage
plus naturel qui soit intrinséquement faiblement ambigu :

['even?é = {m@% ckeN, Vi<2k,n; >0, etdj < k,ngj 75712]‘_1} .

En effet, s’il est possible de montrer qu’il est intrinséquement faiblement ambigu, et
si par chance la preuve ressemble a celle de Ly, elle ne prendra pas en compte
la position des paires. Dans ce cas elle s’adaptera directement pour prouver que le
langage

P;é = {bngk,1 .. N3N NNYg ... N2g ! keN Vi<2kn; >0, etdy < k,?”LQj ;ﬁan_l}

est intrinsequement faiblement ambigu, ce qui permettra de prouver que le langage
Pal des mots qui ne sont pas des palindromes est intrinsequement faiblement ambigu
en tant que langage de Parikh (car P7 = Pal N b((ath)?)*). <

7.3.3 Problemes de décision liés a I'intrinseque faible ambiguité

Cette sous-section étudie briévement deux problémes de décision liés a I'intrin-
séque faible ambiguité des langages de Parikh. La proposition suivante contraste
avec les grammaires hors-contexte, pour lesquelles la question de I’ambiguité est
indécidable.

Théoreme 7.67.
» Soit A un automate de Parikh. Alors on peut décider si A est faiblement ambigu.
<

Démonstration. Notons d la dimension de A, () son ensemble d’états, q; son état
initial, A son ensemble de transitions, F' son ensemble d’états finaux, et C' son
ensemble semilinéaire.

Nous utilisons la méme construction que pour l'intersection des deux automates
de Parikh faiblement ambigus : nous partons de la construction de 'automate de
Parikh produit A; x Ay pour reconnaitre I'intersection £(.A4;) N £(Asg), en prenant
Ay = A = A deux copies de A.

Ainsi B = (Q x Q, (q1,q1), F x F,A’,C"), ou C est 'ensemble semilinéaire des
(u,v) € N?? tels que u € C et v € C, et A’ simule deux calculs simultanés dans
chaque copie A, lisant le méme mot.

Nous modifions 3 en ajoutant une dimension supplémentaire. Nous remplagons les
transitions A’ par 'ensemble A” défini comme suit : pour toute paire de transitions
(t1,t2) € A x A, étiquetées par la méme lettre a € X, avec t1 = (q1, (a,v1),q]) et
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t2 = (g2, (a, v2), qé)’ alors ((q1, g2), (a, (v1, v, xt17t2))7 (q/h qé)) € 6", ou Lty ty =
0 sity = to, 1 sinon. Ainsi, la dimension supplémentaire compte le nombre de fois
que les deux calculs simultanés simulés par B empruntent des transitions différentes.

Le semilinéaire C’ est modifié en conséquence : c’est 'ensemble des vecteurs
(u,v,2) € N?**! tels queu € C,v € Cetz > 0.

Comme par définition .4 est faiblement non ambigu si et seulement si aucun mot
ne posséde deux calculs acceptants, il est direct que A est faiblement non ambigu si
et seulement si le langage reconnu par C est vide. Comme le vide d’'un langage de
Parikh est décidable [KR02] (car on peut effectivement calculer 'image de Parikh
des langages de Parikh), on peut donc décider la faible ambiguité de .A. u

Remarque 7.68.

» La preuve précédente ne se généralise pas aux automates a pile faiblement non
ambigus, car ces derniers n’admettent pas de construction produit, et ne sont pas
stables par intersection. Comme le probleme est déja indécidable pour les grammaires
algébriques, et par conséquent pour les automates a pile, il est aussi indécidable pour
les automates de Parikh a pile. <

La question de 'intrinséque ambiguité d’un langage est différente de la détection
de ’ambiguité dans un automate, et est indécidable :

Proposition 7.69.
» Le probléeme de I'intrinséque faible ambiguité d’un langage de Parikh est indéci-
dable. <

Démonstration. La classe des langages de Parikh faiblement non ambigus vérifie
tous les critéres du théoréme général d’indécidabilité de Greibach [Gre68], et donc
I’appartenance a cette classe est indécidable. Nous reprenons les arguments de la
preuve du théoréme général, spécialisés a notre probléme, par soucis de complétude.

Nous réduisons le probléme de l'universalité des langages de Parikh, qui est
indécidable [KR02]. Etant donnée une instance L1 du probléme de I'universalité,
nous voulons construire une instance L du probléme de I'intrinseéque faible ambiguité
telle que :

L, = ¥] < L est intrinséquement faiblement ambigu.

Le langage L est construit comme suit. Notons 7 alphabet de L1, ¢ un nouveau
symbole qui n’est pas dans X1, et finalement Lo un langage intrinséquement faible-
ment ambigu (par exemple le langage de Shamir .S de la Proposition 7.55) sur un
alphabet Y5 (par forcément distinct de 31, nous pouvons avoir 37 N Yo # ().

Nous définissons alors L = Lic¥3 U XjcLo, qui est bien un langage de Parikh.
Ainsi : Ly = X7 si et seulement si L est intrinsequement faiblement ambigu. En
effet :

= Si L; = X7 alors L = X7]cX5 est un langage régulier, donc est reconnaissable par
une automate de Parikh faiblement non ambigu.

< Si L est faiblement non ambigu, alors forcément L1 = ¥7. En effet, par I'absurde,
si Ly # X7, il existe un mot y € £} qui n’est pas dans L.
Comme ycX3 est régulier, L N ycX5 est un langage faiblement non ambigu, par
cloture des langages faiblement non ambigus par intersection.
Commey & Ly etc ¢ X1, L NycYs = ycLo.

C’est le méme argument
que pour l'universalité des
langages algébriques : on
peut construire un langage
de Parikh a partir d’'une
machine de Turing M

et d’'un mot w, qui est
universel si et seulement si
M n’accepte pas w.
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Donc ycLy est faiblement non ambigu, et par stabilité par quotient a gauche
par un mot (Proposition 6.24), Ly = (yc)~!(ycLs) est faiblement non ambigu.
Contradiction, car nous avions choisi L9 intrinséquement faiblement ambigu.

Remarque 7.70.

» La preuve utilise au moins 3 symboles. On peut prouver que le probléme reste
indécidable avec 2 lettres, en encodant les symboles sur 2 lettres de facon non
ambigué. |

La question de I'intrinseque faible ambiguité des langages de Parikh, et a fortiori,
des langages algébriques de Parikh, est donc une question difficile, et il est donc
attendu que les différentes techniques présentées dans ce chapitre ne fonctionnent
pas pour tous les langages.

7.4 Ouvertures

Nous cléturons le chapitre avec quelques ouvertures sur les questions d’ambiguité
des langages et de leur lien avec les séries holonomes.

7.4.1 Sur Pintrinséque ambiguité des langages algébriques bornés

Comme je I’ai déja indiqué, il serait intéressant de généraliser le deuxiéme critéere
d’intrinséque ambiguité du Théoreme 7.32 pour éviter I’évaluation des polynomes
en une constante a € (Q, en se placant dans un cadre algébrique plus solide.

Je suis aussi a la recherche de langages intrinséquement ambigus bornés qui ne
sont pas détectés par les deux critéres des Théoréme 7.24 et Théoréme 7.32. Cela
permettrait de tester leurs limites, et donner des pistes pour les généraliser.

Une autre piste dans ce sens consisterait a étudier la simplification d’'une somme
de fractions rationnelles de type séries de semilinéaires en fraction irréductible, et
les conditions responsables de la disparition de certains facteurs irréductibles au
dénominateur. Il est facile de trouver un exemple ou la fraction se simplifie dans
le cas non ambigu : nous savons que L := {a"b"cP |n,p € N} est un langage non
ambigu; la série du semilinéaire est simplement :

1

C(a,b,c) = A—abd—o

En distinguant selon que p > n ou p < n, nous pouvons I’écrire comme 1’'union des
ab"c" " avec r > 0 et des a"T"H" " ¢" avec r > 0, ce qui donne une description
non stratifiée du semilinéaire :

c 1
(—ab)(i—c) " (—abe)(i—ab)’

Dans ce cas particulier, en réduisant au méme dénominateur, le terme (1 — abc)

disparait du dénominateur : (19@;5)1)()161_&(;)?16),0) = (1—ab§(1—c) et on retrouve comme

prévu C(a, b, c).
Nous voyons dans cet exemple que des simplifications peuvent apparaitre lors de
la réduction au méme dénominateur, et éliminent certains polynomes irréductibles
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qui auraient pu nous permettre de détecter I'intrinséque ambiguité. Dans I’exemple
précédent, la simplification permet de retrouver une forme stratifiée, mais en général
le polyndme est développé, ses coeflicients sont de signe quelconque. Est-ce que
ces simplifications sont tout de méme possibles si le langage est intrinséquement
ambigu? Si c’est le cas, est-il possible a partir de la fraction simplifiée de retrouver
les facteurs simplifiés? Il serait intéressant dans un premier temps d’étudier les
simplifications de ce type sur des langages algébriques inclus dans a*b*c*, car la
condition de stratification en dimension 3 est plus simple (elle demande uniquement
des périodes qui ont au plus deux coordonnées non nulles).

7.4.2 Séries N-rationnelles, séries N-algébriques, lien avec
’ambiguité des langages algébriques

Nous avons vu dans le chapitre 1 des préliminaires que la série génératrice d’'un
langage régulier est rationnelle, et le théoréme de Chomsky-Schiitzenberger exposé
dans ce chapitre démontre que la série génératrice d’un langage algébrique non
ambigu est algébrique. Il se trouve que la réciproque est fausse, toute série rationnelle
n’est pas la série génératrice d’un langage régulier, et de méme toute série algébrique
n’est pas la série génératrice d’'un langage algébrique non ambigu : plus exactement,
les séries génératrices des langages réguliers sont appelées N-rationnelles, et les séries
génératrices des langages algébriques non ambigus sont appelées N-algébriques, et
elles constituent respectivement une sous-classe stricte des séries rationnelles et
algébriques. Nous reprenons dans un premier temps la présentation de ces classes de
[Bou06], puis nous ouvrons sur les outils que cette caractérisation plus précise des
séries des langages algébriques non ambigus est susceptible de nous apporter.

Nous commengons par donner une définition des séries N-rationnelles :

Définition 7.71 (Série N-rationnelle, [Bou06]).
» Une série L(z) = >, o {nt" a coefficients entiers est appelée N-rationnelle

s’il existe un langage régulier dont la série génératrice est L(z) — ¢y (ou de facon
équivalente L(x) — L(0)). <

Remarque 7.72.

» Il faut soustraire le premier terme ¢ car il n’y a qu’un seul mot de longueur 0, le
mot vide ¢, peu importe la taille de I'alphabet. Ainsisi L(z) = > £n2" est la série
génératrice d’'un langage, alors forcément 5 = 0 ou ¢y = 1. Ne pas exiger £y = 0
ou ¢y = 1 dans la définition des séries N-rationnelles permet plus de souplesse dans
leur manipulation. <

Par définition, les séries N-rationnelles sont associées aux séries génératrices des
langages réguliers. Elles vérifient la propriété suivante (qui est parfois utilisée comme
définition des séries N-rationnelles, comme dans [GP14]) :

Proposition 7.73 (Définition alternative équivalente, [Bou06, GP14, SS78]).

» La classe des séries N-rationnelles est le plus petit sous-ensemble de N[[z]] qui
contienne 0, z, et qui soit clos par addition, multiplication, et quasi-inverse (i.e. si
L(z) est N-rationnelle et L(0) = 0, alors ﬁ(x) est N-rationnelle). <

Remarque 7.74.
» Dans [SS78] les auteurs font la distinction entre la série formelle a une variable et
la fonction rationnelle associée (qu’ils appellent fonction génératrice de la série). <«

Nous aurons besoin des
séries N-rationnelles pour
louverture sur les séries
des langages de Parikh
faiblement non ambigus.



Un systéme de cette forme
est plutot appelé well-
defined dans [BD15].

Une régle unit dans une
grammaire est une régle
de la forme A — B avec
A, B deux non-terminaux.
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Il existe des critéres simples pour décider si une série rationnelle a coefficients
entiers positifs est N-rationnelle. Je ne les détaille pas car ils ne vont pas nous servir ici,
je référe le lecteur a [SS78, Theorems 10.2 et 10.5], ou a leur version condensée dans
[Bou06, Theorem 2.5]. Un exemple de série rati02nnelle qui n’est pas N-rationnelle
est donné dans [Bou06] : A(z) = (1_25136_)(26””;531“”1%“).

Nous présentons maintenant les séries N-algébriques, 'analogue des séries N-
rationnelles pour les langages algébriques non ambigus. Comme pour les séries
N-rationnelles, on trouve dans la littérature plusieurs définitions de cette classe

[BD15, Bou06, SS78]. Je présente celle de [Bou06] :

Définition 7.75 (Systéme propre positif, [Bou06]).
» Un systéme propre positif est un systéme de la forme :

y1 = Pi(zy1,...,9q)

va = FPalx;yr, ..., v4q)

oules P; sont des polyndmes a coefficients dans N, sans terme constant (P;(x; 0) = 0),
ni terme linéaire en les variables y.

Proposition 7.76 (Série N-algébrique, [Bou06]).
» Les solutions a coefficients entiers de systémes propres sont appelées N-algébriques.
Plus précisément :

— Tout systéme propre admet une unique solution (y1(x), ..., y4(x)) de séries dans
N[]].

— Une série y; () a coefficients entiers est appelée N-algébrique si elle est la premiére
coordonnée solution d’un systéme propre.

— Toute série N-algébrique est la premiere coordonnée d’un systéme propre de la
forme de la Définition 7.75, en supposant de plus que chaque F; est divisible par
x (autrement dit P; = zQ); avec Q; € N[z; y)).

<

Remarque 7.77.

» Demander P;(x; 0) = 0 s’interpréte du c6té grammaire par I’absence d’e-production,
I’absence de terme linéaire en 1’absence de régle unit, et le fait de demander que les
P; soit divisibles par z ressemble a une forme normale de Greibach : notons que la
"mise sous forme de Greibach" d’un systéme est beaucoup plus simple que pour les
grammaires, car d’une part les lettres ne sont pas différenciées, et d’autre part les
variables commutent entre elles (voir par exemple la preuve de [Bou06, Theorem
3.4]). <

Les séries N-algébriques correspondent aux séries des langages algébriques non
ambigus :

Proposition 7.78 ([Bou06, Proposition 3.7]).
» Une série L(z) = ), .y lnx™ & coefficients entiers est N-algébrique si et seule-

ment s’il existe un langage algébrique non ambigu dont la série génératrice est
L(a:) — . |



7.4 Ouvertures 253

La preuve de [Bou06] utilise le fait que tout langage algébrique non ambigu,
privé du mot vide ¢, est reconnaissable par une grammaire sans régle unit ni e-
production (nous I’avons vérifié dans le chapitre précédent lors de la mise sous forme
normale de Greibach). Dans [BD15], les auteurs caractérisent alors le comportement
asymptotique des coefficients d’une série N-algébrique :

Proposition 7.79 (Exposants critiques des coefficients d’une série N-algébrique,
[BD15]).

» Soit F'(z) =), fn2" une série N-algébrique. Si F' a une unique singularité sur
son rayon de convergence |z| = p, alors

C o —n.
frn ~n—oo mn " (7.1)

avec C, p des constantes positives algébriques, et o appartient a 'ensemble suivant :

r

Dy = {-1-2"®+D . k> 0} U {—14-2k:

k>mr>1}.

Si F'(z) a plusieurs singularités, alors il existe un entier p tel que pour tout ¢ €
[0,p—1], oubien fy4n, = 0 a partir d’un certain rang, ou bien f;,, a un équivalent
asymptotique de la méme forme que dans I’équation (7.1). <

Ainsi, certains exposants critiques sont compatibles avec I'algébricité (voir Propo-
sition 7.17), mais pas la N-algébricité. Il serait intéressant de trouver un langage algé-
brique intrinséquement ambigu, dont la série est algébrique mais pas N-algébrique.
Les exemples de séries de ce type cités par [BD15] viennent des cartes ou des marches
dans le plan, pour lesquels il me semble a premiére vue difficile de trouver un langage
algébrique qui posséde la méme série.

Par ailleurs, les séries N-algébriques ont a priori moins de propriétés de cléture
que les séries algébriques, ce qui rend plus difficile les preuves de non N-algébricité.
Par exemple, toute fonction algébrique a coefficients dans N peut s’écrire comme la
différence de deux fonctions N-algébriques [BD15, Proposition 1] : il n’est donc pas
automatique que la différence de deux fonctions N-algébriques reste N-algébrique.

Un exemple de série algébrique qui n’est pas N-algébrique est la série génératrice
des marches de Gessel [BD15, BK10] G(x) = >, .y 9nx", ol la suite g, compte le
nombre de marches de longueur n, d’origine (0, 0) et confinées dans le quart de plan,
et d’ensemble de pas {<, —,, /'}. L’asymptotique de g,, de la forme cAnn~2/3
est incompatible avec I'ensemble d’exposants Dy de la Proposition 7.79, donc G(x)
n’est pas N-algébrique.

Ainsi la série G(z) ne compte les arbres de dérivations d’aucune grammaire hors-
contexte. En particulier le langage G des marches de Gessel n’est pas algébrique non
ambigu. Cependant, il n’est pas algébrique tout court, puisque G N ™ —* /"=
{/ =", P9 |n > petn+m > p+ g} n’est pas un langage algébrique. Le
langage complémentaire des marches sur {<—, —, ,//, '} qui ne sont pas des marches
de Gessel est plus intéressant pour nous, car c’est un langage algébrique : I'automate
qui le reconnait devine (de facon ambigué) un préfixe u tel que |u|, > |u| » ou
lu|  +|u| > |u| ~+]|u|- (autrement dit il devine un moment ot la marche franchit
laxe des = ou des y). Sa série génératrice est par définition :

o) = - _14$ ().

Ne serait-ce que parce que
les coefficients peuvent
devenir négatifs.

Les excursions de Gessel
sont les marches de Gessel
qui reviennent au point
(0,0). Leur série est aussi
algébrique, mais pas N-
algébrique.

En s’inspirant par exemple
de la preuve, a l’'aide

du lemme d’Ogden, de
[Car08] pour le langage

a™bm et d™.



Je n’ai pas beaucoup
réfléchi a la question, je
passe peut-étre a coté
d’un argument simple.

J’ai omis les calculs, mais
ce n’est en fait pas tou-
Jjours complétement im-
médiat de calculer la
série génératrice d’un
semilinéaire d la main.
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1l serait intéressant de pouvoir prouver facilement que G(z) n’est pas non plus
N-algébrique pour prouver I'intrinséque ambiguité du complémentaire G, et de
généraliser 'approche a d’autres complémentaires de marches reconnaissables par
des grammaires ambigués.

Remarque 7.80.

» Notons que nous pouvons démontrer que G est intrinséquement ambigu a I'aide de
nos critéres sur les langages bornés. En effet, gn SF =%/ F* est intrinséquement
ambigu : le semilinéaire associé est C' = {(n,m,p,q)|n < poun+m < p+q},
dont la série génératrice est :

Z abed? — acd — bd — ed + ¢+ d

(nm.p.g)eC O I (1—a b 1 -d) (10 (1 —b)

Nous posons alors D = 1 — bd, m = 1 — ac, irréductibles aux variables entrelacées,
et P le numérateur. En prenant o = 2, P|,_9 .1/ = bd® — bd — d/2 + 1/2 n’est
pas divisible par D (ils sont tous les deux de degré 1 en b), donc par le Théoréme 7.32,
G N ¥ —*/*«* est intrinséquement ambigu, et donc G est aussi intrinséquement
ambigu. |

Remarque 7.81.

» Dans tous les exemples de cette thése, pour prouver l'intrinseque ambiguité d’un
langage, il était facile de démontrer que le langage était algébrique, mais difficile de
montrer qu’il n’était jamais reconnu par une grammaire non ambigué. Ce n’est pas
toujours le cas : il arrive qu’on puisse savoir qu'un langage n’est pas reconnu par
une grammaire non ambigué, sans savoir si ce langage est algébrique ou non. C’est
le cas du langage des mots primitifs, des mots qui ne sont la puissance d’aucun mot
plus petit. Si X est un alphabet, le langage des mots primitifs P est défini par :

P={weX|Fue X weu" =u=uw}.

En 1994, [Pet94] a montré que la série génératrice de P n’est pas holonome, et ainsi
que ce langage n’est reconnu par aucune grammaire non ambigué. Cependant la
question de savoir si P est algébrique ou non est toujours ouverte. <

7.4.3 Ouverture sur I’'infinie ambiguité des langages algébriques

Dans les ouvertures de son article [Fla87], Flajolet se demande s’il serait possible
de capturer par des outils analytiques des propriétés plus fines liées a I'intrinseque
ambiguité des langages algébriques, comme par exemple I'infinie ambiguité. Nous
présentons dans cette section un pas dans cette direction, en exhibant un langage pour
lequel il est possible, par des arguments analytiques, de démontrer son intrinseque
infinie ambiguité. Une grammaire hors-contexte est dite d’ambiguité bornée s’il
existe un entier K € N* tel que tout mot de son langage admet au plus K arbres de
dérivation. Une grammaire qui n’est pas d’ambiguité bornée est appelée infiniment
ambigué. Un langage algébrique est intrinséquement infiniment ambigu si toutes les
grammaires qui le reconnaissent sont infiniment ambigués.

Supposons qu’un langage L est reconnu par une grammaire G qui est K -ambigué.
Notons a,, le nombre de mots de longueur n dans de langage L, et g,, le nombre de
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dérivations gauches terminales de G étiquetées par un mot de longueur n. Alors par
définition, pour tout n € N, a,, < g, < Kay, ou de facon équivalente :

Vn € N, g—néanégn,
K

c’est-a-dire que a,, est encadré, a un facteur constant multiplicatif pres, par le coeffi-
cient d’une série N-algébrique, dont les asymptotiques sont de la forme Cn®p~" par
la Proposition 7.79 de [BD15], avec o € Ds. Si on arrive a prouver que a,, = ©(f(n)),
ou f(n) est incompatible avec un encadrement de cette forme, alors L est intrinseé-
quement infiniment ambigu.

Hlustrons ce principe sur le langage de Shamir. Soit ¥ = {#,a;,...,a;} un
alphabet de k + 1 lettres, avec & > 2. Nous considérons le langage de Shamir étendu
Ly, défini par :

Ly = {w € ¥ |w = s#usTv avec s,u,v € {ay,...,a;}*},

ot la lettre # sert uniquement de séparateur, et s© désigne le miroir de s. Ce langage
est facilement reconnaissable par un automate a pile ambigu.

Pour k = 2, le langage L5 fait partie des langages dont Shamir [Sha71] démontre
Iintrinseque infinie ambiguité, en utilisant des raisonnements d’itérations sur les
dérivations semblables au lemme d’Ogden (il montre en fait un résultat plus fin, a
savoir que la plupart des mots du langage de la forme s#w ont autant d’arbres de
dérivation que d’occurrence de s dans w).

Je propose ici une preuve analytique de I'intrinséque infinie ambiguité du langage
L. Dans toute la suite, a,, désigne le nombre de mots de Ly de longueur n. Toute la
preuve repose sur ’encadrement suivant :

Proposition 7.82.
» 1l existe des constantes by, by > 0 telles que pour n assez grand,

a
7_L1 <b210gkn |

b1 log,n <

n

BN

Démonstration. Pour un préfixe s donné, nous notons a;, le nombre de mots de taille
n dans Ly, de la forme s#w, et pour ¢ > 2, afl = Z|S|:£_1 a;, désigne le nombre de
mots de Ly, de la forme s#w, de taille n, pour tous les mots s tels que |s| = £—1 > 1.

Majoration.  Fixons un mot s, de longueur £ — 1. Nous rappelons que a; compte le
nombre de mots dans le langage de la forme s#w de longueur n, tels que w contienne
le facteur s’%. En retirant cette derniére contrainte sur les w, on majore facilement
ad <kt

Par ailleurs, en partitionnant selon la position j dans le mot w ou apparait le facteur
s® nous en déduisons aussi as < Z?:_ge“ kI =215 — (n—20+ 2)]6’“2Hl <
n kn—2€+1 )

Ainsi, a8 < min(k"~¢, nk"2*1). De plus min(k" ¢, nk"~2+1) = gnCsif <
log;, n + 1.

En fin de compte, pour tout £ > 2, af; = Z|S|:£_1 as < k1 min(k”_g, nk:"_%ﬂ),
et donc on peut majorer :

. kvl sif < logim+1
nS k"t sil>loggn+1

Sis = 5182...50-15n,
alors s® =
SnSn—1...8281.

Autrement dit a,, =

O(k" log, (n)).
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En majorant a,, par la somme de tous les a,, et en partitionnant selon la position
de ¢ par rapport a log;, n + 1, nous obtenons :

an < Z af; + Z afl
2<l<]ogy, n+1 £>logy, n
<k Mlogpn—1)+nk™ > kT
£>logy, n+1
k

k—1

k
= k"_l(logk n — 1) + k’n_lm ~n—co ]{jn_l logk n

< K" !(logyn — 1) + nk™k~o8x !

Donc il existe une constante by > 0 telle que pour n assez grand, a,, < bok™ ! log;, .

Minoration. Nous regardons toujours un mot de taille n de Lj, de la forme s#w,
en fixant s de taille |s| = ¢ — 1. Nous découpons w en ¢ blocs de taille £ — 1, avec
t = | 2=£|. Le dernier bloc restant est de taille 7 = (n — £) — (¢ — 1)t. L’idée est de
minorer les mots de Ly, associés a un s de taille / — 1 en ne regardant que les mots
w tels que s apparait dans un des ¢ blocs. Ainsi :

a > card{w : s™ apparait dans une des ¢ cases de w, avec |w| = n — £}

= k"¢ — card{w : s¥ n’apparait dans aucune des t cases de w, avec |w| = n — £}

1\t
Puisquer — (n — =kt = kr(k;z_l — 1)t =kt <1 - (1 — ﬂ) >
0 = —i(f — 1). k

Comme cette majoration ne dépend que de |s| = ¢, nous en déduisons que

Y e <1 - (1 - k;_j) :

1\t — 1 -4 1
Remarquons que (1 — k[—_l) = exp (L"_IJ In (1 - H—_J) < exp (—L?_IJ k4_1>
Ainsi, si ¢ — 1 < logz"n, alors —kzl,l < —ﬁ etpourn > 4, n—{0 > % et
n P n—~_{ n—~¢ n n
n —logpn > 5. Ainsi: 1 — M_IJ Zz 12 g 1> 210gkn.Etdoncpour

0B

(1— ) > (1 - exp(—3725))

ou le terme droit ne dépend pas de /, et tend vers 1 pour n — co. Pour n assez grand,
on peut le minorer par 1/2 : ainsi il existe un rang ng > 0 indépendant de ¢ tel que
pour tout n = ng et £ < 10g2’“ ™ 1 1, on ait la minoration af > 1k71

n = 9
Par conséquent, pour n = ng, Gp = » ;<1 al, > k" logy n. ]
=2

log;,

Corollaire 7.83.

» Le comportement asymptotique de a,, est incompatible avec I’ambiguité bornée :
le langage de Shamir Ly, est infiniment ambigu. <

Démonstration. Nous supposons que Ly, est reconnu par une grammaire (G qui est
K-ambigué, et nous rappelons que g,, désigne le nombre d’arbres de dérivation de
G étiquetés par un mot de taille n, et que par définition a,, < g, < Ka,. Notons
G(2) = Y_,50 gn?" sa série génératrice, qui est N-algébrique.
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Par la proposition précédente, il existe des constantes b1, by > 0 telles que pour n
assez grand,

an

knfl

bilogyn < < by loggn

Il ne reste alors plus qu’a formaliser I'incompatibilité de cet encadrement, qui
contient un terme logarithmique, avec le comportement asymptotique de g,,. Comme
G est (N-)algébrique, il existe un entier p tel que pour tout j entre O et p — 1, g,
admet des équivalents de la forme suivante [Fla87, BD15] :

J o gnp+j
s~ —(np + I (3.
gnp-‘r] n—-+o0o F(l—i-aj)( p ]) 5]
avec Cj > 0, 8; > 0. Fixons un j entre 0 et p — 1. En utilisant la Proposition 7.82, la
forme de I’équivalent de g, et a,, < gn < Kan, nous pouvons trouver des constantes
strictement positives ¢; et ca telles que pour n assez grand :

1 k™ logy (np + §) < (np + )™ BT < ok logy(np + j) -

Et ainsi :

Ve N\ np+j
< 4D (F <o
logy(np+37) \ k

Ainsi, la quantité du milieu ne peut pas tendre vers 'infini, ni vers 0. Par croissances
comparées, cela implique $; = k. Mais alors le terme du milieu tend vers 0 si o;; < 0
et vers I'infini si o; > 0.

Nous obtenons ainsi une contradiction : la grammaire G ne peut pas étre d’ambi-
guité bornée, et le langage de Shamir Ly, est infiniment ambigu. u

En conclusion de cette ouverture, nous avons réussi sur un exemple a utiliser
les techniques analytiques pour établir I'infinie ambiguité d’un langage algébrique.
Il s’agit d’'une piste pour de futurs travaux. Notre critére n’est pas suffisamment
générique pour s’appliquer a beaucoup d’autres langages.

7.4.4 Diagonale de série N-rationnelle ou N-algébrique : lien avec
les langages (algébriques) de Parikh faiblement non ambigus

Dans cette section, nous essayons de capturer plus finement les classes de séries
holonomes qui sont reliées aux calculs d’automates de Parikh (a pile). Dans un
premier temps, nous définissons les séries N-rationnelles a plusieurs variables, puis
la diagonale d’une série.

Nous rappelons que si ¥ = {ay,...,ax} est un alphabet a k lettres, et L C ¥* un
langage, la série génératrice multivariée est la série

§ : i %
L(xl,...,xk) = gilwwikxll J,'kk

i1,..,0 EN

ou 4. i, € Nestle nombre de mots de L qui ont 7; occurrences de la lettre a; pour

Jj € [k].
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Définition 7.84 (Série N-rationnelle, [Bou06, GP14]).
» Une série L(z1,...,75) = Zil,...,ikeN fil,...,ikiﬁlf . :L';Ck a coefficients entiers est
appelée N-rationnelle s’il existe un langage régulier sur 'alphabet ¥ = {a1, ..., ax}
dont la série génératrice multivariée est L(x) — L(0,...,0).

De facon équivalente, la classe des séries N-rationnelles est le plus petit sous-
ensemble de N[[z1, ..., z%]] qui contienne 0, x1, . . ., z, et qui soit clos par addition,
multiplication, et quasi-inverse (i.e. si L(x) est N-rationnelle, et L(0) = 0, alors

= Ll(m) est N-rationnelle). |

Remarque 7.85.

» La généralisation dans [SS78] de la définition des séries N-rationnelles (puis N-
algébriques) a plusieurs variables porte sur des séries non commutatives (zy #*
YT). |

Par définition, les séries N-rationnelles sont ainsi associées aux séries génératrices
multivariées des langages réguliers. Nous définissons maintenant la diagonale d’une
série :

Définition 7.86 (Diagonale d’une série). ‘
» Soit F'(z1,22,...,Tk) = Zil in€N li,.....ix 7 - .. )" une série formelle. La dia-
gonale de F', notée AF, est la série définie par :

AF(ZE) = Z gn,n,...,nxn

neN

Remarque 7.87.

» [Lip88] appelle AF' la diagonale de F, ou la diagonale compléte, par opposition a
une diagonale, pour laquelle on n’identifie que deux variables; par exemple Ay, ., F
désigne la série Y-, o o liyiyis..ig ] T3 - 2)F . On vérifie aisément que les
diagonales sont reliées aux produits de Hadamard :

1

AF = (F —_— 1,...,1
(F(@) 0 )@ Lo )
F(x) © G(m) = Ay o - Ay, o Fla) - G(z')
[Lip88] prouve que la diagonale d’une série holonome est holonome. <

Nous pouvons alors caractériser la sous-classe des séries holonomes associées aux
langages de Parikh faiblement non ambigus :

Théoreme 7.88.

» Une série L(z) = Y . {n2" a coefficients entiers est la diagonale d’une série
N-rationnelle si et seulement s’il existe un langage de Parikh faiblement non ambigu
dont la série génératrice est L(x) — 4. <

Démonstration. Nous prouvons d’abord I'implication, puis la réciproque. Soit L(z) =

> nen fn™ une série a coefficients entiers telle que L(x) = AF,avec F(y1,y2, . - -, Yk)
qui est N-rationnelle. Par définition des séries N-rationnelles, nous pouvons construire
un automate fini A = (Q, qr, {qr}, d) non ambigu sur I'alphabet 3 = {a1, ..., ax}
tel que :
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— la série génératrice multivariée de L£(.A) est F'(y1,...,yx) — F(0,...,0);
— A n’accepte pas le mot vide;

— A a un unique état initial g7, qui est sans transition entrante, et un unique état
final g7, dont aucune transition ne sort.

Ainsi [y ... y,zc’“]F pour iy + ...+ ix > 0 compte le nombre de calculs finaux
de automate étiquetés par des mots d’image de Parikh (i1, ..., i), et pour n > 0,
by = [y7 ... yp]F compte ceux étiquetés par des mots de longueur nk qui ont le
méme nombre d’occurrences n pour chaque lettre.

La seule difficulté pour interpréter la diagonale en termes de mots vient du fait
que y1, . .., Y, comptent les occurrences de chaque lettre : ainsi [y7 . .. y!]F' compte
dans ce formalisme des mots de longueur nk, et non de longueur n.

L’automate de Parikh B est donc construit a partir de A en contractant les calculs
de longueur de k en une seule transition. Plus précisément, 'ensemble d’états de
B est Q, son état initial g7, son état final gy, son alphabet est I' C 5% ’ensemble
des calculs de longueur £ de A. Enfin, pour toute paire d’états p, ¢ € ), pour tout
calcul p % q de longueur k dans T, nous ajoutons la transition (p, (7, wen(w)), q)

ou 7gp (w) est le vecteur de Parikh de w. Remarquons que |7 (w)|[1 = |w].

Ainsi les calculs finaux de B sont exactement les couples (7, v) ou 7w € I'* de
longueur n > 0 représente un calcul acceptant de A de longueur nk étiqueté par un
mot dont I'image de Parikh est v. Comme A est non ambigu, B est non ambigu, au
sens de [CFM13], donc il restera faiblement non ambigu peu importe le semilinéaire
de B.

On associe a B le semilinéaire représentant la contrainte y; = y2 = ... = yi.
Les calculs acceptants de B de longueur n > 0 sont donc les calculs finaux de B
étiquetés par un couple (7, (n,...,n)) ou 7 est un calcul acceptant de A étiqueté
par un mot de longueur nk de vecteur de Parikh (n, ..., n). Par non-ambiguité, il y
a autant de calculs acceptants de B de longueur n que de mots dans £(A) ayant le
méme nombre n d’occurrences de chaque lettre, et la série génératrice de L(B) est
donc ), £pz"™ — L(0).

Réciproquement, soit .4 un automate de Parikh faiblement non ambigu, qui ne
reconnait pas le mot vide, et normalisé comme dans la Proposition 6.20, de dimension
2d, dont les vecteurs sont de la forme (e;, e;) et le semilinéaire est \;,_; ;=i = Tq4i.

Nous obtenons facilement un automate de Parikh faiblement non ambigu équi-
valent en remplagant les vecteurs (e;, e;) par le vecteur (1 + e; — e;,1) € N¢TL,
ou 1 € N désigne le vecteur avec des 1 a toutes ses coordonnées, en remplacant le
semilinéaire par x; = 9 = ... = 4 = T441 : un calcul de 'automate de longueur n
étiqueté par un couple (w, (n +i1,n +i2,...,n+ig,n)) ot w est de longueur n si-
mule un calcul de A étiqueté par le couple (w, (u, v)) avec iy, = ur — v € [—n, +n],
pour k € [d].

En voyant B comme un automate fini, en représentant ses vecteurs avec des lettres
par exemple, nous obtenons que la série

‘ _ . i

F(.Z', Yty -5 Yd, yd+1) = Z a(n7 15 7Zd)xnyg+1y?+” e Z/g v
nENiq,...,igE[—n,n]

est N-algébrique, ot a(n, i1, . ..,iq) désigne le nombre de calculs finaux de B étique-

tés par un couple de la forme (w, (n+i1,n+i2,...,n+1i4,n)) avec |w| = n. Ainsi

pourn € N,AF(z) =3 a(n,n,...,n)z" compte le nombre de calculs acceptants



un = nl vérifie
Un+1 — (0 + Du, = 0.

Par contre les nombres
de Catalan s’expriment
comme la diagonale
d’une série rationnelle.
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de B de longueur n, et par faible non-ambiguité le nombre de mots de longueur n

dans le langage de B. [

Ce résultat permet de retrouver que les diagonales de séries N-rationnelles sont
une sous-classe stricte des séries holonomes. En effet, si ¢,, désigne le coefficient de
la diagonale d’une série N-rationnelle, alors ¢,, compte des mots d’un langage; en
notant ¥ I'alphabet de ce langage, alors ¢, < |X|™ pour tout n € N. Cela signifie
que n! qui croit plus vite que toute exponentielle |3|", n’est pas le coefficient d'une
diagonale de série N-rationnelle, mais Zn n!z™ est holonome.

Les diagonales de séries N-rationnelles ont été étudiées en détail par [GP14], a
l'aide de pavages unidimensionnels de tuiles de longueurs irrationnelles. Il n’est
pas étonnant que les calculs d’'un automate de Parikh et les pavages par des tuiles
soient comptés par les mémes séries, car les deux objets sont assez proches : sans
entrer dans les détails, car ce n’est pas le but de cette section, on peut transformer un
automate de Parikh en systéme de tuiles, en encodant les états dans les frontiéres des
tuiles, et les vecteurs dans les longueurs des tuiles (en se placant par exemple dans
Qlaa, ..., aq), ot ay, ..., a4 sont d nombres irrationnels indépendants dans Q). Les
auteurs de [GP14] décrivent alors les formes asymptotiques de tels coefficients :

Proposition 7.89 (Forme des asymptotiques, [GP14, Theorem 4.1 et 4.2]).
» Si 4, est le coefficient d'une diagonale de série N-rationnelle, alors il existe un
entier m tel que pour tout j € [m — 1] :

bn, ~n—so00 Cjpin log(n)ﬁj avecn =4 mod m,

oua; € Q, 3; € N, et enfin p; est algébrique.
De plus, si p; = 1, alors f(nm + j) est a partir d’un certain rang ng égal a un
polyndme en n. <

Il serait intéressant de trouver des langages de Parikh dont la série génératrice est
holonome mais n’est pas une diagonale de série N-rationnelle, pour prouver leur
intrinséque ambiguité.

Par ailleurs, en définissant de facon analogue les séries N-algébriques multivariées,
qui sont associées aux séries génératrices multivariées des langages algébriques non
ambigus, nous pouvons démontrer par la méme technique de preuve qu’'une série
L(z) =), cnnz"™ & coefficients entiers est la diagonale d’une série N-algébrique si
et seulement s’il existe un langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu dont
la série génératrice est L(x) — £p. Une autre ouverture possible serait de séparer les
différentes classes de séries génératrices. Nous conjecturons que la classe des séries
N-algébriques et les diagonales de séries N-rationnelles sont incomparables : une
direction est facile, la série génératrice du langage )3 de la Proposition 7.19 n’est
pas N-algébrique, mais le langage est reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu, donc sa série est bien une diagonale de série N-rationnelle. Pour I'autre
direction, les auteurs de [GP14] conjecturent que les nombres de Catalan ne sont pas
exprimables comme coefficients de la diagonale d’une série N-rationnelle.

7.4.5 Tentatives échouées d’extensions

Comme nous 'avons remarqué ci-dessus dans le cas particulier des diagonales
de séries N-rationnelles, si L(x) = ), ¢,a" est la série génératrice d’un langage
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quelconque £ C ¥*, alors pour tout n € N, £,, < |X|™ : autrement dit la croissance
des coefficients de L(z) est bornée par une exponentielle. Les séries holonomes
a coeflicients entiers qui vérifient cette propriété appartiennent a la classe des G-
fonctions qui est une sous-classe stricte des séries holonomes : nous ne pouvons donc
pas atteindre toutes les séries holonomes avec des séries génératrices de langages.
Jusqu’ici, nous avons rencontré des séries N-rationnelles, N-algébriques, et des
diagonales de séries N-rationnelles ou N-algébriques. Je présente dans cette partie
des ouvertures deux extensions que j’ai regardées en cherchant a étendre (en vain) les
classes de langages pour trouver d’autres classes de séries holonomes que celles-la.

Premiere idée : étendre les ensembles semilinéaires

Une premiere idée consiste a remarquer que pour les langages de Parikh, nous
avons obtenu les séries génératrices en intersectant un langage régulier ou algébrique
non ambigu avec des contraintes semilinéaires. Pouvons-nous généraliser cette
idée avec des contraintes non semilinéaires, c’est-a-dire pouvons-nous trouver un
ensemble £ C N? dont la série support

E(y)=> o' ...y

I

soit holonome, mais tel que E ne soit pas semilinéaire ? Malheureusement ce n’est
pas possible.

Lemme 7.90 ([BC17]).
» Si F(xz) =) ,cne apx” est holonome et ses coefficients a,, appartiennent a un
ensemble fini £ C N, alors F'(x) est une fraction rationnelle. <

Proposition 7.91 ([Woo15, BC17]).

» Soit E(x) = 3, ¢ au@” une série telle que pour tout v € N, a,, € {0,1}.
Alors E(x) est rationnelle si et seulement c’est la série support d’'un ensemble
semilinéaire (autrement dit 'ensemble £ = {v € N?|a,, = 1} est semilinéaire). <«

En combinant ces deux résultats, nous obtenons que si la série support d’un
ensemble E est holonome, alors elle est forcément rationnelle, et en fait E est
semilinéaire.

Deuxiéme idée : extension aux automates d’arbres de Parikh

Nous avons voulu savoir s’il était possible d’obtenir une classe de séries différente
en regardant les séries associées aux automates d’arbres de Parikh non ambigus. Ce
n’est pas non plus le cas.

Nous redéfinissons ici les arbres associés a un ensemble d’opérateurs : il s’agit de la
méme notion que la Définition 2.2 du chapitre 2, mais nous avions noté .S ’ensemble
d’opérateurs, et a larité, qui dans le monde des langages et des grammaires sont
plut6t réservés a des symboles de pile ou de lettres.

Soit £ = (E, ar) un couple, ou F est un ensemble de symboles, et ar : £ — N est
une fonction qui associé a chaque symbole f € E un nombre ar(f), appelé son arité.
Nous rappelons que les symboles d’arité 0 sont appelés des feuilles. Nous supposons
qu’il existe au moins une feuille dans £.

[BC17] montre en fait une
version plus générale, avec
E un sous-ensemble fini
d’un corps K de caractéris-
tique nulle.
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Nous écrirons € sous la forme { f (ar(f)) : f € E}.Parexemple, £ = {a(0), b(0),
f(2)} est un ensemble qui contient un neceud binaire, et deux feuilles.

Nous écrirons abusivement f € £ alaplacede f € E. Nous rappelons la définition
formelle d’un arbre construit sur £ :

Définition 7.92.
» L’ensemble des arbres construits sur &, noté 7 (), est défini par induction :

— pour toute feuillea € £, a € T(€)
— sif € Festdaritér = ar(f),etty,...,t, sontdans 7(E), alors (f,t1,...,t.) €
T(E).
<

Définition 7.93.

» Un automate d’arbre top-down de Parikh de dimension d sur une famille d’arbres
Treeg est un uplet (Q,&,I,A,C) ou

— (@ est 'ensemble d’états

— I C Q est 'ensemble d’états initiaux

— A est Pensemble de dérivations. Chaque transition est de la forme (f,q) —

Q17“'7Q7‘70f1f € E,CLT(f) :7”20,’0 ENdaQana"'aQT’ GQ
Remarquons que si ar(f) = 0, alors les transitions sont de la forme (f, q) .

— C C N est ’'ensemble semilinéaire d’acceptation

Définition 7.94.

» Soitt € Treeg et A = (Q,E,1,A,C) un automate d’arbre de Parikh. L’ensemble
des calculs de A sur I’arbre t commencant en I'état ¢ € ), noté Runs4(t,q), est
défini comme suite :

— siht(t) = 0, iet estune feuille, et ((t,q) =) € A, alors ((¢,q),v) € Runs(t,q)

—sit = (f,t1,...,t,) avecar(t) =r > 0et (f,q) = q1,...,qr € A et m; €
Runs(ti,qi) pouri=1...r,alors™ = ((f,q),v,71,...,m) € Runsa(t,q)

En d’autres termes, un calcul de A sur arbre ¢ est un étiquetage des nceuds de
t avec des états de @ et des vecteurs de N¢ qui respecte les régles de transition de
l'automate A.

Un calcul de A sur ¢ est acceptant si la racine est étiquetée par un état initial de 7,
et si la somme des vecteurs apparaissant dans ’étiquetage appartient au semilinéaire
S.L’arbre t est dit accepté par I’automate.

Le langage d’un automate est I'ensemble des arbres acceptés par 'automate. <

Exemple 7.95.

> Soit & = {a(0),b(0), f(2)}, A = (Q,€,1,A,5) avec Q = {q1, 2}, I = {m},
S ={(n,n) : n € N}, et A 'ensemble de régles :

0,0 0,1 1,0
(f, Ch) Q q2, 492 (b, CI1) g (a, QQ) Q
0,0 0,1
(f, CI2) g q1,41 (b, CI2) u

L’automate reconnait les arbres de T'reeg qui ont le méme nombre de a et de b, et
tels que les feuilles a sont & une profondeur impaire. |
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Définition 7.96.
» Un automate d’arbre de Parikh est dit non ambigu si tout arbre accepté a un unique
calcul acceptant. <

Comme pour les automates de Parikh, on peut définir la classe des automates
d’arbre de Parikh généralisés, en remplacant les vecteurs par des ensembles semili-
néaires de N¢,

Proposition 7.97.
» La classe des automates d’arbres de Parikh (non ambigus) généralisés est équiva-
lente a celle des automates d’arbres de Parikh (non ambigus). |

Démonstration. 1l s’agit de la méme preuve que pour les automates de Parikh. |

Les automates d’arbres de Parikh non ambigus ont une série génératrice holonome :

Proposition 7.98.

» Soit A un automate d’arbre de Parikh non ambigu. Notons f(z) = > yanz" la
série génératrice de A comptant le nombre d’arbres acceptés par A a n nceuds. Alors
f est holonome. |

Démonstration. 1l s’agit de la méme technique de preuve que pour les automates de
Parikh faiblement non ambigus, (voir le Théoréme 7.45 ou le Théoréme 7.48). ™

En revanche, les séries génératrices issues d’automates d’arbres de Parikh non
ambigus ne constituent pas une classe plus grande de séries génératrices que celles
que nous avons vues jusqu’a présent.

Définition 7.99 (Description préfixe d’un calcul).

» Soit A = (Q,€&,I,A,C) un automate d’arbre de Parikh. Notons ¥ = F x Q x V,
avec V' qui est ensemble des vecteurs étiquetant les transitions de .A. La description
préfixe d’un calcul 7 de A est le mot Prefix(m) € ¥*, défini par :

— sim = ((t,q),v), avec t une feuille, alors Prefiz(m) := (t,q,v)

—sim=((f,q),v,m,...,m),alors
Prefix(m) := (f,q,v)Prefixz(n1) ... Prefiz(m,).

I est facile de voir qu’a partir de Prefiz(m) il est possible de reconstruire , car
tout symbole de £ a une arité fixée et |7| = |Prefiz(m)| (autrement dit la longueur
de Prefix(m) est égale au nombre de nceuds dans 7).

Nous appelons Prefixz(A) le langage des préfixes des calculs acceptant de A. <«

Proposition 7.100.
» Si.A est un automate d’arbre de Parikh non ambigu, alors le langage Pre fiz(A) est
reconnu par une grammaire hors-contexte contrainte faiblement non ambigué. <«

Démonstration. A partir de 'automate A = (Q, &, 1, A, C), nous construisons la
grammaire hors-contexte contrainte G = (N, %, S, D, C),ou X = {(f,q,v) : f €
E,qeQue VL N=A{f,q : fe&qe Q}U{S} S est'axiome, et D est
défini par :



Aucun de ces deux résul-
tats n’a encore été publié.
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— pour tout état initial ¢ € I, pour tout f € &, nous ajoutons a D la dérivation
0
S = [f,dl,

— pour toute transition de la forme (f, q) 2 q1,...,q € Aavecr > 0 et pout tout
(f1,...,fr) € E",nous ajoutons a D la dérivation [f, q] = (f,q,v)[fi,@1]-- - [fr, @)

— pour toute transition de la forme ((a, q) =) € A (dans ce cas a est une feuille de
&), nous ajoutons a D la dérivation [a, ] = (a,q,v).

On montre facilement par induction que les arbres de dérivation terminaux a partir
du symbole [f, ¢] simulent exactement les calculs de A sur des arbres de racine f,
commengcant dans I’état ¢ ; de plus, si un arbre de dérivation terminal simule un calcul
7, alors il reconnait le mot Pre fiz(m), et la somme des vecteurs de la dérivation est
la méme que celle des vecteurs du calcul .

La faible non-ambiguité de G vient directement de celle de A et de la bijection
entre les calculs de A et les arbres de dérivation de G. [ |

Ainsi, les séries génératrices des langages d’arbres de Parikh non ambigus n’étendent
pas la classe des séries vues précédemment.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu le lien entre I'ambiguité de certains langages
et leurs séries génératrices.

Pour cela, nous avons d’abord réexploré le lien entre les séries et les langages
algébriques non ambigus, initié par Flajolet dans [Fla87]. De facon surprenante, nous
avons pu aborder deux questions laissées ouvertes par Flajolet a la fin de son article :

— nous avons réussi a capturer par des arguments sur les séries génératrices I'in-
trinseque ambiguité de certains langages bornés;

— nous avons pu redémontrer par des arguments analytiques 'infinie ambiguité
d’un langage.

Puis nous nous sommes attachés a étendre les techniques de [Fla87] a une classe
de langages strictement plus expressive que les langages algébriques non ambigus.
Nous pouvons résumer notre approche, en tenant compte de ce qui a été dit dans les
ouvertures, par le schéma de la Figure 7.3.

automate de Parikh a pile diagonale de série
faiblement non ambigus N-algébrique
automate a pile série
non ambigu L(Z) = Z £y, 2" N-algébrique
_—
{y, #mots
de longueurn
automate série
fini N-rationnelle
Modéle d’automate Série génératrice

FiGuRE 7.3. Schéma récapitulatif de la correspondance entre séries génératrices et
langages non ambigus



7.5 Conclusion 265

Cette nouvelle correspondance n’a été utilisée pour I'instant que dans ['unique
but de prouver I'intrinséque ambiguité de certains langages. Pourtant, elle a aussi de
fortes conséquences sur I’algorithmique des automates de Parikh, que nous explorons
dans le chapitre suivant.






Ce chapitre est en partie issu de Particle de conférence [BCKN20].

Le probleme de 'inclusion des
automates de Parikh faiblement non
ambigus

8.1 Introduction

8.1.1 Introduction au probléme de I’inclusion

Dans ce chapitre, nous étudions une conséquence algorithmique de la propriété
d’holonomie des séries de comptage des automates de Parikh faiblement non ambigus.
Le probléme de l'inclusion est le probléme de décision suivant :

entrée : deux automates A et B

sortie : est-ce que L(A) C L(B)?

La décidabilité et la complexité de ce probléme dépendent des classes d’automates
dont sont issus A et B. Si A et B sont des automates finis, le probléme est classique-
ment décidable, et est PSPACE-complet [MS72]. Si les automates sont non ambigus,
le probléme est décidable en temps polynomial [SI85], par un argument de comptage
que nous allons développer en détail dans cette introduction. Si A et B sont des
grammaires hors-contexte, ce probléme est indécidable, car I'universalité est déja
indécidable [BHPS61, Theorem 6.2]. Le probléme reste indécidable si A et 3 sont des
grammaires déterministes [GG66, Theorem 5.3], et donc a fortiori si les grammaires
sont non ambigués ([ANO00] fournit une preuve directe dans le cas non ambigu, par
réduction du probleme de correspondance de Post). D’autres variantes ont été étu-
diées, en mélangeant les classes (par exemple si A est une grammaire hors-contexte
quelconque, et B un automate fini, le probléme est EXPTIME-complet [KI92]).

Une approche simple pour aborder le probléme de 'inclusion, d’un point de vue
purement automate, consiste a utiliser ’équivalence suivante :

L(A)CLB)= LA)NLDB) =0,
ou L(B) désigne le complémentaire de £(B). 1l suffit pour décider I'inclusion de
calculer ce complémentaire, lorsque c’est possible, puis de calculer I'intersection,



Rappelons que l'universa-
lité des automates de Pa-
rikh est indécidable [KR02]
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et enfin de tester le vide du langage obtenu. Cette approche souffre du recours
a la complémentation : méme dans le cas des automates finis qui sont clos par
complémentaire, cette opération a un coiit exponentiel ; par ailleurs pour des classes
plus compliquées, le calcul du complémentaire n’est pas forcément faisable (les
langages algébriques (non ambigus) ne sont pas clos par complémentaire [HU66], et
nous ne savons pas si les automates de Parikh faiblement non ambigus sont clos par
complémentaire). Pour contourner ce probléme, dans le cadre des automates finis
non ambigus, Stearns et Hunt [SI85] ont utilisé plut6t I’équivalence suivante :

L(A) CLB) & LA) N LA NLB) =0.

Mathématiquement, il s’agit exactement de la méme égalité; en effet en utilisant les

lois de De Morgan, £(A) N L(A) N L(B) = L(A) N L(B). Cependant, considérer
'intersection £(.A) N L£(B) est intéressant car I'inclusion £(.A) N L(B) C L(A) est
toujours vraie, avec égalité si et seulement si £(.A) C L(B). Par conséquent, pour
décider le probleme de I'inclusion, il suffit, pour tout n € N, de vérifier qu’il y a
bien autant de mots de longueur n dans £L(.A) N L(B) que de mots de longueur n
dans £(.A). Comme A et B sont des automates finis non ambigus, £(.A) N L(B) est
reconnu par un automate fini non ambigu C, obtenu en utilisant la construction
produit. Notons A(z) = >, apa™ et C(z) = ), cpa™ les séries génératrices de
L(A) et L(C) = L(A) N L(B). Le raisonnement par dénombrement de Stearns et
Hunt s’écrit sous la forme :

L(A) C L(B) < VneNa, —c,=0.

La non-ambiguité et 'astuce de I'intersection permettent ainsi de remplacer le calcul
des mots d’'un complémentaire, qui nécessite une construction exponentielle, par le
dénombrement des mots de ce complémentaire, qui est bien plus simple. En effet, en
utilisant la non-ambiguité des automates, il est possible de montrer que la suite (a,,)
(resp. (cy,)) satisfait une récurrence linéaire a coefficients constants, d’ordre borné
par |Q 4| (resp. |Q4||@QB), ou |Q 4| et |Qp| désignent le nombre d’états de A et B.
Les suites de cette forme sont closes par soustraction, si bien que d,, := a, — ¢,
satisfait une équation de la forme :

1
Vn €N, dyyr = ;(ar—ldn+r—1 +...+ aOdn> s
T
avec a, # 0, et r < |Qa||Qn| + |Q.4]. Cette égalité implique que (d,) est la suite
nulle si et seulement si ses r premiers termes sont nuls. Stearns et Hunt ont donc
démontré I’équivalence suivante :

E('A) C E(B) & Vn € {07 cees (|QA| + 1)‘QB| - 1}7 ap —cp = 0.

11 suffit donc pour résoudre le probléme de I'inclusion de comparer les nombres de
mots acceptés par A et C pour toutes les tailles inférieures a (|Qa| + 1)|@QB| — 1, ce
qui se fait en temps polynomial en la taille de A et de . Stearns et Hunt déduisent
aussi de cet argument que si £(.A) € L(B), alors il existe un mot w de longueur
plus petite que |Q4]|@5| + |Q.4], tel que w € L(A) mais w ¢ L(B).

Dans ce chapitre, nous cherchons a étendre la méthode de Stearns et Hunt, qui
s’est avérée fructueuse dans le cas des automates finis, aux automates de Parikh non
ambigus. Le probleme est indécidable pour des automates de Parikh quelconques; il
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est co-NEXP-complet pour les automates de Parikh déterministes [FGM19], lorsque
I'ensemble semilinéaire est représenté sous la forme d’une formule de Presburger
existentielle. La décidabilité du probléme de I'inclusion pour les automates de Parikh
faiblement non ambigus peut se déduire des travaux de [CM17] sur la classe RCM,
mais les auteurs ne fournissent pas de borne de complexité, et passent sous silence
la complication due aux racines du polynéme de téte de la récurrence.

Notre but est donc de déterminer une borne np,y (A, B) telle que :

L(A) C L(B) < Vn € {0,. .. nmax(AB)Y, an—cn =0.

Si la méthode de Stearns et Hunt s’adapte aux automates de Parikh faiblement non
ambigus, elle se confronte cependant aux difficultés suivantes :

— les séries génératrices A(x) et C(z) ne s’obtiennent plus directement a partir des
automates en résolvant un simple systéme linéaire. En effet, ces séries ne sont plus
rationnelles, mais holonomes, et I’opération utilisée pour obtenir leurs équations
différentielles, que ce soit par un produit de Hadamard ou une diagonale de série,
n’est pas triviale.

— la suite d,, = a,, — ¢, satisfait une équation de récurrence linéaire a coefficients
polynomiaux, et non plus constants, de la forme :

r—1
pr(n)dn—i-r = Zpk(n)dnJrk
k=0

avec p,(n) qui n’est pas le polynéme nul. Les racines du polynéme p,.(n) com-
pliquent le comportement de la suite (d,,) : il ne suffit plus que les r premiers
termes de d,, soient nuls pour que la suite soit nulle. Par exemple, le polynéme
D(z) = %% satisfait 'équation 1000D(z) — 20, D(x) = 0, et la récurrence
(n — 1000)d,, = 0. 1l est clair que vérifier que dy = 0 ne suffit pas a affirmer
que (d,,) est la suite nulle. Pour pouvoir s’assurer que la suite (d,,) est nulle, il
faut dépasser a la fois ordre de la récurrence et la plus grande racine entiére du
polynéme de téte. Pour borner cette racine, nous devons borner aussi la taille des
coefficients des polynomes de la récurrence.

Ces deux difficultés compliquent considérablement I’analyse du probléme de 'inclu-
sion dans le cas des automates de Parikh faiblement non ambigus.

8.1.2 Introduction a I’algorithme de Lipshitz

Comme nous ’avons vu aux chapitres précédents, la propriété principale pour
démontrer que la série génératrice d’'un automate de Parikh non ambigu est holonome
est la stabilité des séries holonomes par diagonale (ou produit de Hadamard). I s’agit
d’une opération non triviale sur les fonctions holonomes, qui est toujours 'objet de
recherche active en calcul formel. La cl6ture des fonctions holonomes par diagonale a
été démontrée par Lipshitz en 1988 [Lip88] ; sa preuve repose sur des séries formelles,
et consiste a interpréter la diagonale d’une série comme une extraction de coefficients.
Cette extraction de coefficients, du point de vue de I’analyse complexe, avec la formule
de Cauchy, s’exprime sous la forme d’une intégrale (ou période), ce qui a donné lieu
a de nouvelles méthodes de calcul de diagonale, plus récentes et efficaces, fondées
sur le télescopage créatif ([Chy14, BCLS18]). Nous nous sommes limités dans cette
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thése a I'algorithme historique de Lipshitz [Lip88], qui a 'avantage d’étre facile a
comprendre et a étudier (mais s’avere peu efficace en pratique).

Pour donner une idée du principe de I’algorithme de Lipshitz, nous illustrons son
fonctionnement dans cette introduction, sur un exemple simple. Soit A.x 'automate
de Parikh non ambigu suivant :

C={(n,n) : ne N}

L’automate Ay reconnait les mots de longueur impaire qui ont un a au milieu. Ce
langage est en fait algébrique non ambigu, et sa série génératrice L(v) = 1~ est
méme rationnelle. Regardons comment ’algorithme de Lipshitz permet de trouver
une équation différentielle satisfaite par L(z).

Comme nous ’avons démontré au chapitre 7, en notant A(z, y1,y2) = m
la série multivariée des calculs de I'automate, et C'(y1,y2) = ﬁ la série du se-
milinéaire, la série L(x) s’exprime comme le produit de Hadamard A(x, y1,y2) ®
—=C(y1,y2), spécialisé en y; = yo = 1. L’idée de Lipshitz est d’exprimer le produit
de Hadamard sous la forme d’une extraction de coefficient :

1 1 1. 1
Alz,y1,y2) © EC(?JL y2) = [ug tuy ']

Méme si nous sortons du monde des séries entiéres en écrivant C(y1 /u1, y2/u2), des
arguments algébriques permettent d’étendre la notion d’holonomie a ce type de séries
formelles. Plut6t que de calculer ce produit de Hadamard en trois variables, pour
évaluer deux variables a 1 ensuite, nous effectuons la substitution avant 'extraction
de coefficient (nous justifierons dans la suite que nous avons le droit de le faire, et
que les objets considérés sont bien définis). Ainsi :

u1u214tpaUlaUQ)(j(yl/Ul,QZ/U2)-

L(z) = [uy tug ]—— Az, ur, u2)Clur b ug b -

ULu2
Pour que les calculs restent raisonnables dans cette introduction, nous simplifions
encore cette formule. En remarquant que la contrainte du semilinéaire demande
I’égalité des exposants des variables y; et y2, qui s’exprime déja par une extraction
de coeflicient bien choisie, nous pouvons vérifier simplement que :

L(z) = [y Y3 A@y.y ™) =y ] =

(1 —2zy)(y —22)

Remarque 8.1.

» Cette formule a une interprétation simple si on considére une généralisation
équivalente aux automates de Parikh faiblement non ambigus, avec des vecteurs
dans Z? (sans contrainte de positivité sur les vecteurs étiquetant les calculs). Ainsi
I'automate suivant reconnait le méme langage que Ay :

a,b (1) a,b (1)

a(0)
~(O——Q

C = {0}
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et la série des calculs finaux de cet automate est bien A(x,y,y ). <

Nous posons F' = g avec P = x et Q = (1 — 2zy)(y — 2z). L’argument de
Lipshitz consiste a remarquer que si on arrive a trouver une équation différentielle
pour F' de la forme :

Zpi(:c, ax)aéF(x,y) =0

=10

avec les p; des opérateurs différentiels, qui ne dépendent pas de y, et p;,(x,05) # 0,
alors pj, (z,0,)L(z) = 0.

La preuve de Lipshitz dit, par un argument de dimension, qu’il est toujours possible
de trouver une telle équation pour F, en considérant la famille des polynémes
QN H%%F avec i + j < N, pour des valeurs croissantes de IN. Vérifions-le sur
notre exemple : pour N = 3, nous demandons a Maple de résoudre le systéme
suivant dans Q(x) :

MQF + XQ 0, F + A3Q 0, F + MQ 02 F + X5Q" 0,0, F + X6Q"02F = 0.

Nous trouvons alors la relation de dépendance suivante (le gras est juste utilisé pour
rendre ’équation plus lisible) :

0=16 (42 +3) 2'Q*0, F
+22° (22— 1) 2z +1) (42 +1) Q*O2F
+(2z-1)(2z+1) (162" + 162 + 1) Q*9, F
tx (422 +1) 2z -1 2z +1)2Q48,8,F

En extrayant le coefficient de plus petit degré en J, (les deux premieres lignes),
puis en divisant par 223Q*, nous obtenons I’équation différentielle suivante satisfaite
par L(z) :

2z —1)(2z+1) (42* + 1) 92L(z) + 8z (42> + 3) 0, L(z) = 0.

On vérifie facilement que L(z) = —7 est bien solution de cette équation dif-
férentielle. On remarque que la méthode de Lipshitz ne donne pas une équation
minimale satisfaite par L(z); en effet, en tant que fraction rationnelle, L(z) vérifie

une équation du premier ordre :
x(1 —22)(1 + 22)0, L(z) — (1 + 42®)L(z) = 0.

Nous avons ainsi vu dans cet exemple introductif que la méthode de Lipshitz peut
se résumer a trouver une relation de dépendance sur des polyndémes bien choisis,
obtenus en dérivant une fraction rationnelle issue d’un automate. Une partie centrale
de ce chapitre consiste ainsi a analyser cet algorithme de Lipshitz, afin d’obtenir
des bornes sur les degrés, 'ordre et surtout la taille des coefficients de I’équation
différentielle satisfaite par la série génératrice d'un automate de Parikh non ambigu.

Nous rappelons enfin que I'idée de ce chapitre n’est pas d’implémenter ’algorithme
de Lipshitz, ni d’autres algorithmes de calcul formel pour résoudre le probleme de
Iinclusion. Nous cherchons juste a obtenir des bornes sur les tailles des équations
différentielles en jeu, pour répondre au probléme de I'inclusion par une simple
énumération de mots reconnus par les automates.
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8.1.3 Cadre de travail, notations, et plan du chapitre

Dans la suite de ce chapitre, un automate de Parikh faiblement inambigu de
dimension d > 1 est donné sous la forme d’un uplet A = (X, Q, q7, F,C, A) ou
on rappelle que X est 'alphabet, () 'ensemble d’états, q; € ) I’état initial, F' C @)
I’ensemble des états finaux, C' C N son ensemble semilinéaire d’acceptation, et
A C Q x (¥ x N%) x @ la relation de transition. On suppose que C' est donné sous
une forme inambigué C' = W_, ¢; + P
Définition 8.2 (Taille d’'un automate de Parikh faiblement inambiguy).

» Nous introduisons les notations suivantes pour quantifier la taille de A :

— on désigne par |A| := |Q| + |A] +p + >, | P;| la taille unaire de A;

— pour j € [d], on note ||A||; ~ la valeur maximale qui apparait en coordonnée j
dans les vecteurs de A, des P; et des ¢; ;

— onnote || A||oc = max; ||Al|;cc la coordonnée maximale qui apparait dans toutes
les composantes des vecteurs de A, des P; et des ¢;;

— on notera, pour q € @, deggut le nombre de transitions sortantes de I’état q.

<«

Les sections 8.2 et 8.3 sont dédiées au calcul de la série génératrice d’'un automate
de Parikh non ambigu, en bornant notamment les coefficients de leur équation
différentielle. Le résultat principal de ces deux sections est résumé dans la proposition
suivante :

Proposition 8.3 (Taille de I’équation différentielle satisfaite par un langage de
Parikh faiblement non ambigu).

» Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu. Alors la série L(x) du
langage de A satisfait une équation différentielle linéaire de la forme :

qs(x)0; L(x) 4+ -+ - + qo(x)L(x) =0,
avec s < (d| Al ||A]|o0) P, et pour tout i € [0, s],
deg(q:) < (d]A| [ A]l0) 0,
log [|gill1 < (d|A][|A]| o)) .
|

Ensuite, la section 8.4 exploite les majorations obtenues précédemment pour
borner la taille du mot minimal qui témoigne de la non-inclusion des langages £(.A)
et L(B); les deux résultats principaux de cette section sont les suivants :

Théoreme 8.4 (Taille du plus petit témoin de non-inclusion).
» Si L£(A) n’est pas inclus dans £(B), alors il existe un mot w qui soit dans £(.A)
mais pas dans £(B) tel que :

] < 20

avecd = d4 + dp, et M = | A||B] max(||Al| o, || Blso)- <

Corollaire 8.5 (Borne de complexité du probléme de I’inclusion).
» Soient deux automates de Parikh faiblement non ambigus A and B de dimen-
sions d 4 et dp. On peut décider le probléme de I'inclusion L(.A) C L(B) en temps

2 0,
227 I 68 d = da + dp et M = | A] |B] max (|| Alloo, |1 B]|o)- <
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8.2 Séries génératrices rationnelles associées a un
automate de Parikh

8.2.1 Notations, bornes sur les déterminants, regle de Cramer

Dans ce chapitre, nous allons travailler avec des polynémes multivariés a coef-
ficients rationnels, c’est-a-dire des éléments de Q[x1, ..., x,]. On note a € N" le
multi-indice (a1, .. ., o) et z le mondme z =[], x;". Le degré total de z™ est
définipar ) " ; v;, mais dans la suite nous allons principalement travailler avec les de-
grés partiels donnés par le multi-indice, et le degré maximal deg,,, () = max]" ; ;.

On rappelle qu’un polynéme non nul P de Q[z1,...,x,] est une combinaison
linéaire finie de mon6émes sur Q

P= Z Aoz,

aeSupp(P)

ot Supp(P) est un ensemble fini de multi-indices, vérifiant Ao # 0 pour tout
a € Supp(P). L’ensemble Supp(P) est appelé le support monomial de P. On note

$(P) = card(Supp(P)) .
Le degré total de P, deg(P), est le degré maximal de ses mondmes :
deg(P) = max {deg(z¥) : a € Supp(P)}.

Le degré partiel de P par rapport a x;, noté deg, (P), est la plus grande i-ieme
composante des uplets de Supp(P) : autrement dit il s’agit du degré de P vu comme
un polyndéme en x;.

Le degré maximal d’'un polyndéme est le maximum des degrés maximaux de ses
monomes :

deg,(P) = max {deg,, (¢%) : o € Supp(P)} = max(degy, (P).

On utilisera les normes classiques suivantes sur les polyndmes de Q[z1, ..., ] :

IPlv="3" Pal et [Ple=_max Xl
a€eSupp(P) PP

On obtient facilement la relation suivante :
n
1Pl < s(P)|[Pllo < [IP]loo [ J(deg,, (P)+1) < (deg,,(P)+1)"||Plloc , (8.1)
i=1

et ces inégalités sont des égalités pour le polynéme P = Zae[d]” x®, car alors
[Pl = (d+1)"

Lemme 8.6 (Produit).
» Si P et ) sont des polyndmes de Q[z1, ..., x,], alors

1PQlloo < [1Pllocl|@llt < 1PLIQf11 et PRIl < IPL]IQI]1 - <



La derniére égalité s’ob-
tient par distributivité.
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Démonstration. Onnote P = > Aq2® et Q = > ugaP. Alors PQ = ¢,z avec
vl = 1 X aspry Aattpl S [Plloc 2oasrg—y 18l < [Pllool|Ql1- L'autre inégalité
vient du fait que || P||oo < || P|1-

Remarquons que la premiere inégalité est atteinte pour P = Q = > acldr x%,
car on a alors || P?||o = (d +1)" = || P||;.
Enfin, PQ = Yo Y Aakpr® P, dou |PQIl1 < Xg al g lusl = IP[1]1Q]1.

|
Lemme 8.7 (Borne polynomiale simple).
» Soit A une matrice p x p dont les coefficients sont des polynomes de Q[z1, . . ., Zy].
Alors
p P
[det(A)[r < TD IAisl-
i=1 j=1
|
Démonstration. Par deﬁmtlon du déterminant : ) -
| det(A)]1 < Y H Aol < D [T1Aiewlh =T1D_ 14l
€6y i=1 o:[1,p]=[1,p] i=1 i=1j=1
|

Remarque 8.8 (Borne de Hadamard).
» Nous pouvons prouver une borne plus fine sur les déterminants, a partir des
bornes de Hadamard, en utilisant la norme 2 du déterminant :

[ det(A)]}2 < H Z”A,]”Z

Cette formule se démontre en adaptant la preuve de [GG74], qui porte sur C[z], aux
polynémes multivariés; une borne similaire apparait dans [EP05, Lemma 3.1] et,
dans un contexte différent, dans [Bro71, Eq. (21)] (sans preuve). Cependant, la norme
1 intervient plus naturellement dans ’analyse du probléme, et nous ne sommes pas
arrivés a tirer pleinement parti de cette borne plus fine : nous finissions par borner
la somme des carrés par le carré de la somme, ce qui revient a utiliser la borne du
Lemme 8.7. <

Un mineur d’ordre m d’une matrice m X n avec m < n est un sous-déterminant
de la matrice, obtenu en sélectionnant m colonnes de A. La proposition suivante
permet d’exprimer les solutions d’un systéme linéaire a I’aide de déterminants :

Proposition 8.9 (Formules de Cramer).
» Soit K un corps quelconque.

a. Soit A une matrice n X n inversible a coefficients dans K, b et v deux vecteurs
de K™ tels que Av = b. Alors pour tout ¢ € [1,n], v; = C}f;tt(éf)) ou A; désigne la

matrice obtenue a partir de A en remplacant sa i-iéme colonne par le vecteur b.

b. Soit A une matrice m X n a coefficients dans K ou m < n. Il existe un vecteur
v € K™\ {0} dont les coordonnées sont des mineurs ou des opposés de mineurs
de A d’ordre m, tel que Av =0

<
Démonstration. Voir [AADM17] et [Kau14].
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8.2.2 Séries génératrices des calculs de ’automate et du semilinéaire

Définition 8.10 (Séries génératrices associées a 'automate).
» On définit dans un premier temps deux séries associées a un automate de Parikh :

— La série (multivariée) des calculs de A, notée A(x,y1,...,yq), est définie par :
A(xaylw"ayd) = Z a’(n v)xnyi}l '”ysda
neN,veNd

ou a(n,v) compte le nombre de calculs de A de longueur n, partant de I’état
initial, finissant dans un état final, et étiquetés par le vecteur v. Comme on suppose
qu’aucune transition n’est étiquetée par ¢, a(n, v) est bien fini pour tout n € N
etv € N4,

— La série génératrice du semilinéaire C' est définie par

C<y17"'7yd): Zyi)lysd

veC
|
Remarque 8.11 (Notation condensée).
» Nous utiliserons les notations y := (y1,...,yq) et y¥ = yi* -+ -y °. |
Lemme 8.12 (Série génératrice des calculs).
» La série des calculs A(x,y1,...,yq) est égale a une fraction %, ou R et S sont
deux polynémes de Z[x, y1, . . ., yq] vérifiant :
deg:r( ) < |QA| -1 degw(s) < |Q.A|
Vi € [d], deg,, (R) < (|Qal —1) deg,, (5) < [QulllAllic0
IRl < IRIL < |F| TT (1 +deg°“t) ISlloe < IS < T (1 + degg™)
q€QA q€EQA

Démonstration. Pour tout état ¢ € () 4, on consideére la série

Q(xv Y1, .- 7yd) = Z a’q(nv ’U)xnyvl yd )
neN,veNd

ou a4(n, v) décompte le nombre de calculs de longueur n depuis I'état ¢ jusqu’a un
état final, étiquetés par le vecteur v. En particulier, la série génératrice A(x, y1, - . ., Yaq)
des calculs de A est égale a g7 (x, y1, - - ., Yd)-

Pour tout état ¢, nous avons classiquement 1’égalité :

Q(x7y17"‘7yd) :quF]]+ Z 'ry’ijl'”ysd'q/(xaylw"ayd)?
(¢,(a,v),q)€A

ou [P] = 1 sila propriété P est vraie et [P] = 0 sinon.
Par conséquent, le vecteur de séries génératrices ¢ = (q(z,y1,...,Yd))qeq
vérifie I'équation :

q=xMq+ f,
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ou f = ([q € F]))qeq 4> et M est une matrice |Q 4| % |Q 4| de polynémes, définie

par Mg q (Y1, ¥d) = X (g (aw)qrea ¥l y5¢ pour tout ¢ et ¢’ dans Q 4. En
particulier, pour tout ¢ € Q 4,

> Mgl =dgt.

7EQA

Le vecteur q satisfait ’équation (Id — zM)q = f. La matrice Id — zM est
inversible dans le corps des fractions rationnelles Q(z, y1, . . ., y4). En effet, det(Id —
M)(z,y1, ..., yq) estun polyndme non nul car det(Id—zM)(0,...,0) = det(I) =
1. Par les formules de Cramer (Proposition 8.9) :

R(‘T’yh o )yd)
A‘T7y17"'7yd :qI x7y17"'7yd = )
( ) ( ) S(q"ayl)"'ayd)
avec R(z,y1,...,yq) = det(M'), ou M’ est la matrice obtenue en remplacant la

colonne numéro gr de Id—x M par le vecteur f,et S(z,y1,...,yq) = det(Id—axM).
Remarquons alors que pour ¢ € Q 4 :

3 I(1d — aM)gylh = 1+ degl®
qd€EQA

avec le 1 qui vient de I'identité. Ainsi en utilisant la borne du Lemme 8.7 4 la matrice
Id — x M, on obtient

I1S]lse < 150 < T (1 + degg™).
qeQ A

Par définition du déterminant, chaque terme de .S est une combinaison linéaire de
produits de |Q) 4| polynomes, de degré maximal 1 en z, et de degré maximal || A||; o
en y;, donc deg,, (5) < |Qal et deg,, (5) < [QualllAlli 0

En développant le déterminant de M’ selon la premiére colonne f, et en appliquant
la borne du Lemme 8.7 aux sous-déterminants, nous obtenons la formule suivante :

IRl < Y IT X l@a—aM)gqls.

qaf€F q#qr ' #q1

Trivialement, Y  [[(Id — 2M)g gl < Y [(Td— 2M)g gl =1+ degd™.
q'#aqr 7'€Qa
Et H (1+degf™) < H (1+ deg™"), car (1+ deggjft) > 1. Ainsi :
qF#qs q€Qa

IRl < IRl < |F| ] (14 degg™).
q€Q A

Exemple 8.13.

» Tout au long de cette section et de la suivante, nous illustrons les résultats des
différentes propositions sur I’automate A¢y de 'introduction. Nous rappelons que
Aex est Pautomate suivant, qui reconnait les mots de longueur impaire qui ont un a
au milieu :
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Réécrivons le semilinéaire sous la forme voulue C' = 0 + {(1,1)}*. Dans ces condi-
tions :

—d=2

— A =24+3+14+1=T;

— [Mexll1,00 = [[exl2,00 = [Aexlloc = 1;

— deg"“t =3Jet deg"“t =2. <

Nous obtenons alors le systéme suivant pour les séries génératrices des calculs :

qo(x, Y1, y2) = 2xy1q0(x, Y1, y2) + 2q1 (2, Y1, Y2)
a(z,y1,y2) = 2zy2q1 (2, y1,92) + 1

qui s’écrit sous la forme matricielle :

(1 — 2z, -z > ] <QO($,3/17?J2)> _ <0>
0 1 —2xys q1(x, y1,92) 1)’

et avec les formules de Cramer nous avons A(x, y1,y2) = % avec

|0 -r | |1 =2z A B
R = ‘1 | 2uys| = et S= ’ 0 | 2uys| = (1—2zy1)(1—2xys) .
Et nous vérifions bien les inégalités :
degI(R) = 1 < ‘Q-Aex - 1 = 1 degm(s) = 2 < |Q~Aex| = 2
degy, (R) = 0 < (|Quau| = Dl[Aexllio =1 degy, (5) =1 < |Qa[l[Aexl[1,00 = 2
degy, (R) = 0 < (|Quu| = Dl[Aell2co =1 degy, (5) = 1 < |Qa [ Aex]l2,00 = 2
IRl =1<|F| J] (1+degg™)=12 ISlh=9< J] (1+degg™)=12
qu.Aex qEQ-Aex

Remarque 8.14.

» En utilisant la définition du déterminant det(Id — 2 M) comme une somme portant
sur toutes les permutations s de () 4, nous pouvons interpréter la décomposition de
s en produits de cycles disjoints en termes de cycles dans ’automate, pour borner
plus finement le degré de R et de S. Soit 7 € [d], pour tout cycle o élémentaire de A,
; la somme des i-iémes composantes

des vecteurs des transitions empruntées dans le cycle o.
En notant € I'ensemble des cycles élémentaires de A et P.(€2) 'ensemble des
parties de €2 composées de cycles qui ne passent par aucun état en commun, alors

deg, (5) < max al;.
() Xem(sz);(‘ |

Cette interprétation du déterminant avec des cycles dans un graphe est un cas
particulier de la formule plus générale de Lindstrom-Gessel-Viennot [GV89]. Nous
n’aurons pas besoin d’étre aussi précis cependant. Cette borne implique celle que
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nous avons trouvée plus haut : pour tout cycle élémentaire o, < || Alli,00]o] 011
|o| est le nombre d’états par lequel passe le cycle élémentaire. Comme les cycles sont
élémentaires et ne passent par aucun état en commun, ) .y |o]; < [Q.all[Alli,00-

<

Lemme 8.15 (Série génératrice du semilinéaire).

» On rappelle que le semilinéaire est donné sous une forme non ambigué C' =

WP_, ¢; + P;. Alors la série génératrice de C' s’écrit sous la forme d’une fraction
— o .

C(y) = o2 avec:

Vi € [d], deg,, (Po) < +Z|P\ [Allico  degy, (Qc) < Z!P| [ Al7,00
7=1
1Pl < p2i= ™ IQclh < g
<
p Y
Démonstration. Par non-ambiguité, C(y) = Z ——————. En mettant au

i=1 H’UEPZ(]‘ - y’U)

méme dénominateur, on obtient C(y) = S—g avec :

re=3 e T IT0-v) @ eo=TTT0-v")

Jj#iveEP; i=1vePR;

Ainsi deg,, (Po) < (1+ 25 [Bj)[[Allico et deg,, (Qc) < (325 [P Allise
pour tout i € [d].

vePi(l - yv)Hoo =1, et HuePl(l -y =
IP'I
5([Tpep,(1—9y?) =27

Ainsi ||Qc|l1 < < 9%z |7l et ||[Pollr < 102Z

8.3 Série génératrice d’un automate de Parikh
faiblement non ambigu

8.3.1 Préparation de la série génératrice a ’algorithme de Lipshitz

Un des objectifs de ce chapitre est de fournir des bornes sur les degrés et les normes
des coeflicients des polynémes qui apparaissent dans 1’équation différentielle satis-
faite par la série génératrice du langage de A. Pour cela nous décrivons rapidement
dans un premier temps 'approche de Lipshitz [Lip88], qui consiste a introduire la
fonction :

F(x,yau)zA(x,ul,...,ud)-C(yl,... yd)

Up -+ - Uqg Ui Ud

Si cette opération s’interpréte bien du c6té des fractions rationnelles, il faut vérifier
qu’elle ait bien un sens dans celui des séries, car nous quittons ’anneau des séries
formelles Q|x, y, u] : la substitution y; Z—i dans la série de C introduit une infinité
de monodmes a exposants négatifs. Lipshitz se place en fait dans ’ensemble M des
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sommes infinies formelles de la forme :

G= E a(n,t,j)z"y'u?
neN,ieN? jezd
i1+j1>—k
iqtja=—k

ou k est une constante qui dépend de G. L’algorithme de Lipshitz repose sur les
propriétés suivantes de I’ensemble M :

— M est un Q[z, y, u]-module (au sens ot pour tous G, G’ € M, etp € Q[z,y, ul,
G+ G e MetpG e M)

— M est stable par dérivation (sit € {z,y1,...,Yq,u1,...,uq} et G € M, alors
0:G € M, ou 0;GG désigne la dérivation formelle terme a terme de G).

— enfin, sip € Q[z,y,u] et G € M sont tels que p # 0 et pG = 0, alors G = 0.

L’étude de F'(z,y, u) est alors justifiée par 1’égalité suivante :

1 _ _
A(xvylu"'vyd)GEC(ylw"uyd) = [ull'”udl] F(J:,y,u),

Pextraction de coefficients ayant bien un sens par la définition de M. Multiplier par
L dans la définition de F, pour ensuite extraire [(y1 . .. yq) '] F, peut sembler

Y1---Yd
inutile au premier abord. En fait, 'argument de Lipshitz repose fortement sur le

fait que le coefficient extrait est bien [(u1 ... uq) '] F : comme (uy ... uq) " ne peut
pas s’obtenir a partir de la dérivation formelle d’un terme de la forme uf“ e ujzd,

cela permettra d’intervertir dérivation et extraction de coefficient dans une équa-
tion différentielle de F' bien choisie, pour la transformer en une équation pour

[(u1...uq) YF.
L’algorithme de Lipshitz permet ainsi de trouver une équation différentielle par-
tielle en z satisfaite par A(x,y1,...,yq) © ﬁC(yl, ...,Yd)- Nous en déduisons

ensuite en spécialisant y; = 1 une équation différentielle pour L(z).
C’est ce que nous avons fait dans les annexes de notre article publié 4 ICALP en
2020. Cette approche a le gros inconvénient d’introduire des variables auxiliaires
Ui, . . ., Uq, et d’ainsi doubler le nombre de variables par rapport a la dimension de
I’automate de départ. Cette augmentation de la dimension vouait a I’échec toute
tentative d’appliquer ’algorithme de Lipshitz sur des exemples, méme élémentaires.
Cette méthode implique de calculer I’équation du produit de Hadamard de deux
séries en x, Y1, . . . , Y4, pour ensuite remplacer toutes les variables y; par 1. Nous
calculons donc un objet plus complexe, la série multivariée, pour ensuite "jeter” les
variables.
Dans ce chapitre, jopte donc pour une méthode légerement différente de celle de Il nous faudra donc faire
notre article, en remplacant toutes les variables y; par 1 avant d’appliquer 'algorithme ~ les mémes vérifications

. . . P . . . ue Lipshitz, en définissant
de Lipshitz. Nous nous sommes donc intéressés a la somme infinie suivante : que Lip fi ;
un module analogue @ M

1 adapté aux séries que nous
§ : n, v—v’
—_— a(n, 'v)x Yy rencontrerons.

CE Yd neEN,veN? v’ eC

1 1 1
”:”A(az,yl,...,yd)-C'( >

Y1y v’

Il faut cependant faire attention, car cette somme infinie n’est pas automatiquement
bien définie. Nous le voyons sur un exemple simple : si A(z,y) = ), ny", et
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Cy) = > eny™ alors A(z,y)C(1/y) ="x 3, . eny" ™" nlest pas bien définie
en tant que somme infinie, méme si la fraction rationnelle ﬁﬁ existe. Le
probléme s’observe aussi en se plongeant dans les séries entiéres : si les rayons de
convergence de A(z,y) et C(x,y) sont 1 par exemple, la série de A(z, y) converge
pour |y| < 1, mais celle de C(z, 1/y) converge pour |y| > 1.

Cependant, dans notre cas particulier, nous allons voir que la somme est bien défi-
nie, car A(x,y) a une forme particuliére. Dans un premier temps nous introduisons
un ensemble M’ analogue a celui de Lipshitz, adapté a notre probléme :

Proposition 8.16.
» L’ensemble M’ des sommes formelles de la forme

G = Z a(n,v)z"y",

neN,vez
v1<nk

vg<nk
ou k est une constante qui dépend de G, vérifie toutes les propriétés nécessaires a
I'algorithme de Lipshitz :
— M/ est un Q[z, y]-module
— M’ est stable par dérivation
— enfin, sip € Q[z, y] est non nul, G € M, et de plus pG = 0, alors G = 0.

<«

Démonstration. Seul le dernier point n’est pas trivial. Il se démontre par une adap-
tation de la preuve pour le module M de Lipshitz [Lip88] : si p(x, y)G(x,y) = 0
avec p(z,y) # 0 et G(z,y) € M/, notons k la constante associée a G, et r :=
max(k, deg,,(p)). Alors G(zy] ...y}, yl_l, .. ,yd_l) € Q[[z,y1, .., yq)] est une sé-

rie formelle, et p(zy7 ... v,y L le) est toujours un polynéme non nul. Ainsi
p(xyy ... Yy, yfl, e y;l)G(ajy{ e yg,yfl, e ,y;l) = 0, et comme I’anneau des
séries formelles est integre, G (zy7 . ..y, yl_l, e ,y;l) = 0. En remarquant que la
substitution qui remplace (x,y) par (zy] ...y}, yfl, e y;l) ne crée pas de colli-
sion, au sens ou les deux séries ont exactement le méme ensemble de coefficients,
nous en déduisons que G = 0. |

La proposition suivante démontre que F' est bien définie :

Proposition 8.17 (Définition de F).
» La somme infinie suivante :

1 o
Flz,y) = — Z a(n,v)z"y"""
h Y neN,veNe v’ eC

est bien définie et appartient a M’ <

Démonstration. Rappelons que 'automate A ne posséde pas d’e-transitions, et qu’ainsi
la longueur d’un calcul de A coincide avec la longueur du mot qui I’étiquette. Comme
tout vecteur v qui étiquette un calcul de longueur n vérifie ||v||s < n|/Al/c, pour
toutn € N, [z"]A (2, Y) = 32|y <n| Al @(n, V)Y est donc un polynome, dont
le degré maximal est borné par n||.A||«.

Ainsi la somme infinie ), -y yend orec @7 v)z"y?~"" est bien définie, et F
appartient a I’ensemble M. ]
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Remarque 8.18.

» Nous aurions pu tourner les choses un tout petit peu différemment pour éviter
Iintroduction de I'ensemble M’. Si je suis parti de 'expression A(x,y)C(y~1),
c’est parce qu’elle s’interprete bien en imaginant un automate qui calcule d’abord
un vecteur positif en incrémentant des compteurs tout en lisant le mot, puis les
décrémente avec une machine qui calcule le semilinéaire. D’un point de vue séries
formelles cependant, il aurait peut-étre été plus naturel d’échanger I'inversion des
exposants, en considérant plutét :

F(z,y) = #A <a:,1,...,1> -C(Y1y---,Yd) -
Y1+ Yd Y1 Ya

Avec cette expression, pour tout n € N, [z"]F(x,y) n’a qu'un nombre fini de
termes qui ont un exposant négatif, autrement dit [z"]F(z,y) est une série de
Laurent formelle. Les deux approches sont analogues, mais celle de cette remarque a
l’avantage d’introduire des classes de séries formelles plus standard.

Les propositions qui suivent ne dépendent pas vraiment d’ou se déroule I'inversion,
et sont ainsi valides pour les deux définitions de F'. J’ai fait le choix de garder la
premiére approche qui s’inspire des automates, quitte a introduire 'ensemble M’. <

Nous vérifions alors facilement que formellement, en notant m un entier plus
grand que deg,,(P¢) et deg,,, (Q¢), nous avons I’égalité :

S(Jj’y)(yl ce yd)erlQC(y%a ceey yid)F(J,‘, y) = R(xvy)(yl .. -yd)mPC(y%, ey y%)
Autrement dit :
1 1
F(z,y) = A(x,yl,...,yd)-C(,...,>
Y- Yd n Yd

ou le membre droit est interprété comme une fraction rationnelle P/Q) avec P, (Q €
Z[z,y]. Enfin, une extraction de coefficient de F'(x, y) fait apparaitre L(x) :

L L 1 .
T P LG R e T e > a(nv)a"y""
1 d neN,veN? v’ eC

= Z a(n,v)z" = L(x)

neN,veC

(8.2)

ou nous rappelons que la série génératrice des calculs acceptants de A vaut L(x) par
faible non-ambiguité.

Tout le terrain théorique préparatoire a la mise en place de 'algorithme de Lipshitz
est donc prét, et nous pouvons désormais étudier les premieres propriétés de la
fraction rationnelle F'(z,y) :

Lemme 8.19 (Propriétés de la fraction rationnelle).
» La fraction rationnelle F'(z,y) peut s’écrire sous la forme g, avec P et () des
polyndmes de Z[x, y] qui vérifient :

deg,(P) <[Qal -1 deg,(Q) < [Qu
Vi € [d], degy,(P) < |A[[[Allic0 deg,, (@) < [AlllAlli.c0
1Pl < 24 Q[ < 24



Nous supposons que
I Alls,00 # O, sinon cette
coordonnée ne sert a rien.
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Démonstration. Nous utilisons les bornes des Lemmes 8.12 et 8.15.

m p -1
Posons m; = max(1, Z§:1 [P [d]. Alors y1}.yd ;JJmQZEZ—l))

- [, y] qui vérifient
I1Pclly = [|Pollr et [Qellh = 1|Qclli- De plus deg,, (Po) < m; et deg,, (Qc) <
m; + 1, pour tout i € [d].

Ainsi P = RPc et Q = SQ¢, si bien que :

log(|| Pl1) < log (|| RIIx[| Pelh)

< log(|F)) + Z log(1 + degd"") + log(p —i—Z | P
q€Qa

< log(|F)) + Z deg" + log(p +Z|P|
q€QA

< log(|F[) + [A[ + log(p) + Z 1P < [ Al

Nous obtenons la méme majoration pour Q : [|Q||; < 2M!.

En ce qui concerne la variable z, deg, (P) = deg,(R) et deg, (Q) = deg,(S).

Enfin, deg,, (P) < degy, (R) +mi < (1Qa| =141+ 375, [P Allice <
A Al c0-

De méme, deg,, (Q) < deg,, (S)+m;+1 < (|Qal+ 14377 [Pi)[[Allio+1 <
AN Alli,c0- u

Exemple 8.20.
» Si nous reprenons I'exemple de 'automate A.y, nous avons

x 1
A = t C = —
(LU, Y1, y2) (1 — 21’1/1)(1 - 25[]2]2) € (ylva) 1— Y12 )
si bien que :
1 T 1
F(x7y17y2) = -1 —
vy (1 = 2zy1)(1 —2zy2) 1 — y; tyy !
T

T (1= 2zy0) (1 222) (y1y2 — 1)

o -1, -1
etainsi L(z) = [y; vy |F'(2, 41, 92).
On vérifie bien que les bornes annoncées sont vérifiées sur cet exemple, méme si
sur cet exemple nous surestimons un peu, avec notamment 1 = ||P||; < 2l =
128). <

Remarque 8.21.

» Nous n’utilisons plus 'astuce, propre a cet exemple particulier, utilisée dans I'in-
troduction pour réduire le nombre de variables. En effet le but de cet exemple est
désormais d’illustrer 'approche générale, adaptée a tout type de semilinéaire. <«
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8.3.2 Equation différentielle satisfaite par F’

Dans cette section nous analysons le procédé utilisé par Lipshitz pour obtenir
I'équation différentielle satisfaite par .

Nous nous intéressons a la fraction F' = g en les variables =, y1, . . ., yq.

Pour simplifier les notations dans un premier temps, supposons qu’il existe des
constantes M; telles que deg,, (P),deg,, (Q) < M; — 1 pour tout i € [d], et M) telle
que deg, (P),deg,(Q) < My — 1. Par le Lemme 8.19, My = |Q 4| + 1 < |A|, et
M; = |A[[|Alls,00-

Nous noterons yg = x pour simplifier le traitement des différentes variables,
lorsque x ne joue pas de rdle particulier par rapport aux variables y.

Lemme 8.22.

» Soit @ = (ag,aq,...,aq) € N1 On note d, 'opérateur défini par 0, =
a8 ... 994920, Alors il existe un polyndme Py, de Z[z, y] tel que Q¥ 0o F' = Pa,
avec s = ||a1 = >, a; et:

deg,, (Pa) < (s + 1)(M; — 1)

d
1Palls < 2°s!QU3IIPIL ] [ (M — 1) <
1=0

Démonstration. Par récurrence sur s = ||«||1. Si s = 0, alors QF = P et la proposi-
tion est vraie.
Soit s > 0 tel que la proposition soit vraie au rang s — 1. Soit c tel que ||a||; = s.
Ecrivons a = 3 + e;, pour une coordonnée i telle que v; > 0; ainsi |31 = s — 1.
Par hypothese de récurrence (Q°0gF = Pjg, ou Pg satisfait les conclusions de la
proposition au rang s — 1. Dérivons cette relation par rapport a y; (en utilisant le
temps de cette preuve la notation yg = ) :

(0,,Q)sQ° 198 F + Q*0a F = 0y, Pg.
Multiplions par @ :
Q0 F = Q0P — (9,Q)sQ*IsF = 0, Ps — (9,Q)sPs.

Posons Py = Q0,,Pg — (0y,Q)sPg. Le polynéme P, est bien a coefficients entiers.
De plus, pour j # 4, deg, (Pa) < deg, (Q) + deg, (Pg) <u.r. deg, (Q) +
s(M; —1) < (s+1)(M; —1).
Et de méme deg, (Po) < M; — 1+ s(M; —1) — 1 < (s +1)(M; — 1).
De plus :

[Pallt < Q1110 Pallr + 5[0y Q1| Pl
1QI1 degy, (Fp)l| Pall1 + s deg,, (@) Q11 Pallx

<
<
<u.r 25(M; = 1)]|QI11] Pallx

d
<wr 28U QISIPI [ (M — 1)
=0



N = 22 leratede
peu :|D| = 2024 tan-
dis que |[M| = 2025.
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Lemme 8.23.
» Soit N > 0 un entier. Soit o € N*! tel que >; & < N.1l existe un polynéme
R, en les variables x, y1,..., Y4, & coefficients entiers, tel que

QNI ... 00903°F = Ry,
De plus

deg,, (Ra) < N(M; — 1)

d
IRally < 2°s!QIYHIPI [ T (A — 1) <
=0

Démonstration. Par le Lemme 8.22, nous savons que QSH('“)QF = Py, avec s =
|l||1. On a donc Ry, = QN 571 P,

Ainsi deg, Ro < (N — s —1)deg,, (Q) + deg,, (Pa) < N(M; —1).

Et | Ralli < 2°s![| QI 1Pl TTio(M; — 1)

Lemme 8.24 (Comparaison des dimensions).

» Soit N > 1 un entier quelconque.

— On note D I'ensemble des opérateurs Jy! ... 0y 4030, tels que ), oy < N. Alors
Pl = (af).

— Onnote M I’ensemble des monomes de la forme ylf .. yzl‘i, aveci] < N(M;—1),
i < N(My —1). Alors IM| =TT, (N(M; — 1) +1) < N ]L, M;.

— Pour N = (d + 1)! T[L, M; — d, on a I'inégalité stricte |D| > | M.

<

Démonstration. Les deux premiers points sont classiques. Il reste juste a vérifier que
pour N = (d + 1)! H;-i:l M; — d, on ait bien (N+d) > N¢ H;«izl M :

d+1
(]z\ifrld) _(N+d)(N+d—1)-..(N+1)N
NI, M; (d+ )INITIL, M,
-1

N +d 7
= (1+ )
(d+ DI, M; H) N

N+d
= d -
(d+ )=y M;

Exemple 8.25 (Sanity check).
» Dans 'exemple de 'automate Ay, nous avons d = 2 et My = Mo = 3. Ainsi

D| = (N;2> =N(N+1)(N+2)/6 et |M|=(2N+1)%.

On peut calculer a la main que N = 23 est le plus petit N tel que |D| > |M|. On
a alors |D| = 2300 > 2209 = |M)|).

La valeur que nous annongons dans la proposition précédente est N = 6 x9—2 =
52, qui est bien une borne supérieure de 23. |
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Proposition 8.26 (Argument de dimension de Lipshitz).

> Soit N = (d+1)!|A|dHf:1 | Alli,c0 —d.Lafamille {9y} ... 0pd02°F + Y i <
N} est liée sur Z[x]. Plus précisément, il existe une relation de dépendance non
triviale de la forme

> valz) 09105102 =0,

el <N

ol chaque v () est un polyndme dans Z[xz], de degré en z inférieur a (d|.A| || Al o0 )°(@”),
etlog [vall1 < (d]A]|Alle) 1. <

Démonstration. Nous rappelons que My = [Q4| + 1 < |A|, et M; = |A|||A
Ainsi nous bornons les M; par | A|||Al|~. Avec ces notations,

2,00+

N < (d+ 1) Al Aloo)® et M| < (VA Afloo)? < (d+1)" (|A][Alloc) ™).

Par les Lemmes 8.23 et 8.24, pour tout Oy € D, QNGQF peut s’écrire comme une
combinaison linéaire sur Z[x] d’éléments de PP. On peut donc écrire leur décomposi-
tion dans une matrice R, qui est la matrice des vecteurs R,, pour ||a||; < N, dans
la base M. Ainsi, R est une matrice de taille |[M| x |D| a coefficients dans Z[z], qui
de plus, par le lemme 8.24, a plus de colonnes que de lignes. Les colonnes de cette
matrice sont donc liées.

Nous pouvons alors appliquer les formules de Cramer (cf. Proposition 8.9) : il
existe une solution non nulle v a I’équation Rv = 0, telle que chaque coordonnée
de v est un mineur de R ou l'opposé d’un mineur de R d’ordre |[M|. Comme R est
une matrice a coefficients dans Z|x], les coordonnées de v sont aussi dans Z[z].

Ainsi, nous pouvons avons trouvé une relation de dépendance de la forme :

QN > valz) 091 05102 F = 0.

leelli<N

N A
Comme Q™ est un polynoéme nonnul, etlasomme ) ., -y va(z) Oyt ... Opd0Z°F
est un élément du module M’, par la Proposition 8.16, nous en déduisons que

Z va(z) Oyt ... 0y 207 F = 0.

Ya —x
el <N

De plus pour tout «,
deg, (va) < |MIN (Mo — 1) < (d + 1) TV A A2 4 L)

Nous pouvons alors appliquer les bornes du Lemme 8.7 aux mineurs de la matrice
(en les appliquant a la transposée pour faire intervenir les normes des colonnes) :
chaque mineur est borné par le produit des sommes des normes 1 de chacune de
ses colonnes. Or chaque colonne du mineur est extrait d’'une colonne de R, qui est
simplement la décomposition d’'un Rg dans la base canonique de M. Ainsi la somme
des normes 1 dans Z[z] des composantes d’une colonne 3 € D de R est égale a
|Rg||1 dans Z[z, y1, . .., yal-
Pour tout f3 tel que ||3||1 < N, par les bornes du Lemme 8.23, nous avons

IRl < 281N = DUIQIT P (LA Alle) ™ -



Cela explique pour-
quoi j’ai simplifié F°
dans Uintroduction.

286 8 Le probléeme de I'inclusion des automates de Parikh faiblement non ambigus

Ainsi en utilisant la borne du Lemme 8.7 sur les déterminants :
N-1 HAIN-1 NM
lvall < (271N = DUQIY M IP (Al A1) (53)

En passant au log, et en utilisant les bornes sur N et M, et le fait que || P||1, ||Q]]1 <
241 nous obtenons finalement

1og([[valll) < |M|(N =14 (N —1)log(N) + N|A| + N log(|A|[A]l))
< (A A A]l00) ) (1 + [A] + dlog(d + 1) + (d + 1) log(|A|| Allo0))
= (d]A|[[Al| o) O @)
[ |
Exemple 8.27.

» Pour 'exemple de 'automate Ay, je trouve en fait une relation de dépendance
pour N = 8. L’équation différentielle satisfaite par I est trop grande pour étre
écrite ici. Elle vérifie deg, (vq) < 45 et |[va |1 < 348086 586 267 256 320 pour tout
ey < 8.

Si on applique les bornes annoncées dans la preuve, avec N = 8, |Q]|; = 18,
|M| = 289, My = M; = My = 3 (en prenant les degrés exacts de ()), nous obtenons
deg, (ve) < 4624 et par I'équation (8.3), |[vell1 < (101108579 083 223 040)289.
Méme s’il s’agit d’'un exemple, qui n’est en aucun cas représentatif, il est probable
que nos bornes surestiment beaucoup la taille des coefficients. <

8.3.3 Equation différentielle satisfaite par un langage de Parikh
faiblement non ambigu

Nous pouvons désormais démontrer la proposition principale de cette section :

Proposition 8.3 (Taille de I’équation différentielle satisfaite par un langage de
Parikh faiblement non ambigu).

» Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu. Alors la série L(x) du
langage de A satisfait une équation différentielle linéaire de la forme :

qs(2)0yL(x) 4 - + qo(x) L(x) = 0,
avec s < (d| Al || A]|00) P, et pour tout i € [0, s,

(d| A ]| A]| ) O |
(d| Al ]| Al| o)) .

deg(q;)
log [|gillx

NN

<

Démonstration. D’aprés la Proposition 8.26, il existe une relation de dépendance non
triviale de la forme

> valz) ). 00000 F =0,

lexll1 <N
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o N < (d|A][|A]|s0)°@ chaque Vo () est un polyndéme dans Z[ |, de degré en

x inférieur a (d|A|[| Alo0)?@"), et log [|vallr < (d]Al||lA]|s)° ). Nous réécrivons
cette équation différentielle sous la forme suivante :
> pale,0:) 0. O)F =0, (8.4)
18Il <N

ou pour 8 € Nd: pB(J:? 0) = Zi\;j)ﬁnl Uocoﬂ(x)ago'

On rappelle que F a été choisie telle que [y; -y, '] F(z,y) = L(x). Soit B
I’ensemble des vecteurs qui interviennent dans la relation de dépendance, c’est-a-dire
Iensemble des 3 € N tels que || 3[|1 < N et pg(z, ;) # 0. Soit 3™ le plus petit
vecteur de B, pour l'ordre lexicographique.

Nous montrons alors que pgmin (2, d2)(L) = 0. Nous rappelons les notations :

i d 1

_ Amin — —ﬁ _ —1 _

Pour cela, nous admettons un instant 1’égalité suivante : pour tout 3 € N¢,

—pmin_1108  afap_ )0 si @ # gmin
vt {<—1>61+---6dﬂ1! Al E g pmin &

On remarque alors que comme les pg(x, 0x) ne dépendent pas des variables y, en

extrayant dans I’Equation (8.4) les coefficients en y 3" , on obtient I’égalité :
(—1)PrFBag Byl pgmin(x,0) [y |F = 0.

Comme L(z) = [y~ ]F, nous avons établi que pgmin (z,0z)(L) = 0, ce qui conclut
la preuve — les bornes sur les degrés, ordre et coefficients venant directement des
bornes sur ’équation de F.

Il reste donc uniquement a prouver 'Equation (8.5). Rappelons que 3™ est le
plus petit vecteur, pour I'ordre lexicographique, qui apparait dans 'Equation (8.4).
Rappelons que F' appartient & Q[[z, y1,4; ", ...,y ', yal]. En regroupant les termes
en x, on peut écrire F' sous la forme :

FZH a1 yod,

acZd
Ainsi :
aGZd
On peut alors remarquer que dés qu'un «; est positif, 3511 X 355 Yot - - Yy ne peut

contribuer au coefficient de y*'@minfl. On peut donc limiter la somme précédente
aux exposants o qui n’ont que des composantes strictement négatives (donc infé-
rieures ou égales a —1). De plus, si 8 € B est différent de 3™, alors il existe une
coordonnée i telle que 3; > 5;™", par définition de 3™"'™. Alors 'exposant en y; de
. 5jy?1 -yt esta; — B < —1 — B : donc ce terme ne contribue pas non

plus au coefficient de y =A™ 1. De méme, par minimalité de B™In o doit étre égal
a —1 pour pouvoir contribuer au terme y " 1. Finalement :

_@min_ ~ __@min__ Bmin min  __
[y P Yol 0 F = [y P H  (2)0,) 00y
= H_q()(—1)P"+H02" gming . gmin)
— (_1)51“1“+--.+/3${"“5{nin! . @nlﬂin! [yfl]p7
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qui est bien I’égalité annoncée a I'Equation (8.5). [ |

Remarque 8.28 (Comparaison avec la borne de notre article ICALP).

» Dans notre article publié a ICALP, nous avions une meilleure borne sur le degré :
deg(g;) < (d|A] [|A]loo)P@. Cette différence vient du fait que nous avions appliqué
l’algorithme de Lipshitz dans Q, et non dans Q[x]. Avec cette méthode, la matrice
associée a F' pour le calcul de I’équation différentielle est plus grosse, mais les degrés
des polynémes sont bornés en x, comme pour 'ordre, par N et non par la taille de la
matrice. J’ai décidé d’utiliser des matrices dans Q[x] dans ce chapitre, car cela permet
d’essayer la méthode sur des exemples simples, pas trop gros (la taille de la matrice
est un facteur tres limitant en pratique). Les tailles des coefficients des polynémes
ont dans les deux versions la méme borne, qui est au moins exponentiellement plus
grande que celle du degré, si bien que cette différence n’a pas de conséquence dans
la suite du chapitre. <

8.4 Le probleme de l'inclusion des automates de Parikh
faiblement non ambigus

Nous pouvons enfin attaquer le probleme principal de ce chapitre, a savoir le
probléme de l'inclusion. Nous rappelons le contexte : soient deux automates de
Parikh A et B faiblement non ambigus, donnés en entrée sous la forme précisée au
début de chapitre. Nous notons d 4 et d leurs degrés. Nous cherchons a décider si
L(A) C L(B). Nous rappelons la méthode inspirée de celle de [SI85] pour résoudre
le probléme :

a. Nous bornons les ordres, degrés, et coefficients des équations différentielles
de la série génératrice A(z) = ) anz" de L(A), et de la série génératrice
C(x) =3, caax™ de L(A) N L(B) en sous-section 8.4.1.

b. En sous-section 8.4.1, nous bornons l'ordre, le degré, et les coefficients de I’équa-
tion différentielle satisfaite par D(x) := A(x) — C(z), la série de comptage des
mots qui sont dans £(.A) mais pas dans L(B).

c. Nous bornons I'ordre et les racines du polynéme de téte de la récurrence linéaire
satisfaite par la suite d,, := a,, — ¢, en sous-section 8.4.2. Nous en déduisons
la borne sur la taille du plus petit témoin de non-inclusion annoncée dans le
Théoréme 8.4.

d. Nous développons un algorithme élémentaire (qui n’utilise pas d’algorithmes de
calcul formel) d’énumération pour résoudre le probléme d’inclusion, a ’aide de la
borne sur la taille du mot témoin. Cette partie est présentée en sous-section 8.4.3.

8.4.1 Bornes sur les équations différentielles

Dans un premier temps, nous calculons les bornes sur I’équation différentielle
satisfaite par la série génératrice C'(z) du langage L(.A) N L(B) :

Proposition 8.29 (Taille de l'intersection).
» La série C'(x) dulangage L£(A) N L(B) satisfait une équation différentielle linéaire
de la forme :

qs(2)05C (z) + -+ - + qo(x)C(x) =0,
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avec 5 < ((da + dp)|A||B| max(||A]|se, || Bloo)) @4 F8) et pour tout i € [0, 5],

deg(qi) < ((da + i) AJ|B] max([ Ao, [[Bloc)) (@478
<

2
loglgill1 < ((da + dp) AlIB| max(|lAllso, || Blloc)) O *4+ ).

<

Démonstration. 1l suffit de spécialiser les bornes de la Proposition 8.3 pour 'automate
produit C = A x 5 qui calcule I'intersection : on a alors |C| < |A| X |B|,d¢ = d4+dp
et [|Clloo = max([[Allco; [|B|o)- N

Pour borner I'ordre, le degré, et les coefficients de I’équation différentielle satisfaite
par D(z) := A(z) — C(x), nous avons besoin du lemme suivant :

Proposition 8.30 (Somme/soustraction de séries holonomes [Kau14]).
» Soient deux séries holonomes A(z) et C'(x) satisfaisant deux équations différen-
tielles linéaires non triviales de la forme :

P ()" A()+- -+ (2)Ax) =0 et pf(2)0"C(x)+--+p§ (2)C(x) =0,
Soit Dpax = max;e(r| (deg(p{‘)?deg(pic)) et Soo = maXiE[r](HpiA)HOO7 szCHOO)

Alors, D(z) = A(x) — C(z) vérifie une équation différentielle linéaire non tri-
viale de la forme

@2r (2)0*" D(x) + - - - + qo(x) D(z) = 0,
ot pour tout i € [27], log(||gilleo) < O(r*(1 + log(r) + log(Dmax) + log(Swc))

<
et deg(qi) < 2(r 4+ 1)Dpax.
|

Démonstration. Nous appliquons le résultat de [Kau14, Theorem 2], qui nous permet
d’affirmer que D(x) satisfait une équation différentielle non triviale de la forme :

2" D(z) + -+ + qoD(x) =0
ou pour chaque i € [2r], deg(q;) < 2(r 4 1) Dpax. De plus, pour tout ¢ € [27],

ht([lgilloo) < ht(2r) +ht((2r +1)!) + (2r + 1)ht(Dimax)
+ (2r +2)((2r) (ht(1) + ht(Dmax)) + ht(Seo))

avec ht(z) = log(1 + |z|). Comme pour tout z > 1, log(1 + z) < 1 + log(x), nous
pouvons en déduire que :

log([|gillse)) < 8(r+1)2+(2r+2) log(r)4 (472 +6r+1) log( Diax ) +(2r4-2) log(Sso ).
|

En appliquant ce lemme & A(z) et C(x), nous déduisons directement la proposition
suivante :
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Proposition 8.31 (Bornes sur I’équation satisfaite par D(x)).
» Lasérie D(z) := A(x) — C(x) satisfait une équation différentielle non triviale de
la forme

4s(2)03D(x) + -+ - + qo(z)D(x) = 0,
avec s < ((da + dp)|Al|B] max([|Alloo, [1B|)) A7), et pour tout i € [0, 5],
deg(gi) < ((da + dp)|Al|B| max(]|Allso, [|Blls)) O (@a+d8))
10g || illoe < ((da + di)]A||B| max(||Allo, || Bloo)) O (datdE))
<

Démonstration. On applique la Proposition 8.30, associée aux Propositions 8.3 et 8.29.
Les grands O en exposants absorbent beaucoup les détails plus fins des expressions
de la Proposition 8.30, et on obtient alors les mémes types de bornes pour D(x) que

pour C'(x). ]

8.4.2 Bornes sur la récurrence et témoin de non-inclusion

En une variable, la suite des coefficients d’une série holonome D(x) satisfait une
équation de récurrence linéaire a coeflicients polynomiaux. Nous voulons dans cette
section établir des bornes sur le degré et la taille des coefficients du polyndéme de
téte de la récurrence satisfaite par la suite d,, = a,, — ¢,, qui compte le nombre
de mots qui sont dans £(A) mais pas dans £(B). Pour cela, nous avons besoin de
transformer I’équation différentielle satisfaite par D(x) en récurrence sur d,,. Nous
commengons par une proposition technique :

Proposition 8.32 (Conversion d’une équation différentielle en récurrence linéaire).
» Soit H(x) = ) unz™ une série satisfaisant I’équation différentielle suivante :

qr(2)0,H(x) + ...+ qo(x)H(z) =0.

Alors la suite (uy,) satisfait une récurrence de la forme :

S
Z te(n)upir = 0, pour n > s, avec tg # 0,
k=—s
etde plus 0 < s < max(deg(q;)), 0<S<r,
7
ltslleo < max(flgilloc) - 7", deg(ts) <.

<

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que pour un certain
indice ko € [0, 7], gxo(0) # 0. Sinon, nous pouvons nous ramener a ce cas en divisant
I’équation différentielle par le plus grand monéme =™ qui divise tous les polynomes
gr- Remarquons que cette opération de division par 2™ ne change pas la norme
infinie des coefficients polynomiaux, et diminue leur degré.

Soit D = max; deg(g;) le plus grand degré des coefficients polynomiaux de
I’équation différentielle. Nous pouvons réécrire cette équation satisfaite par H sous
la forme suivante :

r D
Z Z ak,k/xklal;H(x) = 0.

k=0 k'=0
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Cette équation se traduit alors en la relation de récurrence suivante, valable pour
n > D, sur les coefficients de H(x)

T D

Z Z akyk/(n — K+ 1)(n — K+ 2) e (TL — K+ k)un,kurk = 0.
k=0 k'=0

En posant j = k — &, nous pouvons réécrire cette égalité sous la forme :

r min(r,D+j) k
Z tj(n)unﬂ- = 0 avec tj(n) = Z Qg k—j H(n +j —/f + 1)
j=—D k=max(0,5) =1

Cependant, certains polynémes t; peuvent étre nuls; nous devons préciser le terme
de téte de la récurrence.

Posons S := max{k — k" | k € [0,7],k" € [0,D] et ayp # 0}. L'hypothése
ko (0) # 0 implique que ay, o # 0, si bien que S > ky > 0.

Montrons que tg(n) est bien le polyndome de téte dans la récurrence. Par maximalité
de S, tj(n) = 0 pour S < j < r. De plus par définition, tg(n) = >, _¢rr(n) ou
re(n) = agkp—s ngzl(n + S — ¢+ 1) pour tout k € [, r]. Par définition de S, au
moins un des 7 est non nul. Comme pour tout k € [S, 7], deg(ry) = k dés que
ap k—s # 0, nous savons que tg(n) # 0 et tg(n) est de degré au plus r.

Il ne reste plus qu’a borner la taille des coefficients de ¢5. Nous remarquons qu’en
développant le produit H?:l (n+S—0+1) = anzo by,n™, nous avons, pour tout

m € [kl b = 3 1 11=h—m LLies (S — €+ 1), si bien que [by| < (})rF—m <

Empk—m < T Ainsi

k
Itslle < Dpeglarp—s| I Tl/—i(n+S—£+1)|x
< ks lapr—s| 7"
< max;([|gillo) - 7

Pour pouvoir localiser les racines du polyndéme de téte, nous avons besoin du
lemme suivant :

Lemme 8.33 (Localisation des racines).
» Soit P # 0 un polynéme de Z[x]. Alors P(n) # 0 pour tout n > || Pljsc +1. <«

Démonstration. Soit n > || P||eo + 1. On écrit P(x) = ZZZO apx®. Supposons par
I'absurde que P(n) = 0. Alors :

d—1 nd _1
nt < ’adnd( =) an®| <Pl — < nt—1
k=0
ce qui méne a une contradiction. [ |

Nous pouvons désormais borner la récurrence satisfaite par d,,, et en déduire un
majorant de la taille du plus petit mot témoin de non-inclusion :

Théoreme 8.4 (Taille du plus petit témoin de non-inclusion).
» Si L£(A) n’est pas inclus dans £(B), alors il existe un mot w qui soit dans £(.A)
mais pas dans £(B) tel que :

| < 2@

i

avec d = d 4 + dg, et M = | A||B| max(||.A||oc, || B|oo)- <
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Démonstration. Pour n € N, on note a,, (resp. ¢,,) le nombre de mots de taille n dans
L(A) (resp. L(B)). On pose d,, = a,, — ¢, le nombre de mots de taille n qui sont
dans £(A) mais pas dans £(B). Alors par la Proposition 8.31 et la Proposition 8.32,
la suite (d,,) satisfait une récurrence linéaire de la forme

S

Z tr(n)dp+r =0, pourn > s,avects # 0
k=—s

que Lon réécrit sous la forme :

S+s
ts(n—S)d, = — Ztg,k(n — 8)d,—r pourn =S+ s,
k=1

avec S + s < (dM)PD deg(ts) < (dM)PD et log(||ts]e) < (dM)O),

Soit ng € N. Sitg(ng — S) n’est pas nul, et si upy—1 = -+ - = Up,—5—s = 0 alors
Up, = 0. Pour étre stir que ng — S n’est pas une racine de tg, il suffit de choisir
no — S 2 ||ts]leo + 1 par le Lemme 8.33). En posant W = s + S + [|t5]|co + 1, nous
avons donc ’équivalence :

D(z) =0 sietseulementsi Vn< W, d,=0.

Autrement dit, du point de vue des langages, L(A) Z L(B) si et seulement si
2
L(A) \ L(B) contient un mot de longueur au plus W < 2(dM)°t). ]

8.4.3 Borne de complexité du probléeme de I'inclusion

Dans cette section, nous développons un algorithme de décision du probleme de
linclusion. Cet algorithme est élémentaire dans le sens ou il ne demande aucun outil
de calcul formel. Le but est de prouver le corollaire suivant :

Corollaire 8.5 (Borne de complexité du probléme de I'inclusion).
» Soient deux automates de Parikh faiblement non ambigus A and B de dimen-
sions d 4 et dp. On peut décider le probléme de I'inclusion L(A) C L(B) en temps

210 y .
920 IR oo 4 = d g + dg et M = | A| |B] max(||Alloo, |Bllsc)- <

D’apreés le Théoréme 8.4, si L(A) Z L(B) alors on peut trouver un mot w de

taille |w| < W = 2% avec d = d+dg et M = | A||B] max(||Alloo, | Bllo),
qui soit dans £(.A) mais pas dans £(B). L’algorithme de résolution du probléme de
Iinclusion est simple : nous allons compter sur les automates le nombre de mots
de taille n dans £(.A) N L(B) et dans £(.A), jusqu’a la taille n = V. Autrement dit
nous calculons sur les automates les W premiers termes des séries génératrices des
langages L(.A) N L(B) et L(A). Si les deux valeurs calculées correspondent jusqu’a
la taille WV, alors il y a bien inclusion £(A) C £(B), sinon on a trouvé la taille du
plus petit mot dans £(B) \ L(A).

Une approche naive consiste a énumérer tous les calculs possibles de longueur n
des automates, et de vérifier si le calcul est acceptant; cependant cette énumération a
un surcolit exponentiel en n, et comme n va aller jusqu’a W, qui est déja doublement
exponentiel, on aimerait éviter une exponentielle supplémentaire.

La proposition suivante explique comment compter simplement les calculs de
longueur n de 'automate :
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Proposition 8.34 (Dénombrement élémentaire des calculs de I’automate).

» Soit A = (X,Q, qr, F,C, A) un automate de Parikh faiblement non ambigu de
dimension d > 1, donné sous la forme précisée au début du chapitre. Soit W € N
tel que W > d|A|||A||co- Alors on peut compter le nombre total de calculs de A
de longueur inférieure & W qui joignent g7 a un état final, groupés par valeur du
vecteur qui les étiquette, en temps W4, <

Démonstration. Dans un premier temps, nous remarquons que tout calcul de lon-
gueur n dans A est étiqueté par un vecteur v de norme infinie inférieure a n||A|| .
Pour tout q € Q, tout entier n < W, tout vecteur v € Nd, nous notons aq(n, 'v)
le nombre de calculs de A de longueur n, partant de ¢, finissant dans un état final, et
étiquetés par le vecteur v. On a facilement a4 (n, v) < |A[™
Pour v, u deux vecteurs de N9, nous notons u < v si pour tout i € [d], u; < v;.
On vérifie simplement que les a4(n, v) satisfont la récurrence suivante, pour tout
1€ Q> 1et]|v]oe < nll Al

ag(n,v) = Z ag(n—1,v—u). (8.6)
(¢:(a,u),q")eA
avec u=v
avec comme conditions initiales a4(0,0) = 1si ¢ € F, 0 sinon.

L’énumération des vecteurs v de norme infinie inférieure & W ||.A||~, dans l'ordre
lexicographique, se fait en (W |.A||oo +1)? < W94 itérations. Pour chaque vecteur
v, et pour tout n allant de 1 a W, on utilise I'équation 8.6 pour calculer a4(n, v)
(Pordre lexicographique assure que toutes les valeurs de la somme de 1’équation 8.6
ont bien été calculées avant) : on effectue une itération sur les transitions sortantes
de g, qui sont au plus |A|; dans chacune de ces transitions, on calcule la valeur du
vecteur v — u en temps O (dlog(n||Al|s)) < O(W?), puis on ajoute la valeur de
ag (n,u) aaq(n,v), en temps O (nlog(|A])) < O(W?).

On peut donc calculer tous les a,4(n, v), pour tout n < W, tout ¢ € Q et ||v]|c <
W || Allse en WO opérations.

Proposition 8.35 (Enumération des vecteurs du semilinéaire).

» Soit C'= UleCi un semilinéaire de dimension d > 1, représenté sous une forme
non ambigué, avec C; = ¢; + P;*. Soit € N tel que r > dp. Alors on peut énumérer
tous les vecteurs de C' de norme infinie plus petite que 7 en temps 92 i) 4

Démonstration. Soit 1 < i < ptel que r > [|¢;|co. On note P; = {p1,...,p|p,|}
(on omet les indices ¢ pour plus de lisibilité). Quitte a retirer certains de vecteurs F;,
on peut supposer que 7 > maxXpep, (||| 0 )-

Pour tout vecteur u dans [0, r]|”/, on note b;(u) le vecteur ¢; + Zlklzl ugPk- On
énumere ainsi tous les vecteurs de C; par une simple boucle a (r+1) 1Pl jtérations. Si
u est tel que uy, > 1 alors b;(u) = b;(u — ex) + pi se calcule en temps O(d log(r)).

On peut donc énumérer tous les vecteurs de C; en temps O((r + 1)/Pldlog(r)) <

rOUPD et donc tous les vecteurs de C' en 7O (i [P gpérations. u

Nous pouvons désormais démontrer le Corollaire 8.5 :

2
Preuve du Corollaire 8.5. On pose W = 9(dM)Ot ), avecd = dyq +dpet M =

|A||B|] max(||.A| s || B| o )- On rappelle que C désigne I"automate produit qui calcule
L(A)NL(B).

Il s’agit simplement du
systéme linéaire satisfait
par les séries génératrices,
exprimé du point de vue
des coefficients.
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Nous calculons dans un premier temps les vecteurs du semilinéaire de A et de
C de norme infinie inférieure a W max(||.A||co, || B/ ). D’aprés la Proposition 8.35,
cela se fait en (W max(||.A|co, || B||oo ) CAIFIBD opérations.

Nous comptons ensuite tous les calculs de longueur inférieure a W joignant I’état
initial 4 un état final, groupés par le vecteur qui les étiquette, de 'automate A et de
l’automate produit C. Cela se fait d’aprés la Proposition 8.34 en W (@) opérations. On
modifie légérement la procédure de la Proposition 8.34, sans changer sa complexité,
pour additionner, lors de I'énumération des vecteurs, tous les a4, (n, v) calculés tels
que v € C afin d’avoir a la fin de la procédure, pour chaque n < W, le nombre de

calculs acceptants de longueur n.

. o(d? o
On peut ainsi calculer en 2(¢M) @) opérations le nombre de mots de longueur

inférieure a W dans £(A) et dans L(A) N L(B), et ainsi décider le probléme de

(dM)O(d2

. . ) ST
Pinclusion en 2 opérations . |

8.5 Conclusion, et ouverture

Dans ce chapitre, nous avons utilisé le caractére holonome de la série génératrice
des automates de Parikh faiblement non ambigus pour en déduire un algorithme
élémentaire de résolution du probléme de l'inclusion, avec une premiére borne sur
sa complexité. Comme nous ’avons expliqué, nous sommes allés au chemin le plus
direct pour obtenir ces bornes, qui s’averent sur des exemples simples surestimer un
peu trop la taille des coefficients.

Je pense qu’il est possible, en suivant la méme démarche que nous avons utilisée,
d’obtenir des majorations plus petites, a ’aide de bornes plus précises lors des calculs,
et notamment pour I’étude de I’algorithme de Lipshitz. Il arrive aussi en calcul
formel que les coefficients des calculs intermédiaires d’un algorithme grossissent
artificiellement pour s’effondrer a la toute fin; c’est le cas par exemple pour le calcul
du pgcd par Palgorithme d’Euclide [VZGG13]. 1l faudrait s’assurer que nous ne
sommes pas confrontés au méme probléme dans notre analyse de I’algorithme de
Lipshitz.

Une autre possibilité, pour continuer le travail dans une autre direction, serait
d’étudier des algorithmes plus efficaces de calcul de diagonales de fractions ra-
tionnelles, comme ceux a base de télescopage créatif ([Chy14, BCLS18]) : peut-étre
permettront-ils d’obtenir des bornes plus fines sur les équations différentielles. C’est
un travail que j’aimerais bien continuer, mais qui demandera un investissement
mathématique important. Une autre idée serait d’essayer de prendre en compte le
caractére N-rationnel des séries étudiées dans les algorithmes de calcul de diagonales.

Dans ce chapitre, nous avons utilisé les algorithmes sur les séries holonomes pour
borner uniquement la taille du plus petit témoin de non-inclusion : I’algorithme final
que nous fournissons pour résoudre l'inclusion est élémentaire et repose uniquement
sur cette borne. Il serait intéressant de résoudre le probléme de I'inclusion en calculant
en pratique les équations différentielles avec des outils de calcul formel, et d’étudier
sa complexité.

Pour ce qui concerne la complexité du probléme de 'inclusion, il nous manque
des familles de langages pour tester nos bornes, qui vérifieraient que la taille du plus
petit témoin de non-inclusion est "grande" : si possible exponentielle ou doublement
exponentielle en la taille des automates. Avant d’étudier la complexité théorique
du probléme de l'inclusion des automates de Parikh faiblement non ambigus, il est
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plus intéressant d’étudier celle de 'universalité : étant donné un automate de Parikh
faiblement non ambigu A, est-ce que £(A) = £*? En effet, dans [Cle20], I'auteur
explique comment le probléme de I'inclusion L C M est souvent équivalent au
probléme de I'universalité de (M N L) U (X*\ L), ou L peut étre supposé sans perte
de généralité déterministe. Son approche présente ainsi le probléme de 'universalité
comme central dans I’étude du probléme de I'inclusion pour de nombreuses classes
d’automates, dont les automates de Parikh faiblement non ambigus : comme les
automates de Parikh déterministes sont clos par complémentaire, et les automates
de Parikh faiblement non ambigus sont clos par union disjointe et intersection, le
langage (M N L) U (X* \ L) est bien reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu.

Enfin, il est naturel d’étendre la démarche de ce chapitre avec les automates
de Parikh a pile. Le probleme de I'inclusion étant indécidable pour les langages
algébriques non ambigus, la méthode ne se généralise pas, mais elle peut s’appliquer
au probléme de 'universalité £(A) = X*. Deux directions sont possibles pour
aborder le probléme :

— reprendre I'algorithme de Lipshitz depuis le début, et ’analyser dans le cas ou la
série holonome dont on calcule une diagonale est algébrique;

— sinon réutiliser I’étude du cas rationnel, en utilisant le fait que toute série algé-
brique est une diagonale de fraction rationnelle [DL87].

La seconde me semble dans un premier temps plus envisageable que la premiere.






Conclusion

J ai fait le choix pour cette thése de conclure la plupart des chapitres par quelques

ouvertures, qu’il serait redondant de recopier ici. Je profite plutot de cet espace de
discussion pour récapituler les principales contributions de cette thése et conclure
par des réflexions générales sur les sujets que nous avons abordés.

La premiére partie a été en tres grande partie dédiée a démontrer qu’utiliser des

arbres d’expressions suivant la distribution uniforme, que ce soit pour une analyse
théorique en moyenne ou pour produire des benchmarks, était a priori une mauvaise
idée; nous avons également montré que la situation paraissait moins tranchée pour
la distribution ABR. Plus précisément :

Dans le Théoréme 2.32 nous avons montré qu’en présence d'un motif absorbant
pour au moins un des opérateurs, les arbres d’expressions décrits par des systémes
se réduisent drastiquement a une taille bornée en moyenne. Les conditions sur
le systéme sont techniques mais suffisamment naturelles pour s’appliquer a de
nombreux exemples de la littérature.

Notre étude permet aussi de borner les moments d’ordres supérieurs associés a
cette réduction (Théoréme 2.60); ainsi nous avons montré dans la Proposition 2.61
que tout probléme sur les expressions pour lequel on connait un algorithme
de complexité en temps polynomial admet une complexité au plus linéaire en
moyenne — tout le temps de calcul servant en réalité a calculer la simplification.

Dans le Théoréme 3.1, nous avons revisité le Théoréme 2.32 pour pouvoir modéli-
ser des arités non bornées, au prix d’une restriction sur la forme des systémes
décrivant les expressions (systéme a une dimension). La Proposition 3.14 four-
nit dans ce contexte un analogue du Théoréme 2.60 pour les moments d’ordres
supérieurs.

Afin d’évaluer les conséquences pratiques des résultats précédents, nous avons
étudié une réduction ad-hoc sur les expressions réguliéres. Pour cette réduction,
nous avons calculé dans le Théoréme 4.19 et le Théoréme 4.26 précisément la
constante qui borne la taille moyenne des expressions réguliéres apres réduction.
Pour un alphabet a deux lettres, nous avons calculé que cette taille est d’environ
77.8, ce qui est confirmé par des simulations (Figure 4.3).

Au passage, nous avons encadré la proportion asymptotique d’expressions uni-
verselles dans la Proposition 4.24. Par exemple, il y a asymptotiquement entre
31% et 46% d’expressions universelles sur un alphabet a deux lettres.
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Enfin, inspirés par les algorithmes de génération aléatoire utilisés en pratique
pour la création de benchmarks, nous avons considéré la distribution ABR. Dans
le Théoréme 5.17 et le Théoréme 5.39, nous montrons un comportement plus riche
que pour les expressions uniformes, avec ’existence de deux seuils dépendant
des probabilités des opérateurs. Nous retrouvons des cas dégénérés, mais aussi
quatre autres régimes que nous avons pu observer en pratique sur des simulations
(Figure 5.3).

Dans la seconde partie, nous nous sommes intéressés au lien entre classes de

fonctions et classes de langages. Ce lien était bien connu entre langages rationnels et
séries rationnelles, et entre langages algébriques non ambigus et séries algébriques.
Nous l'avons étendu aux séries holonomes en considérant des langages acceptés par
des automates de Parikh a pile. Plus précisément :

Nous avons montré que les langages de Parikh faiblement non ambigus coincident
avec les langages reconnus par des RBCM non ambigués (Théoréeme 6.29), et la
classe RCM (Théoréme 6.41). Nous avons montré que les séries génératrices de
ces langages sont holonomes (Théoréme 7.45).

De la méme maniére que les langages rationnels correspondent précisément aux
séries N-rationnelles, et les langages algébriques non ambigus correspondent pré-
cisément aux séries N-algébriques, nous avons montré que les séries des langages
de Parikh faiblement non ambigus correspondent exactement aux diagonales de
séries N-rationnelles (Théoréme 7.88).

Ces résultats ont été étendus aux langages algébriques de Parikh faiblement non
ambigus, qui correspondent aux versions a pile des automates de Parikh faiblement
non ambigus, aux RBCM a pile non ambigués (Proposition 6.60), et a la classe LCM
(Théoréme 6.69). Les séries de ces langages sont holonomes (Théoréme 7.45);
et plus précisément, elles correspondent exactement aux diagonales de séries

N-algébriques.

A T'aide de ce nouveau lien entre séries et langages de Parikh, nous avons déve-
loppé un outil permettant de prouver 'intrinséeque ambiguité de certains langages
pour ces modéles d’automates (Proposition 7.50 et Proposition 7.51). Nous avons
donné un exemple intéressant en soi de langage intrinséquement faiblement
ambigu qui échappe a ces outils (Théoréme 7.64).

Nous avons ensuite analysé une conséquence algorithmique de ce lien entre
non-ambiguité et holonomie des séries génératrices. Dans le Théoréme 8.4 et
son Corollaire 8.5, nous avons ainsi prouvé que le probléme de 'inclusion entre
langages de Parikh faiblement non ambigus est décidable avec une complexité
doublement exponentielle.

Au passage, nous avons apporté des éléments de réponse a des questions posées
par Philippe Flajolet, quand il a introduit sa méthode appliquant des outils de la
théorie de la combinatoire analytique a I’étude de I'intrinseque ambiguité. Plus
précisément, nous avons utilisé un critére analytique pour établir I'infinie ambi-
guité d’un langage algébrique (Corollaire 7.83). Nous avons également proposé
aux Théoreme 7.24 et Théoréme 7.32 deux criteres pour montrer 'intrinséque am-
biguité de certains langages bornés, dont les séries génératrices sont rationnelles.

La prochaine question qui se pose apreés la premiére partie de cette thése portant sur

les arbres d’expression aléatoires est la suivante : quelle serait une bonne distribution
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sur les expressions ? Pour certaines valeurs des paramétres, nos résultats laissent
un espoir du c6té de la distribution ABR. Afin de préciser quand cette derniere est
adaptée a la génération aléatoire, il devient nécessaire de prendre en compte toute la
sémantique des expressions représentées. Le travail du chapitre 4 a déja un peu initié
cette approche sur les expressions réguliéres dans le cas uniforme. La prochaine
étape est naturellement d’étudier les expressions LTL suivant la distribution ABR.

Dans la deuxiéme partie, nous avons vu le tres fort lien entre la non-ambiguité
des langages et les séries génératrices. Cette partie constitue une premiére actua-
lisation des travaux de [Fla87], a la lumiére de recherches récentes en théorie des
automates et en calcul formel : en effet, depuis I’article de [Fla87], de nombreuses
classes de langages ont été introduites en théorie des langages et en vérification; de
méme, plusieurs outils efficaces de calcul formel ont aussi été développés du coté des
séries, notamment sur les séries holonomes. Toutes ces avancées ouvrent la voie a
d’intéressants travaux futurs, visant a exploiter davantage la richesse du lien entre
séries génératrices et langages formels.
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Annexes

A.1 Théoremes d’intégration singuliere

Lemme 5.21 ([FS09, Theorem VL9]).
» Soit f(z) une fonction analytique sur {2 telle que dans un voisinage de z = 1,
f(z) =0((1 — 2)*%),avec s > —1. Alors

/f )d¢ = /f )dt + O((1 — z)*+1). <

Demonstration Comme f(z) = O(|1 — z|®) au voisinage de z = 1, l'intégrale
fo t)dt sur la ligne [0, 1) existe bien et est finie.

801t r > 0 tel que pour tout ( € Q vérifiant |1 — {| < r, on ait I'inégalité
(O] < M|¢ %, avec M une constante.

Soit z € Q vérifiant |z—1| < 7. On peut décomposer [ f(¢)d¢ = folf"z*l' f(t)dt+
[ FQC,

La premiére partie de la somme se décompose a son tour en f01_|z_1‘ ft)dt =
fol t)dt— fll lo— 1| f(t)dt. Comme chaque réel t € [1—|z—1|, 1] satisfait |1 —t| < r
on peut borner]f1 51| f(t)dt| < Mfl o 1| —t)%dt = S%|z — 15+

La seconde intégrale se borne en intégrant le long du chemin -y qui relie 1 — |z — 1
a z en suivant une portion de cercle de centre 1 et de rayon |z — 1|. En effet, pour
chaque { € v, |1 — (] = , sibien que |f(Q)| < M|z — 1|* et || < 27|z — 1|.
Ainsi | flzi‘ziu f(Qd¢| < 2nM |z — 1|5+, ]

Le Lemme suivant est une adaptation du précédent dans le cas ou la fonction est
bornée par un terme en log :

Lemme 5.22 ([FS09, Theorem VL.9]).
» Soit f(z) une fonction analytique sur (2 telle que dans un voisinage de z = 1,
f(z) =0((1 = 2)~Y(—=1log(1 — 2))~P), avec 8 > 1. Soit ag > 0. Alors

/ T F(Q)de = / F(t)dt + O((~log(1 — 2)'7). <



R(log(2))

= log(|2l)
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Démonstration. Comme f(z) = O((l — 2)7Y(~1log(1 — 2))~") au voisinage de
z =1, avec 8 > 1, 'intégrale fo t)dt sur la ligne [0, 1) existe et est finie.

Soit > 0 tel que pour tout { € Q vérifiant |1 — {| < r, on ait I'inégalité
I£(O)] < M|1 =7 = log(1 — ¢)|~?, avec M une constante.

Soit z € Q tel que |z—1| < r. On peut décomposer fjo f(Q)d¢ = falo_lz_l‘ f(t)dt+
e |2—1] F(©)dc.

La premiére partie se décompose a son tour fl l==1] ft)dt = f f(t)dt —
fl 51| f(t)dt. Comme tout réel t € [1 — |z — 1], 1] vérifie |1 — ¢| < 7, on peut
bornerlmtegrale]f1 o 1‘f( )dt| < Mfl 1| M(1—t)" (—log(1—1t))"P)dt =

1-8
m (10g 4|17z|) :

La seconde intégrale se borne en intégrant le long du chemin ~y reliant 1 — |z — 1|
a z en suivant une portion de cercle de centre 1 et de rayon |z — 1|. Comme pour
tout ( € v, on a l'égalité |1 — (| = ,alors |f(Q)] < M|z — 17— —.

|log(=¢)1°
Comme de plus llog(l—ic)] > |log(ﬁ)] |log(|1 Z‘)] et |[v] < ,on en
L q z 1-8
déduit | [}y F(QdC] = Olyr=s) = 0 ((log ;1) 7).
On conclut en utilisant le fait que O(log(|1 — z|)) = O(log(1 — 2)). ]

Lemme 5.23 (Intégration des équivalents).
» Soit f(z) une fonction analytique sur €2 telle qu’au voisinage de z = 1, f(2) ~,—1
(1 —z)®. Alors :

a. sis > —1, lmtegrale converge et [ f(¢)d¢ —.—1 fol f(¢)d¢

b. sis < —1, [ f(C)d¢ ~.=1 —s—l( — 2)5HL;

c. sis=1, [; f({)dC ~.—1 —log(1 — z). <

Démonstration. Le premier cas (cas convergent) a déja été démontré au-dessus. On
s’intéresse donc au cas des intégrales divergentes. On rappelle que dans le cas réel,
si f(x) ~z=1 g(x) et si g(x) est positive au voisinage de 1 et g n’est pas intégrable
en 2 = 1, alors les intégrales partielles sont équivalentes : [" f(t)dt ~ [ g(t)dt
b. Soit € > 0. Soit 7 tel que si |z — 1| < 7, alors on ait a la fois |f(z) — (1 —
2)®| <e|ll —z|% et }f()l*'Z*l' ft)—(1- t)sdt‘ ell 8' . Alors par le méme
découpage que dans les lemmes précédents, on obtient la majoration :

z ’1 — Z’SJrl 1
[ @ - - w))du| < L2 ey - gt
0 5T
A découpage des epsilons prés, on a montré que f(2) — (1:5)_51“ = o (1:5)_5;1 ),
. _\s+1
autrement dit que f(2) ~,—1 (175),1

c. Soit e > 0. Soit 7 tel que si |z — 1| < 7, alors on ait a la fois | f(2) — (1 —2) 7| <
gll — 2|7t et ’folflzfl‘ ft)—@1 - t)*ldt‘ < g — log(]1 — z|)|. Alors par le
méme découpage que dans les lemmes précédents, on obtient la majoration :

[ = 1= w) | < e = tog1 = 2D + 2511 = ef1 - 21

Comme | — log(|1 — z|)| < | — log(1 — z)|, & découpage des epsilons pres,
on a montré que f(z) + log(1 — z) = o(—log(1 — z2)), autrement dit que
f(z) Ne=1 T log(l - z)
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A.2 Equations différentielles linéaires

On rappelle dans cette section les propositions utiles pour résoudre et étudier les
équations différentielles linéaires.

Proposition A.1 (Existence, unicité et analycité [Was18, Thm. 2.2]).
» L’équation différentielle linéaire :

u™(2) 4+ a1 (2)u" V() + .+ an(2)u(z) = g(2)

avec aj(z),...,an(2), g(2) analytiques sur un ouvert simplement connexe €2, admet
exactement une solution u(z) telle que

u(j)(a):aj pourj=0,1,....,n—1

ou a est un point quelconque de €2, et les «; sont des nombres complexes. De plus
v(z) est analytique sur € tout entier. <

Proposition A.2 ([FB09, Theorem IL.2.7]).

» Soit g(z) une fonction analytique sur un 2 ouvert étoilé centré en z = 0. Alors
Iintégrale h(z) = [; g(¢)d¢ définit une fonction analytique sur €2, qui est une
primitive de g(z) et vérifie h(0) = 0. <

Proposition A.3 (Equation linéaire du premier ordre [Was18, Thm. 2.1],[Apo69, Th.
6.1]).

» On considere I’équation différentielle linéaire : U'(z) = f(z) + g(2)U(z) ou f, g
sont des fonctions analytiques sur un ouvert étoilé €2 centré en 0. Alors il existe une
unique solution U (z) satisfaisant U(0) = ug. De plus U(z) est analytique sur £, et
vérifie :

v = e ([ o0c) (o [ 1000 (= [ gwian) ac).

pour tout z € €. |

La proposition suivante permet de résoudre certaines équations dont les coeffi-
cients f(z) et g(z) ont une singularité en z = 0, alors que les conditions initiales
pour la solution sont justement données en z = 0 :

Corollaire A4.
» On consideére I’équation différentielle linéaire suivante :

U'(2) = —up +urcz + 22f(2) + (2 —c+29(2)) U(2)

ou f, g sont des fonctions analytiques sur un ouvert étoilé {2 centré en 0, et ¢, uy, ug €
RR. Alors il existe une unique solution U (z) vérifiant U (0) = 0, U’(0) = u1, U"(0) =
2us9. De plus U(z) est analytique sur (2, et est donnée par la formule :

Uz) = wz + 21(2) - (u - T + wg(0)) I<<>—1d<> ,

ou I(z) :=exp (—cz + [ ¢g(¢)dc), pour tout z € €. <

En pratique ) sera un
ouvert étoilé.

Par exemple, 2 = C\
[1,+00) convient.
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Démonstration. La fonction U(z) := Z) U satisfait U'(2) = f(2) + u1g(z) +
(—c+2g9(2))U(z) , avec U(0) = uy. 1l sufﬁt alors d’appliquer la Proposition A.3. =

Le corollaire suivant est simplement le cas particulier ¢ = u; = ug = 0.

Corollaire A'5.
» On considére I'équation U’(2) = F(z) + (2 + G(z)) U(z), avec G(z) = zg(2)
et F(2) = 22f(2), ot f(z) et g(z) sont analytiques sur un ouvert ), étoilé, centré
en 0.

Alors I'unique solution U(z) vérifiant U(0) = U’(0) = U”(0) = O est :

U(z) = 22 exp ( | G(<>d<> PO ¢Pew <— / C G(w)dw) ac

Remarque A.6.
» Nous avons besoin de deux conditions initiales supplémentaires par rapport a la
Proposition A.3. <



Code Maple

Cette annexe rassemble le code Maple utilisé dans le chapitre 4.
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restart;

HESHHHHSHH RS HH RS H R R R R R
## Parametrizable section ##
HEHHHHAFHHBHHH B FHHASH BB H RS H BB H SRR H RS H RS RS H R R S
## k = number of letters

k:=2

vV V. V V V V

k=2
## Digits = precision for numerical values
Digits:=10
Digits := 10
## p = size of the tree representing the universal language
p:=2%k

4

p:=4

> ### to solve exactly the triangular system for very small k (exact
solutions are big and long to compute when k increases)

> exact:= false:

HEH S
#i# custom functions ##

>
>

> HHHHHARHHE RS RSERHRH R R R R R R R

> myevalf:= proc(x) if exact then return x; else return evalf(x,Digits);
fi;end:

> HHHHHHRHHE RS SERH R R R R R R R RS

> ## creation of the system #it

>

H#HHHHH I H R R R R R

> indic:=proc(x): if evalb(x) then return 1 else return O end
if;end:
> T[0] :=add(binomial (k,i)*T[i,0],i=0..k)
To == Too+2T1,0+ 120
> T[1] :=add(binomial (k,i)*T[i,1],i=0..k)
Ty = To1+2T11+ T2
> system_of_eq_no_eps:=i->z*indic(i=1)+z*indic(i=0)*(T[0])"2
+z*add (add (binomial (i,a)*binomial(a,j)*T[a,0]*T[i+j-a,0], j=0..a),a=0..1)
+2*z*T [1]*T[i,0]:
> system_of_eq_eps:=i->z*indic(i=0)+z*T[i,0]+z*T[i,1]
+2*z*add (add (binomial (i,a)*binomial (a,j)*T[a,1]*T[i+j-a,1], j=0..a),a=0..1i)
+2*xz*add (add(binomial (i,a)*binomial(a, j)*T[a,1]*T[i+j-a,0], j=0..a),a=0..1):
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for i from O to k do:

phili,0] :=(system_of_eq_no_eps(i));
phil[i,1]:=(system_of_eq_eps(i));
od;

¢0,0 == z(Too +2Th o+ TQ,O)2 4+ 2T00% + 22 (Toa +2Ti1 + To1) Too
po1 = 22To0To1 +22To1% + 2To0 + 2Tp 1 + 2
$10 = 2+ 2 (2To,0T10 + T1,02) +22(To1+2Th1+T21)Thpo
b1 =22 (2T Tig +T11?) +22 (TooTig + ToiTio + Ti0Th1) + 2T + 2T
po0 = 2 (2T0,0T0 +2T1,0° +4T1,0T00 + To0°) +22 (To1r +2T11 + To) Top
to =22z (2T To1 + 2Ty 12+ 4T 1Ty + T2,12)
+22(To T2 +To1T00+2T 10T +2T1 0T + 2T 1To0 + To0T5,1)
+ ZT27Q + ZT2,1
> T[L]:=add (binomial (k,i)*(T[i,1]+T[i,0]),i=0..k-1)+R+T[G]+T [k,0]
Ty == Toq1 +To0+2T11+2To+R+Te+ Ty
> T[1] :=add(binomial (k,i)*T[i,1],i=0..k-1)+R+T[G]
T1 = TO,I —|— 2T1’1 + R—l—Tg
> Phi[G] :=subs(T[k,1]=T[G],phil[k,1]-(z*T[k,0]+z*T[k,1]))
bg =22 (TG2 +2T6Toq, +4TcTi1 +2 T1,12) +22(TcTo0+2TcTio+TeToo +ToaTe0+2T1 01711 +2T1,1T5,0)
> Phi[R] :=z*(T[k,0]+T[G]+R+R*T[L]+(T[L]-R)*R+R*T[1] + (T[1]-R)*R)

vV V.V V

(I)R SZZ(T270 +TG +R+R(T071 +T070 +2T171 +2T170 +R+TG +T270)

+ To1+Too+2T11+2T o+ T+ Ta0) R+R(To1 +2Th1+ R+ Tg)+ (To1 + 2T +T1¢) R)

> for i from O to k do:

> Phili,0] :=subs(T[k,1]=R+T[G],phil[i,0]);
> Phil[i,1]:=subs(T[k,1]=R+T[G],phili,1]);
> od;

Do = z(Too +2T10 + Too)” + 2T00° + 22 (Ton +2T11 + R+ Ts) Too
Dg1 = 22T0,0T0,1 +2 ZT0,12 + 2000 + 2101 + =
D19 = z42(2To0T1,0 + T1,0°) +22 (To1 +2T11 + R+Tc) Tip
Py =22 2T T + T1,12) + 22 (To,0T1 + ToaTro + TroTh1) + 2T+ 211
Do = 2 (270,020 + 2T 0> + 4T 0Ta0 + T2,02) +22(To1+2T11+R+Tg)Tap

Byy =22 (2 Tox (R+Tg) +2Ty1% +4Ti1 (R+Tg) + (R + Tg)? )

+22(R+Tg)Too + TonTo0+2T1 0T +2 (R+Tg)Tho+ 2T 110+ (R+Tg) To0)
+2Th0+2(R+Tg)

> it S S S
> f#t# values at rho of 0GFs ##
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S
hval:=’hval’
hval := hval

#### generating series of every words

eq[L] := -L + (k+1)*z + z*L + 2%zxL"2
mL::Zﬁz+Lz—L+3z

solve(eq[L],L) [2]

14+v-2322-22+1

soly, = —1/4Z_ .
> rho:=min(map(abs, [solve (-8*k*z"2-7*z"2-2%z+1,2)]))
p = —1/23+2/23V6
> hval[L]:= myevalf (simplify(subs(z=rho,sol[L])))
hvalp, = 1.224744871
#### generating series of trees recognizing epsilon
eql1] := T=z+z*L+2xz*T*L-z*T " 2+2*T"2
e ;=T =2LTz+Lz+z2
> so0l[1]:=simplify(subs(L=sol[L],solve(eq[1],T)))

3z4+1—-vV-2322-22+1
224+24+2/-2322-22z+1

> hval[1] :=myevalf (simplify(subs(z=rho, sol[1])))

hval; = 0.6449489742
>  #### value at rho of the generating series of trees not recognizing
epsilon

> hval[0] :=simplify(hval[L]-hval[1])
hvaly := 0.5797958968

>  ##### auxilary function to write the system in triangular form

> sol[L]:

soly =

> is_positive:=x->evalb(evalf(x)>0):

> system_of_eq_no_eps_rho:=i->rho*indic(i=1)+rho*indic(i=0)* (hval([0]) "2
+rho*add(add(binomial(i,a)*binomial(a, j)*hval[a,0] *hval[i+j-a,0],
j=0..a),a=0..1i)+2*rho*hval[1]*hval[i,0]:

> system_of_eq_eps_rho:=i->rho*indic(i=0)

+2*rho*add (add (binomial (i,a)*binomial(a,j)*hval[a,1]*hvall[i+j-a,1],
j=0..a),a=0..1i)+2*rho*add (add (binomial (i,a)*binomial(a,j)*hvalla,1]*hval[i+j-a,0],
j=0..a),a=0..1i)+rho*hval[i,0]+rho*hval[i,1]:

> #### resolution of the triangular system
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> if assigned(hval[1,0]) then print("values already computed");
else:

> for i from O to k do:

> hval[i,0] :=simplify(min(select(is_positive,
[solve(-hval[i,0]+system_of_eq_no_eps_rho(i))]1))):

>  od:

> for i from O to k do:

> hval[i,1] :=simplify(min(select(is_positive,
[solve(-hvalli,1]+system_of_eq_eps_rho(i))]1))):

> od:end;

> #### Value at rho of the OGFs of every class with no epsilon:
> evalf(seq(hvall[i,0],i=0..k))

0.07412715846, 0.2367373896, 0.03219395926
> #### Value at rho of the OGFs of every class with no epsilon:
(the last value is the sum for R and TG)

> evalf(seq(hvalli,1],i=0..k))
0.2530566229, 0.1176880417, 0.1565162679

>  #### Value at rho of the OGF of R
> hval[R]:=(min(select(is_positive, [solve(-R+rho*(hval [k,0]+hval [k,1]+R*hval[L]
+ Rx(hval[L]-R) + Rxhval[1] + Rx(hval[1]-R)))1))):
> evalf (hval[R])
0.08126620721
#### Value at rho of the OGF of TG
hval[G] :=hvallk,1]-hvall[R]:
evalf (hvall[G])
0.07525006069
HHHHHH R R
#it probas of each class #i#
i i e T n e S e s s e e S S S S e s S e S e T e e e e 2 2 T
> # **¥* ye solve the linear system by hand **x* #

> gval:=’gval’:
> gvall[L]:=simplify(1/(4*rho)*sqrt ((8%k+7)*rho* (rho+(1+2*sqrt(2+2xk))/(8%k+7)))):
evalf (%)

1.900624222

> gval[1l] :=simplify(gval [L]*4*rho*(1+2*rho)/(1+rho)~2) :evalf (%)
1.261704146

> gvall0] :=gvall[L]-gvall1]:
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> system_of_eq_differentiated_noeps:=i->diff (TT[i,0] (z)=rho*indic(i=1)
+rho*indic(i=0)*(TT[0] (z)) "2
+rho*add(add(binomial(i,a)*binomial(a, j)*TT[a,0] (z)*TT[i+j-a,0] (z),
j=0..a),a=0..1)+2*rho*TT[1] (z)*TT[1,0] (2),2):

> if assigned(gval[0,0]) then print("values already computed");

else: for i from O to k do:

> diffeq:=system_of_eq_differentiated_noeps(i):

> substitution:={diff(TT[0] (z), z)=2*rho*gvall0], diff(TT[1](z),
z)=2*rhox*gval[1]} union {seq(diff(TT[j, 0](z), z)=2*rho*gvallj,0],j=0..i)}:
> diffeq:=subs(substitution,diffeq):

> substitution:={TT[0] (z)=hval[0], TT[1](z)=hval([1]} union {seq(TTI[j,
0] (z)=hvallj,0],j=0..1i)}:

> diffeq:=subs(substitution,diffeq):

gvall[i,0] :=solve(diffeq):

od:end:

### Asymptotics probabilities for classes with no epsilon
evalf (seq(gvall[j,0]/gvalll], j=0..k))

0.1094480504, 0.09182304304, 0.04306914559
> system_of_eq_differentiated_eps:=i->diff(TT[i,1] (z)=rho*indic(i=0)
+2*xrho*add (add (binomial (i,a)*binomial(a, j)*TT[a,1] (z)*TT[i+j-a,1](2),
j=0..a),a=0..1i)+2*rho*add (add (binomial (i,a)*binomial(a, j)*TT[a,1] (z)*TT[i+j-a,0] (=),
j=0..a),a=0..1)+rho*TT[i,0] (z) +rho*TT[i,1](z),z):
> if assigned(gval[0,1]) then print("values already computed");
else:for i from O to k do:
> diffeq:=system_of_eq_differentiated_eps(i):
> substitution:={diff(TT[0](z), z)=2*rhoxgvall0], diff(TT[1](z),
z)=2*rho*gval[1]} union {seq(diff(TT[j, 0](z), z)=2*rho*gvallj,0],j=0..i)}
union {seq(diff(TT[j, 1]1(z), z)=2*rho*gvallj,1],j=0..1)}:
> diffeq:=subs(substitution,diffeq):
> substitution:={TT[0](z)=hvall0], TT[1](z)=hvall[1]l} union {seq(TT[j,
0] (z)=hvall[j,0],j=0..i)} union {seq(TT[j, 1](z)=hvallj,1],j=0..i)}:
> diffeq:=subs(substitution,diffeq):
> gvalli,1]:=solve(diffeq):
> od:end:
> ### Asymptotics probabilities for classes with epsilon (the last
being the sum for R and TG)

> evalf(seq(gvallj,1]/gval([L], j=0..k))
0.04409287595, 0.08134641384, 0.4570510135

vV V. V V

>  #### Asymptotic probability of being fully reducible
> gval[R]:=solve(X=rhox*(gvall[k,0]+gvallk,1]+ X*hval[L] + hval[R]*gvall[L]
+ hval[R]*(gval[L]-X) + X*(hval[L]l-hval[R]) + X*xhval[1] + hval[R]*gvall[1l]
+ X*(hval[1]-hval[R]) + hval[R]*(gval[1]-X))):
> evalf(gval[R]/gvallL])
0.3101223526
> #### Asymptotic probability of being in TG
> gval[G]:=gvallk,1]-gvall[R]:
> evalf(gvall[G]/gvallL])

0.1469286607
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HEHBHHAHHAEHBHHAH B HBHH AR RS HBHHAHBEHBHH AR B R ARG R RS H AR SH R RS
## Resolution of the sytem for Qytilde(rho) #it
s s s T

> indetermined_tilde:=[seq(op([T[i,0],T[i,1]1]),i=0..k-1),T[k,0],T[G]]
indetermined_tilde := [To0,T0,1,T1,0, 11,1, 12,0, T
> Phitilde:=<seq(Philop(x)], x in indetermined_tilde)>
Phitilde = rtable (1 26,12 (Too + 2Th o+ Too)® + 2002 + 22 (Tos +2T1y + R+ Te) Too,
22T0,0T0,1 +22To1° + 2To,0 + 2T0,1 + 2,
242 (2To0T10 +Ti0°) +22(Ton +2T11 + R+T¢) Tho,
22 (2To1Th1 + T1,12) +22(TooT11 +ToaTho + Ti0T11) + 2T+ 2170 1,
2 (2To,0To0 + 2T 0> + 4T 0Ta0 + T2,02) +22(Tog+2T1 + R+ T¢) s,
22 (Te? +2T6To1 +4TcTi1 +2T11%) +22(TaToo +2T6Ti o+ TeToo + ToaToo + 2T10T1 1 +2T1 1T )],
subtype = Vectorcolumn)
> Jacytilde:=VectorCalculus:-Jacobian(Phitilde, (indetermined_tilde))
Jacytilde = rtable (1...6,1...6,[[22 (To0 +2T1,0+ T2y0), subtype = Matriz)

DRphi:=<diff (convert(Phitilde,list),R)>:
Identity:=LinearAlgebra:-IdentityMatrix (2% (k+1)):

\Y%

> substitution:={z=rho, R=hval[R], seq(x=hvallop(x)], x in indetermined_tilde)}:
> vect:=evalf (subs(substitution,Phitilde+p*R*DRphi))
vect :=rtable(1...6,
[0.08229675198, 0.2530566230, 0.2628283428, 0.1176880417, 0.03574207258, 0.07525006068],
subtype = Vector cotumn )
> M:=evalf (subs(substitution,Identity-Jacytilde ))
M := rtable(1...6,1...6,]
[0.5596282265, —0.02513219740, —0.3931499668, —0.05026439481, —0.1965749833, —0.02513219740],
[—0.2553175934, 0.6337534627, 0.0, 0.0,0.0, 0.0],
[—0.08026384574, —0.08026384574, 0.6759393644, —0.1605276915, 0.0, —0.08026384574],
[—0.03990115309, —0.1600661519, —0.2952187464,0.4736873115, 0.0, 0.0],
[—0.01091509450, —0.01091509450, —0.1823578804, —0.02183018899, 0.5847604237, —0.01091509450],
[—0.02551290809, —0.06194091066, —0.1308281223, —0.4440141251, —0.1911119604, 0.4212010969]],
subtype = Matriz)
> Qytilde_vect:=LinearAlgebra:-LinearSolve(M,vect):
>  ### Values of Qytilde at z=rho
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> for i from 1 to nops(indetermined_tilde) do:
> hvaltilde[op(indetermined_tilde[i])]:= Qytilde_vect[i];

> od;

hvaltildeg o := 1.79358085271177

hvaltildeg 1 := 1.12187058805744

hvaltilde; o := 1.50475089533306

hvaltilde, 1 := 1.71644489322149

hvaltildes o := 0.705795987963761

hvaltilde = 3.04931489034816
> HHHHAHH BB R H R R R R R R R R R R R R R R R
> ## Computation of g_Qytilde(rho) #it
> R
> indetermined_Phi:=[seq(op([T[i,0],T[i,1]]1),i=0..k-1),T[k,0],T[G],R]

indetermined_Phi := [Ty, To,1,T1,0,T1,1, 12,0, TG, R

> substitution:={z=rho, seq(x=hvallop(x)], x in indetermined_Phi)}

substitution := {R = 0.08126620721,z = —1/23 + 2/23 V6, T = 0.07525006069, Tp o = 0.07412715846,
To = 0.2530566229, T1 o = 0.2367373896, T1,1 = 0.1176880417, T5 o = 0.03219395926 }

> substitution_g:={z=rho, seq(x=gvallop(x)], x in indetermined_Phi)}
substitution_g = {R = 0.5894260557, 2 = —1/23 + 2/23 V6, Tg = 0.2792561716, Ty o = 0.2080196158,

To, = 0.08380398812, T 9 = 0.1745210998, 71,1 = 0.1546089646, T o = 0.08185826134 }

> Jacy:=VectorCalculus:-Jacobian(Phitilde, (indetermined_Phi))

Jacy = rtable(1...6,1...7,[...], subtype = Matriz)

> DRJactilde:=LinearAlgebra:-Copy(Jacy):
DRJactilde:=map(diff,DRJactilde,R):

gy:=<seq(gvallop(x)],x in indetermined_Phi)>
gy =rtable(1...7,]
0.2080196158, 0.08380398812, 0.1745210998,
0.1546089646, 0.08185826134, 0.2792561716, 0.5894260557],

subtype = Vectoraolumn)

> vect:=evalf (subs(substitution,Jacy.gy+ p*gval[R]*DRphi +
p*hval [R]*DRJactilde.gy)+subs(substitution_g, (Jacytilde-subs({seq(x=0,
x in indetermined_Phi)},Jacytilde)).Qytilde_vect))

vect :=rtable(1...6,]
2.91356831746550,0.277639134512868, 1.77790203517211,
1.05435910824861, 1.09383532295684, 4.65515838962638],

subtype = Vector column)

\Y

> gvaltilde_vect:=LinearAlgebra:-LinearSolve(M,vect):
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### Values of g_Qytilde at z=rho

for i from 1 to nops(indetermined_tilde) do:
gvaltilde[op(indetermined_tilde[i])]:= gvaltilde_vect[i];
od;

vV V.V V

gualtilde, o, = 22.7105001312604
gualtildey | = 9.58737068993794
gualtilde; 5 := 15.2609199684249
gualtilde; ; := 16.8897440393078
gualtilde o, := 8.61516558962385
gvaltilde, = 40.2912611107740

g s
#i# Expected size after reduction ##
g

> Norml:=add((gvaltilde[i,0]+gvaltilde[i,1])* binomial(k,i), i=0..k-1)+
gvaltilde[G]+gvaltilde [k, 0]

Norm1 = 145.505625537062
> ## The expected size after reduction is:
> S:= evalf(1/gval[L]*(p*gvall[R] + Norml))

S = 77.7972457523802
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