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Combinatoire et algorithmique des factorisations tangentes a I’identité

Résumé : La Combinatoire a permis de résoudre certains problémes en Mathématiques,
en Physique et en Informatique, en retour celles-ci inspirent des questions nouvelles a
la Combinatoire. Ce mémoire de these intitulé « Combinatoire et algorithmique des fac-
torisations tangentes a l’identité» regroupe plusieurs travaux de la combinatoire de shuffle.

L’objectif de cette thése est d’écrire des factorisations tangentes a I'identité grace a 1'uti-
lisation des outils combinatoire et algorithmique. L’écriture des factorisations tangentes
a I'identité passe par la construction effective d’une paire de bases en dualité. Dans bien
des cas, la construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d’'une base duale
a partir d’'une base dont on connait certaines propriétés. Nous nous proposons donc de
déterminer les conditions requises que doivent satisfaire la base dont nous partons de sorte
que la base duale permette I’écriture des factorisations.

Mots-Clés : Mots de Lyndon, Produit de shuffle, Produit de g—shuffle, Eléments de
Lie, Algebre de Lie libre, Bases de Poincaré-Birkhoff-Witt, Bases transcendances, Bases
multiplicatives, factorisations tangentes.

Combinatorial and algorithmic factorizations tangent to the identity

Abstract : Combinatorics has solved some problems in Mathematics, Physics and Com-
puter Science, in turn they inspire new questions Combinatorics. This thesis entitled
«Combinatorial and algorithmic factorizations tangent to the identity» includes several
works of combinatorial shuffle.

The objective of this thesis is to write tangents factorization identity through the use
of combinatorial and algorithms tools. Writing factorizations tangents through the iden-
tity of the actual base pair duality in construction. In many cases, the construction of a
base pair in duality requires that a dual basis from which certain properties are known
base. We therefore propose to determine the requirements that must meet the basic we
leave so that the dual basis allows writing factorizations.

Keywords : Lyndon words, Shuffle product, ¢g—Shuffle product, Lie elements, Free Lie
algebra, Poincaré-Birkhoff-Witt basis, transcendence basis, multiplicative bases, factori-
zations tangents.
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Chapitre 1

Introduction et Motivations

Cette thése est consacrée a 'étude de certaines déformations de 1’algébre associative
libre ( ou l'algébre de Lie libre). Typiquement, les déformations qui nous intéressent
dépendent d’un ou plusieurs parameétres et sont triviales dans le sens de la théorie de la
déformation des algébres. Autrement dit, pour des valeurs génériques de ces paramétres,
il existe un isomorphisme de conjugaison

wou = f (7 ()~ (v)) (L)

entre le produit déformé ® et loriginal'. Cependant, pour des valeurs spécifiques des
parameétres, le produit déformé dégénére de fagon non négligeable, une situation qui permet
la représentation des algébres complexes comme en limitant aux cas de celles des plus
connues.

La motivation de cette étude du produit de g—shuffle a été fourni par des exemples de
décompositions de somme directe de 'algebre libre universelle K{X), considérée comme
'algeébre enveloppante de 'algébre de Lie libre £{X)

K(X) = D Ux (1.2)

analogue a la décomposition de Poincaré-Birkohff-Witt, c¢’est a dire \ parcourt I’ensemble
de toutes les partitions, Uy = K et U; = L{X).

Dans ces exemples, chaque module Uy est I'image de la composante homogene K(X), de
degré n de K(X) par certains idempotents e, de I’algébre de groupe du groupe symétrique
K[&,] , agissant & droite par (aias -« - an)0 = Go(1)0o(2) * - Ao(n) (01 a; € X).

Dans le cas de la décomposition de Poincaré-Birkhoff-Witt, venant de I'identification de
K{X) avec Ialgébre symétrique S(L{X)), U, est le sous-espace engendré par les produits

J(F7H ) O ( ') = u ®f v voir aussi [17] u Oy v =

Lo f(f ) f~ ()) )
v)) = U(9)(U(a)™ (1) ©g U(@)(U(g) ™} (v))

U(g)(U(a)~H (w)U(g)™} (v)



de polyndmes de Lie symétrisés

1
(P, Bay-oo  Br) = 5 D Py Poy -+ Por) (1.3)

toeB,

de sorte que chaque P; est homogéne de degré \;. Les idempotents correspondants, in-
troduits par Garsia et Reutenaeur [39], sont des raffinements d’idempotents dits d’Euler
[1], qui se posent par exemple dans le calcul de la série séparé [40], ou dans I’étude de la
cohomologie de Hochschild d’algébres commutatives [41, 42].

La forme des idempotents e, de Garsia-Reutenaeur , en prenant toutes les partitions
d’un n donné, un ensemble complet d’idempotents orthogonaux d’une sous-algébre ¥,
remarquable de K[&, |, découvert par L. Solomon [43] et appelé I'algébre de descente. 11
a été montré dans [17] que ces ensembles complets peuvent étre construits pour toutes
les algebres de descente de toute séquence e(,) des idempotents de Lie de ¥, c’est a dire
idempotents projectant K(X ), sur £,{(X). En particulier, en utilisant la théorie de la
déformation des fonctions symétriques non commutatives, on peut obtenir des séquences
intéressantes d’idempotents de Lie, selon un ou plusieurs paramétres, et d’interpolation
d’une maniére naturelle entre tous les exemples connus [17]. Cela conduit & différentes
déformations des idempotents Garsia-Reutenaeur et des idempotents eulériens, et la pre-
miére question est certainement d’expliciter les modules U, sur lequel ils projettent.

Il existe pour chaque n, un vecteur p = (p;) indexés par les compositions de n satis-
faisant Y, p; = 1, tel que U, est engendré par les produits symétrisés pondérés

(P, Pyyooe  Py)p = Z Pro Loy Po2) - Por) (1.4)
ceS,
oA = (A, Aoy, M) et Py e Ly (XD.

Les poids des p; sont explicités dans plusieurs exemples intéressants.

Le seul exemple de décomposition (1.2) enregistré qui ne provient pas d’une séquence
d’idempotents de Lie en algebres de descente est la décomposition dite orthogonale [17].
Il a été montré par Ree [29] que si 'on apporte K{X') avec le produit scalaire de mots qui
forment une base orthonormée, le complément orthogonal de £,,(X ) est 'espace engendré
par les shuffles propres u W v, u,v € X*. L’orthogonale idempotents de Lie 7, est le
projecteur orthogonal de K(X), sur £,(X). Cet idempotent n’est pas dans l'algébre de
descente, et il serait intéressant de comprendre sa structure. La décomposition orthogo-
nale de K{X') peut étre affinée en une décomposition de type (1.2), ou U, est maintenant
engendré par les shuffles des éléments de Lie homogénes

PwPyw---w P, (1.5)

ou chaque P; est de degré A;. La relation entre la projection m, = e, de cette décompo-
sition et les autres projecteurs ey, est un peu analogue a celle rencontrée dans le cas de



I’algébre de descente, mais beaucoup plus complexe.

Pour comprendre cette analogie, nous avons été amenés a introduire un g—analogue du
produit de shuffle, qui, & proprement parler, est plutot une déformation du produit de
concaténation obtenue pour ¢ = 0, défini recursivement par :

au Qg bv = a(u ®y bv) + ¢*b(au @, v) (1.6)

ou a,b € X et u,v € X*. Ce produit dégénére aux racines de 1'unité, et en particulier
donne au produit de shuffle (ou produit de mélange) commutatif pour ¢ = 1.

Un probléme difficile serait de trouver une bonne déformation du produit de shuffle don-
nant 'algébre de convolution pertinent & 'affaire des idempotents orthogonaux comme
un cas dégénéré.

Il s’avére que le g—shuffle, ainsi que les éléments U, (q) = X, s, ¢"™@g . qui sont na-
turellement associés avec lui, déja eu lieu dans la littérature, dans plusieurs contextes
apparemment non apparentés.

Tout d’abord, l'algébre de g—shuffle est le cas le plus simple non négligeable d’une
construction trés générale en raison de M.Rosso [17], obtenue dans le cadre de la théorie
des groupes quantiques. En outre, ’algébre de g—shuffle est isomorphe a 'algébre asso-
ciative libre si seulement si U,,(q) est inversible pour tout n. Le calcul de son déterminant
(comme un opérateur de la représentation réguliére de &,,) déja eu lieu dans un probléme
de physique (I'espace de représentabilité de Hilbert de 1'algébre de quon, décrivant les
particules hypothétiques de violer la statistique de Bose ou de Fermi [44]), et a été ré-
solu par D.Zagier [44] qui a également calculé U,(q)' au moyen de certaines formules
de factorisation. Curieusement, la formule de Zagier pour det(U,(q)) s’avére étre un cas
particulier d’une formule récente de Varchenko [45], ce qui donne le déterminant de ce
qu’il appelle la forme bilinéaire quantique d’un arrangement d’hyperplans. Pour complé-
ter le tableau, nous mentionnons que le g—shuffle dispose également d’une interprétation
naturelle dans la théorie de la représentation des algebres 0—Hecke de type A [17]. Ces
aspects du g—shuflle sont examinés, et les différentes liaisons sont exploitées afin de donner
des généralisations ou des simplifications de résultats connus lorsque cela est possible. Par
exemple, on peut voir que 'on peut construire un shuffle quantique de toute solution de
I'équation de Yang-Baxter (sans parameétres spectraux), et que les fonctions symétriques
de Hall-Littlewood ou les espaces ¢g—Fock de Kashiwara, Miwa et Stern [46] peut étre
considéré comme des exemples de ces constructions. Ainsi, nous donnerons quelques ap-
plications.

Comme déja observé dans [17], I'insertion d’une puissance indéterminée ¢ dans la dé-
finition du produit de shuffle, donne une déformation intéressante, qui peut étre inter-
prétée comme une déformation (dans le sens de la théorie de la déformation des al-
gébres) du produit de concaténation d’une algébre associative libre. C’est plutot une
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déformation du produit de concaténation obtenue pour ¢ = 0, défini recursivement par :
au L, bu = a(u W, bv) + ¢l®b(au 1w, v) ott a,b e X et u,v e X*. Ce produit dégénére aux
racines de l'unité, et en particulier donne au produit de shuffle (ou produit de mélange)
commutatif pour ¢ = 1.

Il est connu que ces algébres sont rigides, ce qui implique que pour un ¢ générique, le
produit de g—shuffle est nécessairement une déformation du produit de concaténation au
sens de [17] .

Dans [1, 2, 3], Mélangon et Reutenauer présentaient un systéme de réécriture de listes
de mots de Lyndon. Ce systéme de réécriture permettait de montrer plusieurs identités,
satisfaites par des polyndmes construits a partir de la base de Lyndon, dans ’algébre de
polynémes non commutatifs et dans ’algébre de shuffie.

Un théoréme diis a Schiitzenberger [1, 2, 3], qui affirme que la série diagonale, considérée
comme une série sur X*, a coefficients dans I’algébre de shuffle (K{X), 11, 1), peut étre
factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie, indexées par les mots de Lyndon,
pris dans 'ordre décroissant. C’est dans le but d’étendre cette factorisation que nous avons
entrepris nos travaux sur le shuffle : L et le g—shuffle : wy,.

Contributions et plan détaillé

Les contributions de cette thése sont décrites dans les chapitres 4, 5 et 6 :

Chapitre 1 : Le but de ce chapitre est d’introduire des déformations et de donner les
différentes motivations de cette these.

Chapitre 2 : Ce chapitre sert de préliminaire aux autres chapitres, rappelant plusieurs
définitions et résultats qui seront utilisés plus loin. Il fournit les notions de base consernant
les structures combinatoires mises en jeu dans cette thése : mots, polynémes, algébre de
Lie, algebre de Lie libre, algébre enveloppante, algebre de Hopf et algébre de shuffle.

Chapitre 3 : Ce chapitre sert de notions de base aux chapitres 4, 5 et 6. Nous allons
tout d’abord, rappeler les résultats principaux des différents travaux déja effectués dans
[1, 2, 3], qui montrent les mécanismes de construction de la base de Poincaré-Birkhoft-
Witt-Lyndon et sa base duale. Nous nous intéressons aux bases obtenues a partir des mots
de Lyndon. Il reprend aussi les fondements de la méthode de factorisations de I'identité
de Schiitzenberger.

Chapitre 4 : Le but de ce chapitre est de construire une paire de bases en dualité.
Ce chapitre contient trois volets principaux : Dans le premier volet, nous donnons une
contruction des éléments de &,,,, du produit encouronne de 2 groupes symétriques : (&),
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(Définition 23), dans un second volet, nous construisons une base g—analogue de la base

duale de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon (Sz(f))we x= (4.50) et dans le troisiéme
volet, la construction d’une base g—analogue de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon
(PZSJQ))weX* (4.61) telle que <S£q> | P£q>> = 0w, Yu,v e X*.

Dans bien des cas, la construction d’'une paire de bases en dualité passe par celle d’une
base duale a partir d’'une base dont on connait certaines propriétés. Nous nous proposons
donc d’étudier les conditions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que
la base duale permette 1’écriture des factorisations. Nous illustrerons ces idées sur des
exemples combinatoires (relatifs a I'algébre de g—shuffle).

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. le Théoréme 7 donne une généralisation du Théoréme 8[37, 38].

2. le Théoréme 9 donne une généralisation des éléments (s (avec ¢ € Lyn(X), e N
et ke N>1>.

3. le Théoréme 10 donne une construction récursive des éléments SEUQ), we X*.

Chapitre 5 : Le but de ce chapitre est d’étudier la multiplicativité des familles obtenues
par dualité. Notre point de départ est un théoréme dis a Schiitzenberger [1, 2, 3], qui
affirme que la factorisation de Schiitzenberger est établie dans le cas ou la paire de bases
en dualité comporte une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de I'algébre enveloppante d’une
algebre de Lie. La base duale est alors quasi-multiplicative pour le shuffle (c’est-a-dire
multiplicative & une constante prés). Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans
un premier volet, nous redonnons une construction d’une paire de bases en dualité dans le
cas de mots de Lyndon pur et dans le second volet, nous donnons une autre construction
de paire de bases en dualité. Nous nous proposons donc d’étudier les conditions que doit
satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette I'écriture des
factorisations.

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. la Note 3 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille (Rgf,l))we X
afin d’écrire les factorisations de Dy (Note 5, 6) et Dg?) (Corollaire 10).

2. la Note 4 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille (RS,Q))wE X
afin d’écrire les factorisations de Dx (Note 5, 6) et Dg?) (Corollaire 10).

Chapitre 6 : Le but de ce chapitre est d’écrire des factorisations tangentes a l'identité.
Notre point de départ est un théoréme diis a Schiitzenberger [1, 2, 3], qui affirme que
la série diagonale, considérée comme une série sur X*, a coefficients dans ’algébre de
shuffle (K({X), 1, 1), peut étre factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie,
indexées par les mots de Lyndon, pris dans l'ordre décroissant. Ce chapitre comporte trois
volets principaux : Dans un premier volet, nous donnons une illustration des factorisations
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tangentes a l'identité. Dans un second volet, nous donnons une écriture de la factorisation
de l'identité. Enfin, nous donnons une écriture des factorisations tangentes a 1'identité.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. Ecriture des factorisations : Dx (Note 5, 6) et Dg?) (Corollaire 10)

Chapitre 7 : Le but de ce chapitre est de tirer des conclusions et perspectives de cette
thése. Il ressort aussi des feuilles de calculs éffectués sur Maple.



Chapitre 2

Notions de base

Résumé : Ce chapitre sert de préliminaire aux autres chapitres, rappelant plusieurs
définitions et résultats qui seront utilisés plus loin. Il fournit les notions de base consernant
les structures combinatoires mises en jeu dans cette thése : mots, polynémes, algébre de
Lie, algébre de Lie libre, algébre enveloppante, algébre de Hopf et algébre de shuffle.

2.1 Combinatoire des mots

2.1.1 Définitions de base

Un alphabet est un ensemble de lettres, fini X = {x1, 2, -, 2%} ou infini (par exemple
Y = {y;,7 € N5o}). Un mot est une suite finie w = x;, - - - z;, de lettres. Le mot vide, noté ¢
ou 1x+ est le mot ne contenant aucune lettre. La longueur d'un mot w = z;, - - - x;,, notée
|w| est la longueur de la suite de lettres constituant w, c’est-a-dire U'entier k. Le nombre
d’occurences de la lettre x; dans le mot w est noté |w|,,. Si chaque lettre est associée a
un entier mommé poids, nous appellerons poids d’un mot noté (w) la somme des poids
respectifs des lettres qui le composent. L’ensemble des mots sur un alphabet X est noté
X*. On note de plus Xt I’ensemble des mots non vides.
Sur X*, on définit une opération interne notée "." et appelée opération ou produit de
concaténation, comme suit : si u = zor1x0 et v = zox; alors u.v = rer1xTETET; (C'est la
juxtaposition des lettres de u et de celles de v). Il est clair que ¢ est I’élément neutre pour
ce produit (u.1xx = 1x+.u pour tout u € X*). Il est également évident que ce produit n’est
pas commutatif (si ’alphabet comporte deux lettres distinctes zy # x1 alors xgz # x120).
Par contre, il est associatif ((v.v).w = u.(v.w)).

($0$1.Z’0.[B0.T1).(E1 = .73033’1.%0.(5501‘1..’131) = Tol1ToTol 1. (21)

13
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(X*,.) est le monoide libre non commutatif sur I’alphabet X.

On appelle longueur d’'un mot u que 'on note |ul, le nombre de lettres qui constituent ce
mot.

On peut définir récursivement la longueur d’un mot comme suit :

| = 0 siw=1xx
| 1+ |u| siw=2xuavecxeX

Si X est ordonné (on a un ordre sur les lettres. Par exemple xy < x1), alors on peut définir
différents ordres sur X*, on se sert des deux ordres suivants :

— L’ordre lexicographique est défini pour tous mots u et v de X* par :
Jwe X tel que uw = v
u<v<e= ou
J wy,wy,wg e X* et x,y e X tels que u = wyzws, v =wiyws et x <y

Par exemple Tox1 < l‘ol‘% et l‘o[L‘ll‘ol'% < ToT1T1.

— L’ordre lexicographique par longueur est défini pour tous mots u et v de X* par :

[ul<|v]
U<V = ou
| u |=| v | et u < v pour Pordre I'exicographique.

Par exemple Tox1 < 12Xy et 1 < Ty

Exemple 1. .

Z) |ZEQ$1ZBO| =3 et |1x*| = 0.

i1) Soit Y = {y;,i € Nog}, et w = y2ysyoy1 € Y*, le poids de chaque lettre étant défini par
son indice, w a pour poids (w) = 8. De plus |w| = 5.

A partir de maintenant, X est supposé totalement ordonné par < et le mot vide sera
noté 1x=.
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2.1.2 Facteurs et Conjugués d’un mot

Un mot u € X* est un facteur d’'un mot v € X* ¢’il existe deux mots wy, wy € X* tels
que
U = Wiuws (2.2)

Un mot u € X* est dit facteur gauche (resp. droit) d’'un mot v € X* si dans (2.2), w; = 1y«
(resp we = lxx), si de plus wy # 1x» u est dit facteur droit propre (resp ws # 1x= v est
dit facteur gauche propre).

Exemple 2. Soit le mot v = xox1T12071. L’ensemble de ses facteurs droits est :

{3717 ToZ1, L1T0T1, T1L1X0T1, xoxﬂilﬂfoxl}-

Et l’ensemble de ses facteurs droits propres est :

{9017 ToT1, T1T0T1, I1$1$0$1}'

Deux mots w; et wy sont dits conjugués s’il existe deux mots u et v de X tels que
w1 = UV et wy = vu.
Soit u € X*. La classe de conjuguaison de u est I’ensemble de ses conjugués.

Exemple 3. Soit le mot v = xox1x12071. L’ensemble de ses conjugués est :
{$0$1$1$0$17$1$1$0$1$073715601?1%131,370551130%131,371560$15€1130}-

On remarque que l’on obtient la classe de conjuguaison de w en plagcant les lettres de w sur
un cercle et en enumérant tous les mots obtenus en accédant au cercle par ses différentes

lettres.
x I I I I I
o I \ To To Zo
Iy I xIq Iy + Iy
T I I / I I
g1] -0 L0 ~10 0
ToTl1X1 Ty 11T Ty T1TXpr1Toxy I Ty IiTpriX1Xp

Maintenant nous avons les éléments nécessaires pour définir les mots de Lyndon et ses
propriétés.
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2.2 Mots de Lyndon

Un mot [ € X* est un mot de Lyndon si l € X et strictement plus petit, pour 'ordre
lexicographique, que chacun de ses facteurs droits propres.

Ainsi, le mot v = zoxr1T1207; N'est pas un mot de Lyndon car il est plus grand que
ror1 qui est un de ses facteurs droits propres. Par contre, le mot | = xzqzrqzri2071 €st un
mot de Lyndon.

Une autre définition des mots de Lyndon : [ € X* est un mot de Lyndon si ] € X et
strictement plus petit, pour 'ordre lexicographique, que chacun de ses conjugués propres.
Donc | = xgrori2971 st un mot de Lyndon au sens de cette deuxiéme définition. En
particulier, les lettres sont des mots de Lyndon.

L’ensemble des mots de Lyndon sur X est noté Lyn(X).

Exemple 4. . Pour X = {xg, z1} muni de 'ordre xy < 1 les mots de Lyndon de longueur
inférieure ou égale a 5 sont (donnés dans l'ordre lexicographique croissant)

4 3 3.2 .2 2 2.2 .2,.3 2 2 3 4
X, L1, LpXy, TyLy, Lo, TnXl1XoL1, Toly, Loy, LoL1, LoL1LoxT, LoL, LoXy, LoLq, L1-

Pour' Y = {y;,i € Nxo}, muni de Uordre y; < y; si i > j, les mots de Lyndon de poids
inférieur ou égal a 5 sont

Ys, Ya, YaY1, Y3, YsYa, YsYi, YsYss Y2, Ya Ui, Yo, Y2Ui, Yols, Y1 -

Signalons enfin deux décompositions fondamentales relatives aux mots de Lyndon [1].

Proposition 1. [1, 2, 3] Sily et ly sont deux mots de Lyndon, alors lils est un mot de
Lyndon si et seulement si ly < ly (pour l'ordre lexicographique).

Proposition 2. [, 2, 3] Soit w e Lyn(X) et soit m son plus long facteur droit propre
dans Lyn(X). Siw = Im, alors | est aussi un mot de Lyndon et | < lm < m. Le couple
o(w) = (I,m) est appelé factorisation standard de w avec |w| = 2 .

Lemme 1. Soit w € Lyn(X) (avec |w| =2 ) et o(w) = (I,m) sa factorisation standard,
et soit n € Lyn(X) un mot de Lyndon vérifiant w < n. Alors le couple (w,n) est la fac-
torisation standard du mot wn si et seulement si n < m.
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Preuve :
(i) Montrons que o(wn) = (w,n) = n < m.
Supposons que m < n. Alors, d’aprés la Proposition 1 , mn € Lyn(X) et donc n n’est pas
le plus long facteur droit propre de wn ce qui contredit I'ypothése : o(wn) = (w,n).
(47) Supposons que w < n < m et que o(wn) = (u,v) avec v # n.
On a alors nécessairement | v |>| n |. Donc v = hn ou h est un facteur droit propre de w.
Soit alors k le plus petit facteur droit, différent de 1x«, propre ou non de h. On a alors
k < m. En effet,

kE<h<hn=v<n<m.

Or m < k, puisque k est un facteur droit propre de w, et que o(w) = (I,m). D’ou la
contradiction.

]

Exemple 5. Avec l'ordre o < x1 sur lalphabet X = {xg, 71}, le mot x2x1z02% € Lyn(X)
se décompose sous la forme d’un produit de deux mots de Lyndon de deux fagons, r3x.xo?
et xo.ToT1Toxs, mais, avec la condition sur la longueur de v, seule cette derniére expres-
sion correspond a la factorisation standard.

2.3 Listes standard et Théoréme de Lyndon

Définition 1. Soient L = [uy,us, -+ ,u,]| une liste d’éléments de X+ et n € N5y. On
dira que L est standard si et seulement si elle vérifie la propriété suivante :

u; est une lettre,
(S) ou

si o(u;) = (z,y), alors uj <y pour tout i < j.

Si tous les éléments de L sont des lettres, alors L vérifie (5).
Si L est décroissante (c’est a dire uy = ug = --- = u,), alors elle vérifie (.5).

Définition 2. Soit L = [uy,ug, -+ ,u,| une liste d’éléments de X*. On appelle inversion
tout couple (i, j) tel que i < j et u; > u,.

A partir de ces deux définitions, nous pouvons écrire le Théoréme suivant :
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Théoréme 1. [1, 2, 5] Tout mot w e X* se décompose de maniére unique comme pro-
duit décroissant de mots de Lyndon :

w = Elfg T En (23)

ouly=ly ==L, et l; e Lyn(X) pour 1 <i < n.

Preuve : Comme preuve de ce théoréme, donnons un algorithme permettant de
construire la décomposition d’'un mot en produit décroissant de mots de Lyndon.
On se donne le mot w = z1x9x3- -1, € Xt & décomposer. On construit la liste L de ses
lettres : c’est une liste standard (de mots de Lyndon).
On parcourt cette liste de droite a gauche. Si I'on trouve une inversion (i, ), alors on
remplace dans L les deux éléments z; et x; par le produit z;z; qui est un mot de Lyndon.
On recommence avec la nouvelle liste. Si au contraire, aucune inversion n’est trouvée, c¢’est
que la liste est une liste décroissante de mots de Lyndon. Il suffit alors de faire le produit
des éléments de L pour avoir la décomposition de w en produit décroissant de mots de
Lyndon.

]

On peut écrire aussi (2.3) de la fagon suivante : Tout mot w € Xt peut s’exprimer,
de maniére unique, comme un produit décroissant de mots de Lyndon,

w= 00 O > >l Uy e Lyn(X), kyin,dg, - ik € Nayp. (2.4)

Exemple 6. .
rirorToTiTiT Ty = (1) o1 1073 23T .(T0)3, avec Ty > ToT1TOTE > XX > T

2.4 Polyndtmes et séries en variables non commutatives

Dans cette partie, nous allons définir la notion de polyndéme et de série en variables
non commutatives. Ensuite, nous considérons un ensemble d’opérations sur ces objets.
Ces opérations permettent de définir différentes structures sur ’ensemble des polynomes
mais aussi sur I’ensemble des séries formelles.

Soit K un anneau commutatif et unitaire. On connait bien les polyndémes (commuta-
tifs) classiques. Si I'on supprime la "commutativité", on obtiendra les polynémes non-
commutatifs. On commence par quelques définitions.



2.4. POLYNOMES ET SERIES EN VARIABLES NON
COMMUTATIVES - 19-

Définition 3. Un polynéme non-commutatif d’alphabet X a coefficient dans K est une
K—combinaison linéaire finie de mots de X. Alors, un polyndéme non-commutatif P d’al-
phabet X a coefficient dans K s’écrit

P = Z (P | wyw, (2.5)

weX*

ou{P | w) désigne le coefficient du mot w. Sans ambiguité, on l’appelle aussi un polynome.

Chaque polynéme est donc une somme finie car il n’y a qu’'un nombre fini de coef-
ficients non-nuls dans cette notation. On note K(X) ’ensemble de tous les polynomes
non-commutatifs dans X sur K (d’alphabet X a coefficient dans K).

Par ailleurs, on peut définir la série formelle non-commutative par analogie. Autrement
dit, il s’agit d’une somme infinie, en utilisant la méme écriture de P ; I’ensemble des séries
formelles est noté K{(X)).

On appelle support du polynéme P, noté supp(P), 'ensemble des mots w € X* dont
le coefficient est non nul (a,, # 0) :

supp(P) = {w e X* | (P |w) # 0}. (2.6)
On appelle degré du polynéme P, noté deg(P), la longueur du plus long mot de supp(P) :

mazx{| w |,w € supp(P)} si P # 0
deg(P)z{ o S‘i{|P:|0 pp(P)}

Ainsi, le degré d’un polynoéme réduit & une constante est 0.

2.4.1 La multiplication de K(X) et ses propriétés

Définition 4. Soient P = Z (P | wu et Q = Z (@ | vyv deux polynémes non-

ue X * veX*
commutatifs, les coefficients de PQ = Z (PQ | wyw sont définis par
weX *
(PQIwy=" 3 (PluXQ|v). (2.7)
w=uveX*

Proposition 3. Muni de la multiplication précédente, K(X) est une algébre unitaire ;
KXY aussi.
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Preuve : Il est évident que K{X') est un espace vectoriel sur K.
Associativité :

SOiGIltPlz Z<P1|U1>U1,P2: Z<Pg|u2>u2etP3= Z<P3|U3>U,3,

ujeX* ugeX* uzeX*

(PP)Ps |wy=" ( > <P1|U1><P2|U2>><P3|w2>

w=wiw2EX ¥ \wij=ujueX*

- Z (Pr | ur )X Py [ ug){P3 | us)

w=u1ugu3zeX *
(2.8)

De méme, pour <P1(P2P3) | 'l,U>, alors (Plpg)Pd = PI(PQPS)
Unité : Le mot vide 1x« est I’élément unitaire, en effet

(Pilxs Jwy=" > (P u)dxs | us)y = (Pr | w). (2.9)
w=uiu2eX *
Alors, Pi1xx = P;. De méme, 1x«P; = Pj.
Distributivité :
Soient Py = Z (P | upyuy, Py = Z (Py | ugyus et Py = Z (Ps | usyus.

On . ul€X* ug€X ¥ uz€eX*
(P, + P,)P; = ( DR uy+ (P, | u>)u) ( > (P u3>u3>
= D (P w4+ Py | w){Ps | us)) w
3 (2.10)
et

PiPs+PoPy= 3 (PiluwXPslupyw+ Y (Po|us)(Ps | ugyn!

w=ujuz€eX* w' =uguzeX*
= > PuPslupw+ D (P | uXPs | usyw
w=uugeX* w=uuzeX*

- 2 (P | u)Ps | uzy + (P | u)Ps | uz)) w

w=uuz€eX*

= D (P wy (P | )Py | ug))w

w=uuzeX*

(2.11)

Donc (P1+P2>P3 :P1P3+P2P3. Deméme, P3(P1+P2) :P3P1+P3P2. Donc K<X>€St
une algébre. On démontre le cas des séries formelles en utilisant les mémes calculs.
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Exemple 7. Soit X = {a,b}. Soient les polynémes P, = 2aba + aab — 3abb, Py =
—aba + 5abb et ) = ab + ba. Alors

i) P, + Py = aba + aab + 2abb

it) P1.Q = 2aba.ab + 2aba.ba + aab.ab + aab.ba — 3abb.ab — 3abb.ba
= 2abaab + 2ababa + aabab + aabba — 3abbab — 3abbba

iii) —3P; = —6aba — 3aab + 9abb

2.5 Algébre des séries de Lie

L’ensemble des mondémes de Lie est défini par récurrence : les lettres de ’alphabet X
sont des mondmes de Lie et le crochet de Lie [xg, z1] = xox1 — z129 de deux monomes de
Lie x( et 1 est un monome de Lie. Un polynéme de Lie est une combinaison K—linéaire
de mondémes de Lie. L’ensemble des polynémes de Lie forme alors une algébre de Lie,
notée Liex(X ), 'algébre de Lie libre sur X. Une série est une série de Lie si et seulement
si toutes ses composantes homogénes sont des polyndémes de Lie. L’ensemble des séries de
Lie est noté Liex((X))!.

Exemple 8. Sur X = {xg,x1}, les éléments [xo, 1] = xox1 — 2120 €t
[21, [x0, 71]] = [%1, Tow1 — T120] = 2717071 — 2220 — TOTF SONE des mondmes de Lie.
Le polynome |z, [xo, z1]] + 3[[x1, 21], 20| est un polynéme homogéne de Lie de degré 3.

Définition 5. Soit © le morphisme d’algebre de K(X) (muni du produit de concaténa-
tion) dans K(X) ® K(X) défini pour une lettre x € X par O(z) =z Q@1+ 1Q .

— Une série S € K{X)) est dite primitive si elle vérifie (S) =S ®1+1®S.

— Une série S € K((X)) est dite groupe-like si elle vérifie O(S) = S@S et (S| 1xx) = 1.
— Une série S € K{X)) vérifie le critére de Friedrichs si pour tout couple (wy,wsy) €
(X*)%, <8 [wi)(S | wa) =S [ wy Wwy)

Théoréme 2. [1] Soit S € K{X)) avec (S | 1xx)=1.
S € Lieg({X)y <= S est primitive = e = SRS <= e vérifie le critere de Friedrichs.

S € K{X)) est une exponentielle de Lie si et seulement s’il existe une série de Lie L
telle que S = er.

1. lorsque l'alphabet est fini
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2.6 Algébre enveloppante

Dans cette partie, on rappelle certains liens existant entre les algébres de Lie et les
algébres de Hopf. On commence par définir ce qu’est une algébre enveloppante.

Définition 6. Soit G une algébre de Lie .
L’algébre enveloppante d’une algébre de Lie L est définie comme le quotient U(G) = T /T
de l’algebre tensorielle

T=0"00'® - -Q¢"® - (2.12)
avec
¢’ =K, "=GRGO---07 (2.13)
n fois

par l’idéal bilatére Z engendré par les éléments de la forme :

r®y—yQ®x —|x,y| pour tous z,y € G.
On note U(G) cette algébre enveloppante.

Théoréme 3. [1] L’algébre enveloppante de l'algébre de Lie libre Liex(X ) s’identifie a
lalgebre des polynomes non commutatifs K(X ).

Rappelons qu'un polynéme de Lie est une combinaison K—linéaire de monomes de
Lie. L’ensemble des polynémes de Lie forme alors une algebre de Lie, notée Liex(X),
I'algebre de Lie libre sur X et que Lieg(X ) est une algébre de Lie engendrée par X. On
a un homomorphisme injectif :

Lieg(X) — K(X)
z—

’ ro
Y
|z, 2’| — za’ — 2z

Donc Liexg({X) < K(X), I'algebre K{(X) est aussi I’algébre enveloppante de I’algébre de
Lie libre Lieg(X) .
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2.7 Algébre de Hopf

La notion d’algébre de Hopf apparait pour la premiére fois en topologie dans les travaux
d’Ehresmann. Il s’agissait d’étudier la cohomologie des groupes unitaires. Comme 1’espace
sous-jacent est un groupe, on dispose d’'une application G x G — G (la multiplication)
qui donne par dualité un coproduit sur la cohomologie.

La notion d’algébre de Hopf permet de donner une version algébrique des opérations
combinatoires de concaténation et déconcaténation et, plus généralement, de composition
et de décomposition.

Avant de définir ce qu’est une algébre de Hopf, nous aurons besoin de quelques notions
préliminaires.

Définition 7. Une K—cogébre associative avec unité est un K—espace vectoriel C' muni
de deux applications K—linéaires

A:C—CQQC (2.14)
et
e:C —K (2.15)
telles que
(Ide ®A)o A= (AR Idc)o A (2.16)
et
(Ide®e)o A =1Idc =(e®Idc) o A. (2.17)

L’application A est appelée coproduit. C’est la notion duale de celle de produit dans
une algébre. Le coproduit d’un élément de C' est une combinaison linéaire de produits
tensoriels de deux éléments de C'.

Définition 8. Soit B un K—espace vectoriel muni d’une structure d’algébre associative
unitaire (B, p,n) et dune structure de cogébre (B,A,e). On dira alors que B est une
bigebre si la structure d’algebre et la structure de cogebre sont compatibles, au sens ou

A et e sont des morphismes d’algébre (2.18)

i et n sont des morphismes de cogebre (2.19)

(Uapplication p : B ® B —> B est la multiplication, et Uapplication n : K — B est
lunité).
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Nous sommes maintenant en mesure de définir ce qu’est une algébre de Hopf.
Définition 9. Soit (H, i1, n, A, e) une bigebre. On définit alors la convolution x par
frg=po(f®g)oA (2.20)

ou f:H— Hetg:H— H sont deux applications linéaires. Si l'identité est inversible
par la convolution, on dit que H est une algébre de Hopf et on appelle antipode ['inverse
S de lidentité par la convolution. L’antipode S est un antimorphisme d’algébres

S(ay) = S(y)S(x) (2.21)
De plus, il vérifie par définition
Idy xS =SxIdy=noe, (2.22)
c’est a dire
po(ldy®S)oA=p(S®Idy)oA=noe. (2.23)

Définition 10. Soit H = @,,o, Hn une algebre de Hopf graduce en dimension finie. On
munit alors le dual gradué H' = @, H;, de H d'une structure d’algebre de Hopf par

(fgla)y={f®g|An(x)) (2.24)

et

Qo () z@y) ={f | =y) (2.25)

ot pour tout f € H' et pour tout x € H, {f | x) désigne l'action de [ sur x, et ot on a
POSE

f@glz@y)=_{f]x2)Xg|y). (2.26)

Soit maintenant (B;)zex une base de H indexée par une certaine famille X d’objets. On
définit alors la base duale (Ay)yex de (By)zex comme étant la base de H' qui vérifie

(A | By) = 6yy (2.27)

pour tout x € X et pour tout y e X.
Lorsque H' est isomorphe a H, on dit que H est auto-duale, et le crochet de dualité
s’identifie alors a un produit scalaire sur H.

Définition 11. Soit C' une cogébre de coproduit A.
x € C est dit primitif si A(x) =2 @ lxx + 1xx @ x.
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Définition 12. Soit C' une cogébre.
On appelle Prim(C) l'ensemble des éléments primitifs de C.

Proposition 4. [13, /] Soit H une algébre de Hopf.
Alors Prim(H) est une algébre de Lie.

On peut, alors considérer le diagramme suivant : Soit B une bigébre,
B « Prim(B)

Prim(B))

Théoréme 4. (Cartier-Quillen-Milnor-Moore) |15, /].
Soit H une algébre de Hopf cocommutative, graduée et connexe sur un corps de caracté-
ristique 0. Alors, H est isomorphe a l’algébre de Hopf graduée U(Prim(H)) par \g.

Nous pouvons & présent donner quelques exemples d’algébres de Hopf.

2.7.1 Cas de l’algébre de shuffle

Le produit de shuffle L est défini sur les mots par

h - { KXHYQKIXY — KX (2.28)
w1 Q wa = wq W ws,
et étendue par linéarité aux polynémes. Alors, 'application linéaire

constitue un élément unité. Donc (K(X), sh, 1 x#) constitue une K—algebre associative et
graduée. Cette algebre est connue comme algébre de shuffle (algébre de mélange).

Nous définissons un coproduit, pour le produit W, Aqppe : K(X) — K(X) ® K(X) par
I'opération classique de déconcaténation

Aeone(w) = > u®uv. (2.30)

uv=weX *

e: PeK{(X)— e(P)=(P | 1xxye K apparait comme un élément unité pour le copro-
duit Apne, €t done (K(X ), Aione, €) est une cogébre (non cocommutative).
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Pour tout mot w = z1xy---2; € X* on note la fonction miroir w = zj ---z2x; € X*.
Dans le cas du produit de shuffle (L, Pantipode se résume & a,,(w) = Geone(w) = (—1)Fw.

En effet, 'algébre de Hopf dite de décomposition est la bigébre (K{(X), conc, Lxx, Ay, €)
munie de I'antipode a,, précédemment définie, et ou le coproduit Ay, est défini par trans-
position du produit de shuffle 1L :

(P, Py, Py) € (K(XD)? | (AL(P) | PL@B) = (P | P,w P (2.31)

Cette algébre est alors non commutative, mais cocommutative.

En fait, les algébres H,, = (K(X), conc, Lxx, Ay, e,ay) et HY, = (KX, W, Lys, Acones €, )
sont des algebres de Hopf duales I'une de I'autre. Et, de plus, d’aprés le Théoréme 4 [13, 4],
K{X) est isomorphe, comme algébre de Hopf cocommutative graduée connexe, a 1’algébre
enveloppante de 'algebre de Lie Liex(X ).

2.7.2 Cas de l’algébre de stuffle

Soit Y = {y;};>1 un alphabet totalement ordonné par > : y; > yg > -+ > .-
Le produit de stuffle w est défini sur les mots par

o { KXH)®KX) —» KX) (2.32)
wy ® wy =Wy e Wa,
et étendue par linéarité aux polyndémes. Alors, 'application linéaire

constitue un élément unité. Donc (K(Y'), st, 1y ) constitue une K—algebre associative et
graduée. Cette algébre est connue comme algébre de stuffle (algébre de quasi-mélange).

Nous définissons un coproduit, pour le produit w , A @ KY) — KY) ® K(Y)
par lopération classique de déconcaténation (duale de la concaténation)

Acone(w) = Z U . (2.34)

e: PeK(Y)— e(P) =(P| 1xx)e K apparait comme un élément unité pour le copro-
duit Agone, et done (K{Y ), Aione, €) est une cogebre (non cocommutative).

Pour tout mot w = y1y2---yx € Y* on note la fonction miroir w = yi---yoyy € Y.
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Dans le cas du produit de stuffle w, antipode se calculer recurssivement par a ., (ys) =
DEDT D v

nz1 i1+ Fin=s

En effet, I’algebre de Hopf dite de décomposition est la bigebre (K(Y'), conc, 1y, AL, e)
munie de l'antipode a ., précédemment définie, et ou le coproduit A ., est défini par
transposition du produit de stuffle w :

V(P,P,P) e (KYY)? | (Aw(P)|PL@QP)=(P| P wP) (2.35)

Cette algeébre est alors non commutative, mais cocommutative.

En fait, les algébres H ., = (K(Y), cone, Ly, A, e,aw) et HY, = (KY ), w, Lys, Avone, €, G )
sont des algebres de Hopf duales I'une de l'autre. Et, de plus, d’aprés le Théoréme 4 [13, 4],

K{Y") est isomorphe, comme algébre de Hopf cocommutative graduée connexe, a 1’algébre
enveloppante de l'algeébre de Lie Liex(Y).

Par conséquent, on peut écrire le Lemme suivant :

Lemme 2. Soit o un morphisme tel que

K(Y) — K(Y)
a w — W+ Z {a(w) | uyu, (2.36)
Ju|>|w]
(u)=(w)

alors a est un isomorphisme.

Pour cela, on peut écrire le diagramme suivant :

K(X) Ay K(X) @ K(X)
o o ® oy
KO i K(X) @ K(X)

avee ay(yi, -+ ¥i,) = T(Yi) - m(ys,) (voir (3.52)).

La bijectivité de « tient au fait que la graduation par poids est en dimensions finies.
Dans le cas de la dimension infinie, le résultat ne tient pas, comme le montre I’exemple,
en une variable, de la substitution z + x 4+ 2. Dans ce cas les images sont toutes des
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polynoémes pairs par rapport a la vertical x = ’71 et cette substitution ne peut pas étre

bijective (par exemple P(z) = x n’est pas dans l'image).



Chapitre 3

Poincaré-Birkhoff-Witt, Dualité,
Factorisation de Schiitzenberger

Résumé : Ce chapitre sert de notions de base aux chapitres 4, 5 et 6. Nous allons
tout d’abord, rappeler les résultats principaux des différents travaux déja effectués dans
[1, 2, 3], qui montrent les mécanismes de construction de la base de Poincaré-Birkhoft-
Witt-Lyndon et sa base duale. Nous nous intéressons aux bases obtenues a partir des mots
de Lyndon. Il reprend aussi les fondements de la méthode de factorisations de I'identité
de Schiitzenberger.

3.1 Introduction

Soient (P,), ey une base d’une algébre enveloppante U(G) et (S,) ey sa famille
duale de lalgebre duale U*(G)!. La factorisation de Schiitzenberger s’écrit

N
Z Sa ®P, = Hesai@P&i = Idu(g). (31)

aeN) i€l

En particulier, C. Reutenauer a signalé que cette relation est valable dans toute algébre
enveloppante [1, 2, 3].

Cette factorisation compte plusieurs applications, parmi lesquelles nous trouvons le do-
maine des équations différentielles non linéaires, dans lequel elle apparait en tant que
factorisation d’opérateurs de transport, et le domaine combinatoire, plus proche de cette
these.

Elle est une conséquence des propriétés des deux bases en dualité. Dans bien des cas, la
construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d’une base duale & partir d’une

1. Cette famille formée par des formes linéaires coordonnées de (P,), o est libre et engendre un

espace stable par la convolution car S, # Sg = (O‘Jig,)' Sa+8

29
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base dont on connait certaines propriétés. Nous nous proposons donc d’étudier les condi-
tions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette
I’écriture de la factorisation. Nous illustrerons ces idées sur des exemples combinatoires
relatifs a algebre de shuffle (I'algébre de mélange) et a algebre de stuffle (I’algébre de
quasi-mélange).

3.2 Reésultats connus

K est un anneau commutatif et unitaire et I un ensemble ordonné par <.

3.2.1 Notations - Définitions

Notons NU) 'ensemble des fonctions a support fini de I dans N (multiindices). C’est
un monoide (le monoide commutatif librement engendré par I) pour la loi + définie par

(Oé + 5)1 = + Bl R VOé,ﬁ € NU), (32)

admettant la fonction nulle pour élément neutre. De plus, si o € N, nous définissons !
par

al = H a;l. (3.3)
)

iesupp(a

La base canonique? de N() est donnée par les fonctions s’annulant sur I\ {ip} et prenant
la valeur 1 en i ; ces fonctions sont notées e;, : €;,(i) = d;4,-

Maintenant, si A une algébre, Y = (y;)icr une famille de A et o € N,

Y* .= yz”yf;” - -yic:’“ (3.4)
pour tout sous-ensemble J = {iy,ig, -+ i}, i1 > iy > -+ > iy, de [ contenant le support
de o (on montre facilement que la valeur de Y* est indépendante du choix de J > supp(«)
si algébre posséde une unité).

En particulier, Y% = y;. Nous appellerons éléments atomiques d’une famille (Y*) cno les
éléments Y%, 1 e I.

Dans le cas d’une algebre enveloppante U(G) si B = (b;)icr est une base ordonnée de

2. En fait, N) n’est pas un espace vectoriel. La famille que nous définissons est celle des générateurs
libres.
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G alors (B%),ene est une base de U(G) (voir Théoréme 5). On montre facilement que

A(B%) = Z g B° ® B, il en resulte que si les S, désignent la famille duale dans
v
B+v=a

U*(G) donnée par (S, | B?) = 0,5, on a : S, * S5 = ﬁﬁﬁ)’s&w

3.2.2 Théoréme de factorisation

Soit G une algebre de Lie sur K et B = (b;);e; une base ordonnée de G.

Théoréme 5. Poincaré-Birkhoff- Witt. Les éléments B, pour o € N | forment une
base de l'algébre enveloppante U(G) de G.

La base formée par les B, pour a € NU)| est appelée base de Poincaré-Birkhoff- Witt
de U(G).

Cette propriété de décomposition de chaque élément d’une base par rapport a son multiin-
dice( Une base (By,)aent obtenue par I'application du Théoréme 5 de Poincaré-Birkhoff-
Witt satisfait la relation B¢ = H Bg = n bi") nous intéresse particuliérement

iesupp(a) iesupp(a)
et justifie I'introduction de la définition suivante.

Soit A une algebre associative commutative avec unité.

Définition 13. Soit £ une partie de A. On appelle L base de transcendance de A sur K
si les £, o€ N woir (3.4), forment une base linéaire de £ de A.

Nous pouvons donner une caractérisation générale des familles multiplicatives dans
une K—algébre associative et commutative avec unité A. Pour cela, donnons la définition
suivante :

Définition 14. Soit £ une partie de A. Alors la famille (L) ene) forme une base de A
st et seulement si L est une base transcendance de A sur K.

Notons U*(G) le dual de U(G) et considérons la famille (S, ).eny duale de la base

de Poincaré-Birkhoff-Witt (B®) ey, ¢’est-a-dire la famille de formes linéaires sur U(G)
définies par

(S | B®Y = 843 (3.5)

Supposons que {(Sy | 1yg)) = 1 (So désigne I’élément obtenu pour le multiindice identi-
quement nul) et que (S, | 1yg)) = 0 pour tout o non identiquement nul. Nous pouvons
alors établir le Théoréme suivant.
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Théoréme 6. [/, 7]

N
> S.@B* =] e (3.6)

aeN() iel

Remarque 1. [7]

— Le produit du membre de droite est donné avec = @ py gy 0u py gy désigne le produit
usuel de [’algebre enveloppante et = le produit de convolution des formes linéaires de
Uu*(g).

En fait, toute algebre enveloppante est une algébre de Hopf et posséde donc une
structure de bigébre. Notons A le coproduit associé a la structure de bigébre de
U(G). C’est un homomorphisme d’algébres défini par :

Alg) =gQ1x++1x+®yg (3.7)
pour g € G (il satisfait donc
A(PQ) = A(P)A(Q) pour tous P, Q € U(G)) (3.8)
puis étendu en une famille de morphismes d’algébres A®) - U(G) — U(G)PF*! tels
que, Yv € G,
A(k)(v) =UR1x+Q - Rl xx+1x+xRURLx+ Q- - Rl xx+-- -+ 1xxR1 xR - R xx Q.
(3.9)
En fait,
A =AW (3.10a)

AW(P) = (Idy) @ A*"DA(P) = (A®D @1Tdyg))A(P), k = 2. (3.10b)

La convolution est en fait définie comme la loi duale de A :
laxb|vy={a®b| A(v)), Ya, be U*(G) et Vv e U(G). (3.11)

— Les deux membres de (3.6) forment en fait une résolution de 'identité lorsque l'on
considere le morphisme
d VRV — End™S(V) (3.12)

(End™s (V') désigne 'espace des endomorphismes rang fini) qui associe & tout produit
tensoriel f @ v e V*QV ’endomorphisme ®(f @ v) : b~ f(b)-v. Le morphisme

® peut étre étendu, par continuité, aux séries :

cp( > Sa®B°‘> (0) = D Sa(v)B* = Idyq)(v). (3.13)

aeN) aeN)
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La preuve de ce théoréme (Théoréme 6) repose, entre autres, sur la propriété suivante
des éléments S, :
(o + B)!

ol I Tt

So+ S5 = (3.14)

(qui montre que cette famille est multiplicative & une constante prés) que I'on peut établir
comme suit? :

SavSp= 3 (SanSs| BYS,

~eN()
= ) {Sa®Ss | A(B"))**3,
~eN)
! - (3.15)
"}’GN(I) Y1 +v2=" ,yl' 72'
(a+p)!
- Ck|—5' a+p-
Srow
Cette propriété permet d’établir, par récurrence, que a;k' _ Sakeik puis que
S*al B oo e oW S*O{k
iy €
ol e (3.16)

Par conséquent,

Sen & bil)al T (Seik ® bik)ak

= (
Hesgi@bi - Z Z ozl! . ..Oék!

i€l k=0 i122i
Qs

it SEPRN S:i‘z‘k ® (bil)al ce (bik)ak

N Z Z - agl. oyl (3.17)

k=0 1221

S*al P, S*ak

=2 X e e en

k>0 i1=->ip

ou la derniére étape repose sur la définition de la base (B®),en) par multiplications or-
données. Le résultat suit alors en utilisant 1’équation (3.16). Nous pouvons, a partir de

3. Nous employons ci-dessous la notation (- | -Y®?; celle-ci correspond & la définition suivante : si V;
et V3 sont deux espaces en dualité avec, respectivement, Wy et Wa pour les produits scalaires - | )1 et
(- | ->2, alors (on montre que) V; ® Va est en dualité avec Wy ® Wa pour le produit scalaire (- | -)®? :
{ (V1®‘/5)X(W1®W2) — k

(v1 ® v2, w1 @ wa) —  (v1 | wiyr{ve | wa)a.
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I'équation précédente, revenir sur la convergence du membre de droite de (3.6). En fait,

c’est
*041 P S*ak

Z 2 S 'e”“ ® BY) qui définit ce produit et permet d’en assurer l'exis-
Lt

k=0 1221

tence.

Lemme 3. |7] La famille (@(Se*i‘l” Beeew S*“’“ ®Ba)> est sommable (c’est-a-dire que,
supp,, [(IJ (S:;fl ) S*ak ®Ba> ] ‘ <),

pour tout vecteur v € U(G),

Preuve : Nous avons besoin de la propriété suivante, qui se démontre par récurrence
a partir de la définition (3.11) : pour toute famille Sy, ..., Sk de formes linéaires de U*(G)
et pour tout vecteur v € U(G),

(Syx-xSp|v)=(S1® - @S | AF D ())& (3.18)
Choisissons v € U(G) ; décomposons-le sur la base (B*)gentn @ v = ZUBBB~
B

Notons N, = Zai, b= Zﬂiei et Ng = Zﬁi. Alors

@ (S5 e ST @B (v) = zﬂ]vﬁcp (Szte v s2m @ BL) (BY)
=D 0p(SE # oo S0 | BB (3.19)
B

= D Jup(SEN @+ @ ST | A (B2))PNe B

De plus, si 'on décompose B? comme un produit d’éléments primitifs, B? = n bf ‘

i€l
a1 o . .. R (Na—1)( pB\\®Na __
<Sei1 ® ®Seikk | A (B )> -
= (& @058 ), BIA®-@B [y
Jitetdng =Np
®
o B[J] =] [b:
e
Maintenant, remarquons que :
—si Ny > Ng, 'un des B[J] comporte nécessairement un facteur 1y g); or (S, |

Lu(g)) = 0 par hypothese;
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— 81 N, < Ng, 'un des B[J]| comporte nécessairement un facteur b;,b;,; or (S,
bi, bi,y = 0 par dualité.
Par conséquent, N, = Ng. On conclut finalement en notant que les seuls a qui ne donnent
pas un produit scalaire nul sont obtenus a partir de § par permutations et sont donc en
nombre fini.

]

De plus, pour « contenant I’ensemble des coordonnées de v, on a (3.13) , ce qui montre

N
que H e ®bi — Tdygy.

i€l
Note 1. .
— (I,<) — (Lyn(X),<) (attention, cependant : comme le cas de lalgébre libre, on
considere des produits décroissants de mots de Lyndon, alors que dans le cas général, on
considére des produits croissants) ;
— le produit de convolution est le produit de shuffle (produit de mélange) dans le cas de
l’algebre libre ;
— les S,, correspondent auz Sy (€ € Lyn(X)), les P, auz éléments B,,.

3.3 Remarques sur la dualisation

Nous revenons dans cette section sur une construction qui sera utilisée a plusieurs
reprises dans les paragraphes suivants, celle d’une base duale dans le cas de I'algébre libre.

Commengons par rappeler la définition d’une algébre M-graduée. Soit A une algébre asso-
ciative sur K et M un monoide additif. On dit que A est M-graduée si elle se décompose,
en tant qu’espace vectoriel, de la facon suivante :

A= P A, (3.20)
meM

avec A, Ay € Ay pour tous m, m' € M. Les A,,, m € M, sont appelés composantes
homogeénes de A. De plus, on dit que A est graduée en dimension finie si chacun des A,,,
m € M, est un espace vectoriel de dimension finie.

L’algebre libre peut étre graduée de différentes fagons qui utilisent chacune une fonction
de poids ¢ : X* — M, définie sur les lettres et étendue aux mots et engendrant les
composantes homogénes suivantes :

(K(X)),, =span{w e X*, ¢p(w) =m}, me M. (3.21)

Un premier exemple de graduation est donnée par la longueur des mots : M est alors
le monoide (N, +) et la fonction de poids ¢ (w) = |w|, Yw € X*. Cette graduation n’est
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cependant pas satisfaisante car les composantes homogénes auxquelles elle donne nais-
sance ((KX), = span {ensemble des mots de longueur ¢}) ne sont pas de dimension finie.
En effet, dans le cas ot I’alphabet est infini, il existe un nombre infini de mots de longueur
donnée.

C’est pour cette raison que nous introduisons une seconde graduation : on considére
alors le monoide des multiindices (N®X), +) (monoide des fonctions a support fini de X
dans N) et la fonction de poids est donnée par

N (X)
by : { X N (3.22)

€T, = el-:(O,...,O,l,O,...),

étendue comme morphisme de monoides aux mots de sorte que ¢o(w) = multideg(w) est
le multidegré de w, c’est-a-dire le nombre d’occurrences de chaque lettre de 1'alphabet
considéré dans w. Par exemple, si X = {a,b, c} et w = abbcab, multideg(w) = (2,3, 1).
Meéme dans le cas d’un alphabet infini, les composantes (multi)-homogénes
K(X), = span { ensemble des mots de multidegré a}, a € N), sont de dimension finie.
On dit que K(X) est graduée en dimension finie par la multihomogénéité. C’est cette
graduation que nous utiliserons dans les paragraphes suivants.
On appelle famille multihomogéne de K(X) une famille (B,,), .y« telle que Yw € X*,
multideg(w) = « :

B, € (K(X)),, . (3.23)

Il est toujours possible, lorsque I'on considére une base (B,), .y« de l'algébre libre de
construire une famille duale (D,,), o «, définie par (D,, | B,) = 0y, Yu,v € X*. A priori,
cette famille est une famille de séries (rappelons que (K(X))* = K{(X))), mais ici, ce
sont des polyndémes.

Cependant, lorsque la famille (B,), cy» est multihomogéne , la famille duale est une
famille de polyndémes qui forment une base de K(X). On peut alors construire les D,
comme suit : pour chaque multidegré o € N&) on construit la matrice M = (Myw)uvexe
des coefficients des B,,, w € X“ sur les mots :

M,, = (B, | v). (3.24)

La matrice N = (Ny,)upvexe des coefficients des D,,, w € X* sur les mots, est donnée
par :
Nuw = (D, | 0. (3.25)

Il est facile de voir que la matrice M est inversible en tant que matrice de changement de
bases : Si la base (By), ey €st triangulaire par rapport aux mots, M l'est aussi.

Les matrices M et N sont triangulaire, inversible et vérifient I'identité N = (*M)~.
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Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et de triangularité
( ceci prés que la base duale d’une base triangulaire inférieure est triangulaire supérieure).

Définition 15. Soient o € NX) et X@ = a$*--.a% avec a1 < -+ < a, € X et
n,aq, 0, € Noj.
i) On dira que le mot w € X* est multihomogéne et de multidegré o = (aq, g, -+, )
sur l’alphabet X si :

we X (3.26)
c’est-a-dire o = (g, - -+ , o) est le nombre d’occurrences de chaque lettre de 'alphabet X

considéré dans w € X* (chaque lettre as € X apparait o fois dans w pour 1 < s < n).
i1) On définit la classe de multthomogénéité de X par :

M(X®) = {we X* |we X} (3.27)

c’est-a-dire M(X®) est l’ensemble de tous les mots multihomogénes de multidegré o =
(an, Q-+, ap) sur lalphabet X .

Remarque 2. Avec les notations précédentes :

- Fag+tan)!
i) Le nombre de mots w e X est m = (ar+ast-tan)! 22 Cf")
atlag!--op!

i) M(X®) ={wy < wy <+ < Wp_1 < Wy} par rapport & Uordre définit sur X.
Exemple 9. Soit X = {a <b < c}.
i) Pour X = a?b? avec a = (2,2), on a : M(a*b?) = {a®b?, abab, ab*a, ba?b, baba, b*a*}.

it) Pour X = abc avec v = (1,1,1), on a : M(abc) = {abe, acb, bac, bea, cab, cba}.

Définition 16. Soit Y = {y;,i € N} un alphabet totalement ordonné par > : y; > ys >

> -+ On définit 'ensemble de tous les mots de poids |a| sur lalphabet Y par
M(YIQ\) = {U) =Y Yas " " Yan, € Y | (’(U) = |a|} (328)
ot o = (v, g, -+ ,ap) et we Y™ a pour poids (w) = |a| =y + ag + -+ + .

Remarque 3. Avec les notations précédentes :
i) Le nombre de mots w € M(Y]y) est m = 2lo1-1
it) M(Yja) = {wn <wp < -+ < W1 < Wy} par rapport a ordre défini sur'Y.
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Exemple 10. Soit Y = {y; > y2 > y3}.
i) Pour || =3, on a : M(Y3) = {y3, y2v1, Y192, Y3 } -

i) Pour || =4, on a : M(Yy) = {ya, Y31, Y3, YaUi, Y1Ys, V1YY, Yiy2, Ui }-

Avant de donner des exemples, nous allons écrire le Lemme suivant :

Lemme 4. Soient (S;)ier une base dans K{X)) et (P;)ier la famille duale telle que
(Si | Py =0y, V(3. j) € I”.
i) Alors, si (S;)ier est multihomogeéne, il en est de méme (P,)e; qui est alors une base de

K(X).

1) Si (Si)ier est triangulaire inférieure par rapport aux mots, alors (P;)er est triangu-
laire supérieure.

3.3.1 Exemple : cas de ’algébre libre et 1’algébre de shuffle

Dans cette partie, X désigne de nouveau un alphabet totalement ordonné par <; I’en-
semble des mots de Lyndon sur X est noté Lyn(X) et la factorisation standard [1, 2, 3]
de ¢ € Lyn(X) (avec | £ |> 2) est désignée par o(f) = ({1,ls) ou {5 est le facteur (de
Lyndon) droit propre de ¢ de longueur maximale.

Rappelons aussi que tout mot w € X* admet une factorisation en produit décroissant de
mots de Lyndon :

w Zgzllgzk, by > --- >£k7 51,...,€k€£yn(X), k,’il,’ig,"' ,’ikENgl.

Ces deux factorisations permettent de définir une base (P, )yex= de I'algébre libre Q(X)
comme suit [1, 2, 3] :

w si [w| = 1x ;
P, = [Py, Pr,] st w=1Le Lyn(X) et ({r,ly) = o(() ; (3.29)

PZP;: si wa?...E?avec£1>...>gk_
Cette base est en fait la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée a la base (FPr)seryn(x)

de l'algébre de Lie libre Lieg(X). Les éléments primitifs P, £ € Lyn(X) sont appelés
crochets standard. La famille (P, ex=* est triangulaire® :

Py=w+ ) (Py|upu (3.30)
u.,?u;g}(a

et multihomogene : le support de la famille ((P, | w)), est constitué de mots u qui com-
portent tous le méme nombre |ul, de = et ce pour toute lettre z € X.

4. quand la matrice de passage est décrite en ligne
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La multihomogénéité des P,, w € X* autorise la construction d’une base (S, )yex* de
Q(X) satisfaisant (S, | P,) = 04, pour tous u,v € X*. Cette famille vit dans I’algebre
duale de (Q(X), conc, 1), qui est lalgébre de shuffle (Q{X), L1, 1). Rappelons la définition
du produit de shuffle [1, 2, 3] :

Ixs Ww = U)I_l_llx*zw, (331)
aullby = aluwbv) + blau W v), '
sia,b,e X, wu,v,we X* 1xx:mot vide.
Schiitzenberger et Reutenauer [1, 2, 3] ont montré que
w si |w| = 1x* ;
aSy, si w = au et we Lyn(X) ;
RN siow=<4 b >--->{l € Lyn(X)
e Ryivsis, ik € Na.
Ces deux familles vérifient les hypothéses du Théoréme 6. Par conséquent,
N
> Su®P,= ] o (3.33)
weX® LeLyn(X)
Puisque Z S, ® P, = Z w @ w est égale a l'identité sur Q(X ), on peut aller plus
weX™ weX™
loin et écrire
N
Z wRW = n S, (3.34)
weX« LeLyn(X)
Aprés , Mélangon et Reutenauer [1, 2, 3] prouvent que , pour tout mot w € X*,
P,=w+ Z O,v et S,=w+ Z O,u (3.35)
v,ﬁﬁa u,:j;:;o‘
(3.36)

ou b, =(P, |vyet b, =S, |u.

Rappelons que la dualité préserve le multidegré et échange les triangularités des poly-
nomes. Pour cela, on peut construire des matrices triangulaires M et N admettant comme
coefficients, les coefficients des mots multihomogénes de multidegré a des polyndémes tri-
angulaires, (Py)wexa €t (Sy)wexe dans la base (w)yexa respectivement u, v € X,

My, ={P, | v) et N, ={(S,|v) (3.37)
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Les matrices triangulaires M et N sont inversibles et vérifient 'identité M = (*N)~L.

En d’autres termes, les éléments des bases (Sy )wex* €t (Py)wex* sont triangulaires infé-
rieurs et triangulaires supérieurs et ils sont multihomogénes de multidegré «. Par consé-
quent, si Dx désigne la série diagonale sur X, alors :

— Factorisation de I'identité :

N

Dx = Z wRwW = H o (3.39)
weX™ leLynX
(3.40)
— Factorisation de Schiitzenberger :
N

D Su®P,= ] ¥ (3.41)

weX™ leLyn X
(3.42)

Exemple 11. Soit un alphabet X = {a,b} avec a < b.
Pour cela, calculons la matrice {S, | v) pour les mots u,v € X* = a*b* et on avons

M (a*V?) = {a®V?, abab, ab*a, bab, baba, b?a?}.
Nous avons successivement :

S22 = a’b®
S
2!
1
= §(ab LU ab) = abab + 2a*b? ;

Sabab =

Sz = ab® LU a
= 2a*b* 4 ab’*a + abab ;

Spaz = bLL a%b
= ba’b + abab + 2a*b* ;

Spabe = bW ab W a
= 4a*b? + 3abab + 2ba*b + 2ab*a + baba ;

L2 w2
St = Ssz - 55!

= b%a® + a*v* + ba’b + ab’a + abab + baba.

(3.43)
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La matrice recherchée N = (N )uvexe = ({(Su | V))uvexa est donnée par

a’b®> abab ab’a ba*b baba b*a®

Corollaire 1. Soit we X*. Alors

Exemple 12.

S22 = 1 0 0 0 0 0
Sabab = 2 1 0 0 0 0
Suza=1 2 1 1 0 0 0
Shazp = 2 1 0 1 0 0 (3.44)
Sbaba = 4 3 2 2 1 0
Sprgz =\ 1 1 1 1 1 1
Py=w- Y (S |wP, (3.45)

usw,[ul =]

Ppg2 = b%a® ;
Pbaba = baba — Pb2a2
= baba — b*a® ;

Pyazy = ba®b — 2Pygpq — P2
= ba*b — 2baba + b*a? ;
Po2a = ab*a — 2Pyape — Pr2g (3.46)
= ab’*a — 2baba + b*a® ;
Papap = abab — Poy2q — Poa2p — 3Papa — Pr2a2
= abab — ab’a — ba*b + baba ;
Py = a*b* — 2Papay, — 2Pz — 2Pa2p — 4Poaba — Pr2a
= a®b? — 2abab + 2baba — b*a’.

La matrice recherchée M = (*N)™' = (M»)uvexe = ((Py | V))urexe est donnée par

a?b® abab ab’a ba?b baba b*a?

Pep=/[ 1 ) 0 0 2 -1
Puobs=1 0 1 -1 -1 1 0
Puw.=| 0 0 1 0 —2 1
Pun=| 0 0 0 1 —2 10 (3.47)
Praba 0 0 0 0 1 -1
Pppa2=\ 0 0 0 0 0 1
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3.3.2 Exemple : cas de ’algébre libre et 1’algébre de stuffle

Soit Y = {y;};>1 un alphabet totalement ordonné par > : y; > yg > -+ > .-

Définition 17. Soient ys,y; € Y et u,v € Y*, alors nous définissons le produit de stuffle
(=) récursivement comme suit :

(3.48)

lyswu = uwlys =u,
Ysu Yy = Ys(uw y0) + ye(ysu w v) + yspe(uwv).

Exemple 13. y; wysy1 = yoysy1 + ysyay1 + Ysyiy2 + Y3ys + Ysyi-

Ce produit ( w ) est commutatif, associatif et avec unité (I’élément neutre étant le mot
vide : ly=).
I1 admet un coproduit dual qui est un morphisme et qui peut étre défini comme suit :
pour toute lettre y, € Y, on a :

A{_ﬂ (1y*) = 1y* ® ly*,
Au(ys) = 3:®Lys + s @uet D) Yoy @Y (3.49)

$1+82=s

etvw:y81y82"'yskey+aona(w):31+52+"'+Sk.

Rappelons que tout mot de Lyndon ¢ € Lyn(Y) (avec | ¢ |= 2) admet une factorisa-
tion standard o(¢) = ({1, ¢3) et tout mot w € Y* admet aussi une factorisation en produit
décroissant de mots de Lyndon :

wzglllgzk,gl > e >€k7 €1,...,€k€£yn(Y), k,il,ig,"' ,Z.kENzl.

Ces deux factorisations permettent de définir une base (II,)ey+ de I'algébre libre QC(Y")
comme suit :
Proposition 5. [13, /]

Soit Dy la série diagonale sur'Y . Alors

i) log(Dy) = 2 w®m(w) = Z 71 (w) @ w,

weY + weY +

i1) pour tout w € Y, nous avons,

w = Z o Z (w | vpw - wogym(v)my(ve) - - -1 (vg)

k217" vy,vg, €Yt

“Yn Y wlueeumie) e et

k=17 vy,vg, 0p€Y

(3.50)
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i1i) pour tout we Y™, on a :

7r1(w) _ Z (_1)’6*1 Z <w | Uy Uk>U1U2 U (351)

k=1 v1,V2, V€Y F

En particulier pour tout y, € Y™, on a :

(-1
Ut (ys) =1Ys + Z k Z Ys1Yso """ Ysy, (352)

k=2 S1+82+-+Sp=58

Lemme 5. [/] Soit Prim(Hw) ={Pe QY )| AL (P)=P®lys + ly+ ® P}. Alors :
i) Prim(H . ) est stable par le crochet de Lie et par combinaisons linéaires.
i) Y < Prim(Hw) < Prim(Hu ) = LieglY).

Lemme 6. [/] Pour tout we Y™, on a A (m(w)) = m(w) ® lyx + lyx @ m1(w).

Remarquons que A ., et Ay sont des morphismes pour la concaténation (par défini-
tion). Nous notons ici que le produit de concaténation est désigné par conc et Appe son
coproduit associé (par dualité).

Par conséquent, avec la counité e définie par

VP e QY e(P)=(P|lys) (3.53)

on obtient deux paires d’algébres de Hopf :

Hy = (QY), cone, Lyx, Ay, e,ay) et HY = (QY ), Lyw, Avone, €, ay,), (3.54)
Hew = (QY ), cone, Iy, Ay, e,aw) et HY, = (QY), w, lyx, Avone, €, @ §3.55)

Par le Théoréme 4 de Cartier-Quillen-Milnor-Moore [4], I'algébre de Hopf cocommutative
graduée connexe H ., est isomorphe a l’algébre enveloppante de 1’algébre de Lie et ses
¢léments primitifs notés Prim(H . ) sont égal & Lieg(Y) :

Mo = U(Lieg(YD) et HY = U(LieglY)". (3.56)

Par conséquent, nous introduisons le nouvel alphabet :

Y = {gher = {m¥)}er (3.57)

et on a le Lemme suivant :
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Lemme 7. [/] Soit Prim(Hw) = {Pe Q)| Au(P)=P®1lys + ly= ® P}.
Alors Prim(H ) = Lieg(Y).

de plus

H o
H,

~ U(Prim(Hw))
=~ U(Prim(Hw))"

= U(Lieg(Y)),
~ U(Lieg(Y)".

(3.58)
(3.59)

La base de PBW-Lyndon (II,)yey* pour U(Prim(H . )) est construite récursivement
comme suit [13, 4] :

= m(y)

= [, Thg, n(Y),
= M I siw=00 . 08 0> o> U, byl € Lyn(Y),

siyel,
sile Lyn(Y), et o(0) = (01, 0s),

La multihomogénéité des I, w € Y* autorise la construction d’'une base (£,)yey* de
QY") satisfaisant (¥, | II,) = d,, pour tous u,v € Y*. Cette famille vit dans l’algébre
duale de (Q(Y), conc, Ly«), qui est l’algébre de stuffle (Q(Y ), w, Ly=).

La base duale (3,,)yey* pour U (Prim(H . ))" construite récursivement comme suit [13, 4] :

( Zy
Xy

\

=Y

{s

siyey,
1
Z ays’1+~~~+32241-~2n

L ash st s b0y 2> n€Lyn(Y)

*
(vsy ---ysk)C(ysll o Ygr b1 ln)

sil =ys ---ys, € Lyn(Y),

stw =01 ... 08 0 > ... >,

Nous obtenons la factorisation de Schiitzenberger :

Dy

N
== H €EZ®H£ € HL@H@

LeLyn(Y)

(3.60)

Exemple 14. Pour |a| =4, on a : M(Ys) = {ys, Ysv1, Y3, Y291, Y1Ys, Y1291, Yi¥o, vi -
i) La matrice recherchée N = ({IL, | v))uwvem(vy) €st donnée par

H —
II
1,2

Yiy2 =

I, =

Y1y2y1

Ya

OO OO OO O

Y3 y% ygyf Y1ys  Yr1y2y1 Z/% Y2 yil
-1 =1 1 =1 1 R
2 2 3 2 3 % 4
10 F -1 0 5 0

i} —1 1
0 1 = 0 0 5 1
0 0 1 0 -2 1 0
0 0 0 1 =L S I (3.61)
2 2 3
0 0 0 0 1 -1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1
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i) La matrice recherchée M = (*N)™' = (Su0)upemv) = ((Eu | U))uvemvy) est donnée
par
2 2 2 4
Yo YsYr Yz Y2yn 1Ys Yihpyi Yi1Y2 Yr

Ey4 = 1 0 0 0 0 0 0 0
Ey3y1 = % 1 0 0 0 0 0 0
Y= | L 0o 1 0 0o 0o 0 0
Ey1y3 = 1 1 0 0 1 0 0 0
Eyl?JZyl = % % 1 2 % 1 0 0
2, = = 1 1 1 1 1 1 0
R U T T R R 1 1
Yy 24 6 4 2 6 2 2

3.3.3 Exemple : cas de P’algébre libre et 1’algébre de ¢—stuffle

Soient Y = {y;};>1 un alphabet totalement ordonné par > et g € N.

Définition 18. Soienty,,y; € Y etu,v € Y™, alors nous définissons le produit de g— stuffle
(w ) récursivement comme suit :

1y* U = Utuqu*zu,
(3.63)
Ystw v = Ys(uw qpv) + Y (Ysth @ qv) + qYsre (U w gv).

Exemple 15. yo w (y3y1 = yaysy1 + YsYa¥1 + Y31y + q(ysys + ysy1)-

Ce produit ( w ) est commutatif, associatif et avec unité (1’élément neutre étant le mot
vide : 1y*)
Il admet un coproduit dual qui est un morphisme et qui peut étre défini comme suit :
pour toute lettre y, € Y, on a :

Amq(ly*) == 1y* ® 1y=x=7
Atﬂq(yS) = Ys ® 1Y* + 1Y* ®ys + q Z Ysy ®ys2' (364)

§1+s2=s
et vw:ySlySQ"'yskeY+,Ona(w) :51+32+"'+Sk.
Rappelons que tout mot de Lyndon ¢ € Lyn(Y) (avec | ¢ |= 2) admet une factorisa-

tion standard o(¢) = ({1, l2) et tout mot w € Y* admet aussi une factorisation unique en
produit décroissant de mots de Lyndon :

W= O > >y Uy e Lyn(Y), kyin,dg, - ik € Nayp.

Ces deux factorisations permettent de définir une base (I )y« de algébre libre Q[q](Y")
comme suit :
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Proposition 6. [13, /] Soit Dy la série diagonale sur'Y . Alors
i) log(Dy) = Z w®m(w) = Z 71 (w) @ w,

weY + weyY +

i1) pour tout w € Y, nous avons,

w=Ym N @lueg s uome)m ) om ()

k=1 """ w109, ,u€Y T

1 * *
:ZE Z (W [ v1vg - VT (V1) g+ -+ w7y (V)
k>1

" 1,02, UREY T

(3.65)

-1 k—1
m(w) = Z (=) Z (w | vy g U YUV - - - U (3.66)
En particulier pour tout y, € Y, on a :

ys =Ys+ Z Z Ys1Ysy * " " Ysy (367)

k=2 81+824-+5=s

Lemme 8. [/] Soit Prim(Hw,) = {P € Q[¢KY) | A, (P) = P® lys + 1y« ® P}.
Alors :

i) Prim(Hw,) est stable par le crochet de Lie et par combinaisons linéaires.

it) Y < Prim(Hw,) <= Prim(H ) = LieggY).

Lemme 9. [/] Pour tout we Y™, on a Ay (m(w)) = m(w) @ Lys + 1y« @ m(w).

Remarquons que A ., et Ay, sont des morphismes pour la concaténation. Nous notons
ici que le produit de concaténation est désigné par conc et A,y son coproduit associé par
dualité.

Par conséquent, avec la counité e définie par

VP eQg(Y), e(P)=(P|lyx) (3.68)

on obtient deux paires d’algebres de Hopf :

Hu = (Q[qKY ), cone, Lyx, Ay, e,an) et HY = (QqIKY), W, Lyx, Acone, €, aw )(3.69)

Huw, = (QgKY), conc, 1y+, A ,e,awm,) et Hiy, = (Q[qI<Y), wi g, Ly, Acone, €, (3:70)
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Par le Théoréeme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore [4], I'algébre de Hopf cocommutative
graduée connexe H ., est isomorphe a l'algébre enveloppante de I'algebre de Lie et ses
¢léments primitifs notés Prim(H . ) sont égal a Liegpg(Y) :

IHLU = U(CieQ[q]<Y>) et 'HL\L = U(ﬁie@[q]<Y>)v. (371)
Par conséquent, nous introduisons le nouvel alphabet :
Y = {J}yey = {m¥)}yer (3.72)

et on a le Lemme suivant :
Lemme 10. [/] Soit Prim(H,) = {P € Q[q[Y) | A, (P) = PQlys + 1y« @ P}
Alors Prim(H ) = Lieg<Y).
de plus
Huw = UPrim(Hw,)) =U(LiegylY)), (3.73)
HYy, = UPrim(Hw,))” =U(LiegyY))Y. (3.74)

La base de PBW-Lyndon (Hg))wey* pour U(Prim(H . ,)) est construite récursivement
comme suit [13, 4] :

Hgfﬁ = m(y) siyeY,
Y = Mm@, mi si £ e Lyn(Y), et o(€) = ({1, 0y),

I = @@y () siw =00 0k 0> > 0,0 G e Lyn(Y),

La multihomogénéité des Hq(f,]), w € Y* autorise la construction d’une base (Zg))wey* de
Q[q[(Y) satistaisant (S | TI? = 8, pour tous u, v € Y*. Cette famille vit dans I'algébre
duale de (Q[¢]<Y"),conc, Ly« ), qui est [’algébre de q—stuffle (Q[q]<Y ), w 4, Lyx).

La base duale de la base de PBW-Lyndon (S yey+ pour U(Prim(H..))" est construite
récursivement comme suit [13, 4] :

(E?(Jq) =y - siyeY,

Eﬁq) — Z qZ

q
0 ys’l-‘r"--&-s; Z§1)En
{sll,--- ,s/i}C{.sl,--- Sk 1= 2lneLyn(Y) ’
*
< (ysl---ysk)c(ysrl,---,yS;{@L-“Jn)

sil =ys - ys, € Lyn(Y),

(E&‘i)) B i1 g q(EE?) B giy

(@)
Yow i1l ig] 4 ,
. T
L stw=10"... 08 > ... > U,

Nous obtenons la factorisation de Schiitzenberger :

N
Dy = [ & e wy onu, (3.75)
LeLyn(Y")
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Exemple 16. .
Hz(ﬁ) = .
Hl(/g)yl = Y21 — Y2,

2 2
0y = Ystiys — Lystd — quatdys + Cuoyt — miysye + Tonysy? + W23 — Tolysy? —
2
Yaysy1 + %y%y% + Y2h1y3 + %y%?/:%yl — %y??/:% + qzyil?h;

T o = YsthYols — YsU2yo — SUsyustn — 1ystatn + Nivsynye + SRRy — Yourysyr —
Lytyavnye + Sy eyt + Youtys + iveysyr — Srysyt — yaveniys + 11007y

Egg) = Y1,
Ez(/g) = Y2,

S0 = yatn + Lus,
3
S = Ysyayr + Ysyive + qu? + Lyays + Tys + Lysun,

2 2
- = Ysyryeyn + 2y3y§y% + qysy3 + Ly + Lysys + Sysys + Lyayeyn + Tyays +
aysyt + Sysye + Ly + Ly



Chapitre 4

g—déformation

Résumé : Le but de ce chapitre est de construire une paire de bases en dualité.
Ce chapitre contient trois volets principaux : Dans le premier volet, nous donnons une
contruction des éléments de &,,,,, du produit encouronne de 2 groupes symétriques : (&,,),,
(Définition 23), dans un second volet, nous construisons une base g—analogue de la base
duale de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon (Si(uq))we x* (4.50) et dans le troisiéme
volet, la construction d’une base g—analogue de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon
(P{?) pexs (4.61) telle que (S | PV = 8, Vu,v € X*.

Dans bien des cas, la construction d’'une paire de bases en dualité passe par celle d’une
base duale a partir d’'une base dont on connait certaines propriétés. Nous nous proposons
donc d’étudier les conditions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que
la base duale permette 1’écriture des factorisations. Nous illustrerons ces idées sur des
exemples combinatoires (relatifs a 'algébre de g—shuffle).

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. le Théoréme 7 donne une généralisation du Théoréme 8[37, 38].

2. le Théoréme 9 donne une généralisation des éléments (X% (avec ¢ € Lyn(X), g€ N
et ke NZI)‘

3. le Théoréeme 10 donne une construction récursive des éléments Sl(UQ), we X*.

Ces différents résultats ont été présentés aux séminaires CALIN et aux journées du groupe
de travail Combinatoire et Algébrique 2013 a I’Université Paris-Est(Marne-la-vallée).
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4.1 Construction des éléments de S,,, du produit en-
couronne de 2 groupes symétriques : (6n)m (avec
n,m € Nxp)

Résumeé : Dans cette partie, nous présentons une généralisation du Théoréme 8[37, 38].
Les statistiques de permutation Inv et Crois sont fréquemment utilisées pour obtenir des
g—analogues de résultats classiques. En général, un g—analogue d’un objet a la propriété
que par la spécialisation ¢ = 1, on récupére ’objet original. Bien stir, il y a beaucoup de
g—analogues de n’importe quel objet donné, et il n’y a pas de critéres objectifs pour avoir

ce qui est considéré étre un bon g—analogue. Ici, nous définissons quelques g-analogues
couramment utilisés dans cette thése.

4.1.1 Définitions

Définition 19. Soit n,m € N.
e On pose {m,m+1,m+2,--- ,n} =[m,n| sin=m .
e Le g—analogue de n, noté [nl,, est défini par

[n]y = Z q. (4.1)

O<isn—1

e Le g—analogue de n!, noté [n],!, est défini par

1<ign

e Le q—analogue de la fonction exponentielle, noté e;, est défini par

KRN

1=0

)

I
q'

4.1.2 Le groupe symétrique

Soit n € N3;. On note [1,n] = {1,2,--- ,n}. On rappelle qu'une permutation d’ordre
n est une bijection de [1,n] vers [1, n]. Traditionnellement, on présente une permutation
o sur deux lignes :
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Par convention, nous utilisons plutot 1’écriture en une seule ligne :
o()o(2)---o(i)---0(j)---o(n). (4.4)
Par exemple, la permutation
1 23 45
7712 345 1

s’écrit tout simplement o = o(1)0(2)0(3)o(4)o(5) = 23451.

1. On note alors &,, le groupe des permutations d’ordre n (ou groupe symétrique
d’ordre n). Les éléments de &,, sont appelés permutations. Le cardinal de &,, est n!.

2. Pour tous i, j éléments de [1,n] = {1,2,--- ,n} tels que i < j et o(i) > o(j); le
couple (7, 7) est appelé une inversion de la permutation o € G,,.

3. L’ensemble des inversions de la permutation o € &,,, noté S(o), est défini par

S(o)={G@j)li<j et o(i)>0o())} (4.5)
4. Le nombre d’inversions de la permutation o € G,,, noté Inv(o), est défini par
Inv(o) = #8(0) = #{(i,7) |i<j et o(i)>o(j)}. (4.6)
Exemple 17.
1 2 3 45 1 23 45 1 2 3
T2 345 1°27 (3125 477|132
Inv(m) =4 car l'ensemble des inversions est S(11) = {(1,5),(2,5), (3,5), (4,5)},
Inv(my) = 3 car l'ensemble des inversions est S(m2) = {(1,2),(1,3),(4,5)} et
Inv(ts) =1 car l'ensemble des inversions est S(3) = {(2, 3)}.

Définition 20. On définit un croisement comme une intersection entre deux arcs produite
par une inversion : Elle est construite de la maniére suivante : on associe un sommet a
chaque entier de 1 a n et on les place sur deux lignes, par ordre croissant, de gauche a
droite. On dessine une droite de sommet i au sommet j si et seulement si o(i) = j.

Le nombre de croisements de o0 € G, est évidemment égal au nombre d’inversions de
o€ 6, noté Crois(o) = Inv(o).

Exemple 18. i)
on a : Crois(23451) = 4 car l’ensemble des intersections est S(23451) = {(1,5),(2,5), (3,5), (4,5)}

i1) on a : Crois(31254) = 3 car l’ensemble des intersections est S(31254) = {(1,2), (1, 3), (4,5)}.
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{:1:1 2) (3 4{5\ﬂ5 )
o N \
\ B \
2 3 @ B

Py
f 1
| |
g

A

# croisements : 4

FIGURE 4.1 — Inversions et Croisements

Q2 B @ ®

o A/ ,
ONCRONORG {
# croisements : 3

FIGURE 4.2 — Inversions et Croisements

Définition 21. Soient i,j,m € Nsq. Alors, nous définissons T1(i,7) comme suit :

Ti(6,3) ={L,J) [ Te[i—m+Lim] et  Je[([j—1Dm+1,jim]}
ou{(i—1)ym+1,(i—1)m+2,--- ;im} =[(: — 1)m + 1,im].
Avec la notation précédente, on peut écrire la définission suivante :

Définition 22. Soient i,j,m,n € Noy. Nous définissons To(o) comme suit :

Ta(o) = U T3, 5) avec ce®,

(i,4)€S(0)
Avec la notation précédente, on peut écrire la remarque suivante :

Remarque 4. Soient i,j,m € Nxy. Alors
1) #71(i,7) = m? avec (i,7) € S(o) et 0 € &,,.
2) #T3(0) = m*M avec M = #S8(0).

Exemple 19. Soientn =3, m=2etoc =231€ S3. On a :
S(o) = 8(231) = {(1,3),(2,3)} avec M = #8(c) = 2. Donc :

—) Pour (i,7) = (1,3), on a : T1(1,3) = {(I,J) | I € [1,2] et J € [5,6]} et
71(173) = {(175)7( 76)’( ) ) ( 76)} avec #7-1(1 3) m? = 4.
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—) Pour (i,7) = (2,3), on a : T1(2,3) = {(I,J) | [ € [3,4] et J € [5,6]} et
T1(2,3) ={(3,5),(3,6),(4,5),(4,6)} avec #71(2,3) = m? = 4.
Par conséquent :

To(0) = 2(231) = |4 7'1 5= [ TG0 =TL3)HT23).

(4,5)eS(o (4,7)€S(231)
Tx(0) = To(231) = {(1, ) (1,6),(2,5),(2,6),(3,5),(3,6), (4,5), (4,6)} avec #T5(231) =
m*M = 8.

Définition 23. Soient m,n e Ny;.
Alors, les éléments de S, du produit encouronne de 2 groupes symétriques (Sp,)m
peuvent s’écrire sous la forme :

(Sp)m ={T=7()71(2)---T(nm) € Sy | T(Mmp—m~+k) = mo(p)—m+k,p e [1,n],k e [1,m]}.
(4.9)

Autrement dit :
(G)m ={T7€ 6 | S(1) = T2(0) et ogeB,}. (4.10)

Exemple 20. Pourm =2 etn=3 ona:oc€ Gz et 7€ (S3)2. Donc
o € {123,132,213,231,312,321} et 7 € {123456, 125643, 341256, 345612, 561234, 563412}
avec T € S¢ . Par consequent
S(345612) = T5(231) U 71 (i, 7) W 765 = T1,3) Y Ti(2,3)
ZJ ES (i,7)eS(231)

Par conséquent, nous pouvons écrire le Théoréme suivant :

Théoréme 7. Soient n,m € Ns;. Alors

nu(t nvo‘m2
Z g™ ) = Z gmem? [z =[] g2 = [0 2! (4.11)

TG(Gn)m 0eG,

Pour la preuve de ce Théoréme, nous allons écrire la Proposition et le Théoréme
suivants :

Proposition 7. Soient n,m € N5q. Alors

(Sp)m ={T7€ G | S(T) = T2(0) : Inv(t) = m*Inv(o) et o€ 6,}.
(4.12)
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Preuve : Soient i, j,m € N5;. A partir de la Remarque 4, nous pouvons écrire que :

pour toute inversion (,7) de la permutation o € &,,, on a #7,(i,j) = m?.

Par conséquent : Inv(t) = #8(7) = #7T2(c) = m*Inv(o) pour 7 € (&,),, et 0 € &,,.

O

Théoréme 8. [57, 58] Soit n € Nxy. Alors
Z g™ = [1]q[2]g - -~ [n]q = [n]! (4.13)
oe&,,
Comme Inv(c) = Crois(o) pour o € &, on peut réécrire (4.13) :
Z g = [1]q[2]g - - [n]q = [n]! (4.14)
eSS,

Comme observé dans [37, 38]: comme d’habitude en g—théorie, le coefficient g—multinomial
est donné par

[Cl+02+"'+0n]q!

. 4.15
e el (el 1
Et ici, on a la spécialisation ¢; = ¢y = --- = ¢,, = 1. Par conséquent :
" e+ F eyl
Z qu)( ) — [ 1 ' 2 ' n](i _ [n]q|
oes,, [e1]g![ea]q! - - - [enly!

Preuve du Théoréme 7 : Elle se fait par statistique :
A partir de la définition 23 et la Proposition 7, nous pouvons écrire que :

(Gp)m ={T7€ G | S(1) = T2(0) , Inv(r) = m*Inv(o) et o€ 6,}.

Comme observé dans [37, 38] : comme d’habitude en p—théorie, le coefficient p—multinomial
est donné par

[Cl+02+"'+cn]p!

. 4.16
el el Lo 10
Et ici, on a la spécialisation ¢; = ¢y = -+ = ¢, = 1 et p = ¢"™". Par conséquent :
no(T m2\Inv(o [Cl+c2+”.+cn]m2!
Z g = Z (¢™)! (@) — 1 = [n]qmz! (4.17)

TE(G,L)W 0eG,, [Cl]qm2 ![Cg]me! e [Cn]me!

4.2 Le produit de ¢g—shuffle

Nous présentons dans cette section, le produit de g—shuffle qui est une déformation
intéressante du produit habituel de Cauchy dans K{X).
Nous donnerons une définition formelle de ce produit et de son coproduit.
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4.2.1 Définition et propriétés du produit de g—shuffle

Note 2. Soit w = ajay -+ - a, € X* un mot de longueur |w| = n et I un sous-ensemble de
{1,2,--- ,n} =[1,n].

Sil =, onpose w|I =1xx;sil=1{iy <iyg<---<ig}, on pose w|l =a; ---a;.

Remarque 5. Par définition, si l'on se donne une partition de [1,n], c’est-a-dire p
P

ensembles disjoints Iy, Iy, - - , I, vérifiant L—H I; = [1,n] et les mots w|ly,--- ,w|l,, on
j=1

retrouve naturellement w et n = ny +ng + - -+ + n, avec |I;| = n;, pour tout j € [1,p].

Exemple 21. Si X = {a,b, ¢},
I ={1,3,4}, I, = {2,7,9} , I3 = {5,6,8} avec w|l; = abc, w|ly = bea, w|l3 = cab,
alors, on retrouve w = abbccacba.

Si l'on se donne p mots de longueur n;, i € [1,p], on peut définir leur shuffle d'une
maniére pratique.
On marque ny +ng + - - - +n,, places sur une droite. On choisit d’abord n; places arbitrai-
rement, on y place les lettres du mot u; de gauche & droite, c’est-a-dire les unes apres les
autres.
On fait de méme pour ug, uz jusqu’a u, en utilisant les places restantes. On a donc construit
un mot de longueur n = ny +ng + - - - +ny, noté w(ly, -+, Iy;ujug - - - up,) ot I; désigne le
sous-ensemble de [1,n] de places choisies pour situer les lettres du mot obtenu.
A la ligne, en parcourant toutes les places possibles de cette fagon et en effectuant la
somme de tous les mots ainsi obtenus, on obtient ce que ’on appelle le produit de shuffle
des mots uy, -+, up.
Maintenant, on se donne la définition du produit de shuffle :

Définition 24. (Le shuffle des mots : voir (3.31) ). Soient uy,--- ,u, € X* des mots de
longueur n;, i € [1,p]. Leur shuffle est un polynome de N(X) défini par

Uy W ug LU - - - LWy, = Zw(ll,--- Lo urug - uy). (4.18)
ot w(ly, -+, Lyyuiug - --up) = {we X* | Vje[l,p],w|; =u;}.

En insérant une puissance indéterminée g € K dans la définition du produit de shuffle
(4.18), on obtient une déformation intéressante, qui se révéle étre un cas particulier d’une
construction de [17]. Nous pouvons écrire la définition suivante :

Définition 25. (Le q—shuffle des mots ). Soient uy,--- ,u, € X* des mots de longueur
n;, i € [1,p]. Leur q—shuffle est un polynéme de N[q|(X) défini par
Uy LW ug LWy -+ - Wy upy = Z qI"”(Il""'Ip)w(Il, s Dy ugug - - uy). (4.19)

ot w(ly, -, Lyyuiug - --u,) = {fwe X* | Vje [L,pl,w|l; =u;} et 1Ir---1,€S,.
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Exemple 22. Soit X = {a,b,c,d}.

i) Pour u; = ab et uy = cd, on a :

uy LW, ug = abed + qachd + q*acdb + ¢*cabd + ¢*cadb + q*cdab.
i1) Pour uy = aab et uy = ab, on a :

uy Wy ug = (1 + ¢* + ¢°)aabab + (¢ + 2¢* + 2¢* + ¢*)aaabb + ¢®abaab.
Remarque 6. Avec la notation précédente, la somme contient M,L'np, termes.

Cette opération (LU,) interpole entre le produit de concaténation (pour ¢ = 0) et le
produit de shuffle (pour ¢ = 1).

Définition 26. Soient a,b e X et w,u,v € X*. Le produit de q—shuffle est défini récur-
swement par :

{ 1y Ly w = wlly 1y =w, <420)

(au) i, (bv) = alu i, bv) + ¢d™blau L, v),

Proposition 8. Si |X| > 2, alors le produit de g—shuffle (L) est commutatif si et
seulement si g = 1.

Preuve : Soit a,be X. On a :
alW,b—bw,a=(1-q)(ab— ba).

]

Proposition 9. Le produit de q—shuffle (LL,) est associatif.

Preuve : On fait une démonstration par récurrence sur la somme des longueurs | u |,
|v|et|w]:
i) 1x= Wy u = ull, 1x+ = u par définition.
i1) Supposons que pour tous u, v et w de X* tels que | u | + | v | + | w |< n, on ait
(u W, v) W, w = u L, (v, w).
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i11) Soient u,v,w e X* tels que |u |+ | v |+ |w|=n—1 et soient a,b,ce X. On a
(au L, bu) W, cw =a(u W, bv) W, cw + ¢“b(au L, v) W, cw
= a((u Wy, bv) W, cw) + ¢ e(a(u w, b) W, w)
+ ¢ b((au Wy v) Wy, cw) + ¢l w, v) W, w)
= a(u Wy, (bv wy, cw)) + ¢ e(a(u w, b) w, w)
+ ¢ (a1, (v, cw)) + ¢ HPle(b(au L, v) L, w)
= a(u Wy, b(v Wy, cw)) + ¢*la(u wy, c(bv Wy, w)) + ¢ (o (u w, ) w, w)
+ gl*b(au L, (v, cw)) + @ Hle(blau W, v) W, w)
= a(u Wy, b(v Wy cw)) + ¢*la(u wy, c(bv w, w)) + ¢*b(au W, (v, cw))
+ gl e ((qu o, bo) W, w)
= a(u Wy, b(v W, cw)) + ¢*b(au Wy, (v, cw)) + ¢*la(u w, c(bv W, w))
+ gl (g g, (b W, w))
= au W, (bv LW, cw)
(4.21)
o
Nous allons donner une démonstration "alternative" avec les dérivations (voir [17]) : pour

u,v € X* et x € X, on définit la g—dérivation comme suit :

0%(e) =0, 0%(y) = 0y €t 0%(uv) = 0% (u)v + ¢l (v).

Remarque 7. [17] Le g—shuffle (L,) est la seule loi graduée telle que les x;' = 0; soient
des q—dérivations.

Proposition 10. Soient u,v e X* et x € X. Alors,

Ixs Wgu=ullylxx =u
e Huw, v) = 27 u) Wy v+ ¢, 27 w)

Proof : Pour zy, v, 7; € X et u,v € X*, ona:x;, ' (vu) = 2, ' (z)u, v, (zu) W z0 =
z (@) u L, 20 et zu W, ), (z0) = 2w, o (25)v.

a (o Wy 20) =2 (s (u Wy 250) + ¢ (v w, v)
= a5 (wi(u Wy z0)) + q|xiu‘xlzl($j(xiu Ly v))
;) (u Wy 250) + ¢ e (25) (g Ly v)

Wy 250 4+ ¢z, () (2w Wy, v)

-1

|l
_mk it

=Ty (
=Ty 1(372“)
(wu) Wy x50 + ¢5 " 20 0, x,;l(xj)v
Haiu)

, |zsul .. L
=z, L, 20 + ¢y x, (xv)

Z

(4.22)
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O
Proposition 11. Soient u,v,w € X* et x5, 2;,x;,x, € X. Alors
oot (vou iy z50) W, pw) = 23t (20 Wy, (250 W, 2w0)) (4.23)

Preuve :

ity w250 Wy 27 (@)

27t ((vou Wy 250) Wy, vpw) =27 (20 Wy 50) W, 230 + g
= (27 () Wy, 250) Wy 2w + ¢ (2w 27 (20) Wy 2w
+ gl el g g 20wy 2 (epw)
= 2, (wu) Wy (0 Wy zpw) + ¢y, (o) (20) Wy, 2pw)
+ gl e g, (20 Wy ) (aw))
= 27 () Wy, (vj0 Wy 2pw) + ¢, 27 (20 W, zw)
=z, (z;u W, (20 W, 2w0))

(4.24)

]

On a bien défini le shuffle (W) et le g—shuffle (L;) des mots (X*); maintenant, on va
prolonger cette notion a K(X) et K{(X)) par p—linéariteé.

K{X) désigne I’ensemble des polyndémes non-commutatifs et K{(X)) désigne I'ensemble
des séries formelles non-commutatives correspondantes.

Définition 27. Soit (P, Py, -~ ,P,) e K(X) , ot pe Naj.
En notant P; = Z (P; | uiyu;, on définit Py W, Py, --- L, P, par :

'u,iEX*

p
Plu_quQLL’q"'LquPp: Z (H<PZ-|ui>)u1|_|_|qu2|_|_lq---|_|_lqup. (425)

ul,ug ,up€X* i=1

Remarque 8. Chaque P; est une somme finie. La derniere expression est donc bien
une somme finie c’est-a-dire appartenant a K(X). Donc ce prolongement du produit de
qg—shuffle par p—linéarité a bien un sens.

Remarque 9. Dans le cas ou les séries formelles S; € KX )), la définition est identique
sauf que la somme est infinie.

Lemme 11. Soit uy,ug, - ,u, € X* , ot pe Nyy. Alors :
supp(uy Wy ug LW, - - - LW, up) = supp(ug W ug LU - - - L u,).
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Preuve : Posons :
supp(uy LWy ug Wy -+ Wy uy) = {v € X* | (ug Wy ug Wy -+ Wy up | v) = a, # 0} et

supp(uy Wug W -+ - Wuy,) = {ue X* | (ug Wug W --- W, | uy = p, # 0}.

a, € N[g] alors on peut écrire que a, = a,(q) = Z a;q’ ott a; € N pour 0 < j < d.

0<j<d

I1 nous suffit de montrer que a,(q) # 0 si et seulement si o, (1) # 0.
a) Supposons que a, (1) # 0 alors le polynoéme «,(¢q) n’est pas identiquement nul.

b) Supposons que a,(q) # 0, a,(q) = Z a;q’, a; =0 et ag > 0.

0<j<d

a,(1) = Z a; = aqg > 0.

o<j<d

De plus, supp(uq W, ug Wy -+ Wy uy) = {u e X* | (ug Wy ug Wy -+ Wy u, | uy # 0} ={ue
X* | (ug Wug -+~ Wy, | uy # 0} = supp(uy LU ug LU - - - LU uy).

]

Le produit de g—shuffle peut étre considéré comme une application bilinéaire sur N[¢](X )
(L, : X7 x X7 — N[gl(X)).

Grace a la propriété universelle du produit tensoriel, on peut ’écrire comme

shq : N[g[(X) @ N[¢[<X) — N[g[(X).

Corollaire 2. (Q(X),,, Lx«) est une algébre non commutative (si q # 1 et |X| = 2) et
associative avec unité. (QU(X)), Wy, Lx+) aussi.

4.2.2 Définition et propriétés du coproduit de L,

Soit Ay, le coproduit du produit de g—shufHle (LL,).
Nous allons définir A, comme suit : Comme déja observé dans [17], nous pouvons écrire
la définition suivante :

Définition 28. Soit n € No,. Alors

Ay (12--m) = > ™M@ (4.26)
IYJ=[1,n]

A partir de cette définition, nous pouvons écrire la Proposition suivante :

Proposition 12. Soit we X* . Alors

Ay,(w) = > g™ DulI @l (4.27)
Iy J=[1,]w[]
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ot w|l et w|J sont des sous-mots de w e X* .

Pour démontrer cette Proposition, nous allons écrire et démontrer les Lemmes suivants.

Lemme 12. Soit xgys une loi et son dual Agys.

Posons Agps(w) = Z "IN I @ w|J ot w e X*. Alors
1= ]
{ Ix* *prs w = w*grps lx* = w, (4.28)
(au) *rs () = a(u*gus () + ¢@b((aw) *rus v). '

ou a,be X et u,ve X*.

Preuve : On peut dire que Agys(w) est multihomogene.
Soient a,be X et u,ve X*.
Posons que :I' = [ —{1} et J' = J — {1} avec w|I' = w[{ — {1}] et w|J" = w[J — {1}]. On
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peut écrire que :

au *gps bv = Z {au *pys bv | wiw
weX *

— Z {au @ bv | Args(w)yw

weX *

= Z ( Z "D I @ w|J | au® bvdw

weX* Il J=[1|uwl]

— Z Z qlnv(l.J)<w|[ Qw|J | au® bvyw

weX* I'yYJ=[1,|w[]
1€l

+ Z Z qlnv(I.J)<w|[®w|J | au @ budw

weX * IEfJle[[l,\wI]]

= Z Z qInU(I'J)<aw1[I —{1}] ® aw|J | au ® bvyaw,

w=aw1€X* IlYJ=[1,|w|]
lel

+ > S D ws| I @ bws[T — {1)] | au @ budbws

w=bwoeX* IlYJ=[1,|w]|]
leJ

— Z Z qInU(I’_J)<aw1|[/ ® aw1|J | - ® b'U>Cl’LU1

w=aw1EX* I' Y J=[2,|wl|]
1el

Z qm 2 qInU(I.J)<bw2|[ ® bU}Q|JI | au® bv>bw2

w=bwoeX* I J'=[2,|w|]
1eJ

= qQ Z Z qln’U(]’,J)<aw1|]l®w1|J | u®bv>w1

Wi €X* I J=[2 ]

) Z gl Z ¢ (g | T @ bws| J' | au @ vhw,

waEX* Il =2 [uwl]

_l’_

= a(u*grs bv) + ¢“b(au *ps v)
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W *RHS 1)(* = Z <U} *RHS 1X* | u>u
ue X *

= Z <w®1x* | ARHs(U)>U
ueX*

= Z { Z ¢ EDY T @ulT | w® 1x#Hu
ueX* Ty J=[1,lw|]

= Z Z "IN T @u|T | w @ LysHu

ueX* IlH J=[1,|wl]

=YY U wald | Ly

ueX* Ild J=[1,|wl]

= D> D "I | wy(dxs | Lxew

u=weX* I=[1,|w|]
I

=w

De méme 1x* xpgg w = w.

]

Lemme 13. Soient x1 et x5 deux lois et leurs lois duales respectives Ay et Ag.
St %1 = %o, alors on a : A1 = As.

Preuve : Supposons x; = x5 et montrons que A; = A, : Soit we X*

Aj(w) = Z Aj(w) | u@vyu@u

= Z (w | u* vyu®u

u,veX *

= Z (w | urvyu@u
= Z QAg(w) | u®viyu@v
= Ay(w)
(4.29)

m]

Nous pouvons maintenant donner une preuve de la Proposition 12.

Preuve de la Proposition 12 : A partir des Lemmes 12,13, on peut supposer que
*rHS = LWg. Par conséquent ARHS = Al_uq‘

O

Maintenant, on peut écrire que :

Ay, - QIgKX) — Q[¢KX) @ Q[gKX).
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Soient w,u,v e X* on a: (Ay, (w) | u®v) = (w | ull,v) et
Ay, (w) = Zumex*@) | w L, vyu®v.

D’ou le calcul de Ay, (1x+) et de Ay, (a) siae X :

1Siu=1)(* etvzlx*
0 sinon

<ALLIq(1X*) | U®U> = <1x* |’LL|_|_|q 1}> = {

Donc Amq(lX*) = 1)(* ® 1)(*.

lsiu=aetv=1xx
Ay, (a) lu@uvy ={a|uw,v) = lsiu=1xxetv=a
0 sinon

Donc Ay, (a) = a®1x+ + 1xx ®a.
Exemple 23. Ay, (ab) = ab®@ 1x+ + 1x+ @ ab+a® b+ gb @ a.

Voici une réécriture du coproduit du produit de g—shuffie :
Soient p > 2 un entier et Aﬁﬂ)q_l) : Q¢l{X) — Q[q]{X)®P ou chaque tenseur a p facteurs
et ASZ = Ay,. On peut écrire la Proposition suivante :
Proposition 13. Soient w e X* et pe Nxg, on a :

Aﬁi—l)(w)z Z (w | ug Wy ug Wy -+ Wy Uy @ -+ @ 1y,

UL,U2, e Up€EX *
_ Z qfnl)([1n~~.1—p)w|ll®w|l2®___®w|lp
p
7=1
(4.30)

avec n = |w].
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Preuve : Posons w|l; = w(lj;uqus - - - up,) pour j € [1, p]. Soit ug, ug, -+ ,u, € X*, on
a:
Ino(ly. I
Uy Wy Ug Ly - - - Uy Uy = Z g ) (I L s - )

1, = 101

j=1

Alors

Z (w | ug Wy ug Wy -+ - Wy up)ty @ - - - @ uy

uy,ug, - upeX*

Z <w | Z qlnv(ll.-n.Ip),w([17

7[p;u1u2...up)>u1®...®up
UL, U2, UpEXF p

L =11n]

7=1

D D M R

U, U2, upeX* P
1 =101n]
Jj=1

.. ’]p;u1u2...up)>u1®...®up

Les sommes ci-dessus sont des sommes finies, ce qui explique que 'on puisse échanger

I'ordre de sommation. Quand [, j € [1, p] sont fixés, le seul cas ou {w | w(ly, -, L;ujug -+ - up))
n’est pas Zéro est u; = w|l;.

Z (w | uy Wy ug Wy -+ Wy upptg Q- - @ u,y

uy,u2, - upeX*

Z qlnv(l1~"'~1p)w|[1®'w|]2®"'®w|[p

Ij = ﬂl,nﬂ

p
=1

J
m]

Corollaire 3. Soient we X* et pe Nuy, on a :

AT = Y
uy,u2, - upeX*

(w | w Wug W - - Wupu @ -+ Qu,

p
Iy = [1,n]
=1

J

(4.31)
ot w|l; = w(l;;uug - --uy,) pour j € |1, p]
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Par exemple, si p =2, on a :
Ay, (abb) = (¢+¢)b@ab+ (14 q)ab® b+ a @ bb + ¢*bb @ a.

On voit bien que dans cet exemple que le coefficient de u ® v est égal au coefficient
de w = abb dans v L, v.

Proposition 14. (Q[¢](X), A, Lx+) est une cogebre.

Preuve : Coassociativité de A,,. On a :

(A, ®id)A,, (w) = Z (A, ®id)(w | u g vyu@v

u,vEX ¥

- 2 (w | wg v)Ay, (u) Qv

u,VEX *

= Z (w | wi, v) Z Cu | ug Wy ugyuy @ us @ v

u,vEX * uy,ug€ X *

= Z (w | uy Wy ug Wy v)u; @ us ® v

u1,u2,VEX*

(4.32)
De méme
(1d @ A, ) A, (W) = X2 01 wpex+ (W | U Ly U1 LW 02)u @ 1 ® v
C’est donc la méme chose, aux indices muets de sommation pres.
Counité de A,,,. On a: e: Q[¢[<X) — Q[q]
(id®e)Ay, (w) = Z (ld®@e)}w | ul, v)uv
u,vEX *
= Z (w | v, vyu®e(v)
u,veX *
(4.33)

Posons

Osiv#e
() = aluwyoy=f %07
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ainsi 6(5) = <S | 1X*>

Donec les termes de la somme sont nuls si v # €.

(i[d®e)Ay,(w) =<{w [ w1 = w 1.

m}

La preuve est identique pour 1’égalité symétrique.

Q[¢]{X) muni de l'addition, de la multiplication par un scalaire et du coproduit de dé-
composition Ay, a une structure de cogebre, appelée cogebre de décomposition.

4.2.3 Relation entre LI et L,

Rappelons que le produit de g—shuffle (L) est l'interpolation entre le produit de
concaténation (pour ¢ = 0) et le produit de shuffle L (pour ¢ = 1). Le but de cette partie
est de construire des liens existants entre le L et L.

Dans tout au long de ce document, nous dirons qu'un mot w est un shuffle de u et
de v si w e u v (c’est-a-dire w € supp(u LU v)). Par exemple, on a :
ab LW ab = 2abab + 4aabb.

e abab € abLu ab :on dira que abab est un shuffle de ab et de ab (ou abab € supp(abLu ab)).
e aabb € abLuab : on dira que aabb est un shuffle de ab et de ab (ou aabb € supp(abLuab)).

A partir de 'exemple 20 et 1'équation (4.4), nous pouvons écrire la définition suivante :
Définition 29. Notons K(X), le sous-espace de K(X) engendré par les mots de longueur
n. Un action & droite du groupe symétrique S,, sur K(X),, est définie par

(W;)o = Wo(s; ie[1,n] (4.34)

pour tout mot w de longueur n, ot w; représente la i*™¢ lettre de w. De fagon équivalente,
W = a1as - - - Gy, NOUS AVONS

(w)o = (a1az -+ )0 = Go(1)0o(2) - * - Ao(n)- (4.35)
(4.36)

Cette action a droite de &,, sur les mots de longueur n s’étend par linéarité a une
action de l'algebre de groupe K&,, sur K{X),.

Exemple 24. Soient v = ajaqsa3 et u = abab = aiasazay.
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(1) Pour o =213, on a : (v)o = (a1a203)213 = x(1)0r(2)0e(3) = A20103,

(1) Pour o = 3124, on a : (u)o = (abab)3124 = Gy(1)00(2)0x(3)de(s) = A3010204 = aabb.

(¢4i) Pour ay =a3=a etag=a4 =0, on a :

Z (abab)o = Z g (1) Ao (2) Ao(3) Qo(4)

o€12W34 o€el2w34
= (abab)1234 + (abab)1324 + (abab)1342
+ (abab)3124 + (abab)3142 + (abab)3412
= Q1020304 + A1A30204 + Q1030409
+ 3010904 + A3A10402 + Q3040102
= 2(ab)* + 4aabb

(4.37)
Définition 30. Soient m,k € N5;.
Le k—ieme shuffle décalé de [1...m], noté [1..m]*, est défini par :
[L.m]™ =1.mwm+1.2mw2m+1..3mw---w(k—1m+1.km.  (4.38)
Exemple 25. [12]7? = 121134 = 1234 + 1324 + 1342 + 3124 + 3142 + 3412.
Lemme 14. Soient m,k € N5y. Alors
[Lm]™ = > n+ > n (4.39)
T1E(6k)m ‘rge[l---m]mk
T2¢(S)m
Preuve : Soient uq,us, -+ ,ur € X+ de longueurs respectifs ny, ng, -, ny
et n =mny+no+---+ni. Le polynéme uq Liug LU - - - L uy est la somme de m!---!nk! termes de
longueur n. Siny =ng = --- = ny, al =nk. O t écri nl_ _ (mb)
: 1 9 k, alors on a n = nyk. On peut écrire que ;7 = T
De plus m!f!nk! = EE{?,: = k! + R ou R € Ny et sachant que le cardinal de (&y),, est k!.

]

Lemme 15. Soient u, ve X* . Alors
(i) u v = Z (uv)o.
oL JulJuf|ul+1--|ul+|v]
(1) u g, v = Z "™ (uw)o.
o€[1-[ulJf|ul+1-[u|+[v]]
ol o € 6|u|+‘v‘.
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Preuve : (i) Posons uv = ajas - - - ajy|+[y- A partir de la Définition 29 et de I'Exemple
24, nous pouvons écrire que :

ulv = 2 (w)o = ) (1) o(2)0o(3) ** * Qojul +]o))-
o€[LeufJwflul+1-|ul+(v] o€[1[ufJuwflul+1-|u|+|v]]
(4.40)
(ii) Posons uv = ajag - - apuj+jy)- A partir de la Définition 29 et de 'Exemple 24, nous
pouvons écrire que :

ulllgy = > ¢ (uv)o = > """ (1) 0(2)00(3) -+ o(ful+ )
o[ [u[Jwl|u]+1-|u|+v]] o€l [ulJuflu|+1-[u|+[v]

(4.41)

Exemple 26. u = ab, v = ab et uv = abab = ajasazay (avec a3 = a3 = a et ay = ay = b).
u Wy u = abl, ab
= Z 0" (1) A (2)Cr(3) T (1)
oel2w34

_ qu)(1234)
+ qlnv(3124)
= abab + qaabb + ¢*aabb
+ ¢*aabb + ¢3aabb + ¢*abab
= (14 ¢")(ab)* + (q + 2¢* + ¢°)aabb

Inv(1324) Inv(1342)

1020304 + ¢ 1030402

Inv(3142)

1030204 + ¢

Inv(3412)

a3a1G2a4 + ¢ aza164as + ¢ a3a4a1 02

(4.42)

Remarque 10. Soient a € N&) et X = a{'a$?---a% avec a1 < ag < ---a, € X et
n,ay, Qg, - - 7aneN>1-
i) supp(alt Wag? W ---wal) ={we X* | {aP* Wad? Ww---wad | w)y # 0}.

it) M(X*) = supp(af* W ay? L --- L al™).

Exemple 27. Soit X* = a?b? avec X = {a < b} et a = (2,2). On a :
a? W b? = a®b? + abab + ab*a + ba®b + baba + b*a® et

supp(a® LW b?) = {a®b?, abab, ab*a, ba®b, baba, b*a*},

M (a?V?) = {a?b?, abab, ab’a, bab, baba, b?a?}.

4.3 Construction récursive des SZ(UQ), we X"

Résumé : Dans cette partie, nous présentons une généralisation des éléments ¢*a*
(avec £ € Lyn(X), g € Net k € N5j) et une construction récursive de la famille (Sﬁ?))weX*.
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La famille (S’I(Uq))we x* est en fait définie par la méme relation de récurrence que la famille

(Sw)wex* que nous avons considéré plus haut (3.32).

4.3.1 Caractérisation des éléments (%" (avec £ e Lyn(X), ge N et
ke N;l)

Les éléments % sont caractérisés par le Théoréme suivant :

Théoréme 9. Soient a € N (e Lyn(X) et ke N> 1. Alors

ek _ Z q|€|2lnv(a)€k+ Z 5u(q)u (4.43)
7 o

ot Bu(q) = (" | u) € N[q].
Pour la preuve de ce Théoréme, nous allons écrire la Proposition suivante :

Proposition 15. Soient £ € Lyn(X) et a e N,
(i) Posons ("F = (£)2* = ¢wi---wil. Alors
—

k fois
= 3 (Pye =R+ Y Bu(Lu (4.44)

oe[1--|¢] Tk u<th
u,[kEXQ

ot B,(1) = (4% | uy e N.

(i1) supp(£+*) = supp(£+*).

Preuve : Posons (¥ = ajas - - - apn) avec a; € X pour 1 < i < [0F] = k|{|

(i) A partir de la Définition 23, Lemme 15 et aux équations (4.38) et (4.39) , on peut
écrire que :
E = Z (M1 = Z Uo(1)0o(2) " * * Q(er)) AVEC T € Sy

re[ 1]k re[1 ||k
Par conséquent :
D D (i T S (s L S (4 £

TE[1--| €]k Tle(gk)|2| ro€[1--- €] Tk

m28(Sk )|

et sachant que le cardinal de (&) est k!.
Or un théoréme di & C.Reutenaeur [1, 2, 3] assure que (% = kl/% + Z Bu(1)u.

u<tk
u,lkEXo‘

(1) Posons :
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supp(£Pe*) = {v e X* | ((M* | v) = v, # 0} et supp(fF) = {ue X* | (" | u) = p, # 0}.

«, € N[¢] alors on peut écrire que «, = a,(q) = Z a;q’ ott aj € N pour 0 < j < d.
o<j<d

Il nous suffit de montrer que «,(q) # 0 si et seulement si a, (1) # 0.

a) Supposons que a,(1) # 0 alors le polynéme «,(q) n’est pas identiquement nul.

b) Supposons que a,(q) # 0, a,(q) = Z a;q’, a; =0 et ag > 0.

0<j<d
Z a; =aq>0.
0<j<d
De plus, supp({t*) = {u e X* | (% | uy # 0} = {ue X* | {9 | u) # 0} = supp({F)
et
maz(supp((+e*)) = (F = max(supp((*F)).

]

Preuve du Théoréme 9 : Posons ek = (/)b = (11, -1, 0 :
—_—
k fois
A partir de la Définition 23, du Lemme 15, Théoréme 7 et aux équations (4.38) et (4.39) :

on peut écrire que :

ok — Z qlnv(T) (€k>7_ — Z qlnv(n)(glc),rl + Z qInU(TQ)(lk)TQ

Te[1---|€[] Tk (&) To€[1---|¢|] Lk
m28(Sk)|e|

sachant que le cardinal de (&y)|q est k!
On effectue des récurrences sur k :

> Pour k =1, on a : £ W, 1x+ = 1l¢ par définition.

> Pour £k = 2, on a :

2 ¢
(92 = (1, 0 = (14 ¢1F)( Z Bu (@)Ur = [2] e2!(£) Z Bu, (g
Uy <£2, Uy <02
Up.02exa Up,02ex

ot By, (q) = (¢4 | Ur) € N[q].
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> Pour k=3, on a:

(Y93 =(0 1, 0) Wy, !

= ( +q|€| £2 Z ﬁU1 1 I—I—lqg

Uy <£2,

Up.02exo
= (1+¢).(¢ + > Bu(g)Uiw, ¢

Uy <2
Uy £2ex
2 2 2
=1+ ¢+ + N0+ > Burn(Q)Us
<03
UQU;%EXQ
= [1] e [2] 02 [3] a2 (0)° + Z Bu, (@) U2
U <3
Ug, 3eX™
= [3] 42! () Z B, (q (4.45)
U2<[3
Uy, t3eXx ™

ot By, (q) = 47 | Ur), Bu,(q) = {47 | Uy € N[q].

Supposons que l'égalité est vraie a l'ordre £ — 1 et vérifions qu’elle est varie a I'ordre
k ,ona:

(MR = (0, 0w, 0y -, £) Ly, £

= | [1] e [2] a2 -+ [k — 1]qm2(€)k71 + Z Bu (@)U [g ¢

Uy <(0)k—1
Uy, ()k—lexa

= [ [2] ep - - Tk = 1 e (O g £+ Z Bu (@)U g ¢
Uy <(e)k—1
Uy, (0)k—lexa

= [ 2 [2] e - - - K] e (OF + Z Bu,(q)Uz

Uy <(£)k
Us,(£)kex ™
:[k]q\a?!(f)kJr Z Bu, (U2
Uy <(£)k
Ug,(£)kex

(4.46)
ot By, (q) = L4+ 1| Ur), Bu,(q) = (2" | Uz) € Nq].

O
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Exemple 28. (i) Pour w = ({)> = (ab)? = abab = ajasazay avec a; = az = a et
g = Ay = b.

(ab)*? = Z (abab).c

oe[12]T?

Z Uo(1)o(2) %0 (3) Ao (4)

o€el234
= (abab).1234 + (abab).1324 + (abab).1342
+ (abab).3124 + (abab).3142 + (abab).3412
= 1020304 + Q1030204 + A1A30409
+ asaiasay + A3a1a409 + 3040102
= 2(ab)? + 4aabb
(4.47)

(i) Pour w = (£)* = (ab)?® = abab = ajasaza, avec a; = az = a et ay = a4 = b.

(ab)*e? = Z ¢ (abab).o

o€[12] m?

Z 0" @, (100 (2) 00 (3) Ao (a)
oel2u134
_ qlnv(1234)

+ qlnv(3124)

a1a9a3ay + qlnv(1324) Inv(1342)

Inv(3142)

1030204 + ¢
Inv(3412)

1430402
asa1a904 + ¢q
= abab + qaabb + ¢*aabb

+ ¢*aabb + ¢>aabb + ¢*abab

= (1+¢")(ab)® + (q + 2¢* + ¢*)aabb
= [2],2!(ab)? + (¢ + 2¢* + ¢*)aabb

aza1a4a3 + q a3a4a1 a2

(4.48)

4.3.2 Construction récursive des SZ(UQ), we X"

La construction des éléments Sz(uq), w € X* est 'un des objectifs principaux de cette
thése. Elles sont en fait définie par la méme relation récurrence que les S,,, w € X*. Pour
cela rappelons la construction des S,,, w € X* (3.32) dans [1, 2, 3] :

w si |w| = 1xx ;

aSy si w = au et w € Lyn(X) ;
NI siow=1< b4 > > e Lyn(X)
AR 7

kailai%”' aik’ € NZI-
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Le Théoréme suivant nous donne la construction récursive des Sl(uq), we X*:

Théoréme 10. Soit w e X*. Alors

W St lw| = 1x+ ;
aS® s1 w=au et we Lyn(X) ;
(@) _ A : :
Sw = (Sélq))qul |—|—|q "'I_I_Iq (Sé:))'—uqlk . 611 .. ﬁkk
AT si w=< > >l e Lyn(X)
g q\é1\2' e Lk qlékp' k7i17i27 T 7/L.l€ € N21'

(4.50)

Pour la preuve de ce Théoréme, nous allons écrire la Proposition suivante :

Proposition 16. Soient o € NX) et w = (11052 - - 0% avec ; > by > --- > {, € Lyn(X),
k,il,ig, cee L0 € N)l. Alors

. e ST e AT ol

(Z) Qw: ! i12!i2!~~~ik! - =w+ Z 5u(1)u
u<w
u,WweX

0t Fu(1) = (Qu |u)eN .

gty Lgig LWgig
(i6) Q) = P = w+ Y, Ao

| I... !
[Zl]q|gl|2 -[7'2](1‘132‘2 : ['Lk]q‘ekp !

ot Bu(q) = Q' | uy e Q7 (q) .

u<w
u,weX

(idi) supp(Qu) = supp(Q).

Preuve : (i) A partir de la Proposition 15 , on peut écrire que : pour tous ¢; € Lyn(X),
je[l,k] ona: éwij = 4;1(€;) + Zv <(t)' cy; (1)v; avec ¢, (1) = <€Ju~nj | v;).
Les coeflicients du support du polynoéme P ey - Ezm’“ sont des entiers naturels
tous divisible par i;liy! - - -i}! et €102 él’“ apparait dans ce polynome.

E‘iUil UL ggJZQ L -~ - LU Ezﬂk = 41lig! - dg ) g“ . glk + Z (451)

u<w
u,weX

De plus, en divisant (4.51) par i1lis! - - - i;!, on obtient Q.
(it) A partir de la Proposition 15 et le Théoréme 9, on peut écrire que : pour tous ¢; €

Cyn(X), g e [LkJona: 6 = [i}] 12 V()5 +3, s oo, (a)0y avec e, (q) = & | )
et <€|i|Jq11 |_|_|q gSJqQ |_|_|q ftt |_|_|q g::JqZk | g? 62, > — ['ll]qwl‘Q! * [ik]q‘gkp!. DOHC, on a .

G g 5 g g £ =[] e [kl e - G+ Y Gulgu (4.52)

u<w
u,weX
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De plus, en divisant (4.52) par [il]q|e1|2! e [z'k]qwz!, on obtient Q.
ou 0.,(¢) € N[q].

(111) A partir de la Proposition 15 et le Théoréme 9, on peut écrire que supp((**) =
supp(£e*) pour k € Nzi. De plus (64" w6, wi---w 4 | uy = f,(1) € N et
L Wy 0y Wy -+ g 6, | u) = Bu(q) € N]q]. A ‘ .

Par conséquent les polynomes M L 057 - - - L€, et 077 Wg £y ™ Wy -+ L £, ont
les mémes supports : supp(£7 W6y Wi - - W 6™ ) = supp(6," Wiy by "2 W, - - 1, 6, ).
Par conséquent supp(Q.,) = supp( §3)).

m]

Preuve du Théoréme 10 : Les S&q) sont en fait définie par la méme relation récurrence
que les S,,, w € X*. Les Propositions 15, 16 et le Théoréme 9 justifient I'expression de la
formule des Sl(,?), we X* .

]

Exemple 29. Soient X = {a < b}, X* = a®b® et M(X®) = {aabb < abab < abba <
baab < baba < bbaa} l'ensemble de tous les mots multihomogénes de multidegré o = (2,2).
Nous avons successivement :

S\ = a®b ;

g2
5@ _ Sa
abab 1+q4
1 q+2¢+¢
= T q4 (ab LLg CLb) = abab + Wasz ;

Ségia = ab? L, @
= (¢* + ¢*)a*b* + ab®a + qabab ;
Sy, = b, a?b
= ba’b + qabab + (¢* + ¢*)a*V? ;
S — b, ab, a
= (¢° +2¢* + ¢*)a*b* + (¢* + 2¢*)abab + (q + ¢*)ba*b + (¢ + ¢*)ab*a + baba ;
Sl_qu Sl_uq2
b a
|_qu
1+gq 1+¢q
= b%a® + ¢*a®V* + ¢*ba’b + ¢*ab*a + ¢Pabab + gbaba.

s -

(4.53)



4.3. CONSTRUCTION RECURSIVE DES S{%, W e X* - 75-

La matrice N = (<S£q) | V))uvexe recherchée est donc :

a’b? abab ab’a  ba’b  baba b*a®
S, = 1 0 0 0 0 0
s, o[ e 0 0 0 0 o
S| oo o L0 0 15
ba2h = qg +q q 0 1 0 0
SO =l P+2¢* +¢* @+2¢ ¢+¢ g+ 10
S, — q* ¢ ¢ ¢ g 1

4.3.3 Caractérisation des éléments Sz(l?), we X*

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que le produit de g—shuffle (L) est
une interpolation entre le produit de shuffle (L) (pour ¢ = 1) et le produit de concaténa-
tion (pour ¢ = 0).

Les éléments Sz(uq), w € X* sont caractérisés par les Corollaires et les Lemmes suivants :

La base (Sl(f))wex* est une base g—analogue de (S, )wex#. Par conséquent pour ¢ = 1,
on peut écrire le Corollaire suivant :

Corollaire 4. Soit we X*. Alors

w st |w| = 1xx ;
as si w=au et we Lyn(X) ;
= S — , . i i
Sw = Sy, (Séll))uul L - L (Slg;))uuk ' Ell...gkk
NI si w=+ b >->Ll e Lyn(X)
e k7i17i27"' 7ikEN21-
(4.55)
Lemme 16. Soit w e X*. Alors, supp(S,) = supp(Sg])).
Preuve : Soit w = (4" ... {}, £, > -+ > {y € Lyn(X), i1,%9,- - ,ix € Nx;. Rappelons
que : S, = Sz(ulv) et _ _ .
S) _ el lLI_lfg 2u_|..,u_|gk k et Qgg) _ [@1 q 1u_|q€2ﬁl 2U-|q"'u-|qqu k

i1li ! i) il]thI?![iz]q\ég\Z!"'[ik]qwm?! .

Nous avons pu démontrer dans les Propositions 15 et 16 que supp(¢**) = supp(£“'e*) pour

0 e Lyn(X) et que supp(Qgﬂl)) = supp(@&,?)) pour w € X*.

Or dans [1, 2, 3], nous pouvons écrire que : Sg) = {; + Z Bu,;(1)u; pour j € [1,k].
u;<l;

Donc
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e Y B (u) W W (G+ Y B (D)™

S’EU]_) _ u1 <t wp <Ly _ 8) + Q:E,l)

ixlig)

ou QL()I) = Z 6u1uk(1)u

u1"'Uk€X*
vons écrire que :

O Y Buy(Qu) ™ Wy Wy (G4 Y. Buy (@)ur) o
S1(Uq) _ uy <ty wup <l _ 1(;}]) + Q;()q) ot

; T 1
[11](1‘@1‘2 ""[Zk]q\fk\Z'

on obtient ng) = Z By, (@) = U (1' ' Uk '
u1,~~-,ukeX* [Zl]q|gl|2 ce e I:Zk]qwk‘Q .

———— et Buy-u, (1) € N. Par conséquent, nous pou-
AR

avee Buy.u, (a) € Q*(q).

A partir du Lemme 11, on a supp(u; LU - -Lug ) = supp(ugLl,- - -L,uy ). Donc supp(Qigl)) =

supp(Qs”).
Par conséquent supp(Q% + Q5Y) = supp(Q'? + Q7). Done supp(SS’) = supp(S).

O

Proposition 17. Soient a € N et w e X*.

S =w+ Y Bul@v . Bula)= (ST 0)eQ(g) (4.56)

v<w
v,wEXﬁ

Alors, la famille (S&Q))wexa est multihomogene et triangulaire inférieure.

Preuve : Un théoréme di a C.Reutenaeur [1, 2, 3] prouve que la famille (kS',(Ul))we xo
est multihomogéne et triangulaire inférieure :

S = + Z a,(1)v o (1) eN,

v<w
v, weX X

et le Lemme 16 (supp(Sq(Ul)) = supp(ng,q))) nous assure que la famille (Sq(f))we xo est multi-
homogeéne et triangulaire inférieure.

]

Proposition 18. Soient o € N et w e X*.
Alors, la famille (Sq(uq))wexa forme une base de Q(q){X).

Preuve : La famille (&(f))wE xo est multihomogéne et triangulaire inférieure.

Il est facile de voir que N = (<S£q) | v))uwexo est inversible en tant que matrice de
changement de base (voir Lemme 17).

O
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4.4 Construction récursive des P@E)Q), we X*

Résumé : La construction donnée dans les paragraphes précédents montre que la
famille (LSZ(,?))M,e x* est multihomogene et triangulaire inférieure, ce qui permet de considérer

la famille duale, que nous désignons par (Pé,‘”)we x#. Ces deux familles sont duales I'une
de lautre : <Sz(ﬂ) | PU(Q)> = 04 pour tous u,v € X*. Par dualité, il est donc possible de
construire la famille (Pé,cl))we x* qui est 'objectif principal de cette partie.

4.4.1 Construction des éléments Pl(uq), we X*

Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et de trian-
gularité. Cependant, on peut alors construire les éléments PU(JQ), w e X* comme suit :
Pour chaque multidegré o € N&X)| on construit la matrice N des coefficients des Sg’),
w e X% sur les mots :

Nuo={S9 |0,  w,ve X~ (4.57)

)

La matrice des coefficients des P , we X% sur les mots, est donnée par :

M = (Myp)upexa = (<P1Sq) | V))uvexa (4.58)
Il est facile de voir que N est inversible en tant que matrice de changement de base.

w= Y SW | uwPW et u= > (PW|uys?, (4.59)

weX * weX *

de maniére équivalente

(S| P9y =6,  Vuve X* (4.60)
Les matrices N et M vérifient 'identité M = (*N)~1.
Proposition 19. Soit w e X*. Alors

Pg’) =w — Z <S£q) | w>P1§q) (4.61)

usw,[ul =l

Exemple 30. Soient X = {a < b}, X* = a®V* et M(X?®) = {aabb < abab < abba <
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baab < baba < bbaa} l'ensemble de tous les mots multihomogénes de multidegré o = (2,2).

P b2a2 = ba” ;
P9 = baba — Pg;
= baba — b2 2.

Pb((lzlz)b = ba2b - (q + q baba - 2Pb(2q(12

)

= ba*b — (¢ +q )baba + @b’ ;
) baba - P(q)
)

b2a?
= ab’a — (¢ + ¢* baba—i—q3b22'
P,y = abab = qF2), — aPyly = (¢ + 20°) P, = ¢* Byl

= abab — gab*a — gba*b + ¢*baba ;

P9 = ab’a — (¢ + ¢*

ab?a

2
q(q¢ +2q¢+1 .
P, = a’? — dg +20+1) T )Péﬁib (P +A)PY, — (@ + )P, — (@ + 24" + )P, — ' P,
2 2 1 3( 4 3 _ 1
= a?b? — Mabab _ 4 (@ +¢°—q )aan
1+q¢4 1+¢*
g+ P —g—1 20 +1
_q (q +q q )ba2b+ (q + q+ )b bCL 6[)2(12.
1+q¢* 1+q*
(4.62)
La matrice recherchée M = (*N) ™' = (M,.)urexe = (<P£q> | V))uvexa est donnée par
a’b? abab ab’a ba’b baba b%a?
pl@ _ 1 —a(@®+2¢+1)  =¢*(¢*+d®—q=1) —*(¢*+¢®—q=1) ¢"(¢®+2¢+1) _ 6
a2b? 1+q¢* 1+q¢* 1+q¢* T+¢% q
Pap=| 0 1 ~ K o
(532)(1 = O 0 1 0 —q — q2 q3 (4 63)
P(Q) __ O 0 O 1 9 3 .
ba2b — q—4q q
P9 =1 0 0 0 0 1 —q
P9, =\ 0 0 0 0 0 1

4.4.2 Caractérisation des éléments Pé,q), we X*

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que le produit de g—shuffle (L) est
une interpolation entre le produit de shuffle (L) (pour ¢ = 1) et le produit de concaténa-
tion (pour ¢ = 0).

Les éléments PU(Jq), w e X* sont caractérisés par :

Corollaire 5. Soient o € NX) et M(X®) = {w; <wy < w3 < --+ < Wi fmens, ['ensemble
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de tous les mots multihomogenes de multidegré o. Alors

Wm—j

PO =, — Z (S | wp,_ P avec  je[0,m—1]. (4.64)
=m—7j+1

Proposition 20. Soit w e X*. Alors

w si w] = Ly ;
P = p, = EPX% Pé;j siw=leLyn(X) et (04, 6) = o(l)
(Pé(ll ). (Pekl))i’c si w="L" . 0F avec by > - >l € Lyn(X).

(4.65)

Preuve : Soient a € N&) et M(X?) = {w; < wg < w3 < +++ < Wy, }mens, 'ensemble
de tous les mots multihomogénes de multidegré a.
Par construction, nous pouvons écrire que (voir (4.59)) :

U= Z (8D | uyPD et u = Z (P9 | u)SD et a partir de I'équation (4.64), on a :

weX * weX ¥
szfj = Wn—j — Z <SST) | wm,j>Pl(UlT) avec j € [0,m — 1], alors on a
r=m—j+1
Pzgjlrz_j = W5 — Z (S, | wm,j>P1§)1T) avec j € [0,m — 1] .
r=m—j+1
Donc wy,—; = Z (S, | WP avec j € [0,m — 1].
r=m-—j

Py, = (S9) | Py = (Sy, | PL)) = 8y, avec i € [0,m — 1].

Par conséquent (.S,

]

Proposition 21. Soient o € N et we X*.

PO =w+ Y Bilgv , Bulg) = (PP |v)eQlq) (4.66)

w<v
v, WEX X

Alors, la famille (P&q))wexa est multthomogene et triangulaire supérieure.

Preuve : Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité
et de triangularité. Par conséquent, la base duale d’une base triangulaire inférieure est
triangulaire supérieure (voir Lemme 4).

De plus, le mot w € X est le plus petit mot par rapport a l'ordre lexicographique tel que
<P1S,q) |0y #0,Voe X*: w= mm(supp(Péq))).

O
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Proposition 22. Soient o € N et w e X*. Alors

les polynémes (Plg,Q))weXa forment une base de Q(q){X).

Preuve : Il est facile de voir que la matrice M est inversible (voir Lemme 21).
Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et de triangula-
rité. Par conséquent, la base duale d’une base triangulaire inférieure est une base trian-
gulaire supérieure (voir Lemme 4).

]

Définition 31. Soient ¢ € Lyn(X) et o({) sa factorisation standard.
Le ¢/"='—crochet de ¢, noté [£] a1, est défini par

B l st 0| =1;
g = { [0, ) os si 0(0) = (04, 65) et £y, 6> € Lyn(X) (4.67)
Remarque 11. Soit { € Lyn(X). Alors
supp(PZ(q)) = supp(Pe(l)) — Pf(q) = [£] -1 (4.68)

Exemple 31. - P = [ab], = [a,b], = ab — qba.
~ PY — [abb] 2 = [[a,b],, ]2 = abb — (g + ¢*)bab + ¢*bba.

— P — [bbbc]gs = [b, [b, [b, €l ]g2]gs = bbbe—(q+q2+q*)bbeb+(qP ¢+ ) bebb—qPcbbb.

Remarque 12. Soient k€ N et X = {a < b}. Alors

P =[a"]p et PY =

[ab*] . (4.69)
Définition 32. Soit w e X*. Alors, nous définissons le polynome P par :

(2) ~ _ .
pra) _ { ( P, si w=1~»e Lyn(X) ; (4.70)

Pé(lq))z‘l o (pf(:))ik siw="L" . 0% avec by > - > U € Lyn(X).

Nous remarquons que le polynome P9 est le produit des (P, )) tecn(x) €n appliquant
le Théoreme 5 .

Proposition 23. Soit o € N&X) |
Py =w+ 3 Bula)v . Bula) =P |v)eQg) (4.71)

w<v
v, weX ¥

Alors, la famille (qu(q))wexa est multihomogene et triangulaire supérieure.
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Preuve : Le mot w € X est le plus petit mot par rapport a I'ordre lexicographique
tel que (P | v) £ 0, Vv e X* : w = min(supp(PL?)).

]

Proposition 24. Soit « € N Alors,
les polynémes Pa?, w e X forment une base de Q(q){X).

Preuve : Les mots de longueur n = |w| sont combinaisons linéaires de polynomes
homogeénes de degré n associés aux mots de Lyndon. Ainsi, les polynémes associés aux
mots de Lyndon et les mots de longueur n engendrent le méme sous-espace (de Q(q){X)»),
soit celui formé par des polynémes homogénes de degré n, qu’on note Q(¢)(X ). On peut
mettre les mots de X* en bijection avec les polynomes. Les polynomes homogénes de degré
n associés aux mots de Lyndon sont au méme nombre que les mots de longueur n, pour
chaque n = 0. Or, les mots de longueur n forment une base de Q(¢q){X); par conséquent,
il est en est de méme pour les polynéomes homogenes de degré n associés aux mots de
Lyndon.

]

Exemple 32. Soient X = {a < b}, X* = a®b® et M(X?®) = {aabb < abab < abba <
baab < baba < bbaa} l’ensemble de tous les mots multihomogénes de multidegré o = (2,2).

a’b? abab ab’a ba’b baba b2a?
plla _ 1 —q(*+2¢+1)  —*(¢*+¢®—q-1) - +P—q-1) q(*+2q+1) 6
ab? e T8 T4t Tt q
AV I 1 —q —q ¢ 0
7
P = o 0 0 1 —q—¢ ¢ '
ba2b q—q q
P | o 0 0 0 1 —q
P =\ 0 0 0 0 0 1

4.4.3 Nouveau théoréme g—analogue de Radford

Théoréme 11. Tout mot w € X* peut s’écrire comme combinaison linéaire (finie) de
produits de g—shuffle (L1,) de mots de Lyndon .

Preuve : Elle se fait par la construction d’un systéme d’équations "triangulaire".
Soient v € N et M(X) = {w; < wy < wg < -+ < W Jmens, 'ensemble de tous les
mots multihomogeénes de multidegré a.

Soit la factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon de w = €' .- (i €

=w+ Y, Gut.

lWgiy

M (X*). Alors on peut écrire que : 4 0

ll]qwlp!...[’ik]qwklgl
ou 6, € Q" (q).

Llgi gt
q%2 qtk
Wgly " = g-Llgl,




- 82-

! Ugig Wqig
£ gy " Wge gy . Z 0 u

Cela implique que : w = ] a2 10T g, 2! u<w Jutt

Soit X = {a < b}. On va se contenter de montrer comment marche I’algorithme sur tous
les mots comportant 2 occurences de la lettre a € X et 2 occurences de la lettre be X. Il
y a donc six mots a considérer : M (X*) = {aabb < abab < abba < baab < baba < bbaa}.
On va les examiner par ordre lexicographique.

1) aabb e Lyn(X). Il n’y a rien a faire.
2) abab = ab.ab (factorisation de Lyndon). On calcule :

ab i, ab =(1 + ¢*)abab + (¢ + 2¢° + ¢*)aabb
(4.73)

On en déduit

_ abwgab—(g+2¢%+¢>)aabb
abab = gt

or ab et aabb sont des mots de Lyndon, donc c’est fini.

3) abba = abb.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

abb W, a = ¢*aabb + qabab + q*aabb + abba

On en déduit

abba = abb W, a — (¢* + ¢*)aabb — qabab

Or a, abb et aabb sont des mots de Lyndon et 'on a déja calculé abab comme combinaison
linéaire de produits de g—shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

4) baab = b.aab (factorisation de Lyndon). On calcule :

b L, aab = baab + gabab + (¢* + ¢*)aabb

On en déduit

baab = b LU, aab — gabab — (¢* + ¢*)aabb
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Or b, aab et aabb sont des mots de Lyndon et 'on a déja calculé abab comme combinaison
linéaire de produits de g—shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

5) baba = b.ab.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

bW abuwy, a = baba + (q + ¢*)baab + (¢* + 2¢*)abab + (¢* + 2¢* + ¢°)aabb + (¢ + ¢*)abba

On en déduit

baba = bW, ab W, a — (q + ¢*)baab — (¢* + 2¢*)abab — (¢* + 2¢* + ¢°)aabb — (q + ¢*)abba

Or b, ab et aabb sont des mots de Lyndon et ’'on a déja calculé abba, baab et abab comme
combinaisons linéaire de produits de g—shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

6) bbaa = b.b.a.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

b, buwy,aw,a= (1+2q+ ¢*)[bbaa + qbaba + ¢*baab + q*aabb + ¢*abab + ¢*abbal
On en déduit

bbaa = % — gbaba — ¢*baab — q*aabb — g>abab — ¢*abba

Or b, b et aabb sont des mots de Lyndon et 'on a déja calculé baba, abba, baab et abb
comme combinaisons linéaire de produits de g—shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

]

A partir de ce théoréme, on peut écrire le Corollaire suivant :

Corollaire 6. i) (Q(X),w, 1) ~ Q[Lyn(X)].

it) (Q(g)<X), Wy, 1) = Q(g)[Lyn(X)].
Exemple 33.

1
babab + 2ab*ab + 2abab? =§ab Wabw b —2a*b* Wb e Q[Lyn(X)]
= abab b e Q[Lyn(X)]

4q3+2q2+q4_q5_2q6_1_q10_q9_q8 q+3q5+1+2q4+q6_2q7_q11_q3 q4(q+2q2+q37172q47q8)
T aabbb+ T ababb+ T baabb

+(¢* + ¢*)abbab + q*babab = 1 zabw, ab i, b — (1 + ¢*)a?b? L, b e Q(q)[Lyn(X)]



Chapitre 5

Multiplicativité des PIS?), we X"

Résumeé : Le but de ce chapitre est d’étudier la multiplicativité des familles obtenues
par dualité. Notre point de départ est un théoréme dis a Schiitzenberger [1, 2, 3], qui
affirme que la factorisation de Schiitzenberger est établie dans le cas ou la paire de bases
en dualité comporte une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de I'algébre enveloppante d’une
algebre de Lie. La base duale est alors quasi-multiplicative pour le shuffle (c’est-a-dire
multiplicative & une constante prés). Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans
un premier volet, nous redonnons une construction d’un paire de bases en dualité dans le
cas de mots de Lyndon pur et dans le second volet, nous donnons une autre construction
de paire de bases en dualité. Nous nous proposons donc d’étudier les conditions que doit
satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette I'écriture des
factorisations.

Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. la Note 3 (Test numeérique) caractérise la multiplicativité de la famille (R&?))we X*

afin d’écrire les factorisations de Dy (Note 5, 6) et Dgg) (Corollaire 10).

2. la Note 4 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille (qujq))we X
afin d’écrire les factorisations de Dy (Note 5, 6) et Dg?) (Corollaire 10).

Ces différents résultats ont été présentés aux séminaires CALIN et aux journées du groupe
de travail Combinatoire et Algébrique 2013 a I’Université Paris-Est(Marne-la-vallée).

5.1 Introduction

Nous vous rapelons que, les éléments P, o € N) sont obtenus par I'application du
Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (voir (4.70) et Théoréme 5 ) et les Py, o € NI sont
obtenus par dualité.

84
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Soit G une algebre de Lie sur K et P = (FP;);e; une base ordonnée de G.

Les éléments P, pour a € NU)| forment une base de I'algébre enveloppante U(G) de
G. La base formée par les P, pour o € N, est appelée base de Poincaré-Birkhoff- Witt
de U(G) (voir Théoréme 5).

Cette propriété de décomposition de chaque élément d’une base par rapport a son multiin-
dice( une base (P,)aent obtenue par 'application du Théoréme 5 de Poincaré-Birkhoff-
Witt satisfait la relation P/ = H Pl = n P?) nous intéresse particuliérement

iesupp(a) iesupp(a)
et justifie I'introduction de la définition suivante.

Définition 33. Si (T),),eny st une famille dans une algébre commutative avec unité
dont le produit est noté x, nous dirons qu’elle est multiplicative si, pour tout o € N,

To xTg="Tysp pour tous o, B e N (5.1)

Il est facile de voir que cette définition est équivalente a la propriété suivante :

T! = f[T;ﬁ =T,
1€N

Nous pouvons donner une caractérisation générale des familles multiplicatives dans une
K—algébre associative et commutative avec unité A. Pour cela, donnons la Définition et
le Lemme suivants :

Définition 34. Soit £ une partie de A. On appelle L base de transcendance de A sur K
si les L%, a € N5 woir (8.4), forment une base lincaire de L de A.

Définition 35. Soit L une partie de A. Alors la famille (L) ene) forme une base de A
s1 et seulement si L est une base transcendance de A sur K.

Nous supposons ici que (T, )qene) est une famille libre multiplicative dans ’algébre
duale U*(G) d’une algebre enveloppante U(G) pour le produit de convolution *; S, dé-
signe la famille quasi-multiplicative que 'on construit grace a la relation S, = % pour
tout multiindice . Cette construction repose, entre autres, sur la propriété suivante des
éléments S, :

|
S * S5 = % Surs (5.2)

qui montre que cette famille est quasi-multiplicative(multiplicative & une constante pres),
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que 'on peut établir comme suit :

Sat S5 = 3 (Sax S5 | P)S,
~eN)
= D) (Sa®55 | A(P)TS,
N(D)
" ~! (5.3)
— Z <Sa X Sﬁ | Z ﬁ Pﬁl’l ® P’\/{2>®25ﬂ{
~eN() A1y = Y1 Y2
_ (a+pB)!
= alp D
Srak
Cette propriété permet d’établir, par récurrence, que ’k‘ = Sege, DUiS que
Ot
S*al P S*ak
iy €ip
o). ag! = Sa- (5.4)
Par conséquent,
ﬁ[esei@P' — Z Z (Seil ®Bl)al e ( €y, ® P’Lk)ak
iel k>0 112>k ol Layg!
g ar
Yy et SER@ (Py) L (P
k=0 i1y, Oél! C Ckk!
Q] yeeey ap
SHEOL g oy SEOK (5.5)

:Z Z eilall...ak!%k ®F

k=0 i3>,

Qe ap

= ) Sa®P,
aeNW)
= Tdy(g)

ou la derniére étape repose sur la définition de la base (P.),eno) par multiplications or-
données. Le résultat suit alors en utilisant 1'équation (5.4).

Nous cherchons donc les conditions qui permettent d’écrire que :

P(; = (Pi1)a1 e (Bk)ak = Py (56)
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5.2 Partant de la famille (qu)Q))we X+

5.2.1 Objectif

Soient la famille (Tz(uq))we x# o

¢ si w = (e Lyn(X) ;
T(@) — (Tg(lq))'-uq i Ly -+ LU, (TZ(I:]))‘-Uq ik ‘ .. é;’“
) linl el Lin] ! siow=1q &> >l e Lyn(X)
! q|21|2' oLk q‘ék|2' k7i17i27 U 7ik € NZL

(5.7)
et sa famille duale (R)uexs telle que (T5? | RV = 6,, pour tous u,v € X°. A partir
de la Définition 32, nous pouvons écrire que :

R =

w

{ Réq) si w="»Le Lyn(X) ; (5.8)

(Ré’f))i1 o (RéZ))i’f siow =1 0F avec (] > - >l € Lyn(X).

Nous nous attaquons maintenant au probléme : partant de la base (Tqu(utl))we x#*, a quelle(s)
condition(s) peut-on écrire que R — Rl

5.2.2 Caractérisation de la multiplicativité des REE), we X"

La famille (qujq))we x*, elle est en fait définie par la méme relation de récurrence que la
famille (S, )wex*, mais avec d’autres conditions initiales. De plus, le Corollaire 16 prouve

que la famille (Tz(,ﬁ’))w.E xo est multihomogene et triangulaire inférieure :

TW =w+ Y (T | upu. (5.9)

u<w
u,weX

Par dualité, il est donc possible de construire la famille duale (Rgf))we xo : (T, @ | Rq(,q>> =
Oy pour tous u,v € X,

Spécialisons notre alphabet au cas ot X = {a, b} avec a < b.

Montrons que le mot de Lyndon a?b?abab € Lyn(X) figure dans le support du polynéme
Ry
La factorisation de Lyndon de a?b?a?b? est a®b?a®b? = (a?0?)(a®h?) = (a®b?)?. Ainsi,
R = (2,7

Calculons R;(Z,qu (noter que R;(ng = Rgg)bQ). Pour cela, calculons la matrice des coefficients
(TSP | v) pour tous u,v € X = a2b? . La classe de multihomogénéité de X® = a2b? est
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M (a?V?) = {a®V?, abab, ab*a, ba®b, baba, b*a?}. Nous avons successivement :

TS, = a®? ;
g2

7@ _ Ta”
abab 1+ q4

q+2¢*+ q3a2b2 ,

1
:—¢1(abmqab)=abab+ T ;

1+
Tégga = ab® W, a

= (¢ + ¢*)a*b* + ab’a + qabab ;

(9)
Tb;IQb

= b, a’b
= ba®b + qabab + (¢* + ¢*)a’b? ;
Tb(jga =bWw,abl,a
= (¢° +2¢* + ¢*)a®b* + (¢* + 2¢*)abab + (q + ¢*)ba*b + (q + ¢*)ab’a + baba ;

(@ _ TbLuq2 7.

Thoge = g
@ 1+¢q 1+¢

= b?a® + ¢*a®V* + ¢*ba®b + ¢*ab*a + ¢>abab + gbaba.

(5.10)
La matrice N = (<TU(Q) | U))uvexe est donc :
a’b? abab ab’a  ba’b  baba b*a®
T, = 1 0 0 0 0 0
2 3
T, =| w2 1 0 0 0 0
9 = P+ q 1 0 0 0
(2) 2 3 (5.11)
Ty = q° +q q 0 1 0 0
19, = P42 +¢ P42 q+¢ g+ 1 0
Ty, = ¢ ¢’ ¢ ¢ g 1
La matrice M = (‘N)™' = (My.)uvexe = (R | U))uvexe est donnée par
a’b? abab ab’a ba?b baba b%a?
RO _ 1 —q(®+2¢+1) - (*+F—q-1) A +P—q-1) (P +2¢+1) ¢
1(12)62 1+g¢* 1+q¢* 1+g¢* 1+q* q
Rc(g);zb = 0 1 —q —q q2 0
R%Y = 0 0 1 0 —q—-q¢ ¢
" » 3 | (012)
R, >, 0 0 0 1 —q—q q
R 0 0 0 0 1 —q
RY, 0 0 0 0 0 1



5.2. PARTANT DE LA FAMILLE (T\%)exs - 89-

—ala? 30 A 3 o 3(A 3 (2
R, = a2? + ~U 20 g 4 =00 A0 2020 g2 o =00 40 ma=V g2y o S22 g —
672 2
q°ba”.

Notre but est de vérifier si B = Ri?, pour tout w € X* : Vérifions si <T£(q) | (RZ(Q))”> =0,
pour tous £,l € Lyn(X) et n > 2:
Prenons { = a*b*abab € Lyn(X), | = a*b* € Lyn(X) et n = 2.

D’aprés les calculs : Tégl))%bab = a*b?abab € Lyn(X) et
Tt | Biosie) = Ty | (REa)?) = 22080,

AiHSi, R;(quQaQbQ = (R((Ig)b2)2 7 R((zq2)172a2b2'

Utilisons le critére de multiplicativité que nous présenterons plus loin (Lemme 17) : puis-
quil existe un élément RiS? avec N,, = 2 (précisement, w = (a2b?)? dont la factorisation
en mots de Lyndon comporte deux éléments, donc N,, = 2) dont le support contient un

mot de Lyndon, la famille ( S,;”)we xe n'est pas multiplicative.

Rappelons que si w = 2 - -62’“ avec {4 > --- >l € Lyn(X) et k,iy,i9,--- i € N5, on
a N, = Z Ig.
1<s<k

En fait, la formule (5.7) montre que les éléments de la famille (Téfn)we xo correspondent
a la famille de produits Lyn(X)“®, o e NEvX) Or un théoréme da & Radford [28]
assure que les mots de Lyndon forment une base transcendance de l'algebre de shuffie
(Q(X), L, 1) et la Définition 35 nous permet donc d’affirmer que la famille (Tigq))weXa est
multiplicative.

Par conséquent, nous pouvons écrire le Lemme suivant :

Lemme 17. [7]
St (Se; | lug)) =0, Vie I, la famille (P,),enm est multiplicative si et seulement si

Vie I,VBe ND | 8 |=2,(S,, | P*) =0. (5.13)
De plus, on peut écrire le Lemme suivant (voir (5.8)) :
Lemme 18. Soit w e X*. Alors,

T = ¢ si w="»Le Lyn(X) ;

5.14
IOV (RO =0 avee fleLyn(X) etnz2 O

RYW = R — {

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numé-
riques ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans
la feuille de travail Maple disponible au Chapitre 7 et section 7.4.
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Note 3. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l’on a bien :
RY = R{"; (5.15)

Jusqu’a l'ordre 7 (c’est-a-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale a4 7), ow
le Test est éffectué de la facon suivante :

RW _—RYW =0 VweX*. (5.16)
et
(T | R@Y =0 avec  u>veX* (5.17)

Ceci confirme qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 8.

5.3 Partant de la famille (S),cx-

5.3.1 Objectif

Soit la famille (Sl(uq))we X*

w si lw| =1
sy si w = au et w e Lyn(X) ;
(@) — . 4 i i
S = (Séiz))qul Ly - U (Séz))quk ' A
el o] siow=< b > > Lyn(X)
Ugitaiz= - - Dlgieg ki1, 0, 51k € Naq.

A partir de la Définition 32, nous pouvons écrire que :

pla) — Pé(q) st w=te Lyn(X) ;
v (PEY™ (P st w = £ G avec £y > - > (€ Lyn(X).

Nous nous attaquons maintenant au probléme : partant de la base (LSES?))UJe x#, & quelle(s)
condition(s) peut-on écrire que PO — pla9

5.3.2 Caractérisation de la multiplicativité des PIE,Q), we X*

Un théoréeme da a C.Reutenaeur [1, 2, 3] nous permet donc d’affirmer que la fa-
mille (S, )wex* est quasi-multiplicative. Puisque supp(S,,) = supp(Sq(UQ)), alors, la famille
(Sl(uq))wE x* est aussi quasi-multiplicative :

(a +B)!

SaLUS’B:a!—B!

SaJr,Ba Q, ﬁ € N(ﬁyn(X)) (518)
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et
(a+ ﬁ)q! S(q)

a+pB?
a,! B!

ou {w =01 05F by > > e Lyn(X)} «— a = aqep, + -+ + ayey, et

ol = n [aj]q\fjwz!-
1<j<k
Par conséquent, nous pouvons écrire les Propositions, Lemmes et Corollaires suivants :

SO 1w, S = a, f € NEv(X) (5.19)

Proposition 25. Soient w e X* et £ € Lyn(X). Alors,

(S| B[y = b (5.20)
Preuve : A partir de la Définition 32, nous pouvons écrire que P,Z'(q) = Pz(q). Donc
<qu,q> | Pé(q)> _ <S£UQ) | Pé(Q)> = G-
O
Proposition 26. Soient u,v e X*. Alors,
1 st u=wv;
(@) (q) — )
o Ry =f 5% LT (5.21)

Preuve : Soient u,v € X*. Alors
S =+ Z (S | whw et P9 =+ Z<P§q) | wyw .

w<u w>v
O

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numériques
ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans la
feuille de travail Maple disponible au Chapitre 7 et section 7.4.

Note 4. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que [’on a bien :
P = P9 (5.22)

Jusqu’a Uordre 11 (c’est-a-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale a 11),
ou le Test est éffectué de la facon suivante :

PY P9 —0  vVwe X* (5.23)
et
(S| POY—0  avec u>veX* (5.24)

Ceci confirme qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 12.



Chapitre 6

Factorisations tangentes a
Iidentité :D'Y

Résumé : Le but de ce chapitre est d’écrire des factorisations tangentes a 'identité.
Notre point de départ est un théoréme dis a Schiitzenberger [1, 2, 3], qui affirme que
la série diagonale, considérée comme une série sur X*, a coefficients dans ’algébre de
shuffle (Q(X),L, 1), peut étre factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie,
indexées par les mots de Lyndon, pris dans I'ordre décroissant. Ce chapitre comporte trois
volets principaux : Dans un premier volet, nous donnons une illustration des factorisations
tangentes a l'identité. Dans un second volet, nous donnons une écriture de la factorisation
de l'identité. Enfin, nous donnons une écriture des factorisations tangentes a I'identité.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. Ecriture des factorisations : Dx (Note 5, 6) et Dg?) (Corollaire 10)

Ces différents résultats ont été présentés aux séminaires CALIN et aux journées du groupe
de travail Combinatoire et Algébrique 2013 a I’Université Paris-Est(Marne-la-vallée).

6.1 Illustration

On va voir comme illustration les directions tangentes a la sphére. En chaque point
sur la spheére, on peut considérer les deux vecteurs vitesses suivants :

M avancer a 100km/h en suivant le méridien du nord vers le sud.
P avancer a 100km/h en suivant le paralléle vers lest.

Les deux vecteurs M et P sont portés par des directions, c’est-a-dire par des droites

tangentes a la sphere. Ils sont situés entiérement dans le plan tangent a la sphére au point
considéré. Ils ne sont pas sur la sphére, mais ils s’en "décollent" (voir la figure (6.1a fig3)
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(e

(a) fig3 (b) figd

FIGURE 6.1 — les deux vecteurs vitesses dans le plan tangent

)

Par contre, ils indiquent un mouvement qui se fait sur la sphére : celui qui est obtenu en
faisant une intégration de la fonction vitesse. Mathématiquement, cela se traduit par des
exponentielles.

Le mouvement le long de la sphére, suivant le méridien, pendant 1 heure sera repré-
senté par 'exponentielle . Le mouvement pendant 1 heure suivant le méridien suivi du
mouvement pendant 1 heure suivant le paralléle sera représenté par le produit : efeM.

Or la direction PM (chemin suivant M puis suivant P) et la direction MP (chemin
suivant P puis suivant M) ne sont pas égales, comme on peut s’en rendre compte par un

simple dessin ( voir la figure (6.1b figd) ).

Par contre, on peut se convaincre que la différence

[P,M]=PM— MP

représente une nouvelle direction de mouvement (un nouveau vecteur vitesse).

Sur les véritables mouvements (les exponentielles), on va tester la composition indiquée
par le dessin :

€P€M€7P€7M
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(on chemine " & 'envers" suivant M, puis suivant P, puis on chemine & ’endroit suivant
M, puis suivant P).

Le cheminement composé obtenu aura lieu suivant une direction de mouvement qui n’est
autre que [P, M. Vérifions ce fait pour des cheminements durant un temps e petit.

eF =1+eP+ 5P+ O
eM =1+ eM + 5 M? + O
e =1—¢eP+5P?+0(?)

e M =1 —eM + 5 M + O(?)

Dans le produit ef”esMe=¢Pe=#M heaucoup de termes s’en vont. Il faut calculer soigneu-

sement car le produit n’est pas commutatif. On obtient finalement :

ePeMe ePe—sM = 1 4+ 2[P M| + O(3) = 1 + O, avec © = [P, M| + O(e?)

C’est donc bien la direction de mouvement portée par le vecteur [P, M] = PM — M P qui
est apparue. Ce nouveau vecteur vitesse est encore un vecteur tangent a la sphére.

6.2 Factorisation de l'identité : Dy

6.2.1 Objectif

Soit o € N¥). Posons que :

N g p@
[T e’ - 5 swonn

LeLyn(X) weX

= Z wRw + 6

wWeX ™

~ Dy + 0.
(6.1)

avec O = Z (89 | uyu @ (P | vhv.
U<W<VEX ™
Dans les sections précédentes (voir (3.39) et (3.41) ), nous avons vu que la série diagonale(Dy),
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considérée comme une série sur X*, a coefficients dans I’algébre de shuffle (Q(X), w, 1),
peut étre factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie, indexées par les mots de
Lyndon pris dans 'ordre décroissant.

Dans le but d’étendre ce résultat (voir (3.39) et (3.41) ) que nous avons entrepris nos
travaux sur le produit de shuffle (L) et le produit de g—shuffle (L1,) en donnant une
construction effective de paire de bases en dualité.

Nous nous attaquons maintenant au probléme : partant de la base (Sl(uq))we xa , a qu’elle(s)
condition(s) peut-on écrire que © = Z (S | wu @ (P | vy =07

U<w<veEX™
Cette question est aussi motivée par la considération de ce qui est fait une construction

ou l'on considére une paire de bases en dualité.

6.2.2 Ecriture de Dy

Dans un premier temps, nous allons montrer que Z wRW = Z Sfu‘” ® Pgﬂ par le

weXe weX
Théoréme suivant :

Théoréme 12. Soit o € N&X) . Alors

Z WRW = Z 59 @ pY (6.2)
weX ™ weX ™
Preuve : Tout polynéme P € Q(X) peut s’écrire : P = Z (S| PYPY. En parti-
weX ™

culier, pour tout mot v de X, on a :

v= 3 (S|P

weX ™

et la série diagonale peut s’écrire :

Z VRV = Z v < Z (S |U>P£)‘I)>
vEX ™ vEX ™ weX ™
-3 (Zewim)en

weX® \veX™

- 2 59 @ pl@

weX™

- Z 59 @ p@

veX ™
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Corollaire 7. Soit « € N Alors

Dx= Y wuw= Y SPgPY (6.4)
wWEX ™ wWEX ™
Lemme 19. Soit a € N | Alors
P@ = P9 s =0,Ywe X" (6.5)
Preuve : i) Supposons que P = Pllu(q), Yw e X, alors, on a :
H e’ BT — n +S£q ®(P£q)z
qM| : I:Z:I ‘4‘2!
LeLyn(X) leLyn(X)i=0 g
1 (a)\qin (9)gi (a)yix (a)yi
= Z [] '[] |(S£1)q I—I—lq“'l—l—lfI(SEk)q ®(P£1) (Pﬁk)
i1,~--,ik21,£1>“->£k Zl q‘ll‘Q' ?/k q‘ekP'
= Z S$)®P$q)
weX ™
= Z 59 @ plo) — Z ww.
weX wWEX ™
(q) (q)
i1) Supposons que © = 0, alors, on a : n 5]22@13‘ = Dy et P = P vw e X
LeLyn(X) !
m}
Corollaire 8. Soient a € N X = ¢%1a3% .- a% aqvec a1 < ay < -+ < a, € X et
M(X*) ={w; <wy-- < wp}.
(a) — pr(@) T si0er® a
PW =P Dy = ] S, Ywe M(X?). (6.6)

LeLyn(X)

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numé-
riques ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans
la feuille de travail Maple disponible au Chapitre 7 et section 7.4.

Nous pouvons écrire la factorisation de 'identité (Schiitzenberger) (voir (3.39) et (3.41) )
comme suit :

Note 5. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l’on a bien :

N
Dx = Z wRW = n eTff(q)®R§q)(mod7); (6.7)

weX ™ LeLyn(X)

c’est-a-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale a 7, ou le produit est calculé
de la fagon suivante :

~ TR ~ QR (@) (q) (@)
H e L= H emt = Z Tel"'ek ® Rzl o Rfk : (68)

LeLyn(X leLyn(X =2,
eLyn(X) eLyn(X) b eemeh )
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Ceci confirme qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 8.

Note 6. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que [’on a bien :

N\
Dx= Y w@uw= [[ """ (modil); (6.9)

weX ™ LeLyn(X)

c’est-a-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale a 11, ou le produit est
calculé de la facon suivante :

N
(q) (2)
LeLyn(X) £y =2,
£y, Lp€LYyn(X)

Ceci confirme qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 12.

6.3 Factorisations tangentes a I’identité : Dg?)

6.3.1 Objectif

Soit a € N&X). Posons que :

N
S(q)®P(¢1)
DY = n e

LeLyn(X)
= Z 51(51)®p1;(q)

weX™
= Z wRw + O

weXo
=Dx + 6.

(6.11)

avec © = Z (S | wu @ (P | vhw.
U<W<VEX*
Dans les sections précédentes (voir (3.39) et (3.41) ), nous avons vu que la série diago-

nale (Dx), considérée comme une série sur X*, a coefficients dans 'algébre de shuffle
(Q(X),Lu, 1), peut étre factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie, indexées
par les mots de Lyndon pris dans 'ordre décroissant.

Dans le but d’écrire des factorisations tangentes a 'identité, que nous avons entrepris nos
travaux sur le produit de shuffle (W) et le produit de g—shuffle (11,) en donnant une
construction effective de paire de bases en dualité.
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Nous nous attaquons maintenant au probléme : partant de la base (Sq(uq))we xa , & quelle(s)
condition(s) peut-on écrire que © = Z (S | uhu @ (P1D | vhv # 07

u<w<veX®
Cette question est aussi motivée par la considération de ce qui est fait une construction

ou 'on considére une paire de bases en dualité.

6.3.2 Ecriture de Dg?)

Lemme 20. Soit a € N(X.
© # 0 si seulement s’il existe au moins un mot w € X< tel que Pl(f) F# P{U(Q).

/(q)

Preuve : i) Supposons que P(q) # P,? alors, on a :
N
S(Q)®P(q) u_lqz ON
H qw? - 1_[ Z ®(F7)
LeLyn(X) LeLyn(X) Z>0 q\f\
_ Z 1 (S(q)) ETITT (S(q))qu‘k ® (P(Q))il . (P(‘I))ik
Lin] ezt - L] 2! & q 7\, 4 £,
i1 e ip 2] >ty L gl kgt
- Z S&fl)@pi’v(@
weX™
= Y wew+O0= Y SYRPY+e.
weX™ weX™
i1) Supposons que © # 0, alors, on a : Z S5 @ pla) Z 59 @ pla)
wWEX ™ weX™
O
Corollaire 9. Soient a € N X = ¢%1a3% - -a% aqvec a1 < ay < -+ < a, € X et
M(X*) ={w; <wy-- < wp}.
P = P9 DY =Dy,  vwe M(X®) (6.12)
Corollaire 10. Soient a € N X = ¢%1a3?---a2 avec ay < ag < --- < a, € X et
M(X*) ={w; <wy-- < wp}.
DY =Dy +0 (6.13)

si seulement s’il existe au moins un mot w € M(X®) tel que P« P,



Chapitre 7

Conclusion générale-
Perspectives-Feuilles de calculs Maple

7.1 Conclusion générale

1. Un ¢— analogue du procédé de C.Reutenaeur [1, 2, 3] (voir (3.32) et (3.29)) nous

a permis de construire récursivement les éléments LSH(;])7 w € X* a partir des 9,
w € X*. Des propriétés précisées dans le cas de la construction de la famille (.S, ) e x=

(9)

s’avérent encore vraies dans le cas de la construction de la famille (Su"”)yex* . En

effet, cette méthode nous a permit de dire que supp(S,) = supp(Si(f)), Yw e X*.

La dualisation nous a permis d’obtenir une base (PLS,Q))U,e x=* en dualité avec la base

(S’qfuq))we x*. Ce couple de bases a permit I'écriture des factorisations tangentes a
I'identité. Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité
et de triangularité. Par conséquent, la base duale d’une base triangulaire inférieure

est une base triangulaire supérieure.

2. Nous avons étudier les propriétés de multiplicativité de certaines bases obtenues par
dualité : (R )yexs et (Pi)yexs. Cette question est intiment li¢e a la propriété de
multiplicativité de certaines bases, ce qui nous a poussé a répondre a la question des
conditions permettant d’affirmer qu’une base obtenue par dualité est multiplicative
(Lemme 18 et Note 3 et 4 (Test numérique)) . Nous avons illustré ces questions
en nous intéressant a des bases obtenues par dualité a partir des mots de Lyn-
don. Les expérimentations numériques menées dans cette direction n’ont pas été,
jusque-la concluantes. Le probléme vient principalement de la longueur des calculs
intéressants : Par conséquent, il est nécessaire de considérer des mots de longueur

relativement importante qui impliquent des calculs de longue durée.

3. La famille duale d’'une famille multiplicative (T lﬁ,”)we x* (5.7) n’est pas en général
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multiplicative (Note 3).

SéQ) ®P[(Q)
qle2

N
Enfin, dans le but de montrer que Dx = n
LeLyn(X)
puyés sur des expérimentations numériques ménées avec les logiciels Maple et Sage :
Voir Chapitre 7-Section 7.4. Les expérimentations numériques ménées dans cette
direction n’ont pas été jusque-la concluante. Par conséquent, il est donc nécessaire
d’écrire des factorisations : Dx (Note 5, 6) et Dg?) (Corollaire 10).

, IOUS nous sommes ap-

Perspectives

Le cas des mots de Hall est particuliérement intéressant et nous nous proposons
d’étudier a ’avenir, le lien entre les paires de bases en dualité : (S§q), Pg(q))gecyn( X)

et (Sf(f), P}EQ)) herati(x)- En particulier, nous montrerons que : Dg?) = Dy ol

N\
(a) (a)
(@) _ Sh ®Py,
Dy = n € I
heHall(X)

— Z 59 @ pra)

weX

= Z w@w+ 6O

weX™
=Dx +06
(7.1)

avec © = Z (S | wyu @ (PP | v)v et Hall(X) est Pensemble des mots de

U<W<VEX X

Hall sur X.

Par ailleurs, comme nous ’avons déja mentionné, il est important de se demander
si les travaux menés avec le produit de shuffie LI dans le cas de l'algébre libre se
généralisent a ses déformations (voir [27] et [17]).

Enfin, les possibilités ouvertes par 1'utilisation des outils numériques incitent & conti-
nuer le travail de développement commencé pour ces travaux et qui nous a permit
d’étudier a fond certaines démonstrations et exemples .
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SYMETRIQUES NON COMMUTATIVES ET LES
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7.3 Autres résultats : Bases duales pour les fonctions
symétriques non commutatives et les fonctions quasi-

symétriques via la factorisation monoidale [§]

Résumé : Dans cette partie, nous proposons une construction effective, via la factori-
sation monoidale de Schiitzenberger, des bases duales pour les fonctions symétriques non
commutatives et les fonctions quasi-symétriques|8].

7.3.1 Notations et compositions d’entiers [8]

On dit qu’une suite finie d’entiers strictement positifs I = (iy, ..., i) € (Ny)* est une
composition de n si
i =n. (7.2)
1<s<k

Chaque entier n > 1 a un nombre de composition égal a 2"~'. On définit les parts i, le
poids w(I) = Z is, la longueur [(I) = k et les multiplicités mS(I) d’une composition I

1<s<k
de la méme maniére que dans le cas des partitions. Pour deux compositions I et J données,

on note I.J la composition obtenue en concaténant I et J. Pour n’importe qu’elle suite
(un)n>1 et n’'importe qu’elle composition I, on pose

=[] w. (7.3)

1<s<k
Pour toute composition de I, on désigne par I = (g y01),
(D) =i et mo(I) = iy(iy +1i2) ... (ix + ...+ ix), (7.4)

I)=]ép et sp(I)=m=(DII). (7.5)

Définition 36. Soit I = (iy,ia,--- i) et J = (J1, Jo, -+, Jp), alors J < I si et seulement
siw(J) =w(l) et Jg =is+ -+ is4, pour tous s € N*, reN.

Définition 37. Soit [ = (i1,19,- - ,ix) et J = (J1, Jo, -+, Jx), alors J > I si et seulement
siw(J) =w(l) et w(Js) = is pour tous 1 < s < k.

Pour toute composition de I, on désigne par :
k
=i et Ip(J.1)
k

mu(J, 1) = ku(JZ—) et sp(J, 1)

i=1 =

|::]w H:?v
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7.3.2 Fonctions symétriques non commutatives [8]

Définition 38. L’algébre des fonctions symétriques non commutatives, notée par
Symg = (K{S1, 52,---,),e,1), est une algébre associative libre engendrée par une suite
inifinie {Sp}n=1 de générateurs non commutatifs sur un corps K de caractéristique 0. Les
{Sn}n=1 sont aussi appelées fonctions symétriques complétes. {Sr}rem,yx € Symy :

ngl etVIZ(il,"',ik)E(N+)*, SIZSZ‘I """ Szk

Soit ¢ une autre variable qui commute avec toutes les {S,,},>1. Nous définissons la série
génératrice ordinaire de {S,},>1 par

oty =1+ ) Spt". (7.8)

n=1

Les autres fonctions symétriques non commutatives peuvent étre dérivées par les relations
suivantes :

d
At) =o(=t)"", a(t) =", 50 = a(@)v(t) = v ()o(t), (7.9)
ol les @, A\ vy sont respectivement les séries génératrices ordinaires suivantes :
O(t) = D 0, At) =143, Ant™, () = > Tpt" L (7.10)
nz1 n - nz1

Les fonctions symétriques non commutatives {A,},>1 sont appelées fonctions symétriques
¢lémentaires. Les éléments {W,,},,>1 (resp. {®,,},>1) sont appelées les sommes de puissances
de premiére espéce (resp. seconde epéce). Soit [ = (iy,...,i) € (N)*, on définit les
produits des fonctions symétriques non commutatives :

U=, .. U, et & =0, ... D, . (7.12)
ST =Y (=) DA et AT = Y (=)D g (7.13)
J=I J>=1
\I/J
=3 et W= (—1))"Dip( ] 1)S7, (7.14)
J>I W“(J’ 1) J=I
o7 (1)
ST=N——— et & =) (1)) L g7 (7.15)
g, sp(J, 1) E, 1(J,1)
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AT = 3 1y et W= Y ()AL (16
J=I J=I

7Tu(j, I~)

I)
A N e P er - N pye-un TH) 1
JZ; ) (D) € JE} ) oot (T

Les familles {S7} e, y#, {A }rev, s, {97 b e, yx et {®7}ev, )+ sont des bases de Symy
et par convention S = A9 = U9 = o9 = 1.
On définit le coproduit A, sur Symg par

NSy =18 @8 et AN, = > A®A,, (7.18)
=0 1=0
AT, =100, +7,01 ¢ AP, =103, +P, 1. (7.19)

et par convention Sy = S9 =1et Ag = AD = 1.
Ce coproduit munit de Symg nous permet de définir une structure d’algébre de Hopf
cocommutative graduée par deg(S,) = n c’est a dire pour toute composition de I on a
w(Sy) = w(I). On la désigne par Symy et on a

Symyg = klgym, ® P Symy, . (7.20)

n=1

Avec le produit de concaténation et le coproduit A,, la counité € est définie par
VIe (N  eSh) =T, (7.21)

et on obtient la bigébre, (Symy (S, Ss,...), e, 1, A, €) sur K.

7.3.3 Fonctions quasi-symétriques [8]

Définition 39. L’algébre des fonctions quasi-symétriques , notée par

QSymyg = (K(My, My, --- ), e, 1), est une algébre associative libre engendrée par une
suite inifinie {M,},>1 de générateurs non commutatifs sur un corps K de caractéristique
0. Les { My }n=1 sont aussi appelées fonctions quasi-symétriques monomiales. { M} e, yx €

QSymy :
My =1 et VI = (iy, - ig) € (N,)*, My = M, -+ M,

P

Les éléments { M7} e, y» € QSymy sont des polynomes homogénes de degré w([) et
la famille { M} e, )+ forme une base de QSymy . Par dualité on a :

VI, J e (N+)*, <SI | Mj>ext = 5[7J, (722)

et on construit alors la bigébre duale a Symy, (QSymyg (M, My, .. ), x, 1, A, ) sur K.
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1. le coproduit A, est définit par
Vie (NL)*  AJM;) = > M, ® My, (7.23)

I, Io6(NL ) *, 11 Io=1

2. la counité ¢ est définie par

VIe (NL)*,  e(Mp) ={(M[]1), (7.24)

3. le produit * est commutatif et associatif au coproduit A, et est définie, pour toute
composition [ € (N, )*, par

My * Mg = Mg x Mp = M; (7.25)

et pour toutes compositions I = (i,1') et J = (j, J") € (N, )*
My * My = M;(Mp*Mj)+ M;(Mp* M)+ M ;(Mp * My). (7.26)
Ce coproduit munit de QSymyg nous permet de définir une structure d’algebre de Hopf

cocommutative graduée par deg(M,) = n c’est a dire pour toute composition de I on a
w(Mp) = w(I). On la désigne par QSymy et on a :
QSymy = klgsym, ® (—B QSymy,, (7.27)
n=1

Effet, on peut vérifier que, pour tout K, I, J € (N, )*,
(AL(SS) | My ® Mdexe = (S™ | My + Mp)exs (7.28)

(Ad(ME) | 8T ® 5 ext = (Mx | 5757 Yext. (7.29)

7.3.4 Encodage des fonctions symétriques non commutatives et
des fonctions quasi-symétriques via les mots [8]

Proposition 27. Soit Y(t) une série génératrice ordinaire de {y,}tn>1 :

V() =1+ ) yat" € QY)[t]. (7.30)

nz1

Alors Y(t) est groupe-like, pour le coproduit A ..

A

Preuve : )(t) est groupe-like, pour le coproduit A, si A, (V(t)) = V)RV (t). En
posant y9 = 1, nous pouvons écrire que :

A (1)) = Z( 3 %@yr)t" =YY (0 )@ (17 = VOEV(0).

nz0 M4s=n nz0r+s=n

avec e(Y(t)) = 1.

O
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Proposition 28. Soit G une algébre de Lie engendrée par {{log(Y) | t")}n=1. Alors G =
Prim(H . ).

Preuve : La série de puissance log()(t)) € Q(Y )[t] est primitive. Par un développe-
ment de log()(t)), nous obtenons successivement

s = 3, S (3, tn)kzz“ik_l( S e )i

k=1 nz1 k=1 S15essn =1
s1+...+spn=k

et, pour tout n = 1, {dog(Y(t)) | t") = m1(y,) et puisque {m (y,)}n>1 engendrent librement
Prim(H ) , voir (3.51) et (3.52).
O

A partir de cette proposition, nous pouvons écrire le Corollaire suivant :

Corollaire 11. A partir de (3.51) et (3.52), nous avons

YO =1+ YT E Y mlw) mm ) (7.31)

nzl k=1 si+--+sp=n

Corollaire 12. Soient la série de puissance Y1, Y71 est groupe-like et y sa différencia-
tion . On pose

YO =1+ ) Xt"eQW[t] et YT =-YYy! (7.32)

nzl1

Alors, pour tout n =1, on a

M oyXei=0 et Y Xiyai=0 (7.33)

o<isn o<isn

Preuve : En utilisant l'identité YY ' =Y 'Y = 1y«, on a :
Soient J = (s1,...,sx) € (Ny)* avec Y =y, y, - - ys, et n € N*. En particulier w(J) = 0
si J = (0).

V(it)=1+ Z Y™ = 1+ Z Y7 |

n=1 I(J)=1
V) =1+ ) Xt
nx=l1
1
Vit)y=1+) Xpt' = —=—.
7; 1+ Z Ynt"

nz=1
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1
Yt = 5
=30
B 1
1+ Z Ynt"
n=1
=14+ D (=D Q] yat™)*
k=1 n=1
=1+ > (-DF > v/
k>1 I(J)=Fk
=1+ ) (-DF D (—)Ry e
k=1 w(J)=k
=1+ ) Z 1)y ¢k
kz1w(J
=1+ ) th’“
k=1

(7.34)

]

Corollaire 13. [I existe deux séries génératrices (unique et primitives) L et R e Q{Y )[t]
telles que : Y =LY = YR. Si

t)= > Lt"" et R(t)=) Ryt (7.35)

n=1 n=1

Alors, pour tout n > 1,

nYn = Z Lzynfz et nYn = Z yiRnfz’; (736)

1<i<n 1<i<n
Z i+ Dy Xoa et Ry= > (i+1)Xo . (7.37)
0<i<n 0<i<n—1
Preuve : Posons yp = Xg =1, Lo = Ry =0 et
Y=Ly = Yy, e
dt " ‘

n=1

Yy = LY et Y = YR,
— L = YY1 et R = Y1
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PouryzLyona:

V(t) = L)
= Lit* Dyt )

k=1 p=1

_ Z Z kap_ltk—l-i-p—l

k=1p=1

_ Z Z kapilt(kfler)fl

k=1p=1

= Z( Z Liye ")

k=1 1<i<k

= Z( Z Lz’ynﬂ')tn_l

n=zl 1<i<n

= > gt

nz=1

(7.38)
Par identification ny,, = Z Ly ;.
_ 1<i<n
Pour Y = YR on a :
V(t) = V(t)R(t)
= QO et O Rpt? )
k=1 p=1
k=1p>1
k=1p=1
= Z( Z yikaitk_l)
kx>l 1<i<k
= Z( Z Yi Ry i)t
n=1 1<i<n
= > gt
n=1
(7.39)

Par identification ny,, = Z yilR,_;.

1<isn



- 108-

Pour L = j;y—l
L(t) = Y)Y (1)

= (D ket (D Xt ™)

k>1 5
= Z Z ]Ckap_ltk—1+p—1
k=1p=1
- szka, lk—14p)—
k=1p=1

= 20D iyXpmit* )

k=1 1<i<k

- Z< Z i-inn_i)tn_l

nzl 1<i<n

— Z( Z (i + 1).ip1 Xp—ig )t 7"

n>1 0<i<n—1

= Z Lntn—l

n=1

(7.40)

Par identification L,, = Z (0 + Dyi1 Xni1-
0<i<n—1

Pour R=Y 'Yona:
R(t) = Y1)Vt

= (D Xat™ N, pypt’™)

=1 p=1

- Z Z pXp qyptt P

k=1p=1

B Z Z pXj_ 1yt

k=1pz1

k=1 1<i<k

- Z( Z 0. X iyt !

n=1l 1<isn

- Z( Z (i + 1)-an¢71yi+1)t”*1

nzl 0<i<n—1

= Z Rntn—l

nz=l

(7.41)
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Par identification R,, = Z (t+ D)X i 1Yit1-
0<i<n—1
Montrons que les séries génératrices L et R € Q(Y )[t] sont primitives.
A, commute avec d/dt et aussi un morphisme pour la concaténation. Alors,

Au(L) = VRY+YRV)(V'@Y™) = YYIQYYT + YYTIRVYT! = VY I®Lyx + 1y«6
Aw(R) = V'@V HIOY +YQY) = YIVRYTIY +YIVRQYTIY = YV IV®lyx + lys6

Par conséquent, A, (L) = 1y+®@L + L1y« et Ay, (R) = 1y«®@R + R®1y= qui prouvent

que L et R sont primitives.

]

Corollaire 14. Pour toutn > 1, on a :

Ri Ry ... Roa |R)| |Ri Rx ... R.q |[Ra]
-1 R ... R, R, -1 R R, R,
0 =2 ... Ruyy Ruo |0 -1 ... 1R, 5 IR,
NYn =1| . . ... . = . : (7.42)
0 0 -n+1 R 0 0 —1 n-luRl
L L Lo
—-n+1 Ly Ly o Ly,
0 —n+ 2 Ln73 Ln72
0 0 —1 Ly
Y1 Yo 0...0 yi 2y ... (n—1yn
22 y1 Y0 Yo Y1o--- Yn—2 Yn-1
3y3 Y2 Y- 0 0 Yo --- Yn—3 Yn—2
Ln = . e e e e e = . . P . . (744)

nyn Yn-1 Yn—-2-.--U1 0 0 e Yo U1
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Y Yo 0...0 YioY2 oo Yno1
Y2 (0 Yo...0 Yo Y1 - Yn—z (n— 1)y,
Ys Y2 yi--.0 0 % - Yn-g (N —2)Yn—s
R,=| . e =|. . ... ) . (7.45)
n| (M—=Dyp1 (0 —2)Yp—2... 11 0 0 ... o Y1

Proposition 29. Pour tout k > 1, il existe deuz séries génératrices (unique) Ly, Ry €
QUYH[[t] telles que Y® = LY = YRy Les familles {Ly}r=1 et {Ritrs1 sont définies

récursivement comme suit :

Li=L et L= E.k—l + L:k_lL, (746)
Ri=R et Ry=TRyp1+RRyp. (7.47)

Preuve : A partir de la Proposition 27 et du Corollaire 13 , on peut écrire que

L300 = Xt 0,

n=k

o (n)y =n(n—1)...(n—k) est le symbol de Pochhammer .
Nous allons procéder a un raisonnement par recurrence sur n = 1 :

— Pour k£ =1, on obtient le Corollaire 13 .
— Supposons que ’hypothése est varie pour tout n avec 1 <n <k — 1.
— Et montrons pour n = k

YO = LYV 4+ LY = Lo+ LY = (Lea + L L)Y,
VP = YR +YRio1 = YRReoi +YRimi = V(RRy—i + Rioa).

Par Conséquent, Ek = /jk—l + ﬁk_lL et Rk = RRk_1 + Rk—b

]

Corollaire 15. Pour toute série de puissance propre A, B, soit ad’y B le crochet de Lie
itéré défini récursivement par adyB = B et adTlB = lad’, B], pour n = 1. Alors, avec
les notations du Corollaire 13 , on a

ﬁk:: 22 ——75——— et 7€k:: }:(-&J n!
nz0 n=0
Preuve : Puisque £,)Y = YRy alors £, = YRLY ' = el8YR e 108Y = etdosy R,
et alors Ry = V1LY = e 8V [ elo8Y = e%-1sv £, En developpant e, on obtient le
résultat.

O
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Proposition 30. Soit G une algébre de Lie engendrée par { Ry, }n>1 (resp.{Ln}n=1). Alors
G = Prim(Hw).

Preuve : A partir du Corollaire 13 , nous pouvons écrire que,

MALE N =1 ® (Z Ly t”l) + (2 Ly, t”l) ®@lys = Y (Iyx @ Ly + Ly @ Ly« )t" .

n=1 n=1 n=1 n=1

Ainsi, par identification du coefficient de t" ', on a A ., (L,) = 1ly* ® L,, + L, ® 1ly» qui
prouve que L,, est primitive, et

Z(Am (R =1y ® (Z R, t”‘l) + (Z R, t”—l) ® lyx = Z(ly* Q@ R, + Ry, ® Ly« )t" L,

nz=1 n=1 n>=1 n=1

Ainsi, par identification du coefficient de "', on a A, (R,) = 1lyx ® R,, + R, ® ly= qui
prouve que R, est primitive.

A partir du Corollaire 14, on peut dire que : y,, est triangulaire et homogéne (en poids)
en {Ly}xr>1. Inversement, L, est aussi triangulaire et homogéne (en poids) en {yx}x>1. Les
L,, sont alors linéairement indépendant et constitutent un nouvel alphabet.

De méme, on peut dire que : y, est triangulaire et homogéne (en poids) en {Rjp}r>1.
Inversement, R, est aussi triangulaire et homogéne (en poids) en {yx}r=1. Les R, sont
alors linéairement indépendant et constitutent un nouvel alphabet.

]

7.3.5 Construction d’une nouvelle base de Poincaré - Birkhoff -
Witt via L et R [8] :

Définition 40. On définit les familles {ngs)}wey*, pour S =1L ouS =R, de H ., comme
suit :

i) Oy, = L, si S=L ou R, si S =R, poury, €Y,

i) % = [0, T, si € = o (0, £) € Lyn(Y),

i) TG = (I) - (L), siw = 00 -+ 6, £y > - >l € Lyn(Y).

Proposition 31. Les familles {HES)}geﬁyn(y) et (resp.{ngS)}wey*), pour S =1L ouS =R,
sont les bases de Prim(H . ) (resp.H w ), ces bases sont homogénes en poids.

Preuve : Voir [13, 4].
A partir du Corollaire 13, Corollaire 14 et la Proposition 29 , nous pouvons dire que
les familles {Hf)}gegyn(y) et (T@Sp.{HSUS)}wey*) sont homogeénes en poids (en {yx}r=1),
primitives et linéairements indépendantes

O
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Définition 41. Soit {Eg}s)}wey* la famille de HY, obtenue par dualité avec {H&S)}wey*.
Vu,ve Y, I | =) = 6,

Théoréme 13. i) La famille {Hés)}geﬁyn(y) forme une base de l’algebre de Lie engendrée

par Prim(H ).

i1) La famille {H&S)}wey* forme une base de U(Prim(H ).

iii) La famille {E&S)}wey* est librement engendrée par lalgébre de stuffle .

w La famille {Eﬁs)}gegyn(y) forme une base de transcendance de [’algébre de stuffle.
Preuve : Voir [13, 4].

O

Nous pouvons maintenant écrire la série diagonale (3.60) comme suit :

N
Corollaire 16. Dy = Z wRw = Z EQ(US)®H1(US) = H ezz(es)@HES)

weY * weY * LeLyn(Y)

N
Corollaire 17. Dy = Z wRw = Z EQ(UL)®HEUL) = H @Ew@n@m

weY * weY * LeLyn(Y)

N
Corollaire 18. Dy = Z wRwW = Z EQ(UR) ®H§UR) = n S

weY * weY * LeLyn(Y)

7.3.6 Construction d’un isomorphisme entre 1’algébre de Hopf de
stuffle et I’algébre de Hopf des fonctions symétriques non
commutatives et des fonctions quasi-symétriques [8]

Pour tout mot v = y;,y;, - --v;, € Y* correspond & une composition d’entiers I =
(11,49, i) € (N)* et le mot vide 1y correspond & une composition vide (). Les
fonctions symétriques non commutatives et les fonctions quasi-symétriques peuvent étre
indexées par des mots Y* associés par des compositions (N, )*. En effet, soit J une com-
position, plus fine que I, associée au mot v et soit J = (Jy, Jo, - -+ , Ji) une composition de
J telle que, pour tout p = 1,2, --- , k, w(J,) = i, et J, est associé au mot u, et w(u,) = i,.
Alors v < u = uy - - - ug est une unique factorisation de v.

Exemple 34. .
”) (17272) < (17 (17 1)72) = (17 1, 172) > Y1Y2y2 < Z/l(y1y1)y2 = Nyiyiye2.

Z) (17 2, 2) =< (1v 2, (17 1)) = (1> 2,1, 1) «—> Y1Y2lo < yly?(ylyl) = UV1Y291Y1-

i) (1,2,2) < (1,(1,1),(1,1)) = (1,1,1,1,1) «— y1v2y2 < y1(y1v1)(1y1) = Yivithyavs-
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Par conséquent, nous pouvons écrire la définition suivante :

Définition 42. Soient S et M les applications linéaires suivantes :
i)

S:(KY ), 01, A, e) — (K{(Sy, S5+ ), 0,1, A, €),

W=y Yy > S(u) = SO = 5, o S
i)
M (RY D), w1, A, e) — (KM, My -+ ), %, 1, A, €),
U= Y - Yi —— M) = M,y = My, -+ M,

Théoréme 14. Les applications S et M sont des isomorphismes d’algebre de Hopf.
Corollaire 19. Soit G une algébre de Lie engendrée par {I1,},ey+. Alors Symy = U(G).

Corollaire 20. Les familles {M(€)}seryny) €t {M(E0)}oeyn(y) sont des bases de trans-
cendance du K—algébre Qsymy commutative libre.

Corollaire 21. Soit w = y;, ...y, € Y™ associé a I = (iy,...,ix) € (NL)*. Alors, nous
avons

S =S), = Sml). M) ¥ = S(R)
Preuve : Les séries de puissances ), log(Y) et L, R € K{Y)[t] sont sommables. Et de

plus S est continue et commute avec log, alors nous pouvons déduire que

olt) = SQ) = 1+k§>]18(yk)t’“,
Z%t’“ = logo(t) = S(logY(t)) = ZSEﬂl(yk))tk,
f\llfkt’“ = Yt) = SRE) = %S(Rk)t’“,
:Zt’“‘l\lfz = ) = S(L(t) = zS(Lk)t‘f‘l.

7.3.7 Bases duales pour les fonctions symétriques non commuta-
tives et les fonctions quasi-symétriques via la factorisation
monoidale [8]

Définition 43. On définit les séries génératrices non commutatives { M(w)}yey* et {S(w)}wey+
comme suit :

i) M=) Mwwe QSymy((Y)), et

weY *

i) S = Y S(w)we QSymy((Y)).

weY *
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N
Proposition 32. Par le coproduit A ., et Dy = H =@ nous obtenons :
LeLyn(Y)
i) La série génératrice non commutative M est groupe-like.
i1) La série génératrice non commutative log(M) est primitive.

Preuve : M est équivalent a I'image de la série diagonale Dy par le tenseur M ® Id.

M= (M®Id)(Dy) = MId)( Y w@w)= Y Mw)@w= > Mwmw

weY * weY * weY *
log(M) = (M ® Id)(log(Dy)) = M Id)( >, w@m(w)) = > M(w)@m(w) =
weY * weyY *

Z M(w)my (w

wEeY *

Il suit le critére de Friedrichs [13, 4].

Par le résultat precédant, on applique la fonction log sur la série de puissance M.
O

N
Corollaire 22. i) M = H eMENM ¢ QSym, (Y,
feﬁyn( )
i) log(M Z M(w ) € QSymy(Y)).

weY *

Preuve : i) est équivalent a I'image de la série diagonale Dy par le tenseur M ® Id.
i1) est équivalent a l'image de log(M) par le tenseur Id @ 7. Il est aussi équivalent a
I'image de Dy par le tenseur M & 7.

]

Finalement, en partant de [13, 4], nous déduisons le Corollaire suivant.

Corollaire 23. Nous afugns :

~
Z M(w)S(w) = n MEDSL) _ n eM(Zf_,S))S(HE,S)))

weY * leLyn(Y") LeLyn(Y")
N N\
M_ ()5 (s
S a8 = ] e ] <%
weyY'* LeLyn(Y) LeLyn(Y)

Preuve : Par le Théoréeme 14, il est équivalent a 'image de la série diagonale Dy par
le tenseur M ® S, de plus, il est équivalent a I'image de M par le tenseur Id ® 7.

]

Remarque 13. Ces formules tiennent pour toute paire de bases en dualité, compatible
avec la factorisation monoidale de Y*. On voit qu’elles sont indépendantes sur les alpha-
bets infinis non commutatifs ou commutatifs, d’habitude noté par A et X qui dépendent des
fonctions symétriques non commutatives S(A) € Symg(A) et fonctions quasi-symétriques
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M(X) e QSymg(X).

Exemple 35. (Identité de Cauchy [17]).
Soit A un alphabet non commutatif et X un alphabet commutatif totalement ordonné . Les
fonctions symétriques de ’alphabet non commutatif X A sont définies par :

o(XAt) = X 0S(XA = ﬁa(A;a:t).

zeX

Soient {Ur}re,yx et {Vi}ieav,)x deux bases linéaires de Symy(A) et QSymy (X) respec-
tivement. La dualité de ces deux bases nous permet d’écrire

o(XA 1) = D M(X = > Vi(X) Un(A). (7.48)

Te(N4)* Te(Ny)*

Typiquement, la base linéaire {Ur}rem,yx est une base de ribbon des fonctions Schur
{Ri}rem,yx et, par dualité, {Vi}em,)= est une base quasi-ribbon des fonctions Schur
{FI}Ie(m)* 3

wmnzxjwm[meﬂzijlzAmﬂmWZEZEme.

Te(N4)* I,Je(Ny)* Je(Np)y* LI, Je(N)*

J<I I>J

JE(N+)*

De méme, si on spécialise les alphabets des fonctions quasi-symétriques {M;} e, y» et
{E7} e, )+ a lalphabet X, = {1,q,¢%, ...}, alors la série génératrice 0(X,A;t) peut étre
vue comme 'image de la série diagonale Dy par le tenseur f®S, ol f : x; — ¢'t et on a :

Exemple 36. (série génératrice des fonctions Hall-Littlewood [17]) Soit X, = 1/(1—q) un
alphabet commutatif totalement ordonné : X, = {--- < ¢" < --- < q < 1}. Les fonctions
symétriques complétes de alphabet non commutatif A/(1 — q) sont données par la série
génératrice ordinaire suivante

O(AJZZ&@LW:ﬁmMm. (7.49)

l—q = 1-q n>0

Par conséquent,

[IZse- % | X - 3

1—
¢ >0 >0 I=(ir,in)E(N)¥ Ly >n,>1 Te(N1)*

A

o(

comme une spécialisation de chaque lettre x; € X a ¢' de la fonction quasi-symétrique

My (X).

X) ST (A)7.50
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Exemple 37.

L
Hgl) = Y1,
L
oll) = 2y 3,
L
1'15,2?“ = 2y2y1 —2v1¥2,
L
HF32/1y2 = 6y3y1y2 - 3y3y1 —3y2yay? + 29393
- 6y2y1 yz + 2y2y1 + 2y1y2y1y2 - y1y2y1
+  3y1ysyi — 6y1ysyz + vivav1 + 3y5usy1
. +  yiy2 —3yyy3 — 2y291y2y1 + 4y5y7] — 6ysyay1 + 6y2y1v3,
H(yS%,lyle = 6ysyivay1 + 2y2vive — 6y2vTvay1 + Wiv2v1vay1
2 2, 2 2
—  6y3yiy2 + 2yiysy1 — 22y1 Y291Y2 — 6y1y3y2y21
+  6y1yzyiy2 + 4y2y1v2y] — 6y291y3y1 + 6y297y3
o —  4y1y3y7 + 6y1y293y1 — 6Y1Y29193.
Sy = v,
L
252) = o,
L
2522,1 = fyour + %ysv
L
Eggélw = fysviva + 6y%y2y1 + 6y3 + 8y4y2 + 10y5y1 + 12y6,
=) = 1 + + + + +
vsyivayl =  GY3Y1v2y1 9y3y1y3 3y3y2y1 Gy3y2 18y3y1 Svsya
+  5Yav2v1 + 15Y4us + $usyi + T5usv2 + 35vev1 + 37V
Exemple 38.
R
H1(/1) = Y1
R
oy = 2y; — 4,
(R 5
Yoyl Y291 — 2y1Y2,
R 4 2
H§/33);1y2 6ysy1y2 + y2y7; — 6y2y7vy2 + v1 yzyf —2y1y291Y2 — 3y3y%
—  3yfyavi +4yTv3 + 3y1ysyi — 6y1ysy2 + 2y2u1v2v1 — 6Y2u3YL
. —  yiy2y1 +3yTysy1 +yry2 — 3y1ys + 2y5y7 + 6y291y3,
3 2 2
Oysyiyoyr = Gy%yéyzyl - gyzyl y2 — 4y1y2y1y2y1 + 6y1y2yiv2 — 6Y3yiy2
+  4yTyry1 —4yiy2yi1y2 — 6yy Yyayzy1 + 6y1ygy%y2 + 6y1y2y3y1
r +  2y2y1y2y7 — 6y2v1y3y1 + 6y2yTy3 — 2y1y5y7 — 6Y1Y2¥1Y3-
2151) = v1,
R
21(4 )= 1y2,
R
Egzyl = %yzyl + éy3a
R 2
253;”2 6y3y1y2 + 40?JG + Sysyr + 24y4y2 + 2v3 + 6y3y2y1,
Zygg,lywl = 61y3y11121/11+ T5Y3Y1V3 + 3555U7 + 35 V61 + 15 UsY2
+ 721/493 + 4y4y2y1 + 1gY3Y4 + §Y3Y1L T GY3Y2
+ 15y5y1 + 3y3y2y1

Conclusion

Une fois de plus, la factorisation monoidale de Schiitzenberger joue un roéle centrale
dans la construction de paire de bases en dualité, comme exemplifié pour le cas des
algebres de Hopf des fonctions quasi-symétriques (QSymy ) et des fonctions symétriques
non commutatives (Symy ), obtenue comme les images isomorphiques de I’algébre de Hopf

de stuffle (H ) et son dual (H},,), par M et S.

7.4 Feuilles de calculs Maple

Voici la liste de tous les polynémes associés aux mots de Lyndon de longueur | ¢ |< 5



(> restart
| > read "basesinduality_qgShuffle5.txt";

> with(basesinduality);
[ Compute_Ln, Compute_Rn, Compute_Xn, Compute_pil, Compute_pil_q, (D

DeltaLetter, DeltaStuffle_q, Factori, FindDualBasis, GetMatrixDual,
GetSigmalLyndon, IsPrimitive, ListLength, ListLessLength,
ListOfStandarSequences, ListSameWeight, LyndonBasis, LyndonFact,
LyndonLen, LyndonLex, MatvixPBWL, MatrixPBWL_L, MatrixPBWL_R,
MatrixPBWL_Shuffle, MatrixPBWL_q, MatrixSShuffle_q, PBWL_wordShuff,
PBWL_wordStuff, PBWL_wordStuff_q, PBWL_word_L, PBWL_word_R,
PLynwordShuff, PLynwordShuff_q, PLynwordStuff, PLynwordStuff_q,
P_gShuffle, ProductTensorPoly, S_qShuffle, ScalarProduct, SchutBasisShuff,
SchutBasisStuff, SearchWords, SigmaOfWord, StandFact, TautologicNumber,
TestOrthogonalShuffle, TestOrthogonal_q_Stuffle, WittFormula,
concaproduct, conjClass, factor2expand, genword, greatLen, greatLex,
homogeneousPart, init, isFactor, isLeftFactor, leftSubs, leftrem, lessLen,
lessLex, letterOrder, mono_decompose, mono_melange, mono_mul,
mono_weight, pbwlExp, pbwlExpand, pbwlLog, pbwlProduct, pbwl_poly_Mul,
plog_melange, plog_word_compact, plog_word_root_simplify,
plog_word_uncompact, poly2pbwl, poly_cat, q_ShuffleProduct,
qg_ShuffleTautologicNumber, q_StuffleProduct, rightrem, shuffleproduct,
x_mono_ctuffle, x_mono_shuffle, x_mono_shuffle_q, x_mono_stuffle_q,
x_poly_ctuffle, x_poly_shuffle, x_poly_shuffle_qg, x_poly_stuffle_q, xcoeff,
xcoeff_q, xcoeffs, xdegree, xexpand, xlcoeff, xpoly, xpower, xsort, xstar,
xsubs, xtcoeff, xterm]
> with(combinat) :
> with(StringTools) :
> with(numtheory) :
> with(LinearAlgebra) :
> with(PolynomialTools) :
> AllPermutations := proc( s :: string)
localp;
seq( StringTools.-Permute( s, p ),
p = combinat| 'permute’ |( length( s) ) )
end :
> multidegre :=proc(w :: string) sort(map(parse,
(convert(convert([ AllPermutations(w) ], set), list))))end:

> analog =proc(I :: listlocal i,  mul(add(g" ™%, j=0.i),i=1.1[2]-1)end:
> uncat :=proc(word) if length(word) < 1 then [ word] else map(proc(x,




| y) substring(y, x..x) end, [$ 1..length(word) |, word) fi; end:

> post :=proc(p, L)local i, k, pos; pos := [ | for ifrom 1 to nops(L) do if member (p,
_ L'K') then pos := k:fiod: pos; end:

> lyndon :=proc(n, w:: string) local K, I, M, N, O, Q; K := map(sort, Generate(n,
w)); L :== map(LyndonFactors, K); M := (map2(op, 1, L)); N := convert(M, set);
| O = convert(N, list); Q := sort(O); map(parse, select(length = n, Q) ) end:
Calculer des polynomes

> Polly :=proc(n, w, X:: string, L :: list, Y, q)local i, j, v, K, P, T, A, B, C; A
:= convert(ListLength(Y, L, n), list) : B
= Matrix([ seq(simplify([seq(coeff(S_gShuffle(temp, Y, L, q), A[j]), j=1
.nops(A))]), tempinA)]) :

C := MatrixInverse( Transpose(B)) : T := map(parse, Generate(n, X) ); i :== post(w,

T); K := [seq(C[i, jl, j=1..nops(A))T; print( P/ T[i]] = add(K[r]-T[r], r=1
.nops(K)))end;

Polly := proc(n, w, X:string, L:list, Y, q) (2)

local i, j, v, K, P, T, A B, G
A:= convert( basesinduality.-ListLength(Y, L, n), list);
B := Matrix([ seq(simplify([ seq( coeff ( basesinduality:-S_qShuffle(temp, Y, L,
q), Aljl), j=1.nops(A))]), in(temp, A))]);
C:= LinearAlgebra:-MatrixInverse( LinearAlgebra:.- Transpose(B) );
T:= map(parse, StringTools.- Generate(n, X) );
i:=post(w, T);
K:= [seq(C[i jl, j=1..nops(A))];
print(PAq* [T[i]] = add(K[r]*T[r], r=1..nops(K)))

end proc

> Polly(3, aab, "ab", [1, 2], Y, q);

P [aab) = aab+ (-g— g*) aba+ ¢° baa (3)

_Calculer des polynomes associés aux mots de Lyndon pour X={a < b}

> T:= lyndon(2, "ab");

i T:=[ab] 4)
> for jfrom 1 to nops(T) do Polly(2, T[j], "ab", [1, 2], Y, g)end,;
i Plab] = ab— qba (5)
(> TA := Iyndon(3, "ab");

TA:= [aab, abb] (6)

=> for jfrom 1 to nops(TA) do Polly(3, TA[j], "ab", [1, 2], Y, q)end;
P [aab) = aab+ (-g— q*) aba+ ¢° baa

P?[abb) = abb+ (-q— q°) bab+ q° bba 7)

> TB = lyndon(4, "ab");
i TB:= [aaab, aabb, abbb] (8)




> for jfrom 1 to nops(TB) do Polly(4, TB[j], "ab", [1, 2], Y, g)end,
P [aaab) = aaab+ (-g—¢° — q°) aaba + (¢° + ¢* + ¢°) abaa — q° baaa

(2g+g°+1) abab g (-1—g+q +4q°) abba

P? [aabb] = aabb— 4

1+4" 1+4"
3 3., 4 7 2
g (-1—qg+g 4+c] ) baab L4 (2g+g —|—41) baba _ ¢ bbaa
1+gqg 1+gqg
| Plabbb) = abbb+ (-q—q° —q’) babb+ (¢’ + 4" + q°) bbab— q° bbba 9)
> TC = lyndon(5, "ab");
TC:= [aaaab, aaabb, aabab, aabbb, ababb, abbbb] (10)

[ > for jfrom 1 to nops(TC) do Polly(5, TC[j], "ab", [1, 2], Y, q)end;
P aaaab) = aaaab+ (-q— ¢ — ¢ — q*) aaaba+ (@ + 4" +2 ¢ + @°

+q") aabaa+ (-¢° — 4’ — ¢® — ¢°) abaaa + q*° baaaa

2 3 5, 4, 3
P [aaabb] = aaabb — a(2g+q° +1) aabab _ q’ (-1+q’ +q +q’) aabba

1—|—q4 1+q4
3 3 4 5 2 3. 4
g (-1-g+g +q)abaab+ @ (2g°+2g+1+2qg°+q°) ababa
1—|rq4 1+q4
+q6(q5—1—q—q2)abbaa+q7(—1—q+q3+q4) baaba
1+q4 1+q4
g' (2g+qg*+1) babaa 10
— ) +q ~ bbaaa
1+g

P [aabab] = aabab — q aabba+ (-q— ¢ — q°) abaab+ (¢® + ¢ + q
+1) ¢° ababa — ¢’ abbaa + (¢° + q°) baaab— (¢° + q* + 1) q* baaba
+q10babaa

P [aabbb] = aabbb + (-q—q° — q°) ababb+ (q" + ¢® + q°) abbab + (-4° + ¢
—q —q"% abbba— (¢’ +28+2¢ +qd* - -24°"-2q—1) q* babab
+(@P+2¢@+24+3-a—q—1) ¢°babba+ (°+@ +4* - ¢ —q
—1) ¢° bbaab — g (1 + g+ ¢°) bbaba + q'° bbbaa

P [ababb] = ababb + (-q— g* — q°) abbab + (§* + q”) abbba — g baabb + (g°
+q +q+1) ¢ babab— (¢ + q* + 1) q* babba — q° bbaab + g*° bbaba

P? [abbbb] = abbbb+ (-q— ¢ — ¢° — q°) babbb+ (@ +4* +2 ¢ + ¢° (11)
+q’) bbabb+ (-q° —q" — ¢° — q°) bbbab + q"° bbbba




| >
Calcul des polynémes associés aux mots de Lyndon pour X={a < b < c}
> TF:= lyndon(3, "abc");

TF:= [aab, aac, abb, abc, acb, acc, bbc, bcc]

[ > for jfrom 1 to nops(TF) do Polly(3, TF[j ] abc (1, 2, 3], Y, g)end,
P9 [aab] = aab + ) aba+q baa

q°) aca+ ¢’ caa
q°) bab + g’ bba

(-q
Pllaac) = aac+ (-g
Pllabb] = abb+ (-g
P"[abc]—abc—qachr(q —q) bac — q* bea + g’ cha
P lacb] = acb — q bac+q bca — g cab
(-g—g°) cac+ q° cca
(-g—g°) bcb + ¢° cbb
(-g—qg°) chc+ ¢ cchb

P acc) = acc+
P bbc] = bbc +
] P [ bcc] = bee +
(> TG = lyndon(4, "abc");

acbc, acch, accc, bbbc, bbcc, beec)

B for jfrom 1 to nops(TG) doPoIly(4 TG[j], "abc", [1 2,31, Y, g)end,
P [aaab) = aaab+ (-g— ¢ — q°) aaba + (@° + g +q3) abaa — q6 baaa

P [aaac] = aaac+ (-qg—q* — ¢°) aaca+ (@ + g* + ¢°) acaa— q° caaa
3

14+2g+q°) abab 1-g+ abba
P aabb) = aabh— 41 +24+4) ' (-1-qg+a+q")
1+qg 144
3 3 4 7 2
_4q (-1—q+q4+q)baab+q (1+2q+f)baba—q6bbaa
l+4g 1+qg

-4’ +q") caba— ¢° chaa

P? [aach] = aach — ¢* abac+ q¢° abca+ (¢° — ¢* — q) acab— q” acba + q° baca
—q®bcaa+ (-4’ +q°) caab+ q° caba
qg(14+2qg+4q°) acac B g (-1—g+q +q*) acca
1 +q4 1 +q4

G (-1-g+3+q*) caac | ¢ (1+2qg+g°) caca ¢

— 1 + p —q° ccaa
1+gqg 1+gqg

P [abac] = abac — q abca — q4 acab + q5 acba — q baac + q2 baca + q5 caab

P aacc] = aacc —

—q6 caba
P [abbb] = abbb+ (-q—q* — q°) babb+ (¢° + q* + ¢°) bbab— q° bbba
P [abbc] = abbc+ (-g° — q) abch + ¢° acbb+ (G* + ¢° — * — q) babc+ (-4°

TG := [aaab, aaac, aabb, aabc, aach, aacc, abac, abbb, abbc, abch, abcc, acbb,

P [aabc] = aabc — g aach+ (¢° — q) abac+ (-g* — ¢°) abca+ (-q” + ¢°) acab
+ (- +d+q") acba+ (-4°+ q*) baca+ q” bcaa+ (q° — g°) caab + (

(12)

(13)

(14)



— @ +3+q%) bacb+ (¢ - q° — ¢ + q°) bbac— g’ bbca+ (¢° + q°) beba
—q6 cbba
P? [abcb] = abeb — g acbb — ¢° babc + (g + ¢° — q) bacb + (-q° + g*) bbac
—|—q7 bbca—q4 bcab—q6 bcba+q3 cbab
P [abec] = abee+ (-g° — q) acbe+ ¢ accb+ (-¢° + q* + ¢° — q) bacc+ (g°
+¢¢—q - q*) bcac— ¢’ beca+ (-4° - q" + ¢ + ¢*) cbac+ (¢® + g°) cbca
—q6 ccha
P [acbb] = acbb + (-¢° — ¢°) bacb + ¢’ bbac — q° bbca + g° (1 + q) bcab
— g cabb
P lacbe] = acbc — g acch + (q* — ¢*) bacc+ (-q° — q° + ¢°) beac + g’ beca
—qcabc+q2 cacb + ¢’ cbac—q6 cbca
P [accb] = acch — g° bacc + q* (1 + q) beac — ¢° beca + (-g° — q) cach + g° ccab
P acccl = accc+ (-qg—q° = q°) cacc+ (¢ +q* + ¢°) ccac— q° ccca
P/ [bbbc) = bbbc+ (-q—q° —q’) bbcb+ (¢ +q* + q°) bebb — q° cbbb
P [ bbec] = bbee — g (1 +2q+212) bcbe g (-1 —q+q34+q4) bceb
1+4g 1+gqg
g1 —q+q34+q4) cbbe q (1 +2q+4q2) chcb _ ¢ ccbb
1+gqg 1+gqg
P beecl = beee+ (-g—q* — ¢°) chec+ (@ + g* + q°) ccbe— q° cecb

| >

po

> TH = lyndon(4, "abcd");

TH := [aaab, aaac, aaad, aabb, aabc, aabd, aach, aacc, aacd, aadb, aadc, aadd,
abac, abad, abbb, abbc, abbd, abch, abcce, abed, abdb, abdc, abdd, acad,
acbb, acbc, acbd, acch, accc, accd, acdb, acdc, acdd, adbb, adbc, adbd, adch,
adcc, adcd, addb, addc, addd, bbbc, bbbd, bbcc, bbcd, bbdc, bbdd, bcbd,

i bccece, beed, bedc, bedd, bdcc, bdcd, bddc, bddd, cccd, ccdd, cddd]

> for jfrom 1 to nops(TH) do Polly(4, TH] j], "abcd", [1, 2, 3, 4], Y, g)end;

P [aaab) = aaab+ (-g—¢° — q°) aaba + (¢° + ¢* + ¢°) abaa — q° baaa

P aaac] = aaac+ (-qg—q°* — ¢°) aaca+ (¢° + g* + ¢°) acaa— ¢° caaa

PMlaaad] = aaad+ (-g— ¢* — q°) aada+ (@° + g* + q°) adaa — ¢° daaa

(1+2g+qg°) abab B g (-1-—g+q +q*) abba

1+ q4 1+ q4
3 3, 4 7 2
g (-1-g+gqg 4+q ) baab L4 (1+2q+f ) baba _ &% bbaa
1+gqg 1+gqg
P [aabc] = aabc — g aach+ (¢° — q) abac+ (-g* — ¢°) abca+ (-q” + ¢°) acab

P [aabb] = aabb— 4

(15)

(16)



+(®=a°+ @ +q*) acba+ (-4° + q*) baca+ q" bcaa+ (q® — q°) caab + (
-4’ +q") caba— ¢° chaa

P [aabd] = aabd — g aadb + (g° — q) abad + (-q* — ¢°) abda + (-g°
+q) adab+ (¢ = + @+ q*) adba + (-4° + ¢*) bada + q" bdaa + (¢
—q%) daab + (-¢° + q") daba — q° dbaa

P? [aach] = aach — ¢* abac+ q¢° abca+ (¢° — ¢* — q) acab— q” acba + q° baca
—q®bcaa+ (-q" +q°) caab+ q° caba

g(1+2g+qg°) acac g (-1—-q+q +q*) acca

1 +q4 1 +q4
@ (-1-q+@+q") caac g’ (1+2qg+4q") caca
1 +q4 1 +q4

M [aacd] = aacd — g aadc+ (g° — q) acad+ (-q* — ¢°) acda+ (-4’ + q°) adac
+ (= q®+ 3 +q*) adca+ (-¢° +q*) cada+ q" cdaa+ (q® — q°) daac+ (
-q° +q") daca— q° dcaa

P [aadb) = aadb — g* abad + g° abda + (¢° — ¢° — q) adab — q" adba + ¢’ bada
—q®bdaa + (-q" + ¢*) daab + ¢° daba

P?[aadc) = aadc — ¢° acad+ ¢° acda+ (¢° — ¢* — q) adac— q” adca+ q° cada

P aacc] = aacc —

— ¢’ ccaa

+

—¢®cdaa+ (-4’ +q°) daac+ q® daca
(142g+4¢°) adad ¢’ (-1—qg+q +4q°) adda
1+q4 N 1+q4
@ (-1-q+q +4q") daad N q (14+2qg+qg°) dada
1+q4 l+q4
P [abac]:abac—qabca—q4 acab + qS acba — q baac + q2 baca+q5 caab

P [aadd] = aadd — 4

— q6 ddaa

—q6 caba

P [abad] = abad—qabda—q4 adab+q5 adba—qbaad+q2 bada+q5 daab
—q6 daba
P/ [abbb] = abbb+ (-q—q° — q’) babb+ (¢’ + q* + q°) bbab— q° bbba

P [abbc) = abbc+ (-¢° — q) abch+ ¢ acbb+ (¢* + ¢ — ¢° — q) babc + (-¢°
—@+q +q) bacb+ (¢ —° — ¢ + ¢*) bbac— ¢’ bbca+ (¢® + q") bcba
—q6 cbba

P [abbd) = abbd+ (-q° — q) abdb+ g’ adbb+ (q* + ¢ — 4" — q) babd+ (- q°
—@+q +q) badb+ (¢° = ¢° — ¢ + ¢°) bbad— q° bbda+ (q® + q’) bdba
—q° dbba

P? [abcb] = abeb — g acbb — ¢ babe + (g* + ¢° — q) bacb+ (-4° + g*) bbac



+ q7 bbca — q4 bcab — q6 bcba + q3 cbab

P [abec) = abee+ (-g° — q) acbe+ ¢ acch+ (-¢° +q* + ¢ — q) bacc+ (g°
+¢¢—q —q*) bcac— g’ beca+ (-4° - q" + ¢ + q*) chac+ (¢® + q°) cbca
— q6 ccha

P [abed] = abed — g abde + (g° — q) achd— q* acdb+ ¢° adeb+ (" — ¢° + ¢°
—q) bacd+ (¢* — ¢°) badc+ (¢° — q*) bcad— q° beda+ (-q° + q") bdac
+¢"%bdca+ (-q° + ¢°) cbad+ g’ cdba+ (g® — q°) dbac+ (-4’ + q’) dbca
— q6 dcba

P [abdb) = abdb— q adbb — q° babd + (q* + q° — q) badb+ (-q° + q*) bbad
+q’ bbda— q* bdab— q° bdba + q° dbab

P [abdc) = abdc — ¢° acbd + ¢° acdb — g adbc — q* (g° — 1) bacd + (°
—q) badc+ g (¢* —=1) bead+ (¢° — ¢*) bdac— q° bdca— q* (¢° — 1) cbad
+q’ chda— ¢° cdba+ (-q" + q°) dbac+ ¢ dbca

P/ [abdd] = abdd + (-q° — q) adbd + g’ addb + (-q° + q* + ¢’ — q) badd + (g’
+¢¢—q —q*) bdad — ¢’ bdda+ (-¢°* — ' + ¢ + ¢*) dbad + (¢® + g°) dbda
—q° ddba

P lacad] = acad — q acda — q4 adac + q5 adca — q caad + q2 cada + q5 daac
— q6 daca

P [acbb] = acbb + (-¢° — ¢°) bacb + ¢’ bbac — q° bbca + g° (1 + q) bcab
— g cabb

P lacbc] = acbe — g acch + (q* — ¢*) bacc+ (-q° — q° + ¢°) beac + g’ beea
— g cabc + q2 cach + q° chac — q6 cbca

P [achd] = achd — q acdb + (g* — ¢°) bacd+ (-q° + q°) bcad — q° bdac
+ q7 bdca — q cabd + q2 cadb + q5 dbac — q6 dbca

P [accb] = acch — g° bacc + q* (1 + q) beac — ¢° beca + (-g° — q) cacb + g° ccab

P accc] = accc+ (-q—q* — ) cacc+ (¢ +q* + q°) ccac— q° ccca

P laced] = accd + (-g° — q) acdc+ ¢° adec+ (g* + ¢ — ¢° — q) cacd+ (-4°
@+ +q) cadc+ (= — ¢ + ¢*) ccad — q° ccda+ (¢® + q°) cdca
— q6 dcca

P [acdb] = acdb — g adch — g° bacd + q* badc— q* (¢* — 1) bcad + g’ beda
—¢®bdca+ (g* — q) cadb— g* cdab + ¢° dcab

P [acdc] = acdc — g adec — ¢° cacd + (g* + ¢° — q) cadc+ (-4° + g*) ccad
+q’ ccda — q* cdac — q6 cdca + q3 dcac

P acdd] = acdd+ (-g°* — q) adcd+ ¢° addc+ (-¢° + ¢* + ¢ — q) cadd+ (g’



+q®— ¢ —q*) cdad— q° cdda+ (-q° — q" + ¢ + q*) dcad+ (g° + q°) dcda
—q6 ddca
P [adbb] = adbb+ (-g* — ¢°) badb+ ¢’ bbad — ¢° bbda+ ¢° (1 + q) bdab
— q dabb
P? [adbc) = adbe — g adcb + (g* — ¢*) badc— q° bead + g° beda + (- g
—i—q3 ) bdac + q5 cbad —q6 cbda — q dabc + q2 dacb
P? [adbd] = adbd — g addb + (q* — ¢°) badd + (- — ¢° + ¢°) bdad + q” bdda
— gdabd + ¢* dadb + g dbad — q° dbda
P ladcb] = adcb—q3 badc + q5 bcad—q6 bcda+q4 bdac—q2 cadb + q3 cdab
—qdach
P adcc] = adcc + ( —q3 — q2) cadc + qS ccad — q6 ccda + q3 (1 +q) cdac — g dacc
P [adcd] = aded — g addc+ (g* — ¢%) cadd+ (-¢° — ¢° + ¢°) cdad + q” cdda
— g dacd + q2 dadc+ q° dcad —q6 dcda
P [addb) = addb — ¢° badd + 4" (1 + q) bdad — q° bdda + (-q°* — q) dadb
+ ¢ ddab
P [addc] = addc — ¢° cadd+ g* (1 + q) cdad— q° cdda+ (- q° — q) dadc
+q3 ddac
P addd) = addd + (-q—q¢° — ¢°) dadd +
P? [bbbc] = bbbc+ (-q—q* — ¢°) bbcb +
P [bbbd] = bbbd+ (-q—g° — ¢°) bbdb+ (¢ + g* + q°) bdbb— q° dbbb
P [ bbee] = bbee — g (1 +2q+212) bcbe g (-1 —q+q34+q4) bceb
1+gqg 1+gqg
B g (-1 —q+q34+q4) cbbc N q (1 +2q+4q2) cbch _ 4 ccbb
1+gqg 1+gqg
P? [ bbed] = bbed — g bbde + (g° — q) bebd + (-q* — g°) bedb+ (-g” + ¢°) bdbe
+ (= + 3 +q*) bdcb+ (-¢° +q*) cbdb+ q” cdbb+ (q® — q°) dbbc + (
-4’ +q") dbcb— q° dcbb
P? [ bbdc] = bbdc — g° bcbd + ¢° bedb + (¢° — g* — q) bdbc — q” bdch + q° cbdb
—q%cdbb+ (-4’ +q°) dbbc+ q° dbch
(1+2q+4g°) bdbd g’ (-1—q+q’+q°) bddb
1 +q4 1 +q4
¢ (-1-qg+q +q') dbbd g (1+2q+q°) dbdb
1 +q4 1 +q4
P? [ bebd] = bebd — g bedb — g* bdbe + ¢° bdcb — q cbbd + ¢° cbdb + g° dbbc
— g% dbeb

& +q* +q) ddad — q° ddda
& +q* +q) bcbb — q° cbbb

—~~ A~ —~~ —

P? [bbdd)] = bbdd— 4

— q° ddbb



P [beeel = beee+ (-g—g° — q°) cbee+ (¢ +q* + q°) ecbe— q° cech
P [beed] = beed + (-g° — q) bede + ¢° bdee + (g* + ¢ — ¢° — q) cbed + (-4°
—@+q+q) chdc+ (¢ —q°— ¢ + °) ccbd — q° ccdb + (q° + q°) cdcb
—q6dccb
P? [ bedc) = bede — g bdee — g° cbed + (g + ¢° — q) cbde+ (-4° + g*) ccbd
+q7 ccdb—q4 cdbc—q6 cdcb+q3 dcbc
P [bcdd] = bedd + (-q° — q) bdcd + q° bddc+ (-q° + q* + ¢ — q) cbdd + (q’
+¢—q —q*) cdbd— @’ cddb+ (-q° — ¢’ + ¢* + q*) dcbd + (¢® + g°) dcdb
—q° ddcb
P [bdcc] = bdcc + (-g° — ¢°) cbdc+ ¢° ccbd — q° cedb + ¢ (1 + q) cdbc — g dbee
P/ [bdcd] = bded — q bddc + (g* — q°) chdd+ (-q° — q° + @’) cdbd + q” cddb
—qdbcd + q° dbdc + @ debd — q° dedb
P [bddc] = bddc— q’ cbdd + q* (1 + q) cdbd— q° cddb+ (-q° — q) dbdc
+¢q ddbc
P [bddd] = bddd + (-q—q° — q°) dbdd + (¢’ + q* + q°) ddbd — q° dddb
P cced] = cccd+ (-qg—q* — ) ccde+ (¢ + G* + q°) cdec— q° dece
(2g+g+1)cded ¢ (-1—qg+g° +4*) cddc
1+q4 - 1+q4
@ (-1-q+q +4q") dccd N q (2q+q*+1) dedc
1+q4 1+q4
P [cddd) = cddd+ (-q—q° — q°) dedd+ (q* + q* + ) ddcd — q° dddc (17)

P [ccdd] = ccdd — 4

— q6 ddcc
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