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Combinatoire et algorithmique des factorisations tangentes à l’identité

Résumé : La Combinatoire a permis de résoudre certains problèmes en Mathématiques,
en Physique et en Informatique, en retour celles-ci inspirent des questions nouvelles à
la Combinatoire. Ce mémoire de thèse intitulé «Combinatoire et algorithmique des fac-
torisations tangentes à l’identité» regroupe plusieurs travaux de la combinatoire de shuffle.

L’objectif de cette thèse est d’écrire des factorisations tangentes à l’identité grâce à l’uti-
lisation des outils combinatoire et algorithmique. L’écriture des factorisations tangentes
à l’identité passe par la construction effective d’une paire de bases en dualité. Dans bien
des cas, la construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d’une base duale
à partir d’une base dont on connaît certaines propriétés. Nous nous proposons donc de
déterminer les conditions requises que doivent satisfaire la base dont nous partons de sorte
que la base duale permette l’écriture des factorisations.

Mots-Clés : Mots de Lyndon, Produit de shuffle, Produit de q�shuffle, Éléments de
Lie, Algèbre de Lie libre, Bases de Poincaré-Birkhoff-Witt, Bases transcendances, Bases
multiplicatives, factorisations tangentes.

Combinatorial and algorithmic factorizations tangent to the identity

Abstract : Combinatorics has solved some problems in Mathematics, Physics and Com-
puter Science, in turn they inspire new questions Combinatorics. This thesis entitled
«Combinatorial and algorithmic factorizations tangent to the identity» includes several
works of combinatorial shuffle.

The objective of this thesis is to write tangents factorization identity through the use
of combinatorial and algorithms tools. Writing factorizations tangents through the iden-
tity of the actual base pair duality in construction. In many cases, the construction of a
base pair in duality requires that a dual basis from which certain properties are known
base. We therefore propose to determine the requirements that must meet the basic we
leave so that the dual basis allows writing factorizations.

Keywords : Lyndon words, Shuffle product, q�Shuffle product, Lie elements, Free Lie
algebra, Poincaré-Birkhoff-Witt basis, transcendence basis, multiplicative bases, factori-
zations tangents.



Table des matières

1 Introduction et Motivations 7

2 Notions de base 13
2.1 Combinatoire des mots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 Définitions de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.2 Facteurs et Conjugués d’un mot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Mots de Lyndon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Listes standard et Théorème de Lyndon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.4 Polynômes et séries en variables non commutatives . . . . . . . . . . . . . 18

2.4.1 La multiplication de KxXy et ses propriétés . . . . . . . . . . . . . 19
2.5 Algèbre des séries de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.6 Algèbre enveloppante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.7 Algèbre de Hopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.7.1 Cas de l’algèbre de shuffle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.7.2 Cas de l’algèbre de stuffle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Poincaré-Birkhoff-Witt, Dualité, Factorisation de Schützenberger 29
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2 Résultats connus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2.1 Notations - Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.2.2 Théorème de factorisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.3 Remarques sur la dualisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3.1 Exemple : cas de l’algèbre libre et l’algèbre de shuffle . . . . . . . . 38
3.3.2 Exemple : cas de l’algèbre libre et l’algèbre de stuffle . . . . . . . . 42
3.3.3 Exemple : cas de l’algèbre libre et l’algèbre de q�stuffle . . . . . . . 45

4 q�déformation 49
4.1 Construction des éléments de Snm du produit encouronne de 2 groupes

symétriques : pSnqm (avec n,m P N¥1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.1.2 Le groupe symétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4



TABLE DES MATIÈRES - 5-

4.2 Le produit de q�shuffle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.2.1 Définition et propriétés du produit de q�shuffle . . . . . . . . . . . 55
4.2.2 Définition et propriétés du coproduit de �q . . . . . . . . . . . . . 59
4.2.3 Relation entre � et �q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3 Construction récursive des Spqqw , w P X� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.3.1 Caractérisation des éléments `�qk (avec ` P LynpXq, q P N et k P N¥1) 69
4.3.2 Construction récursive des Spqqw , w P X� . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.3.3 Caractérisation des éléments Spqqw , w P X� . . . . . . . . . . . . . . 75

4.4 Construction récursive des P pqq
w , w P X� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.4.1 Construction des éléments P pqq
w , w P X� . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.4.2 Caractérisation des éléments P pqq
w , w P X� . . . . . . . . . . . . . . 78

4.4.3 Nouveau théorème q�analogue de Radford . . . . . . . . . . . . . . 81

5 Multiplicativité des P pqq
w , w P X� 84

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.2 Partant de la famille pT pqq

w qwPX� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.2.1 Objectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.2.2 Caractérisation de la multiplicativité des Rpqq

w , w P X� . . . . . . . . 87
5.3 Partant de la famille pSpqqw qwPX� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5.3.1 Objectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.3.2 Caractérisation de la multiplicativité des P pqq

w , w P X� . . . . . . . . 90

6 Factorisations tangentes à l’identité : Dpqq
X 92

6.1 Illustartion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
6.2 Factorisation de l’identité : DX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

6.2.1 Objectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
6.2.2 Ecriture de DX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

6.3 Factorisations tangentes à l’identité : Dpqq
X . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

6.3.1 Objectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.3.2 Ecriture de Dpqq

X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

7 Conclusion générale - Perspective-Feuilles de calculs Maple 99
7.1 Conclusion générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
7.2 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
7.3 Autres résultats : Bases duales pour les fonctions symétriques non commu-

tatives et les quasi-symétriques via la factorisation monoïdale r8s . . . . . . 101
7.3.1 Notations et compositions d’entiers r8s . . . . . . . . . . . . . . . . 101
7.3.2 Fonctions symétriques non commutatives r8s . . . . . . . . . . . . . 102
7.3.3 Fonctions quasi-symétriques r8s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
7.3.4 Encodage des fonctions symétriques non commutatives et des fonc-

tions quasi-symétriques via les mots r8s . . . . . . . . . . . . . . . . 104



- 6-

7.3.5 Construction d’une nouvelle base de Poincaré - Birkhoff - Witt via
L et R r8s : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

7.3.6 Construction d’un isomorphisme entre l’algèbre de Hopf de stuffle
et l’algèbre de Hopf des fonctions symétriques non commutatives et
des fonctions quasi-symétriques r8s . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

7.3.7 Bases duales pour les fonctions symétriques non commutatives et
les fonctions quasi-symétriques via la factorisation monoïdale r8s . . 113

7.4 Feuilles de calculs Maple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116



Chapitre 1

Introduction et Motivations

Cette thèse est consacrée à l’étude de certaines déformations de l’algèbre associative
libre ( ou l’algèbre de Lie libre). Typiquement, les déformations qui nous intéressent
dépendent d’un ou plusieurs paramètres et sont triviales dans le sens de la théorie de la
déformation des algèbres. Autrement dit, pour des valeurs génériques de ces paramètres,
il existe un isomorphisme de conjugaison

ud v � f
�
f�1puqf�1pvq

�
(1.1)

entre le produit déformé d et l’original 1. Cependant, pour des valeurs spécifiques des
paramètres, le produit déformé dégénère de façon non négligeable, une situation qui permet
la représentation des algèbres complexes comme en limitant aux cas de celles des plus
connues.
La motivation de cette étude du produit de q�shuffle a été fourni par des exemples de
décompositions de somme directe de l’algèbre libre universelle KxXy, considérée comme
l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie libre LxXy

KxXy �
à
λ

Uλ (1.2)

analogue à la décomposition de Poincaré-Birkohff-Witt, c’est à dire λ parcourt l’ensemble
de toutes les partitions, U0 � K et U1 � LxXy.
Dans ces exemples, chaque module Uλ est l’image de la composante homogène KxXyn de
degré n de KxXy par certains idempotents eλ de l’algèbre de groupe du groupe symétrique
KrSns , agissant à droite par pa1a2 � � � anqσ � aσp1qaσp2q � � � aσpnq (où ai P X).
Dans le cas de la décomposition de Poincaré-Birkhoff-Witt, venant de l’identification de
KxXy avec l’algèbre symétrique SpLxXyq, Uλ est le sous-espace engendré par les produits

1. fpf�1puqf�1pvqq � fpf�1puqq dq fpf�1pvqq � u dq v voir aussi [17] u dq v �
UpqqpUpqq�1puqUpqq�1pvqq � UpqqpUpqq�1puqq dq UpqqpUpqq

�1pvqq

7
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de polynômes de Lie symétrisés

pP1, P2, � � � , Prq �
1

r!

¸
σPSr

Pσp1qPσp2q � � �Pσprq (1.3)

de sorte que chaque Pi est homogène de degré λi. Les idempotents correspondants, in-
troduits par Garsia et Reutenaeur r39s, sont des raffinements d’idempotents dits d’Euler
r1s, qui se posent par exemple dans le calcul de la série séparé r40s, ou dans l’étude de la
cohomologie de Hochschild d’algèbres commutatives r41, 42s.
La forme des idempotents eλ de Garsia-Reutenaeur , en prenant toutes les partitions
d’un n donné, un ensemble complet d’idempotents orthogonaux d’une sous-algèbre Σn

remarquable de KrSns, découvert par L. Solomon r43s et appelé l’algèbre de descente. Il
a été montré dans r17s que ces ensembles complets peuvent être construits pour toutes
les algèbres de descente de toute séquence epnq des idempotents de Lie de Σn, c’est à dire
idempotents projectant KxXyn sur LnxXy. En particulier, en utilisant la théorie de la
déformation des fonctions symétriques non commutatives, on peut obtenir des séquences
intéressantes d’idempotents de Lie, selon un ou plusieurs paramètres, et d’interpolation
d’une manière naturelle entre tous les exemples connus r17s. Cela conduit à différentes
déformations des idempotents Garsia-Reutenaeur et des idempotents eulériens, et la pre-
mière question est certainement d’expliciter les modules Uλ sur lequel ils projettent.

Il existe pour chaque n, un vecteur p � ppIq indexés par les compositions de n satis-
faisant

°
I pI � 1 , tel que Uλ est engendré par les produits symétrisés pondérés

pP1, P2, � � � , Prqp �
¸
σPSr

pλ.σPσp1qPσp2q � � �Pσprq (1.4)

où λ � pλ1, λ2, � � � , λrq et Pi P LλixXy.
Les poids des pI sont explicités dans plusieurs exemples intéressants.

Le seul exemple de décomposition (1.2) enregistré qui ne provient pas d’une séquence
d’idempotents de Lie en algèbres de descente est la décomposition dite orthogonale r17s.
Il a été montré par Ree r29s que si l’on apporte KxXy avec le produit scalaire de mots qui
forment une base orthonormée, le complément orthogonal de LnxXy est l’espace engendré
par les shuffles propres u � v, u, v P X�. L’orthogonale idempotents de Lie πn est le
projecteur orthogonal de KxXyn sur LnxXy. Cet idempotent n’est pas dans l’algèbre de
descente, et il serait intéressant de comprendre sa structure. La décomposition orthogo-
nale de KxXy peut être affinée en une décomposition de type (1.2), où Uλ est maintenant
engendré par les shuffles des éléments de Lie homogènes

P1� P2� � � �� Pr (1.5)

où chaque Pi est de degré λi. La relation entre la projection πn � epnq de cette décompo-
sition et les autres projecteurs eλ est un peu analogue à celle rencontrée dans le cas de
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l’algèbre de descente, mais beaucoup plus complexe.
Pour comprendre cette analogie, nous avons été amenés à introduire un q�analogue du
produit de shuffle, qui, à proprement parler, est plutôt une déformation du produit de
concaténation obtenue pour q � 0, défini recursivement par :

audq bv � apudq bvq � q|au|bpaudq vq (1.6)

où a, b P X et u, v P X�. Ce produit dégénère aux racines de l’unité, et en particulier
donne au produit de shuffle (ou produit de mélange) commutatif pour q � 1.

Un problème difficile serait de trouver une bonne déformation du produit de shuffle don-
nant l’algèbre de convolution pertinent à l’affaire des idempotents orthogonaux comme
un cas dégénéré.
Il s’avère que le q�shuffle, ainsi que les éléments Unpqq �

°
σPSn

qInvpσqσ, qui sont na-
turellement associés avec lui, déjà eu lieu dans la littérature, dans plusieurs contextes
apparemment non apparentés.

Tout d’abord, l’algèbre de q�shuffle est le cas le plus simple non négligeable d’une
construction très générale en raison de M.Rosso r17s, obtenue dans le cadre de la théorie
des groupes quantiques. En outre, l’algèbre de q�shuffle est isomorphe à l’algèbre asso-
ciative libre si seulement si Unpqq est inversible pour tout n. Le calcul de son déterminant
(comme un opérateur de la représentation régulière de Sn) déjà eu lieu dans un problème
de physique (l’espace de représentabilité de Hilbert de l’algèbre de quon, décrivant les
particules hypothétiques de violer la statistique de Bose ou de Fermi r44s), et a été ré-
solu par D.Zagier r44s qui a également calculé Unpqq�1 au moyen de certaines formules
de factorisation. Curieusement, la formule de Zagier pour detpUnpqqq s’avère être un cas
particulier d’une formule récente de Varchenko r45s, ce qui donne le déterminant de ce
qu’il appelle la forme bilinéaire quantique d’un arrangement d’hyperplans. Pour complé-
ter le tableau, nous mentionnons que le q�shuffle dispose également d’une interprétation
naturelle dans la théorie de la représentation des algèbres 0�Hecke de type A r17s. Ces
aspects du q�shuffle sont examinés, et les différentes liaisons sont exploitées afin de donner
des généralisations ou des simplifications de résultats connus lorsque cela est possible. Par
exemple, on peut voir que l’on peut construire un shuffle quantique de toute solution de
l’équation de Yang-Baxter (sans paramètres spectraux), et que les fonctions symétriques
de Hall-Littlewood ou les espaces q�Fock de Kashiwara, Miwa et Stern r46s peut être
considéré comme des exemples de ces constructions. Ainsi, nous donnerons quelques ap-
plications.

Comme déjà observé dans r17s, l’insertion d’une puissance indéterminée q dans la dé-
finition du produit de shuffle, donne une déformation intéressante, qui peut être inter-
prétée comme une déformation (dans le sens de la théorie de la déformation des al-
gèbres) du produit de concaténation d’une algèbre associative libre. C’est plutôt une
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déformation du produit de concaténation obtenue pour q � 0, défini recursivement par :
au�q bv � apu�q bvq � q

|au|bpau�q vq où a, b P X et u, v P X�. Ce produit dégénère aux
racines de l’unité, et en particulier donne au produit de shuffle (ou produit de mélange)
commutatif pour q � 1.
Il est connu que ces algèbres sont rigides, ce qui implique que pour un q générique, le
produit de q�shuffle est nécessairement une déformation du produit de concaténation au
sens de r17s .

Dans r1, 2, 3s, Mélançon et Reutenauer présentaient un système de réécriture de listes
de mots de Lyndon. Ce système de réécriture permettait de montrer plusieurs identités,
satisfaites par des polynômes construits à partir de la base de Lyndon, dans l’algèbre de
polynômes non commutatifs et dans l’algèbre de shuffle.

Un théorème dûs à Schützenberger r1, 2, 3s , qui affirme que la série diagonale, considérée
comme une série sur X�, à coefficients dans l’algèbre de shuffle pKxXy,�, 1q, peut être
factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie, indexées par les mots de Lyndon,
pris dans l’ordre décroissant. C’est dans le but d’étendre cette factorisation que nous avons
entrepris nos travaux sur le shuffle : � et le q�shuffle : �q.

Contributions et plan détaillé

Les contributions de cette thèse sont décrites dans les chapitres 4, 5 et 6 :

Chapitre 1 : Le but de ce chapitre est d’introduire des déformations et de donner les
différentes motivations de cette thèse.

Chapitre 2 : Ce chapitre sert de préliminaire aux autres chapitres, rappelant plusieurs
définitions et résultats qui seront utilisés plus loin. Il fournit les notions de base consernant
les structures combinatoires mises en jeu dans cette thèse : mots, polynômes, algèbre de
Lie, algèbre de Lie libre, algèbre enveloppante, algèbre de Hopf et algèbre de shuffle.

Chapitre 3 : Ce chapitre sert de notions de base aux chapitres 4, 5 et 6. Nous allons
tout d’abord, rappeler les résultats principaux des différents travaux déjà effectués dans
r1, 2, 3s, qui montrent les mécanismes de construction de la base de Poincaré-Birkhoff-
Witt-Lyndon et sa base duale. Nous nous intéressons aux bases obtenues à partir des mots
de Lyndon. Il reprend aussi les fondements de la méthode de factorisations de l’identité
de Schützenberger.

Chapitre 4 : Le but de ce chapitre est de construire une paire de bases en dualité.
Ce chapitre contient trois volets principaux : Dans le premier volet, nous donnons une
contruction des éléments de Snm du produit encouronne de 2 groupes symétriques : pSnqm
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(Définition 23), dans un second volet, nous construisons une base q�analogue de la base
duale de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon pSpqqw qwPX� (4.50) et dans le troisième
volet, la construction d’une base q�analogue de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon
pP

pqq
w qwPX� (4.61) telle que xSpqqu | P

pqq
v y � δuv, @u, v P X�.

Dans bien des cas, la construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d’une
base duale à partir d’une base dont on connaît certaines propriétés. Nous nous proposons
donc d’étudier les conditions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que
la base duale permette l’écriture des factorisations. Nous illustrerons ces idées sur des
exemples combinatoires (relatifs à l’algèbre de q�shuffle).
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. le Théorème 7 donne une généralisation du Théorème 8r37, 38s.

2. le Théorème 9 donne une généralisation des éléments `�qk (avec ` P LynpXq, q P N
et k P N¥1).

3. le Théorème 10 donne une construction récursive des éléments Spqqw , w P X�.
Chapitre 5 : Le but de ce chapitre est d’étudier la multiplicativité des familles obtenues
par dualité. Notre point de départ est un théorème dûs à Schützenberger r1, 2, 3s, qui
affirme que la factorisation de Schützenberger est établie dans le cas où la paire de bases
en dualité comporte une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de l’algèbre enveloppante d’une
algèbre de Lie. La base duale est alors quasi-multiplicative pour le shuffle (c’est-à-dire
multiplicative à une constante près). Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans
un premier volet, nous redonnons une construction d’une paire de bases en dualité dans le
cas de mots de Lyndon pur et dans le second volet, nous donnons une autre construction
de paire de bases en dualité. Nous nous proposons donc d’étudier les conditions que doit
satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette l’écriture des
factorisations.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. la Note 3 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille pRpqq
w qwPX�

afin d’écrire les factorisations de DX (Note 5, 6) et Dpqq
X (Corollaire 10).

2. la Note 4 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille pP pqq
w qwPX�

afin d’écrire les factorisations de DX (Note 5, 6) et Dpqq
X (Corollaire 10).

Chapitre 6 : Le but de ce chapitre est d’écrire des factorisations tangentes à l’identité.
Notre point de départ est un théorème dûs à Schützenberger r1, 2, 3s, qui affirme que
la série diagonale, considérée comme une série sur X�, à coefficients dans l’algèbre de
shuffle pKxXy,�, 1q, peut être factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie,
indexées par les mots de Lyndon, pris dans l’ordre décroissant. Ce chapitre comporte trois
volets principaux : Dans un premier volet, nous donnons une illustration des factorisations
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tangentes à l’identité. Dans un second volet, nous donnons une écriture de la factorisation
de l’identité. Enfin, nous donnons une écriture des factorisations tangentes à l’identité.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. Ecriture des factorisations : DX (Note 5, 6) et Dpqq
X (Corollaire 10)

Chapitre 7 : Le but de ce chapitre est de tirer des conclusions et perspectives de cette
thèse. Il ressort aussi des feuilles de calculs éffectués sur Maple.



Chapitre 2

Notions de base

Résumé : Ce chapitre sert de préliminaire aux autres chapitres, rappelant plusieurs
définitions et résultats qui seront utilisés plus loin. Il fournit les notions de base consernant
les structures combinatoires mises en jeu dans cette thèse : mots, polynômes, algèbre de
Lie, algèbre de Lie libre, algèbre enveloppante, algèbre de Hopf et algèbre de shuffle.

2.1 Combinatoire des mots

2.1.1 Définitions de base

Un alphabet est un ensemble de lettres, finiX � tx1, x2, � � � , xku ou infini (par exemple
Y � tyi, i P N¥0u). Un mot est une suite finie w � xi1 � � � xik de lettres. Le mot vide, noté ε
ou 1X� est le mot ne contenant aucune lettre. La longueur d’un mot w � xi1 � � � xik , notée
|w| est la longueur de la suite de lettres constituant w, c’est-à-dire l’entier k. Le nombre
d’occurences de la lettre xi dans le mot w est noté |w|xi . Si chaque lettre est associée à
un entier mommé poids, nous appellerons poids d’un mot noté pwq la somme des poids
respectifs des lettres qui le composent. L’ensemble des mots sur un alphabet X est noté
X�. On note de plus X� l’ensemble des mots non vides.

Sur X�, on définit une opération interne notée "." et appelée opération ou produit de
concaténation, comme suit : si u � x0x1x0 et v � x0x1 alors u.v � x0x1x0x0x1 (c’est la
juxtaposition des lettres de u et de celles de v). Il est clair que ε est l’élément neutre pour
ce produit (u.1X� � 1X� .u pour tout u P X�). Il est également évident que ce produit n’est
pas commutatif (si l’alphabet comporte deux lettres distinctes x0 � x1 alors x0x1 � x1x0).
Par contre, il est associatif ppu.vq.w � u.pv.wqq.

px0x1x0.x0x1q.x1 � x0x1x0.px0x1.x1q � x0x1x0x0x1x1. (2.1)

13
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pX�, .q est le monoïde libre non commutatif sur l’alphabet X.

On appelle longueur d’un mot u que l’on note |u|, le nombre de lettres qui constituent ce
mot.

On peut définir récursivement la longueur d’un mot comme suit :

|w| �

"
0 si w � 1X�

1� | u | si w � xu avec x P X

Si X est ordonné (on a un ordre sur les lettres. Par exemple x0   x1), alors on peut définir
différents ordres sur X�, on se sert des deux ordres suivants :

� L’ordre lexicographique est défini pour tous mots u et v de X� par :

u   v ðñ

$&
%

Dw P X� tel que uw � v
ou
D w1, w2, w3 P X

� et x, y P X tels que u � w1xw2, v � w1yw3 et x   y

Par exemple x0x1   x0x
2
1 et x0x1x0x

2
1   x0x1x1.

� L’ordre lexicographique par longueur est défini pour tous mots u et v de X� par :

u   v ðñ

$&
%

| u | | v |
ou
| u |�| v | et u   v pour l’ordre l’exicographique.

Par exemple x0x1   x1x0 et x1   x0x1.

Exemple 1. .
iq |x0x1x0| � 3 et |1X� | � 0.
iiq Soit Y � tyi, i P N¥0u, et w � y2

1y3y2y1 P Y
�, le poids de chaque lettre étant défini par

son indice, w a pour poids pwq � 8. De plus |w| � 5.

A partir de maintenant, X est supposé totalement ordonné par   et le mot vide sera
noté 1X� .
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2.1.2 Facteurs et Conjugués d’un mot

Un mot u P X� est un facteur d’un mot v P X� s’il existe deux mots w1, w2 P X
� tels

que
v � w1uw2 (2.2)

Un mot u P X� est dit facteur gauche (resp. droit) d’un mot v P X� si dans (2.2), w1 � 1X�

(resp w2 � 1X�), si de plus w2 � 1X� u est dit facteur droit propre (resp w2 � 1X� v est
dit facteur gauche propre).

Exemple 2. Soit le mot v � x0x1x1x0x1. L’ensemble de ses facteurs droits est :

tx1, x0x1, x1x0x1, x1x1x0x1, x0x1x1x0x1u.

Et l’ensemble de ses facteurs droits propres est :

tx1, x0x1, x1x0x1, x1x1x0x1u.

Deux mots w1 et w2 sont dits conjugués s’il existe deux mots u et v de X� tels que
w1 � uv et w2 � vu.
Soit u P X�. La classe de conjuguaison de u est l’ensemble de ses conjugués.

Exemple 3. Soit le mot v � x0x1x1x0x1. L’ensemble de ses conjugués est :

tx0x1x1x0x1, x1x1x0x1x0, x1x0x1x0x1, x0x1x0x1x1, x1x0x1x1x0u.

On remarque que l’on obtient la classe de conjuguaison de w en plaçant les lettres de w sur
un cercle et en enumérant tous les mots obtenus en accédant au cercle par ses différentes
lettres.

Maintenant nous avons les éléments nécessaires pour définir les mots de Lyndon et ses
propriétés.
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2.2 Mots de Lyndon
Un mot l P X� est un mot de Lyndon si l P X� et strictement plus petit, pour l’ordre

lexicographique, que chacun de ses facteurs droits propres.

Ainsi, le mot v � x0x1x1x0x1 n’est pas un mot de Lyndon car il est plus grand que
x0x1 qui est un de ses facteurs droits propres. Par contre, le mot l � x0x0x1x0x1 est un
mot de Lyndon.

Une autre définition des mots de Lyndon : l P X� est un mot de Lyndon si l P X� et
strictement plus petit, pour l’ordre lexicographique, que chacun de ses conjugués propres.
Donc l � x0x0x1x0x1 est un mot de Lyndon au sens de cette deuxième définition. En
particulier, les lettres sont des mots de Lyndon.

L’ensemble des mots de Lyndon sur X est noté LynpXq.

Exemple 4. . Pour X � tx0, x1u muni de l’ordre x0   x1 les mots de Lyndon de longueur
inférieure ou égale à 5 sont (donnés dans l’ordre lexicographique croissant)

x0, x
4
0x1, x

3
0x1, x

3
0x

2
1, x

2
0x1, x

2
0x1x0x1, x

2
0x

2
1, x

2
0x

3
1, x0x1, x0x1x0x

2
1, x0x

2
1, x0x

3
1, x0x

4
1, x1.

Pour Y � tyi, i P N¥0u, muni de l’ordre yi   yj si i ¡ j, les mots de Lyndon de poids
inférieur ou égal à 5 sont

y5, y4, y4y1, y3, y3y2, y3y1, y3y
2
1, y2, y

2
2y1, y2y1, y2y

2
1, y2y

3
1, y1.

Signalons enfin deux décompositions fondamentales relatives aux mots de Lyndon r1s.

Proposition 1. r1, 2, 3s Si l1 et l2 sont deux mots de Lyndon, alors l1l2 est un mot de
Lyndon si et seulement si l1   l2 (pour l’ordre lexicographique).

Proposition 2. r1, 2, 3s Soit w P LynpXq et soit m son plus long facteur droit propre
dans LynpXq. Si w � lm, alors l est aussi un mot de Lyndon et l   lm   m. Le couple
σpwq � pl,mq est appelé factorisation standard de w avec |w| ¥ 2 .

Lemme 1. Soit w P LynpXq (avec |w| ¥ 2 ) et σpwq � pl,mq sa factorisation standard,
et soit n P LynpXq un mot de Lyndon vérifiant w   n. Alors le couple pw, nq est la fac-
torisation standard du mot wn si et seulement si n ¤ m.
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Preuve :
piq Montrons que σpwnq � pw, nq ùñ n ¤ m.
Supposons que m   n. Alors, d’après la Proposition 1 , mn P LynpXq et donc n n’est pas
le plus long facteur droit propre de wn ce qui contredit l’ypothèse : σpwnq � pw, nq.
piiq Supposons que w   n ¤ m et que σpwnq � pu, vq avec v � n.
On a alors nécessairement | v |¡| n |. Donc v � hn où h est un facteur droit propre de w.
Soit alors k le plus petit facteur droit, différent de 1X� , propre ou non de h. On a alors
k   m. En effet,

k ¤ h   hn � v   n ¤ m.

Or m ¤ k, puisque k est un facteur droit propre de w, et que σpwq � pl,mq. D’où la
contradiction.
�

Exemple 5. Avec l’ordre x0   x1 sur l’alphabet X � tx0, x1u, le mot x2
0x1x0x

2
1 P LynpXq

se décompose sous la forme d’un produit de deux mots de Lyndon de deux façons, x2
0x1.x0x

2
1

et x0.x0x1x0x
2
1, mais, avec la condition sur la longueur de v, seule cette dernière expres-

sion correspond à la factorisation standard.

2.3 Listes standard et Théorème de Lyndon

Définition 1. Soient L � ru1, u2, � � � , uns une liste d’éléments de X� et n P N¥1. On
dira que L est standard si et seulement si elle vérifie la propriété suivante :

pSq

$&
%

ui est une lettre,
ou
si σpuiq � px, yq, alors uj ¤ y pour tout i ¤ j.

Si tous les éléments de L sont des lettres, alors L vérifie pSq.
Si L est décroissante (c’est à dire u1 ¥ u2 ¥ � � � ¥ un), alors elle vérifie pSq.

Définition 2. Soit L � ru1, u2, � � � , uns une liste d’éléments de X�. On appelle inversion
tout couple pi, jq tel que i   j et ui ¡ uj.

A partir de ces deux définitions, nous pouvons écrire le Théorème suivant :
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Théorème 1. r1, 2, 3s Tout mot w P X� se décompose de manière unique comme pro-
duit décroissant de mots de Lyndon :

w � `1`2 � � � `n (2.3)

où `1 ¥ `2 ¥ � � � ¥ `n et `i P LynpXq pour 1 ¤ i ¤ n.

Preuve : Comme preuve de ce théorème, donnons un algorithme permettant de
construire la décomposition d’un mot en produit décroissant de mots de Lyndon.
On se donne le mot w � x1x2x3 � � � xn P X

� à décomposer. On construit la liste L de ses
lettres : c’est une liste standard (de mots de Lyndon).
On parcourt cette liste de droite à gauche. Si l’on trouve une inversion pi, jq, alors on
remplace dans L les deux éléments xi et xj par le produit xixj qui est un mot de Lyndon.
On recommence avec la nouvelle liste. Si au contraire, aucune inversion n’est trouvée, c’est
que la liste est une liste décroissante de mots de Lyndon. Il suffit alors de faire le produit
des éléments de L pour avoir la décomposition de w en produit décroissant de mots de
Lyndon.
�

On peut écrire aussi (2.3) de la façon suivante : Tout mot w P X� peut s’exprimer,
de manière unique, comme un produit décroissant de mots de Lyndon,

w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k, `1, . . . , `k P LynpXq, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1. (2.4)

Exemple 6. .
x2

1x0x1x0x
2
1x

2
0x1x

3
0 � px1q

2.x0x1x0x
2
1.x

2
0x1.px0q

3, avec x1 ¡ x0x1x0x
2
1 ¡ x2

0x1 ¡ x0.

2.4 Polynômes et séries en variables non commutatives
Dans cette partie, nous allons définir la notion de polynôme et de série en variables

non commutatives. Ensuite, nous considérons un ensemble d’opérations sur ces objets.
Ces opérations permettent de définir différentes structures sur l’ensemble des polynômes
mais aussi sur l’ensemble des séries formelles.

Soit K un anneau commutatif et unitaire. On connaît bien les polynômes (commuta-
tifs) classiques. Si l’on supprime la "commutativité", on obtiendra les polynômes non-
commutatifs. On commence par quelques définitions.
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Définition 3. Un polynôme non-commutatif d’alphabet X à coefficient dans K est une
K�combinaison linéaire finie de mots de X. Alors, un polynôme non-commutatif P d’al-
phabet X à coefficient dans K s’écrit

P �
¸
wPX�

xP | wyw, (2.5)

où xP | wy désigne le coefficient du mot w. Sans ambiguïté, on l’appelle aussi un polynôme.

Chaque polynôme est donc une somme finie car il n’y a qu’un nombre fini de coef-
ficients non-nuls dans cette notation. On note KxXy l’ensemble de tous les polynômes
non-commutatifs dans X sur K (d’alphabet X à coefficient dans K).
Par ailleurs, on peut définir la série formelle non-commutative par analogie. Autrement
dit, il s’agit d’une somme infinie, en utilisant la même écriture de P ; l’ensemble des séries
formelles est noté KxxXyy.

On appelle support du polynôme P , noté supppP q, l’ensemble des mots w P X� dont
le coefficient est non nul pαw � 0q :

supppP q � tw P X� | xP | wy � 0u. (2.6)

On appelle degré du polynôme P , noté degpP q, la longueur du plus long mot de supppP q :

degpP q �

"
maxt| w |, w P supppP qu si P � 0
�8 si P � 0

Ainsi, le degré d’un polynôme réduit à une constante est 0.

2.4.1 La multiplication de KxXy et ses propriétés

Définition 4. Soient P �
¸
uPX�

xP | uyu et Q �
¸
vPX�

xQ | vyv deux polynômes non-

commutatifs, les coefficients de PQ �
¸
wPX�

xPQ | wyw sont définis par

xPQ | wy �
¸

w�uvPX�

xP | uyxQ | vy. (2.7)

Proposition 3. Muni de la multiplication précédente, KxXy est une algèbre unitaire ;
KxxXyy aussi.
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Preuve : Il est évident que KxXy est un espace vectoriel sur K.
Associativité :
Soient P1 �

¸
u1PX�

xP1 | u1yu1, P2 �
¸

u2PX�

xP2 | u2yu2 et P3 �
¸

u3PX�

xP3 | u3yu3,

xpP1P2qP3 | wy �
¸

w�w1w2PX�

� ¸
w1�u1u2PX�

xP1 | u1yxP2 | u2y

�
xP3 | w2y

�
¸

w�u1u2u3PX�

xP1 | u1yxP2 | u2yxP3 | u3y

(2.8)

De même, pour xP1pP2P3q | wy, alors pP1P2qP3 � P1pP2P3q.
Unité : Le mot vide 1X� est l’élément unitaire, en effet

xP11X� | wy �
¸

w�u1u2PX�

xP1 | u1yx1X� | u2y � xP1 | wy. (2.9)

Alors, P11X� � P1. De même, 1X�P1 � P1.
Distributivité :
Soient P1 �

¸
u1PX�

xP1 | u1yu1, P2 �
¸

u2PX�

xP2 | u2yu2 et P3 �
¸

u3PX�

xP3 | u3yu3.

On a :

pP1 � P2qP3 �

� ¸
uPX�

pxP1 | uy � xP2 | uyqu

�� ¸
u3PX�

xP3 | u3yu3

�

�
¸

w�uu3PX�

ppxP1 | uy � xP2 | uyqxP3 | u3yqw

(2.10)

et

P1P3 � P2P3 �
¸

w�u1u3PX�

xP1 | u1yxP3 | u3yw �
¸

w1�u2u3PX�

xP2 | u2yxP3 | u3yw
1

�
¸

w�uu3PX�

xP1 | uyxP3 | u3yw �
¸

w�uu3PX�

xP2 | uyxP3 | u3yw

�
¸

w�uu3PX�

pxP1 | uyxP3 | u3y � xP2 | uyxP3 | u3yqw

�
¸

w�uu3PX�

ppxP1 | uy � xP2 | uyqxP3 | u3yqw

(2.11)

Donc pP1 � P2qP3 � P1P3 � P2P3. De même, P3pP1 � P2q � P3P1 � P3P2. Donc KxXy est
une algèbre. On démontre le cas des séries formelles en utilisant les mêmes calculs.
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Exemple 7. Soit X � ta, bu. Soient les polynômes P1 � 2aba � aab � 3abb, P2 �
�aba� 5abb et Q � ab� ba. Alors

iq P1 � P2 � aba� aab� 2abb

iiq P1.Q � 2aba.ab� 2aba.ba� aab.ab� aab.ba� 3abb.ab� 3abb.ba
� 2abaab� 2ababa� aabab� aabba� 3abbab� 3abbba

iiiq �3P1 � �6aba� 3aab� 9abb

2.5 Algèbre des séries de Lie

L’ensemble des monômes de Lie est défini par récurrence : les lettres de l’alphabet X
sont des monômes de Lie et le crochet de Lie rx0, x1s � x0x1 � x1x0 de deux monômes de
Lie x0 et x1 est un monôme de Lie. Un polynôme de Lie est une combinaison K�linéaire
de monômes de Lie. L’ensemble des polynômes de Lie forme alors une algèbre de Lie,
notée LieKxXy, l’algèbre de Lie libre sur X. Une série est une série de Lie si et seulement
si toutes ses composantes homogènes sont des polynômes de Lie. L’ensemble des séries de
Lie est noté LieKxxXyy 1.

Exemple 8. Sur X � tx0, x1u, les éléments rx0, x1s � x0x1 � x1x0 et
rx1, rx0, x1ss � rx1, x0x1 � x1x0s � 2x1x0x1 � x2

1x0 � x0x
2
1 sont des monômes de Lie.

Le polynôme rx0, rx0, x1ss � 3rrx1, x1s, x0s est un polynôme homogène de Lie de degré 3.

Définition 5. Soit Θ le morphisme d’algèbre de KxXy (muni du produit de concaténa-
tion) dans KxXy bKxXy défini pour une lettre x P X par Θpxq � xb 1� 1b x.
� Une série S P KxxXyy est dite primitive si elle vérifie ΘpSq � S b 1� 1b S.
� Une série S P KxxXyy est dite groupe-like si elle vérifie ΘpSq � SbS et xS | 1X�y � 1.
� Une série S P KxxXyy vérifie le critère de Friedrichs si pour tout couple pw1, w2q P
pX�q2, xS | w1yxS | w2y � xS | w1� w2y

Théorème 2. r1s Soit S P KxxXyy avec xS | 1X�y � 1.
S P LieKxxXyy ðñ S est primitiveðñ eS � SbS ðñ eS vérifie le critère de Friedrichs.

S P KxxXyy est une exponentielle de Lie si et seulement s’il existe une série de Lie L
telle que S � eL.

1. lorsque l’alphabet est fini
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2.6 Algèbre enveloppante

Dans cette partie, on rappelle certains liens existant entre les algèbres de Lie et les
algèbres de Hopf. On commence par définir ce qu’est une algèbre enveloppante.

Définition 6. Soit G une algèbre de Lie .
L’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie L est définie comme le quotient UpGq � T {I
de l’algèbre tensorielle

T � G0 b G1 b � � � b Gn b � � � (2.12)

avec

G0 � K, Gn � G b G b � � � b Gloooooooomoooooooon
n fois

(2.13)

par l’idéal bilatère I engendré par les éléments de la forme :

xb y � y b x� rx, ys pour tous x, y P G.

On note UpGq cette algèbre enveloppante.

Théorème 3. r1s L’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie libre LieKxXy s’identifie à
l’algèbre des polynômes non commutatifs KxXy.

Rappelons qu’un polynôme de Lie est une combinaison K�linéaire de monômes de
Lie. L’ensemble des polynômes de Lie forme alors une algèbre de Lie, notée LieKxXy,
l’algèbre de Lie libre sur X et que LieKxXy est une algèbre de Lie engendrée par X. On
a un homomorphisme injectif :

LieKxXy ÝÑ KxXy
x ÝÑ x1

rx, x1s ÝÑ xx1 � x1x

Donc LieKxXy � KxXy, l’algèbre KxXy est aussi l’algèbre enveloppante de l’algèbre de
Lie libre LieKxXy .
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2.7 Algèbre de Hopf
La notion d’algèbre de Hopf apparaît pour la première fois en topologie dans les travaux

d’Ehresmann. Il s’agissait d’étudier la cohomologie des groupes unitaires. Comme l’espace
sous-jacent est un groupe, on dispose d’une application G � G ÝÑ G (la multiplication)
qui donne par dualité un coproduit sur la cohomologie.
La notion d’algèbre de Hopf permet de donner une version algébrique des opérations
combinatoires de concaténation et déconcaténation et, plus généralement, de composition
et de décomposition.
Avant de définir ce qu’est une algèbre de Hopf, nous aurons besoin de quelques notions
préliminaires.

Définition 7. Une K�cogèbre associative avec unité est un K�espace vectoriel C muni
de deux applications K�linéaires

∆ : C ÝÑ C b C (2.14)

et

e : C ÝÑ K (2.15)

telles que

pIdC b∆q �∆ � p∆b IdCq �∆ (2.16)

et

pIdC b eq �∆ � IdC � peb IdCq �∆. (2.17)

L’application ∆ est appelée coproduit. C’est la notion duale de celle de produit dans
une algèbre. Le coproduit d’un élément de C est une combinaison linéaire de produits
tensoriels de deux éléments de C.

Définition 8. Soit B un K�espace vectoriel muni d’une structure d’algèbre associative
unitaire pB, µ, ηq et d’une structure de cogèbre pB,∆, eq. On dira alors que B est une
bigèbre si la structure d’algèbre et la structure de cogèbre sont compatibles, au sens où

∆ et e sont des morphismes d’algèbre (2.18)

µ et η sont des morphismes de cogèbre (2.19)

(l’application µ : B b B ÝÑ B est la multiplication, et l’application η : K ÝÑ B est
l’unité).
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Nous sommes maintenant en mesure de définir ce qu’est une algèbre de Hopf.

Définition 9. Soit pH, µ, η,∆, eq une bigèbre. On définit alors la convolution � par

f � g � µ � pf b gq �∆ (2.20)

où f : H ÝÑ H et g : H ÝÑ H sont deux applications linéaires. Si l’identité est inversible
par la convolution, on dit que H est une algèbre de Hopf et on appelle antipode l’inverse
S de l’identité par la convolution. L’antipode S est un antimorphisme d’algèbres

Spxyq � SpyqSpxq (2.21)

De plus, il vérifie par définition

IdH � S � S � IdH � η � e, (2.22)

c’est à dire

µ � pIdH b Sq �∆ � µpS b IdHq �∆ � η � e. (2.23)

Définition 10. Soit H �
À

n¥0 Hn une algèbre de Hopf graduée en dimension finie. On
munit alors le dual gradué H1 �

À
n¥0 H1

n de H d’une structure d’algèbre de Hopf par

xfg | xy � xf b g | ∆Hpxqy (2.24)

et

x∆H1pfq | xb yy � xf | xyy (2.25)

où pour tout f P H1 et pour tout x P H, xf | xy désigne l’action de f sur x, et où on a
posé

xf b g | xb yy � xf | xyxg | yy. (2.26)

Soit maintenant pBxqxPX une base de H indexée par une certaine famille X d’objets. On
définit alors la base duale pAyqyPX de pBxqxPX comme étant la base de H1 qui vérifie

xAx | Byy � δxy (2.27)

pour tout x P X et pour tout y P X.
Lorsque H1 est isomorphe à H, on dit que H est auto-duale, et le crochet de dualité
s’identifie alors à un produit scalaire sur H.

Définition 11. Soit C une cogèbre de coproduit ∆.
x P C est dit primitif si ∆pxq � xb 1X� � 1X� b x.
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Définition 12. Soit C une cogèbre.
On appelle PrimpCq l’ensemble des éléments primitifs de C.

Proposition 4. r13, 4s Soit H une algèbre de Hopf.
Alors PrimpHq est une algèbre de Lie.

On peut, alors considérer le diagramme suivant : Soit B une bigèbre,

B

λB

α

UpPrimpBqq

PrimpBq

Θ

Théorème 4. (Cartier-Quillen-Milnor-Moore) r13, 4s.
Soit H une algèbre de Hopf cocommutative, graduée et connexe sur un corps de caracté-
ristique 0. Alors, H est isomorphe à l’algèbre de Hopf graduée UpPrimpHqq par λB.

Nous pouvons à présent donner quelques exemples d’algèbres de Hopf.

2.7.1 Cas de l’algèbre de shuffle

Le produit de shuffle � est défini sur les mots par

sh :

"
KxXy bKxXy Ñ KxXy

w1 b w2 ÞÑ w1� w2,
(2.28)

et étendue par linéarité aux polynômes. Alors, l’application linéaire

1X� : K ÝÑ KxXy , k ÞÝÑ 1X�pkq � k.1X� (2.29)

constitue un élément unité. Donc pKxXy, sh,1X�q constitue une K�algèbre associative et
graduée. Cette algèbre est connue comme algèbre de shuffle (algèbre de mélange).
Nous définissons un coproduit, pour le produit �, ∆conc : KxXy ÝÑ KxXy b KxXy par
l’opération classique de déconcaténation

∆concpwq �
¸

uv�wPX�

ub v. (2.30)

e : P P KxXy ÞÑ epP q � xP | 1X�y P K apparaît comme un élément unité pour le copro-
duit ∆conc, et donc pKxXy,∆conc, eq est une cogèbre (non cocommutative).
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Pour tout mot w � x1x2 � � � xk P X
� on note la fonction miroir w̃ � xk � � � x2x1 P X

�.
Dans le cas du produit de shuffle �, l’antipode se résume à a�pwq � aconcpwq � p�1qkw̃.

En effet, l’algèbre de Hopf dite de décomposition est la bigèbre pKxXy, conc,1X� ,∆�, eq
munie de l’antipode a� précédemment définie, et où le coproduit ∆� est défini par trans-
position du produit de shuffle � :

@pP, P1, P2q P pKxXyq3 , x∆�pP q | P1 b P2y � xP | P1� P2y (2.31)

Cette algèbre est alors non commutative, mais cocommutative.
En fait, les algèbresH� � pKxXy, conc,1X� ,∆�, e, a�q etH_

�
� pKxXy,�,1X� ,∆conc, e, a�q

sont des algèbres de Hopf duales l’une de l’autre. Et, de plus, d’après le Théorème 4 r13, 4s,
KxXy est isomorphe, comme algèbre de Hopf cocommutative graduée connexe, à l’algèbre
enveloppante de l’algèbre de Lie LieKxXy.

2.7.2 Cas de l’algèbre de stuffle

Soit Y � tyiui¥1 un alphabet totalement ordonné par ¡ : y1 ¡ y2 ¡ � � � ¡ � � � .
Le produit de stuffle est défini sur les mots par

st :

"
KxXy bKxXy Ñ KxXy

w1 b w2 ÞÑ w1 w2,
(2.32)

et étendue par linéarité aux polynômes. Alors, l’application linéaire

1Y � : K ÝÑ KxY y , k ÝÑ 1X�pkq � k.1Y � (2.33)

constitue un élément unité. Donc pKxY y, st,1Y �q constitue une K�algèbre associative et
graduée. Cette algèbre est connue comme algèbre de stuffle (algèbre de quasi-mélange).

Nous définissons un coproduit, pour le produit , ∆conc : KxY y ÝÑ KxY y b KxY y
par l’opération classique de déconcaténation (duale de la concaténation)

∆concpwq �
¸

puvq�pwq

wPY �

ub v. (2.34)

e : P P KxY y ÞÑ epP q � xP | 1X�y P K apparaît comme un élément unité pour le copro-
duit ∆conc, et donc pKxY y,∆conc, eq est une cogèbre (non cocommutative).

Pour tout mot w � y1y2 � � � yk P Y � on note la fonction miroir w̃ � yk � � � y2y1 P Y �.
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Dans le cas du produit de stuffle , l’antipode se calculer recurssivement par a pysq �¸
n¥1

p�1qn
¸

i1�����in�s

yi1 � � � yin .

En effet, l’algèbre de Hopf dite de décomposition est la bigèbre pKxY y, conc,1Y � ,∆ , eq
munie de l’antipode a précédemment définie, et où le coproduit ∆ est défini par
transposition du produit de stuffle :

@pP, P1, P2q P pKxY yq3 , x∆ pP q | P1 b P2y � xP | P1 P2y (2.35)

Cette algèbre est alors non commutative, mais cocommutative.
En fait, les algèbresH � pKxY y, conc,1Y � ,∆ , e, a q etH_ � pKxY y, ,1Y � ,∆conc, e, a q
sont des algèbres de Hopf duales l’une de l’autre. Et, de plus, d’après le Théorème 4 r13, 4s,
KxY y est isomorphe, comme algèbre de Hopf cocommutative graduée connexe, à l’algèbre
enveloppante de l’algèbre de Lie LieKxY y.

Par conséquent, on peut écrire le Lemme suivant :

Lemme 2. Soit α un morphisme tel que

α :

$'&
'%

KxY y Ñ KxY y
w ÞÑ w �

¸
|u|¡|w|
puq�pwq

xαpwq | uyu, (2.36)

alors α est un isomorphisme.

Pour cela, on peut écrire le diagramme suivant :

KxXy ∆�

α1

KxXy ∆
KxXy bKxXy

KxXy bKxXy

α1 b α1

avec α1pyi1 � � � yipq � π1pyi1q � � � π1pyipq (voir (3.52)).

La bijectivité de α tient au fait que la graduation par poids est en dimensions finies.
Dans le cas de la dimension infinie, le résultat ne tient pas, comme le montre l’exemple,
en une variable, de la substitution x ÞÑ x � x2. Dans ce cas les images sont toutes des
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polynômes pairs par rapport à la vertical x � �1
2

et cette substitution ne peut pas être
bijective (par exemple P pxq � x n’est pas dans l’image).



Chapitre 3

Poincaré-Birkhoff-Witt, Dualité,
Factorisation de Schützenberger

Résumé : Ce chapitre sert de notions de base aux chapitres 4, 5 et 6. Nous allons
tout d’abord, rappeler les résultats principaux des différents travaux déjà effectués dans
r1, 2, 3s, qui montrent les mécanismes de construction de la base de Poincaré-Birkhoff-
Witt-Lyndon et sa base duale. Nous nous intéressons aux bases obtenues à partir des mots
de Lyndon. Il reprend aussi les fondements de la méthode de factorisations de l’identité
de Schützenberger.

3.1 Introduction
Soient pPαqαPNpIq une base d’une algèbre enveloppante UpGq et pSαqαPNpIq sa famille

duale de l’algèbre duale U�pGq 1. La factorisation de Schützenberger s’écrit

¸
αPNpIq

Sα b Pα �
×¹
iPI

eSeibPei � IdUpGq. (3.1)

En particulier, C. Reutenauer a signalé que cette relation est valable dans toute algèbre
enveloppante r1, 2, 3s.
Cette factorisation compte plusieurs applications, parmi lesquelles nous trouvons le do-
maine des équations différentielles non linéaires, dans lequel elle apparaît en tant que
factorisation d’opérateurs de transport, et le domaine combinatoire, plus proche de cette
thèse.
Elle est une conséquence des propriétés des deux bases en dualité. Dans bien des cas, la
construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d’une base duale à partir d’une

1. Cette famille formée par des formes linéaires coordonnées de pPαqαPNpIq est libre et engendre un
espace stable par la convolution car Sα � Sβ �

pα�βq!
α!β! Sα�β

29
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base dont on connaît certaines propriétés. Nous nous proposons donc d’étudier les condi-
tions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette
l’écriture de la factorisation. Nous illustrerons ces idées sur des exemples combinatoires
relatifs à algèbre de shuffle (l’algèbre de mélange) et à algèbre de stuffle (l’algèbre de
quasi-mélange).

3.2 Résultats connus
K est un anneau commutatif et unitaire et I un ensemble ordonné par  .

3.2.1 Notations - Définitions

Notons NpIq l’ensemble des fonctions à support fini de I dans N (multiindices). C’est
un monoïde (le monoïde commutatif librement engendré par I) pour la loi � définie par

pα � βqi � αi � βi , @α, β P NpIq, (3.2)

admettant la fonction nulle pour élément neutre. De plus, si α P NpIq, nous définissons α!
par

α! �
¹

iPsupppαq

αi!. (3.3)

La base canonique 2 de NpIq est donnée par les fonctions s’annulant sur Iz ti0u et prenant
la valeur 1 en i0 ; ces fonctions sont notées ei0 : ei0piq � δi i0 .

Maintenant, si A une algèbre, Y � pyiqiPI une famille de A et α P NpIq,

Y α :� y
αi1
i1
y
αi2
i2

� � � y
αik
ik

(3.4)

pour tout sous-ensemble J � ti1, i2, � � � , iku , i1 ¡ i2 ¡ � � � ¡ ik, de I contenant le support
de α (on montre facilement que la valeur de Y α est indépendante du choix de J � supppαq
si l’algèbre possède une unité).
En particulier, Y ei � yi. Nous appellerons éléments atomiques d’une famille pY αqαPNpIq les
éléments Y ei , i P I.

Dans le cas d’une algèbre enveloppante UpGq si B � pbiqiPI est une base ordonnée de

2. En fait, NpIq n’est pas un espace vectoriel. La famille que nous définissons est celle des générateurs
libres.
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G alors pBαqαPNpIq est une base de UpGq (voir Théorème 5). On montre facilement que

∆pBαq �
¸

β�γ�α

�
β

γ



Bβ b Bγ, il en resulte que si les Sα désignent la famille duale dans

U�pGq donnée par xSα | Bβy � δαβ, on a : Sα � Sβ � pα�βq!
α!β!

Sα�β

3.2.2 Théorème de factorisation

Soit G une algèbre de Lie sur K et B � pbiqiPI une base ordonnée de G.

Théorème 5. Poincaré-Birkhoff-Witt. Les éléments Bα, pour α P NpIq, forment une
base de l’algèbre enveloppante UpGq de G.

La base formée par les Bα, pour α P NpIq, est appelée base de Poincaré-Birkhoff-Witt
de UpGq.

Cette propriété de décomposition de chaque élément d’une base par rapport à son multiin-
dice( Une base pBαqαPNpIq obtenue par l’application du Théorème 5 de Poincaré-Birkhoff-
Witt satisfait la relation Bα �

¹
iPsupppαq

Bαi
ei
�

¹
iPsupppαq

bαii ) nous intéresse particulièrement

et justifie l’introduction de la définition suivante.
Soit A une algèbre associative commutative avec unité.

Définition 13. Soit L une partie de A. On appelle L base de transcendance de A sur K
si les Lα, α P NpLq voir (3.4), forment une base linéaire de L de A.

Nous pouvons donner une caractérisation générale des familles multiplicatives dans
une K�algèbre associative et commutative avec unité A. Pour cela, donnons la définition
suivante :

Définition 14. Soit L une partie de A. Alors la famille pLαqαPNpLq forme une base de A
si et seulement si L est une base transcendance de A sur K.

Notons U�pGq le dual de UpGq et considérons la famille pSαqαPNpIq duale de la base
de Poincaré-Birkhoff-Witt pBαqαPNpIq , c’est-à-dire la famille de formes linéaires sur UpGq
définies par

xSα | B
βy � δαβ. (3.5)

Supposons que xS0 | 1UpGqy � 1 (S0 désigne l’élément obtenu pour le multiindice identi-
quement nul) et que xSα | 1UpGqy � 0 pour tout α non identiquement nul. Nous pouvons
alors établir le Théorème suivant.
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Théorème 6. r1, 7s ¸
αPNpIq

Sα bBα �
×¹
iPI

eSeibbi (3.6)

Remarque 1. r7s
– Le produit du membre de droite est donné avec � b µUpGq où µUpGq désigne le produit
usuel de l’algèbre enveloppante et � le produit de convolution des formes linéaires de
U�pGq.
En fait, toute algèbre enveloppante est une algèbre de Hopf et possède donc une
structure de bigèbre. Notons ∆ le coproduit associé à la structure de bigèbre de
UpGq. C’est un homomorphisme d’algèbres défini par :

∆pgq � g b 1X� � 1X� b g (3.7)

pour g P G (il satisfait donc

∆pPQq � ∆pP q∆pQq pour tous P, Q P UpGqq (3.8)

puis étendu en une famille de morphismes d’algèbres ∆pkq : UpGq Ñ UpGqbk�1 tels
que, @v P G,

∆pkqpvq � vb1X�b� � �b1X��1X�bvb1X�b� � �b1X��� � ��1X�b1X�b� � �b1X�bv.
(3.9)

En fait,
∆ � ∆p1q (3.10a)

∆pkqpP q � pIdUpGq b∆pk�1qq∆pP q � p∆pk�1q b IdUpGqq∆pP q, k ¥ 2. (3.10b)

La convolution est en fait définie comme la loi duale de ∆ :

xa � b | vy � xab b | ∆pvqy, @a, b P U�pGq et @v P UpGq. (3.11)

– Les deux membres de (3.6) forment en fait une résolution de l’identité lorsque l’on
considère le morphisme

Φ : V � b V Ñ EndfinispV q (3.12)

(EndfinispV q désigne l’espace des endomorphismes rang fini) qui associe à tout produit
tensoriel f b v P V � b V l’endomorphisme Φpf b vq : b ÞÑ fpbq � v. Le morphisme
Φ peut être étendu, par continuité, aux séries :

Φ

� ¸
αPNpIq

Sα bBα

�
pvq �

¸
αPNpIq

SαpvqB
α � IdUpGqpvq. (3.13)
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La preuve de ce théorème (Théorème 6) repose, entre autres, sur la propriété suivante
des éléments Sα :

Sα � Sβ �
pα � βq!

α! β!
Sα�β (3.14)

(qui montre que cette famille est multiplicative à une constante près) que l’on peut établir
comme suit 3 :

Sα � Sβ �
¸

γPNpIq
xSα � Sβ | B

γySγ

�
¸

γPNpIq
xSα b Sβ | ∆pBγqyb2Sγ

�
¸

γPNpIq
xSα b Sβ |

¸
γ1�γ2�γ

γ!

γ1! γ2!
Bγ1 bBγ2yb2Sγ

�
pα � βq!

α! β!
Sα�β.

(3.15)

Cette propriété permet d’établir, par récurrence, que
S�αkeik

αk!
� Sαkeik puis que

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
� Sα. (3.16)

Par conséquent,

×¹
iPI

eSeibbi �
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,��� ,αk

pSei1 b bi1q
α1 � � � pSeik b bikq

αk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
b pbi1q

α1 . . . pbikq
αk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
bBα

(3.17)

où la dernière étape repose sur la définition de la base pBαqαPNpIq par multiplications or-
données. Le résultat suit alors en utilisant l’équation (3.16). Nous pouvons, à partir de

3. Nous employons ci-dessous la notation x� | �yb2 ; celle-ci correspond à la définition suivante : si V1

et V2 sont deux espaces en dualité avec, respectivement, W1 et W2 pour les produits scalaires x� | �y1 et
x� | �y2, alors (on montre que) V1 b V2 est en dualité avec W1 bW2 pour le produit scalaire x� | �yb2 :"

pV1 b V2q � pW1 bW2q Ñ k
pv1 b v2, w1 b w2q ÞÑ xv1 | w1y1xv2 | w2y2.
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l’équation précédente, revenir sur la convergence du membre de droite de (3.6). En fait,
c’est

Φp
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
b Bαq qui définit ce produit et permet d’en assurer l’exis-

tence.

Lemme 3. r7s La famille
�

ΦpS�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
bBαq

	
α
est sommable (c’est-à-dire que,

pour tout vecteur v P UpGq,
��suppα

�
Φ
�
S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
bBα

	
pvq
�
α

��   8).

Preuve : Nous avons besoin de la propriété suivante, qui se démontre par récurrence
à partir de la définition (3.11) : pour toute famille S1, . . . , Sk de formes linéaires de U�pGq
et pour tout vecteur v P UpGq,

xS1 � � � � � Sk | vy � xS1 b � � � b Sk | ∆pk�1qpvqybk. (3.18)

Choisissons v P UpGq ; décomposons-le sur la base pBαqαPNpIq : v �
¸
β

vβB
β.

Notons Nα �
¸
i

αi, β �
¸
i

βiei et Nβ �
¸
i

βi. Alors

Φ
�
S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
bBα

	
pvq �

¸
β

vβΦ
�
S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
bBα

	
pBβq

�
¸
β

vβxS
�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
| BβyBα

�
¸
β

vβxS
bα1
ei1

b � � � b Sbαkeik
| ∆pNα�1qpBβqybNαBα.

(3.19)

De plus, si l’on décompose Bβ comme un produit d’éléments primitifs, Bβ �
¹
iPI

bβii ,

xSbα1
ei1

b � � � b Sbαkeik
| ∆pNα�1qpBβqybNα �

� xSbα1
ei1

b � � � b Sbαkeik
|

¸
J1�����JNα�Nβ

B rJ1s b � � � bB rJNαsy
bNα

où B rJs �
b¹
iPJ

bi.

Maintenant, remarquons que :
– si Nα ¡ Nβ, l’un des B rJs comporte nécessairement un facteur 1UpGq ; or xSei |

1UpGqy � 0 par hypothèse ;
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– si Nα   Nβ, l’un des B rJs comporte nécessairement un facteur bi1bi2 ; or xSei |
bi1bi2y � 0 par dualité.

Par conséquent, Nα � Nβ. On conclut finalement en notant que les seuls α qui ne donnent
pas un produit scalaire nul sont obtenus à partir de β par permutations et sont donc en
nombre fini.
�

De plus, pour α contenant l’ensemble des coordonnées de v, on a (3.13) , ce qui montre

que
×¹
iPI

eSeibbi � IdUpGq.

Note 1. .
� pI, q ÝÑ pLynpXq, q (attention, cependant : comme le cas de l’algèbre libre, on
considère des produits décroissants de mots de Lyndon, alors que dans le cas général, on
considère des produits croissants) ;
� le produit de convolution est le produit de shuffle (produit de mélange) dans le cas de
l’algèbre libre ;
� les Sei correspondent aux S` (` P LynpXq), les Pα aux éléments Bα.

3.3 Remarques sur la dualisation
Nous revenons dans cette section sur une construction qui sera utilisée à plusieurs

reprises dans les paragraphes suivants, celle d’une base duale dans le cas de l’algèbre libre.

Commençons par rappeler la définition d’une algèbreM -graduée. Soit A une algèbre asso-
ciative sur K et M un monoïde additif. On dit que A est M -graduée si elle se décompose,
en tant qu’espace vectoriel, de la façon suivante :

A �
à
mPM

Am (3.20)

avec AmAm1 � Am�m1 pour tous m, m1 P M . Les Am, m P M , sont appelés composantes
homogènes de A. De plus, on dit que A est graduée en dimension finie si chacun des Am,
m PM , est un espace vectoriel de dimension finie.

L’algèbre libre peut être graduée de différentes façons qui utilisent chacune une fonction
de poids φ : X� Ñ M , définie sur les lettres et étendue aux mots et engendrant les
composantes homogènes suivantes :

pKpXqqm � span tw P X�, φpwq � mu , m PM. (3.21)

Un premier exemple de graduation est donnée par la longueur des mots : M est alors
le monoïde pN,�q et la fonction de poids φ1pwq � |w|, @w P X�. Cette graduation n’est
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cependant pas satisfaisante car les composantes homogènes auxquelles elle donne nais-
sance (pKXq` � span tensemble des mots de longueur `u) ne sont pas de dimension finie.
En effet, dans le cas où l’alphabet est infini, il existe un nombre infini de mots de longueur
donnée.

C’est pour cette raison que nous introduisons une seconde graduation : on considère
alors le monoïde des multiindices pNpXq,�q (monoïde des fonctions à support fini de X
dans N) et la fonction de poids est donnée par

φ2 :

"
X Ñ NpXq

xi ÞÑ ei � p0, . . . , 0, 1, 0, . . . q,
(3.22)

étendue comme morphisme de monoïdes aux mots de sorte que φ2pwq � multidegpwq est
le multidegré de w, c’est-à-dire le nombre d’occurrences de chaque lettre de l’alphabet
considéré dans w. Par exemple, si X � ta, b, cu et w � abbcab, multidegpwq � p2, 3, 1q.
Même dans le cas d’un alphabet infini, les composantes (multi)-homogènes
KxXyα � span t ensemble des mots de multidegré αu, α P NpIq, sont de dimension finie.
On dit que KxXy est graduée en dimension finie par la multihomogénéité. C’est cette
graduation que nous utiliserons dans les paragraphes suivants.
On appelle famille multihomogène de KxXy une famille pBwqwPX� telle que @w P X�,
multidegpwq � α :

Bw P pKxXyqα . (3.23)

Il est toujours possible, lorsque l’on considère une base pBwqwPX� de l’algèbre libre de
construire une famille duale pDwqwPX� , définie par xDu | Bvy � δuv, @u, v P X�. A priori,
cette famille est une famille de séries (rappelons que pKxXyq� � KxxXyy), mais ici, ce
sont des polynômes.

Cependant, lorsque la famille pBwqwPX� est multihomogène , la famille duale est une
famille de polynômes qui forment une base de KxXy. On peut alors construire les Dw

comme suit : pour chaque multidegré α P NpXq, on construit la matrice M � pMu,vqu,vPXα

des coefficients des Bw, w P Xα sur les mots :

Mu,v � xBu | vy. (3.24)

La matrice N � pNu,vqu,vPXα des coefficients des Dw, w P Xα sur les mots, est donnée
par :

Nu,v � xDu | vy. (3.25)

Il est facile de voir que la matrice M est inversible en tant que matrice de changement de
bases : Si la base pBwqwPX� est triangulaire par rapport aux mots, M l’est aussi.

Les matrices M et N sont triangulaire, inversible et vérifient l’identité N � ptMq�1.
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Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et de triangularité
( ceci près que la base duale d’une base triangulaire inférieure est triangulaire supérieure).

Définition 15. Soient α P NpXq et Xα � aα1
1 � � � aαnn avec a1   � � �   an P X et

n, α1, � � � , αn P N¥1.
iq On dira que le mot w P X� est multihomogène et de multidegré α � pα1, α2, � � � , αnq
sur l’alphabet X si :

w P Xα (3.26)

c’est-à-dire α � pα1, � � � , αnq est le nombre d’occurrences de chaque lettre de l’alphabet X
considéré dans w P X� (chaque lettre as P X apparaît αs fois dans w pour 1 ¤ s ¤ n).
iiq On définit la classe de multihomogénéité de Xα par :

MpXαq � tw P X� | w P Xαu (3.27)

c’est-à-dire MpXαq est l’ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α �
pα1, α2, � � � , αnq sur l’alphabet X.

Remarque 2. Avec les notations précédentes :
iq Le nombre de mots w P Xα est m � pα1�α2�����αnq!

α1!α2!���αn!
.

iiq MpXαq � tw1   w2   � � �   wm�1   wmu par rapport à l’ordre définit sur X.

Exemple 9. Soit X � ta   b   cu.
iq Pour Xα � a2b2 avec α � p2, 2q, on a : Mpa2b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u.

iiq Pour Xα � abc avec α � p1, 1, 1q, on a : Mpabcq � tabc, acb, bac, bca, cab, cbau.

Définition 16. Soit Y � tyi, i P Nu un alphabet totalement ordonné par ¡ : y1 ¡ y2 ¡
� � � ¡ � � � . On définit l’ensemble de tous les mots de poids |α| sur l’alphabet Y par

MpY|α|q � tw � yα1yα2 � � � yαn P Y
� | pwq � |α|u (3.28)

où α � pα1, α2, � � � , αnq et w P Y � a pour poids pwq � |α| � α1 � α2 � � � � � αn.

Remarque 3. Avec les notations précédentes :
iq Le nombre de mots w PMpY|α|q est m � 2|α|�1 .
iiq MpY|α|q � tw1   w2   � � �   wm�1   wmu par rapport à l’ordre défini sur Y .
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Exemple 10. Soit Y � ty1 ¡ y2 ¡ y3u.
iq Pour |α| � 3, on a : MpY3q � ty3, y2y1, y1y2, y

3
1u.

iiq Pour |α| � 4, on a : MpY4q � ty4, y3y1, y
2
2, y2y

2
1, y1y3, y1y2y1, y

2
1y2, y

4
1u.

Avant de donner des exemples, nous allons écrire le Lemme suivant :

Lemme 4. Soient pSiqiPI une base dans KxxXyy et pPiqiPI la famille duale telle que
xSi | Pjy � δij, @pi, jq P I2.
iq Alors, si pSiqiPI est multihomogène, il en est de même pPiqiPI qui est alors une base de
KxXy.

iiq Si pSiqiPI est triangulaire inférieure par rapport aux mots, alors pPiqiPI est triangu-
laire supérieure.

3.3.1 Exemple : cas de l’algèbre libre et l’algèbre de shuffle

Dans cette partie, X désigne de nouveau un alphabet totalement ordonné par   ; l’en-
semble des mots de Lyndon sur X est noté LynpXq et la factorisation standard r1, 2, 3s
de ` P LynpXq (avec | ` |¥ 2) est désignée par σp`q � p`1, `2q où `2 est le facteur (de
Lyndon) droit propre de ` de longueur maximale.
Rappelons aussi que tout mot w P X� admet une factorisation en produit décroissant de
mots de Lyndon :

w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k, `1, . . . , `k P LynpXq, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

Ces deux factorisations permettent de définir une base pPwqwPX� de l’algèbre libre QxXy
comme suit r1, 2, 3s :

Pw �

$&
%

w si |w| � 1X� ;
rP`1 , P`2s si w � ` P LynpXq et p`1, `2q � σp`q ;

P i1
`1
. . . P ik

`k
si w � `i11 . . . `

ik
k avec `1 ¡ � � � ¡ `k.

(3.29)

Cette base est en fait la base de Poincaré-Birkhoff-Witt associée à la base pP`q`PLynpXq
de l’algèbre de Lie libre LieQxXy. Les éléments primitifs P`, ` P LynpXq sont appelés
crochets standard. La famille pPwqwPX� est triangulaire 4 :

Pw � w �
¸
u¡w

u,wPXα

xPw | uyu (3.30)

et multihomogène : le support de la famille pxPw | uyqu est constitué de mots u qui com-
portent tous le même nombre |u|x de x et ce pour toute lettre x P X.

4. quand la matrice de passage est décrite en ligne
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La multihomogénéité des Pw, w P X� autorise la construction d’une base pSwqwPX� de
QxXy satisfaisant xSu | Pvy � δuv pour tous u, v P X�. Cette famille vit dans l’algèbre
duale de pQxXy, conc, 1q, qui est l’algèbre de shuffle pQxXy,�, 1q. Rappelons la définition
du produit de shuffle r1, 2, 3s :"

1X� � w � w� 1X� � w,
au� bv � apu� bvq � bpau� vq,

(3.31)

si a, b, P X, u, v, w P X�, 1X� : mot vide.
Schützenberger et Reutenauer r1, 2, 3s ont montré que

Sw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1X� ;
aSu si w � au et w P LynpXq ;

S� i1`1
� � � �� S� ik`k

i1! . . . ik!
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(3.32)

Ces deux familles vérifient les hypothèses du Théorème 6. Par conséquent,

¸
wPXα

Sw b Pw �
×¹

`PLynpXq

eS`bP` . (3.33)

Puisque
¸
wPXα

Sw b Pw �
¸
wPXα

w b w est égale à l’identité sur QxXy, on peut aller plus

loin et écrire ¸
wPXα

w b w �
×¹

`PLynpXq

eS`bP` . (3.34)

Après , Mélançon et Reutenauer r1, 2, 3s prouvent que , pour tout mot w P X�,

Pw � w �
¸
v¡w

v,wPXα

θvv et Sw � w �
¸
u w

u,wPXα

θuu (3.35)

(3.36)

où θv � xPw | vy et θu � xSw | uy .
Rappelons que la dualité préserve le multidegré et échange les triangularités des poly-
nômes. Pour cela, on peut construire des matrices triangulairesM et N admettant comme
coefficients, les coefficients des mots multihomogènes de multidegré α des polynômes tri-
angulaires, pPwqwPXα et pSwqwPXα dans la base pwqwPXα respectivement u, v P Xα,

Mu,v � xPu | vy et Nu,v � xSu | vy (3.37)
(3.38)
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Les matrices triangulaires M et N sont inversibles et vérifient l’identité M � ptNq�1.
En d’autres termes, les éléments des bases pSwqwPX� et pPwqwPX� sont triangulaires infé-
rieurs et triangulaires supérieurs et ils sont multihomogènes de multidegré α. Par consé-
quent, si DX désigne la série diagonale sur X, alors :
� Factorisation de l’identité :

DX �
¸
wPXα

w b w �
×¹

`PLynX
eS`bP` . (3.39)

(3.40)

� Factorisation de Schützenberger :

¸
wPXα

Sw b Pw �
×¹

`PLynX
eS`bP` . (3.41)

(3.42)

Exemple 11. Soit un alphabet X � ta, bu avec a   b.
Pour cela, calculons la matrice xSu | vy pour les mots u, v P Xα � a2b2 et on avons
Mpa2b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u.
Nous avons successivement :

Sa2b2 � a2b2 ;

Sabab �
S�2
ab

2!

�
1

2
pab� abq � abab� 2a2b2 ;

Sab2a � ab2
� a

� 2a2b2 � ab2a� abab ;

Sba2b � b� a2b

� ba2b� abab� 2a2b2 ;

Sbaba � b� ab� a

� 4a2b2 � 3abab� 2ba2b� 2ab2a� baba ;

Sb2a2 �
S�2
b

2!
�

S�2
a

2!
� b2a2 � a2b2 � ba2b� ab2a� abab� baba.

(3.43)
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La matrice recherchée N � pNu,vqu,vPXα � pxSu | vyqu,vPXα est donnée par

�
�������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

Sa2b2 � 1 0 0 0 0 0
Sabab � 2 1 0 0 0 0
Sab2a � 2 1 1 0 0 0
Sba2b � 2 1 0 1 0 0
Sbaba � 4 3 2 2 1 0
Sb2a2 � 1 1 1 1 1 1

�
������

. (3.44)

Corollaire 1. Soit w P X�. Alors

Pw � w �
¸

u¡w,|u|�|w|

xSu | wyPu (3.45)

Exemple 12.

Pb2a2 � b2a2 ;

Pbaba � baba� Pb2a2

� baba� b2a2 ;

Pba2b � ba2b� 2Pbaba � Pb2a2

� ba2b� 2baba� b2a2 ;

Pab2a � ab2a� 2Pbaba � Pb2a2

� ab2a� 2baba� b2a2 ;

Pabab � abab� Pab2a � Pba2b � 3Pbaba � Pb2a2

� abab� ab2a� ba2b� baba ;

Pa2b2 � a2b2 � 2Pabab � 2Pab2a � 2Pba2b � 4Pbaba � Pb2a2

� a2b2 � 2abab� 2baba� b2a2.

(3.46)

La matrice recherchée M � ptNq�1 � pMu,vqu,vPXα � pxPu | vyqu,vPXα est donnée par

�
�������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

Pa2b2 � 1 �2 0 0 2 �1
Pabab � 0 1 �1 �1 1 0
Pab2a � 0 0 1 0 �2 1
Pba2b � 0 0 0 1 �2 1
Pbaba � 0 0 0 0 1 �1
Pb2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
������

, (3.47)
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3.3.2 Exemple : cas de l’algèbre libre et l’algèbre de stuffle

Soit Y � tyiui¥1 un alphabet totalement ordonné par ¡ : y1 ¡ y2 ¡ � � � ¡ � � � .

Définition 17. Soient ys, yt P Y et u, v P Y �, alors nous définissons le produit de stuffle
p q récursivement comme suit :"

1Y � u � u 1Y � � u,
ysu ytv � yspu ytvq � ytpysu vq � ys�tpu vq.

(3.48)

Exemple 13. y2 y3y1 � y2y3y1 � y3y2y1 � y3y1y2 � y3y3 � y5y1.

Ce produit p q est commutatif, associatif et avec unité (l’élément neutre étant le mot
vide : 1Y �).
Il admet un coproduit dual qui est un morphisme et qui peut être défini comme suit :
pour toute lettre ys P Y , on a :$&

%
∆ p1Y �q � 1Y � b 1Y � ,

∆ pysq � ys b 1Y � � 1Y � b ys �
¸

s1�s2�s

ys1 b ys2 . (3.49)

et @w � ys1ys2 � � � ysk P Y
�, on a pwq � s1 � s2 � � � � � sk.

Rappelons que tout mot de Lyndon ` P LynpY q (avec | ` |¥ 2) admet une factorisa-
tion standard σp`q � p`1, `2q et tout mot w P Y � admet aussi une factorisation en produit
décroissant de mots de Lyndon :

w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k, `1, . . . , `k P LynpY q, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

Ces deux factorisations permettent de définir une base pΠwqwPY � de l’algèbre libre QxY y
comme suit :

Proposition 5. r13, 4s
Soit DY la série diagonale sur Y . Alors

iq logpDY q �
¸
wPY �

w b π1pwq �
¸
wPY �

π�1 pwq b w,

iiq pour tout w P Y �, nous avons,

w �
¸
k¥1

1

k!

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1 � � � vkyπ1pv1qπ1pv2q � � � π1pvkq

�
¸
k¥1

1

k!

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1v2 � � � vkyπ
�
1 pv1q � � � π�1 pvkq

(3.50)
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iiiq pour tout w P Y �, on a :

π1pwq �
¸
k¥1

p�1qk�1

k

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1 � � � vkyv1v2 � � � vk. (3.51)

En particulier pour tout ys P Y �, on a :

π1pysq � ys �
¸
k¥2

p�1qk�1

k

¸
s1�s2�����sk�s

ys1ys2 � � � ysk (3.52)

Lemme 5. r4s Soit PrimpH q � tP P QxY y | ∆ pP q � P b 1Y � � 1Y � b P u. Alors :
iq PrimpH q est stable par le crochet de Lie et par combinaisons linéaires.
iiq Y � PrimpH q ðñ PrimpH q � LieQxY y.

Lemme 6. r4s Pour tout w P Y �, on a ∆ pπ1pwqq � π1pwq b 1Y � � 1Y � b π1pwq.

Remarquons que ∆ et ∆� sont des morphismes pour la concaténation (par défini-
tion). Nous notons ici que le produit de concaténation est désigné par conc et ∆conc son
coproduit associé (par dualité).
Par conséquent, avec la counité e définie par

@P P QxY y, epP q � xP | 1Y �y, (3.53)

on obtient deux paires d’algèbres de Hopf :

H� � pQxY y, conc,1Y � ,∆�, e, a�q et H_
�
� pQxY y,�,1Y � ,∆conc, e, a�q, (3.54)

H � pQxY y, conc,1Y � ,∆ , e, a q et H_ � pQxY y, ,1Y � ,∆conc, e, a q.(3.55)

Par le Théorème 4 de Cartier-Quillen-Milnor-Moore r4s, l’algèbre de Hopf cocommutative
graduée connexe H est isomorphe à l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie et ses
éléments primitifs notés PrimpH q sont égal à LieQxY y :

H� � UpLieQxY yq et H_
�
� UpLieQxY yq_. (3.56)

Par conséquent, nous introduisons le nouvel alphabet :

Ȳ � tȳuyPY � tπ1pyquyPY (3.57)

et on a le Lemme suivant :
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Lemme 7. r4s Soit P̄ rimpH q � tP P QxȲ y | ∆ pP q � P b 1Y � � 1Y � b P u.
Alors P̄ rimpH q � LieQxȲ y.

de plus

H � UpPrimpH qq � UpLieQxȲ yq, (3.58)
H_ � UpPrimpH qq_ � UpLieQxȲ yq_. (3.59)

La base de PBW-Lyndon pΠwqwPY � pour UpPrimpH qq est construite récursivement
comme suit r13, 4s :$&

%
Πy � π1pyq si y P Y,
Π` � rΠ`1 ,Π`2s si ` P LynpY q, et σp`q � p`1, `2q,

Πw � Πi1
`1
. . .Πik

`k
si w � `i11 . . . `

ik
k , `1 ¡ . . . ¡ `k, `1 . . . , `k P LynpY q,

La multihomogénéité des Πw, w P Y � autorise la construction d’une base pΣwqwPY � de
QxY y satisfaisant xΣu | Πvy � δuv pour tous u, v P Y �. Cette famille vit dans l’algèbre
duale de pQxY y, conc,1Y �q, qui est l’algèbre de stuffle pQxY y, ,1Y �q.
La base duale pΣwqwPY � pour UpPrimpH qq_ construite récursivement comme suit r13, 4s :$''''''''''&

''''''''''%

Σy � y si y P Y,

Σ` �
¸

ts11,��� ,s
1
i
u�ts1,��� ,sku,`1¥���¥`nPLynpY q

pys1 ���ysk
q
�
ðpy

s11
,��� ,y

s1n
,`1,��� ,`nq

1

i!
ys11�����s1iΣ`1���`n

si ` � ys1 � � � ysk P LynpY q,

Σw �
Σ

i1
`1

... Σ
ik

`k

i1!...ik!

si w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ . . . ¡ `k,

Nous obtenons la factorisation de Schützenberger :

DY �
×¹

`PLynpY q

eΣ`bΠ` P H_ b̂H . (3.60)

Exemple 14. Pour |α| � 4, on a : MpY4q � ty4, y3y1, y
2
2, y2y

2
1, y1y3, y1y2y1, y

2
1y2, y

4
1u.

iq La matrice recherchée N � pxΠu | vyqu,vPMpY4q est donnée par

�
�����������

y4 y3y1 y2
2 y2y

2
1 y1y3 y1y2y1 y2

1y2 y4
1

Πy4 � 1 �1
2

�1
2

1
3

�1
2

1
3

1
3

�1
4

Πy3y1 � 0 1 0 �1
2

�1 0 1
2

0
Πy2

2
� 0 0 1 �1

2
0 0 �1

2
1
4

Πy2y2
1
� 0 0 0 1 0 �2 1 0

Πy1y3 � 0 0 0 0 1 �1
2

�1
2

1
3

Πy1y2y1 � 0 0 0 0 0 1 �1 0
Πy2

1y2
� 0 0 0 0 0 0 1 �1

2

Πy4
1
� 0 0 0 0 0 0 0 1

�
����������

, (3.61)
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iiq La matrice recherchée M � ptNq�1 � pΣu,vqu,vPMpY4q � pxΣu | vyqu,vPMpY4q est donnée
par

�
������������

y4 y3y1 y2
2 y2y

2
1 y1y3 y1y2y1 y2

1y2 y4
1

Σy4 � 1 0 0 0 0 0 0 0
Σy3y1 �

1
2

1 0 0 0 0 0 0
Σy2

2
� 1

2
0 1 0 0 0 0 0

Σy2y2
1
� 1

6
1
2

1
2

1 0 0 0 0
Σy1y3 � 1 1 0 0 1 0 0 0
Σy1y2y1 �

1
2

1
2

1 2 1
2

1 0 0
Σy2

1y2
� 1

2
1 1 1 1 1 1 0

Σy4
1
� 1

24
1
6

1
4

1
2

1
6

1
2

1
2

1

�
�����������

. (3.62)

3.3.3 Exemple : cas de l’algèbre libre et l’algèbre de q�stuffle

Soient Y � tyiui¥1 un alphabet totalement ordonné par ¡ et q P N.

Définition 18. Soient ys, yt P Y et u, v P Y �, alors nous définissons le produit de q�stuffle
p qq récursivement comme suit :"

1Y � qu � u q1Y � � u,
ysu qytv � yspu qytvq � ytpysu qvq � qys�tpu qvq.

(3.63)

Exemple 15. y2 qy3y1 � y2y3y1 � y3y2y1 � y3y1y2 � qpy3y3 � y5y1q.

Ce produit p q est commutatif, associatif et avec unité (l’élément neutre étant le mot
vide : 1Y �).
Il admet un coproduit dual qui est un morphisme et qui peut être défini comme suit :
pour toute lettre ys P Y , on a :$&

%
∆ qp1Y �q � 1Y � b 1Y � ,

∆ qpysq � ys b 1Y � � 1Y � b ys � q
¸

s1�s2�s

ys1 b ys2 . (3.64)

et @w � ys1ys2 � � � ysk P Y
�, on a pwq � s1 � s2 � � � � � sk.

Rappelons que tout mot de Lyndon ` P LynpY q (avec | ` |¥ 2) admet une factorisa-
tion standard σp`q � p`1, `2q et tout mot w P Y � admet aussi une factorisation unique en
produit décroissant de mots de Lyndon :

w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k, `1, . . . , `k P LynpY q, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

Ces deux factorisations permettent de définir une base pΠpqq
w qwPY � de l’algèbre libreQrqsxY y

comme suit :
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Proposition 6. r13, 4s Soit DY la série diagonale sur Y . Alors
iq logpDY q �

¸
wPY �

w b π1pwq �
¸
wPY �

π�1 pwq b w,

iiq pour tout w P Y �, nous avons,

w �
¸
k¥1

1

k!

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1 q � � � qvkyπ1pv1qπ1pv2q � � � π1pvkq

�
¸
k¥1

1

k!

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1v2 � � � vkyπ
�
1 pv1q q � � � qπ

�
1 pvkq

(3.65)

iiiq pour tout w P Y �, on a :

π1pwq �
¸
k¥1

p�1qk�1

k

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1 q � � � qvkyv1v2 � � � vk. (3.66)

En particulier pour tout ys P Y �, on a :

π1pysq � ys �
¸
k¥2

p�qqk�1

k

¸
s1�s2�����sk�s

ys1ys2 � � � ysk (3.67)

Lemme 8. r4s Soit PrimpH qq � tP P QrqsxY y | ∆ qpP q � P b 1Y � � 1Y � b P u.
Alors :
iq PrimpH qq est stable par le crochet de Lie et par combinaisons linéaires.
iiq Y � PrimpH qq ðñ PrimpH qq � LieQrqsxY y.

Lemme 9. r4s Pour tout w P Y �, on a ∆ qpπ1pwqq � π1pwq b 1Y � � 1Y � b π1pwq.

Remarquons que ∆ q et ∆� sont des morphismes pour la concaténation. Nous notons
ici que le produit de concaténation est désigné par conc et ∆conc son coproduit associé par
dualité.
Par conséquent, avec la counité e définie par

@P P QrqsxY y, epP q � xP | 1Y �y, (3.68)

on obtient deux paires d’algèbres de Hopf :

H� � pQrqsxY y, conc,1Y � ,∆�, e, a�q et H_
�
� pQrqsxY y,�,1Y � ,∆conc, e, a�q,(3.69)

H q � pQrqsxY y, conc,1Y � ,∆ q , e, a qq et H_
q
� pQrqsxY y, q,1Y � ,∆conc, e, a qq.(3.70)
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Par le Théorème de Cartier-Quillen-Milnor-Moore r4s, l’algèbre de Hopf cocommutative
graduée connexe H q est isomorphe à l’algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie et ses
éléments primitifs notés PrimpH qq sont égal à LieQrqsxY y :

H� � UpLieQrqsxY yq et H_
�
� UpLieQrqsxY yq_. (3.71)

Par conséquent, nous introduisons le nouvel alphabet :

Ȳ � tȳuyPY � tπ1pyquyPY (3.72)

et on a le Lemme suivant :

Lemme 10. r4s Soit P̄ rimpH qq � tP P QrqsxȲ y | ∆ qpP q � P b 1Y � � 1Y � b P u.
Alors P̄ rimpH qq � LieQrqsxȲ y.

de plus

H � UpPrimpH qqq � UpLieQrqsxȲ yq, (3.73)
H_ � UpPrimpH qqq

_ � UpLieQrqsxȲ yq_. (3.74)

La base de PBW-Lyndon pΠ
pqq
w qwPY � pour UpPrimpH qqq est construite récursivement

comme suit r13, 4s :$'&
'%

Π
pqq
y � π1pyq si y P Y,

Π
pqq
` � rΠ

pqq
`1
,Π

pqq
`2
s si ` P LynpY q, et σp`q � p`1, `2q,

Π
pqq
w � pΠ

pqq
`1
qi1 . . . pΠ

pqq
`k
qik si w � `i11 . . . `

ik
k , `1 ¡ . . . ¡ `k, `1 . . . , `k P LynpY q,

La multihomogénéité des Π
pqq
w , w P Y � autorise la construction d’une base pΣpqq

w qwPY � de
QrqsxY y satisfaisant xΣpqq

u | Π
pqq
v y � δuv pour tous u, v P Y �. Cette famille vit dans l’algèbre

duale de pQrqsxY y, conc,1Y �q, qui est l’algèbre de q�stuffle pQrqsxY y, q,1Y �q.
La base duale de la base de PBW-Lyndon pΣpqq

w qwPY � pour UpPrimpH qq_ est construite
récursivement comme suit r13, 4s :$''''''''''&

''''''''''%

Σ
pqq
y � y si y P Y,

Σ
pqq
` �

¸
ts11,��� ,s

1
i
u�ts1,��� ,sku,`1¥���¥`nPLynpY q

pys1 ���ysk
q
�
ðpy

s11
,��� ,y

s1n
,`1,��� ,`nq

qi�1

i!
ys11�����s1iΣ

pqq
`1���`n

si ` � ys1 � � � ysk P LynpY q,

Σ
pqq
w �

pΣ
pqq
`1
q qi1 q ... qpΣ

pqq
`k
q qik

i1!...ik!

si w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ . . . ¡ `k,

Nous obtenons la factorisation de Schützenberger :

DY �
×¹

`PLynpY q

eΣ
pqq
` bΠ

pqq
` P H_

q
b̂H q . (3.75)
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Exemple 16. .
Π
pqq
y1 � y1.

Π
pqq
y2 � y2 �

q
2
y2

1,
Π
pqq
y2y1 � y2y1 � y1y2,

Π
pqq
y3y1y2 � y3y1y2 �

q
2
y3y

3
1 � qy2y

2
1y2 �

q2

4
y2y

4
1 � y1y3y2 �

q
2
y1y3y

2
1 �

q
2
y2

1y
2
2 �

q2

2
y2

1y2y
2
1 �

y2y3y1 �
q
2
y2

2y
2
1 � y2y1y3 �

q
2
y2

1y3y1 �
q
2
y3

1y3 �
q2

4
y4

1y2,

Π
pqq
y3y1y2y1 � y3y1y2y1 � y3y

2
1y2 �

q
2
y2y

2
1y2y1 � y1y3y2y1 � y1y3y1y2 �

q
2
y2

1y
2
2y1 � y2y1y3y1 �

q
2
y2

1y2y1y2 �
q
2
y2y1y2y

2
1 � y2y

2
1y3 � y1y2y3y1 �

q
2
y1y

2
2y

2
1 � y1y2y1y3 �

q
2
y1y2y

2
1y2.

Σ
pqq
y1 � y1,

Σ
pqq
y2 � y2,

Σ
pqq
y2y1 � y2y1 �

q
2
y3,

Σ
pqq
y3y2y1 � y3y2y1 � y3y1y2 � qy2

3 �
q
2
y4y2 �

q3

3
y6 �

q
2
y5y1,

Σ
pqq
y3y1y2y1 � y3y1y2y1 � 2y3y2y

2
1 � qy3y

2
2 �

3q
2
y2

3y1 �
q
2
y3y1y3 �

q2

2
y3y4 �

q
2
y4y2y1 �

q2

4
y4y3 �

qy5y
2
1 �

q2

2
y5y2 �

q2

2
y6y1 �

q3

8
y7.



Chapitre 4

q�déformation

Résumé : Le but de ce chapitre est de construire une paire de bases en dualité.
Ce chapitre contient trois volets principaux : Dans le premier volet, nous donnons une
contruction des éléments de Snm du produit encouronne de 2 groupes symétriques : pSnqm
(Définition 23), dans un second volet, nous construisons une base q�analogue de la base
duale de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon pSpqqw qwPX� (4.50) et dans le troisième
volet, la construction d’une base q�analogue de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt-Lyndon
pP

pqq
w qwPX� (4.61) telle que xSpqqu | P

pqq
v y � δuv, @u, v P X�.

Dans bien des cas, la construction d’une paire de bases en dualité passe par celle d’une
base duale à partir d’une base dont on connaît certaines propriétés. Nous nous proposons
donc d’étudier les conditions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que
la base duale permette l’écriture des factorisations. Nous illustrerons ces idées sur des
exemples combinatoires (relatifs à l’algèbre de q�shuffle).
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. le Théorème 7 donne une généralisation du Théorème 8r37, 38s.

2. le Théorème 9 donne une généralisation des éléments `�qk (avec ` P LynpXq, q P N
et k P N¥1).

3. le Théorème 10 donne une construction récursive des éléments Spqqw , w P X�.

Ces différents résultats ont été présentés aux séminaires CALIN et aux journées du groupe
de travail Combinatoire et Algébrique 2013 à l’Université Paris-Est(Marne-la-vallée).

49
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4.1 Construction des éléments de Snm du produit en-
couronne de 2 groupes symétriques : pSnqm (avec
n,m P N¥1)

Résumé : Dans cette partie, nous présentons une généralisation du Théorème 8r37, 38s.
Les statistiques de permutation Inv et Crois sont fréquemment utilisées pour obtenir des
q�analogues de résultats classiques. En général, un q�analogue d’un objet a la propriété
que par la spécialisation q � 1, on récupère l’objet original. Bien sûr, il y a beaucoup de
q�analogues de n’importe quel objet donné, et il n’y a pas de critères objectifs pour avoir
ce qui est considéré être un bon q�analogue. Ici, nous définissons quelques q-analogues
couramment utilisés dans cette thèse.

4.1.1 Définitions

Définition 19. Soit n,m P N.

 On pose tm,m� 1,m� 2, � � � , nu � vm,nw si n ¥ m .

 Le q�analogue de n, noté rnsq, est défini par

rnsq �
¸

0¤i¤n�1

qi. (4.1)


 Le q�analogue de n!, noté rnsq!, est défini par

rnsq! �
¹

1¤i¤n

risq � r1sqr2sq � � � rnsq. (4.2)


 Le q�analogue de la fonction exponentielle, noté ezq, est défini par

ezq �
¸
i¥0

zi

risq!
. (4.3)

4.1.2 Le groupe symétrique

Soit n P N¥1. On note v1, nw � t1, 2, � � � , nu. On rappelle qu’une permutation d’ordre
n est une bijection de v1, nw vers v1, nw. Traditionnellement, on présente une permutation
σ sur deux lignes : �

1 2 ... i ... j ... n

σp1q σp2q ... σpiq ... σpjq ... σpnq

�
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Par convention, nous utilisons plutôt l’écriture en une seule ligne :

σp1qσp2q � � �σpiq � � �σpjq � � �σpnq. (4.4)

Par exemple, la permutation

σ �

�
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

�

s’écrit tout simplement σ � σp1qσp2qσp3qσp4qσp5q � 23451.

1. On note alors Sn le groupe des permutations d’ordre n (ou groupe symétrique
d’ordre n). Les éléments de Sn sont appelés permutations. Le cardinal de Sn est n!.

2. Pour tous i, j éléments de v1, nw � t1, 2, � � � , nu tels que i   j et σpiq ¡ σpjq ; le
couple pi, jq est appelé une inversion de la permutation σ P Sn.

3. L’ensemble des inversions de la permutation σ P Sn, noté Spσq, est défini par

Spσq � tpi, jq | i   j et σpiq ¡ σpjqu. (4.5)

4. Le nombre d’inversions de la permutation σ P Sn, noté Invpσq, est défini par

Invpσq � #Spσq � #tpi, jq | i   j et σpiq ¡ σpjqu. (4.6)

Exemple 17.

τ1 �

�
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

�
, τ2 �

�
1 2 3 4 5

3 1 2 5 4

�
, τ3 �

�
1 2 3

1 3 2

�

Invpτ1q � 4 car l’ensemble des inversions est Spτ1q � tp1, 5q, p2, 5q, p3, 5q, p4, 5qu,
Invpτ2q � 3 car l’ensemble des inversions est Spτ2q � tp1, 2q, p1, 3q, p4, 5qu et
Invpτ3q � 1 car l’ensemble des inversions est Spτ3q � tp2, 3qu.

Définition 20. On définit un croisement comme une intersection entre deux arcs produite
par une inversion : Elle est construite de la manière suivante : on associe un sommet à
chaque entier de 1 à n et on les place sur deux lignes, par ordre croissant, de gauche à
droite. On dessine une droite de sommet i au sommet j si et seulement si σpiq � j.
Le nombre de croisements de σ P Sn est évidemment égal au nombre d’inversions de
σ P Sn, noté Croispσq � Invpσq.

Exemple 18. iq
on a : Croisp23451q � 4 car l’ensemble des intersections est Sp23451q � tp1, 5q, p2, 5q, p3, 5q, p4, 5qu
.
iiq on a : Croisp31254q � 3 car l’ensemble des intersections est Sp31254q � tp1, 2q, p1, 3q, p4, 5qu.
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Figure 4.1 – Inversions et Croisements

Figure 4.2 – Inversions et Croisements

Définition 21. Soient i, j,m P N¥1. Alors, nous définissons T1pi, jq comme suit :

T1pi, jq � tpI, Jq | I P vpi� 1qm� 1, imw et J P vpj � 1qm� 1, jmwu (4.7)

où tpi� 1qm� 1, pi� 1qm� 2, � � � , imu � vpi� 1qm� 1, imw.

Avec la notation précédente, on peut écrire la définission suivante :

Définition 22. Soient i, j,m, n P N¥1. Nous définissons T2pσq comme suit :

T2pσq �
¥

pi,jqPSpσq

T1pi, jq avec σ P Sn (4.8)

Avec la notation précédente, on peut écrire la remarque suivante :

Remarque 4. Soient i, j,m P N¥1. Alors
1q #T1pi, jq � m2 avec pi, jq P Spσq et σ P Sn.
2q #T2pσq � m2M avec M � #Spσq.

Exemple 19. Soient n � 3, m � 2 et σ � 231 P S3. On a :
Spσq � Sp231q � tp1, 3q, p2, 3qu avec M � #Spσq � 2. Donc :

�q Pour pi, jq � p1, 3q, on a : T1p1, 3q � tpI, Jq | I P v1, 2w et J P v5, 6wu et
T1p1, 3q � tp1, 5q, p1, 6q, p2, 5q, p2, 6qu avec #T1p1, 3q � m2 � 4.
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�q Pour pi, jq � p2, 3q, on a : T1p2, 3q � tpI, Jq | I P v3, 4w et J P v5, 6wu et
T1p2, 3q � tp3, 5q, p3, 6q, p4, 5q, p4, 6qu avec #T1p2, 3q � m2 � 4.
Par conséquent :
T2pσq � T2p231q �

¥
pi,jqPSpσq

T1pi, jq �
¥

pi,jqPSp231q

T1pi, jq � T1p1, 3q
¥

T1p2, 3q.

T2pσq � T2p231q � tp1, 5q, p1, 6q, p2, 5q, p2, 6q, p3, 5q, p3, 6q, p4, 5q, p4, 6qu avec #T2p231q �
m2M � 8.

Définition 23. Soient m,n P N¥1.
Alors, les éléments de Snm du produit encouronne de 2 groupes symétriques :pSnqm
peuvent s’écrire sous la forme :

pSnqm � tτ � τp1qτp2q � � � τpnmq P Snm | τpmp�m�kq � mσppq�m�k, p P v1, nw, k P v1,mwu.
(4.9)

où
σ � σp1qσp2q � � �σprq � � �σpsq � � �σpnq P Sn.

Autrement dit :

pSnqm � tτ P Snm | Spτq � T2pσq et σ P Snu. (4.10)

Exemple 20. Pour m � 2 et n � 3 on a : σ P S3 et τ P pS3q2. Donc
σ P t123, 132, 213, 231, 312, 321u et τ P t123456, 125643, 341256, 345612, 561234, 563412u
avec τ P S6 . Par conséquent :
Sp345612q � T2p231q �

¥
pi,jqPSpσq

T1pi, jq �
¥

pi,jqPSp231q

T1pi, jq � T1p1, 3q
¥

T1p2, 3q.

Sp345612q � T2p231q � tp1, 5q, p1, 6q, p2, 5q, p2, 6q, p3, 5q, p3, 6q, p4, 5q, p4, 6qu.

Par conséquent, nous pouvons écrire le Théorème suivant :

Théorème 7. Soient n,m P N¥1. Alors¸
τPpSnqm

qInvpτq �
¸
σPSn

qInvpσqm
2

� r1sqm2 � � � rnsqm2 � rnsqm2 ! (4.11)

Pour la preuve de ce Théorème, nous allons écrire la Proposition et le Théorème
suivants :

Proposition 7. Soient n,m P N¥1. Alors

pSnqm � tτ P Snm | Spτq � T2pσq , Invpτq � m2Invpσq et σ P Snu.
(4.12)
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Preuve : Soient i, j,m P N¥1. A partir de la Remarque 4, nous pouvons écrire que :
pour toute inversion pi, jq de la permutation σ P Sn, on a #T1pi, jq � m2.
Par conséquent : Invpτq � #Spτq � #T2pσq � m2Invpσq pour τ P pSnqm et σ P Sn.
�

Théorème 8. r37, 38s Soit n P N¥1. Alors¸
σPSn

qInvpσq � r1sqr2sq � � � rnsq � rnsq! (4.13)

Comme Invpσq � Croispσq pour σ P Sn, on peut réécrire (4.13) :¸
σPSn

qcroispσq � r1sqr2sq � � � rnsq � rnsq! (4.14)

Comme observé dans r37, 38s : comme d’habitude en q�théorie, le coefficient q�multinomial
est donné par

rc1 � c2 � � � � � cnsq!

rc1sq!rc2sq! � � � rcnsq!
. (4.15)

Et ici, on a la spécialisation c1 � c2 � � � � � cn � 1. Par conséquent :¸
σPSn

qInvpσq �
rc1 � c2 � � � � � cnsq!

rc1sq!rc2sq! � � � rcnsq!
� rnsq! .

Preuve du Théorème 7 : Elle se fait par statistique :
A partir de la définition 23 et la Proposition 7, nous pouvons écrire que :

pSnqm � tτ P Snm | Spτq � T2pσq , Invpτq � m2Invpσq et σ P Snu.

Comme observé dans r37, 38s : comme d’habitude en p�théorie, le coefficient p�multinomial
est donné par

rc1 � c2 � � � � � cnsp!

rc1sp!rc2sp! � � � rcnsp!
. (4.16)

Et ici, on a la spécialisation c1 � c2 � � � � � cn � 1 et p � qm
2 . Par conséquent :¸

τPpSnqm

qInvpτq �
¸
σPSn

pqm
2

qInvpσq �
rc1 � c2 � � � � � cnsqm2 !

rc1sqm2 !rc2sqm2 ! � � � rcnsqm2 !
� rnsqm2 ! (4.17)

�

4.2 Le produit de q�shuffle
Nous présentons dans cette section, le produit de q�shuffle qui est une déformation

intéressante du produit habituel de Cauchy dans KxXy.
Nous donnerons une définition formelle de ce produit et de son coproduit.
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4.2.1 Définition et propriétés du produit de q�shuffle

Note 2. Soit w � a1a2 � � � an P X
� un mot de longueur |w| � n et I un sous-ensemble de

t1, 2, � � � , nu � v1, nw.
Si I � ∅, on pose w|I � 1X� ; si I � ti1   i2   � � �   iku, on pose w|I � ai1 � � � aik .

Remarque 5. Par définition, si l’on se donne une partition de v1, nw, c’est-à-dire p

ensembles disjoints I1, I2, � � � , Ip vérifiant
p¥
j�1

Ij � v1, nw et les mots w|I1, � � � , w|Ip, on

retrouve naturellement w et n � n1 � n2 � � � � � np avec |Ij| � nj, pour tout j P v1, pw.

Exemple 21. Si X � ta, b, cu,
I1 � t1, 3, 4u, I2 � t2, 7, 9u , I3 � t5, 6, 8u avec w|I1 � abc, w|I2 � bca, w|I3 � cab,
alors, on retrouve w � abbccacba.

Si l’on se donne p mots de longueur ni, i P v1, pw, on peut définir leur shuffle d’une
manière pratique.
On marque n1�n2� � � ��np places sur une droite. On choisit d’abord n1 places arbitrai-
rement, on y place les lettres du mot u1 de gauche à droite, c’est-à-dire les unes après les
autres.
On fait de même pour u2, u3 jusqu’à up en utilisant les places restantes. On a donc construit
un mot de longueur n � n1 � n2 � � � � � np, noté wpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upq où Ii désigne le
sous-ensemble de v1, nw de places choisies pour situer les lettres du mot obtenu.
A la ligne, en parcourant toutes les places possibles de cette façon et en effectuant la
somme de tous les mots ainsi obtenus, on obtient ce que l’on appelle le produit de shuffle
des mots u1, � � � , up.
Maintenant, on se donne la définition du produit de shuffle :

Définition 24. (Le shuffle des mots : voir (3.31) ). Soient u1, � � � , up P X
� des mots de

longueur ni, i P v1, pw. Leur shuffle est un polynôme de NxXy défini par

u1� u2� � � �� up �
¸

wpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upq. (4.18)

où wpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upq � tw P X� | @j P v1, pw, w|Ij � uju.

En insérant une puissance indéterminée q P K dans la définition du produit de shuffle
(4.18), on obtient une déformation intéressante, qui se révèle être un cas particulier d’une
construction de r17s. Nous pouvons écrire la définition suivante :

Définition 25. (Le q�shuffle des mots ). Soient u1, � � � , up P X
� des mots de longueur

ni, i P v1, pw. Leur q�shuffle est un polynôme de NrqsxXy défini par

u1�q u2�q � � ��q up �
¸

qInvpI1.��� .IpqwpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upq. (4.19)

où wpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upq � tw P X� | @j P v1, pw, w|Ij � uju et I1I2 � � � Ip P Sn.
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Exemple 22. Soit X � ta, b, c, du.

iq Pour u1 � ab et u2 � cd, on a :

u1�q u2 � abcd� qacbd� q2acdb� q2cabd� q3cadb� q4cdab.

iiq Pour u1 � aab et u2 � ab, on a :

u1�q u2 � p1� q4 � q5qaabab� pq � 2q2 � 2q3 � q4qaaabb� q6abaab.

Remarque 6. Avec la notation précédente, la somme contient n!
n1!���np!

termes.

Cette opération p�qq interpole entre le produit de concaténation (pour q � 0) et le
produit de shuffle (pour q � 1).

Définition 26. Soient a, b P X et w, u, v P X�. Le produit de q�shuffle est défini récur-
sivement par :

"
1X� �q w � w�q 1X� � w,
pauq�q pbvq � apu�q bvq � q|au|bpau�q vq,

(4.20)

Proposition 8. Si |X| ¥ 2, alors le produit de q�shuffle p�qq est commutatif si et
seulement si q � 1.

Preuve : Soit a, b P X. On a :
a�q b� b�q a � p1� qqpab� baq.
�

Proposition 9. Le produit de q�shuffle p�qq est associatif.

Preuve : On fait une démonstration par récurrence sur la somme des longueurs | u |,
| v | et | w | :
iq 1X� �q u � u�q 1X� � u par définition.
iiq Supposons que pour tous u, v et w de X� tels que | u | � | v | � | w |¤ n, on ait
pu�q vq�q w � u�q pv�q wq.
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iiiq Soient u, v, w P X� tels que | u | � | v | � | w |� n� 1 et soient a, b, c P X. On a

pau�q bvq�q cw �apu�q bvq�q cw � q|au|bpau�q vq�q cw

� appu�q bvq�q cwq � q|au|�|bv|cpapu�q bvq�q wq

� q|au|bppau�q vq�q cwq � q2|au|�|bv|cpbpau�q vq�q wq

� apu�q pbv�q cwqq � q|au|�|bv|cpapu�q bvq�q wq

� q|au|bpau�q pv�q cwqq � q2|au|�|bv|cpbpau�q vq�q wq

� apu�q bpv�q cwqq � q|bv|apu�q cpbv�q wqq � q|au|�|bv|cpapu�q bvq�q wq

� q|au|bpau�q pv�q cwqq � q2|au|�|bv|cpbpau�q vq�q wq

� apu�q bpv�q cwqq � q|bv|apu�q cpbv�q wqq � q|au|bpau�q pv�q cwqq

� q|au|�|bv|cppau�q bvq�q wq

� apu�q bpv�q cwqq � q|au|bpau�q pv�q cwqq � q|bv|apu�q cpbv�q wqq

� q|au|�|bv|cpau�q pbv�q wqq

� au�q pbv�q cwq

(4.21)

�

Nous allons donner une démonstration "alternative" avec les dérivations (voir [17]) : pour
u, v P X� et x P X, on définit la q�dérivation comme suit :
Bqxpεq � 0, Bqxpyq � δx,y et Bqxpuvq � Bqxpuqv � q|u|uBqxpvq.

Remarque 7. [17] Le q�shuffle p�qq est la seule loi graduée telle que les x�1
i � Bi soient

des q�dérivations.

Proposition 10. Soient u, v P X� et x P X. Alors,"
1X� �q u � u�q 1X� � u
x�1pu�q vq � x�1puq�q v � q|u|u�q x

�1pvq

Proof : Pour xk, xi, xj P X et u, v P X�, on a : x�1
k pxiuq � x�1

k pxiqu, x�1
k pxiuq�qxjv �

x�1
k pxiqu�q xjv et xiu�q x

�1
k pxjvq � xiu�q x

�1
k pxjqv.

x�1
k pxiu�q xjvq �x

�1
k pxipu�q xjvq � q|xiu|xjpxiu�q vqq

� x�1
k pxipu�q xjvqq � q|xiu|x�1

k pxjpxiu�q vqq

� x�1
k pxiqpu�q xjvq � q|xiu|x�1

k pxjqpxiu�q vq

� x�1
k pxiuq�q xjv � q|xiu|x�1

k pxjqpxiu�q vq

� x�1
k pxiuq�q xjv � q|xiu|xiu�q x

�1
k pxjqv

� x�1
k pxiuq�q xjv � q|xiu|xiu�q x

�1
k pxjvq

(4.22)
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�

Proposition 11. Soient u, v, w P X� et xs, xi, xj, xk P X. Alors

x�1
s ppxiu�q xjvq�q xkwq � x�1

s pxiu�q pxjv�q xkwqq (4.23)

Preuve :

x�1
s ppxiu�q xjvq�q xkwq �x

�1
s pxiu�q xjvq�q xkw � q|xiu|�|xjv|xiu�q xjv�q x

�1
s pxkwq

� px�1
s pxiuq�q xjvq�q xkw � q|xiu|pxiu�q x

�1
s pxjvqq�q xkw

� q|xiu|�|xjv|xiu�q xjv�q x
�1
s pxkwq

� x�1
s pxiuq�q pxjv�q xkwq � q|xiu|xiu�q px

�1
s pxjvq�q xkwq

� q|xiu|�|xjv|xiu�q pxjv�q x
�1
s pxkwqq

� x�1
s pxiuq�q pxjv�q xkwq � q|xiu|xiu�q x

�1
s pxjv�q xkwq

� x�1
s pxiu�q pxjv�q xkwqq

(4.24)

�

On a bien défini le shuffle p�q et le q�shuffle p�qq des mots pX�q ; maintenant, on va
prolonger cette notion à KxXy et KxxXyy par p�linéarité.
KxXy désigne l’ensemble des polynômes non-commutatifs et KxxXyy désigne l’ensemble
des séries formelles non-commutatives correspondantes.

Définition 27. Soit pP1, P2, � � � , Ppq P KxXyp , où p P N¥1.
En notant Pi �

¸
uiPX�

xPi | uiyui, on définit P1�q P2�q � � ��q Pp par :

P1�q P2�q � � ��q Pp �
¸

u1,u2��� ,upPX�

p
p¹
i�1

xPi | uiyqu1�q u2�q � � ��q up. (4.25)

Remarque 8. Chaque Pj est une somme finie. La dernière expression est donc bien
une somme finie c’est-à-dire appartenant à KxXy. Donc ce prolongement du produit de
q�shuffle par p�linéarité a bien un sens.

Remarque 9. Dans le cas où les séries formelles Sj P KxxXyy, la définition est identique
sauf que la somme est infinie.

Lemme 11. Soit u1, u2, � � � , up P X
� , où p P N¥1. Alors :

supppu1�q u2�q � � ��q upq � supppu1� u2� � � �� upq.
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Preuve : Posons :
supppu1�q u2�q � � ��q upq � tv P X� | xu1�q u2�q � � ��q up | vy � αv � 0u et

supppu1� u2� � � �� upq � tu P X� | xu1� u2� � � �� up | uy � ρu � 0u.

αv P Nrqs alors on peut écrire que αv � αvpqq �
¸

0¤j¤d

ajq
j où aj P N pour 0 ¤ j ¤ d.

Il nous suffit de montrer que αvpqq � 0 si et seulement si αvp1q � 0.

aq Supposons que αvp1q � 0 alors le polynôme αvpqq n’est pas identiquement nul.

bq Supposons que αvpqq � 0, αvpqq �
¸

0¤j¤d

ajq
j, aj ¥ 0 et ad ¡ 0.

αvp1q �
¸

0¤j¤d

aj ¥ ad ¡ 0.

De plus, supppu1�q u2�q � � ��q upq � tu P X� | xu1�q u2�q � � ��q up | uy � 0u � tu P
X� | xu1� u2� � � �� up | uy � 0u � supppu1� u2� � � �� upq.
�

Le produit de q�shuffle peut être considéré comme une application bilinéaire sur NrqsxXy
p�q : X� �X� ÝÑ NrqsxXyq.
Grâce à la propriété universelle du produit tensoriel, on peut l’écrire comme
shq : NrqsxXy b NrqsxXy ÝÑ NrqsxXy.

Corollaire 2. pQxXy,�q,1X�q est une algèbre non commutative (si q � 1 et |X| ¥ 2q et
associative avec unité. pQxxXyy,�q,1X�q aussi.

4.2.2 Définition et propriétés du coproduit de �q

Soit ∆�q le coproduit du produit de q�shuffle p�qq.
Nous allons définir ∆�q comme suit : Comme déjà observé dans r17s, nous pouvons écrire
la définition suivante :

Définition 28. Soit n P N¥1. Alors

∆�qp12 � � �nq �
¸

I
�
J�v1,nw

qInvpI.JqI b J. (4.26)

A partir de cette définition, nous pouvons écrire la Proposition suivante :

Proposition 12. Soit w P X� . Alors

∆�qpwq �
¸

I
�
J�v1,|w|w

qInvpI.Jqw|I b w|J, (4.27)
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où w|I et w|J sont des sous-mots de w P X� .

Pour démontrer cette Proposition, nous allons écrire et démontrer les Lemmes suivants.

Lemme 12. Soit �RHS une loi et son dual ∆RHS.
Posons ∆RHSpwq �

¸
I
�
J�v1,|w|w

qInvpI.Jqw|I b w|J où w P X�. Alors

"
1X� �RHS w � w �RHS 1X� � w,
pauq �RHS pbvq � apu �RHS pbvqq � q|au|bppauq �RHS vq.

(4.28)

où a, b P X et u, v P X�.

Preuve : On peut dire que ∆RHSpwq est multihomogène.
Soient a, b P X et u, v P X�.
Posons que :I 1 � I � t1u et J 1 � J � t1u avec w|I 1 � wrI � t1us et w|J 1 � wrJ � t1us. On
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peut écrire que :

au �RHS bv �
¸
wPX�

xau �RHS bv | wyw

�
¸
wPX�

xaub bv | ∆RHSpwqyw

�
¸
wPX�

x
¸

I
�
J�v1,|w|w

qInvpI.Jqw|I b w|J | aub bvyw

�
¸
wPX�

¸
I
�
J�v1,|w|w

1PI

qInvpI.Jqxw|I b w|J | aub bvyw

�
¸
wPX�

¸
I
�
J�v1,|w|w
1PJ

qInvpI.Jqxw|I b w|J | aub bvyw

�
¸

w�aw1PX�

¸
I
�
J�v1,|w|w

1PI

qInvpI.Jqxaw1rI � t1us b aw1|J | aub bvyaw1

�
¸

w�bw2PX�

¸
I
�
J�v1,|w|w
1PJ

qInvpI.Jqxbw2|I b bw2rJ � t1us | aub bvybw2

�
¸

w�aw1PX�

¸
I1
�
J�v2,|w|w
1PI

qInvpI
1.Jqxaw1|I

1 b aw1|J | aub bvyaw1

�
¸

w�bw2PX�

q|I|
¸

I
�
J1�v2,|w|w

1PJ

qInvpI.Jqxbw2|I b bw2|J
1 | aub bvybw2

� a
¸

w1PX�

¸
I 1
�
J�v2,|w|w

qInvpI
1.Jqxaw1|I

1 b w1|J | ub bvyw1

� b
¸

w2PX�

q|I|
¸

I
�
J 1�v2,|w|w

qInvpI.J
1qxw2|I b bw2|J

1 | aub vyw2

� apu �RHS bvq � q|au|bpau �RHS vq
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w �RHS 1X� �
¸
uPX�

xw �RHS 1X� | uyu

�
¸
uPX�

xw b 1X� | ∆RHSpuqyu

�
¸
uPX�

x
¸

I
�
J�v1,|w|w

qInvpI.Jqu|I b u|J | w b 1X�yu

�
¸
uPX�

¸
I
�
J�v1,|w|w

qInvpI.Jqxu|I b u|J | w b 1X�yu

�
¸
uPX�

¸
I
�
J�v1,|w|w

qInvpI.Jqxu|I | wyxu|J | 1X�yu

�
¸

u�wPX�

¸
I�v1,|w|w
J�H

qInvpIqxw|I | wyx1X� | 1X�yw

� w

De même 1X� �RHS w � w.
�

Lemme 13. Soient �1 et �2 deux lois et leurs lois duales respectives ∆1 et ∆2.
Si �1 � �2, alors on a : ∆1 � ∆2.

Preuve : Supposons �1 � �2 et montrons que ∆1 � ∆2 : Soit w P X�

∆1pwq �
¸

u,vPX�

x∆1pwq | ub vyub v

�
¸

u,vPX�

xw | u �1 vyub v

�
¸

u,vPX�

xw | u �2 vyub v

�
¸

u,vPX�

x∆2pwq | ub vyub v

� ∆2pwq

(4.29)

�

Nous pouvons maintenant donner une preuve de la Proposition 12.
Preuve de la Proposition 12 : A partir des Lemmes 12,13, on peut supposer que
�RHS � �q. Par conséquent ∆RHS � ∆�q .
�

Maintenant, on peut écrire que :
∆�q : QrqsxXy ÝÑ QrqsxXy bQrqsxXy.
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Soient w, u, v P X� on a : x∆�qpwq | ub vy � xw | u�q vy et
∆�qpwq �

°
u,vPX�xw | u�q vyub v.

D’où le calcul de ∆�qp1X�q et de ∆�qpaq si a P X :

x∆�qp1X�q | ub vy � x1X� | u�q vy �

"
1 si u � 1X� et v � 1X�

0 sinon

Donc ∆�qp1X�q � 1X� b 1X� .

x∆�qpaq | ub vy � xa | u�q vy �

$&
%

1 si u � a et v � 1X�

1 si u � 1X� et v � a
0 sinon

Donc ∆�qpaq � ab 1X� � 1X� b a.

Exemple 23. ∆�qpabq � abb 1X� � 1X� b ab� ab b� qbb a.

Voici une réécriture du coproduit du produit de q�shuffle :

Soient p ¥ 2 un entier et ∆
pp�1q
�q : QrqsxXy ÝÑ QrqsxXybp où chaque tenseur a p facteurs

et ∆
p1q
�q � ∆�q . On peut écrire la Proposition suivante :

Proposition 13. Soient w P X� et p P N¥2, on a :

∆pp�1q
�q

pwq �
¸

u1,u2,��� ,upPX�

xw | u1�q u2�q � � ��q upyu1 b � � � b up

�
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

qInvpI1.��� .Ipqw|I1 b w|I2 b � � � b w|Ip

(4.30)

avec n � |w|.
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Preuve : Posons w|Ij � wpIj;u1u2 � � �upq pour j P v1, pw. Soit u1, u2, � � � , up P X
�, on

a :
u1�q u2�q � � ��q up �

¸
p¥
j�1

Ij � v1, nw

qInvpI1.��� .IpqwpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upq.

Alors ¸
u1,u2,��� ,upPX�

xw | u1�q u2�q � � ��q upyu1 b � � � b up

�
¸

u1,u2,��� ,upPX�

xw |
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

qInvpI1.��� .IpqwpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upqyu1 b � � � b up

�
¸

u1,u2,��� ,upPX�

¸
p¥
j�1

Ij � v1, nw

qInvpI1.��� .Ipqxw | wpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upqyu1 b � � � b up

Les sommes ci-dessus sont des sommes finies, ce qui explique que l’on puisse échanger
l’ordre de sommation. Quand Ij, j P v1, pw sont fixés, le seul cas où xw | wpI1, � � � , Ip;u1u2 � � �upqy
n’est pas Zéro est uj � w|Ij.¸

u1,u2,��� ,upPX�

xw | u1�q u2�q � � ��q upyu1 b � � � b up

�
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

qInvpI1.��� .Ipqw|I1 b w|I2 b � � � b w|Ip

�

Corollaire 3. Soient w P X� et p P N¥2, on a :

∆pp�1q
�

pwq �
¸

u1,u2,��� ,upPX�

xw | u1� u2� � � �� upyu1 b � � � b up

�
¸

p¤
j�1

Ij � v1, nw

w|I1 b w|I2 b � � � b w|Ip

(4.31)

où w|Ij � wpIj;u1u2 � � �upq pour j P v1, pw
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Par exemple, si p � 2, on a :

∆�qpabbq � pq � q2qbb ab� p1� qqabb b� ab bb� q2bbb a.

On voit bien que dans cet exemple que le coefficient de u b v est égal au coefficient
de w � abb dans u�q v.

Proposition 14. pQrqsxXy,∆�q ,1X�q est une cogèbre.

Preuve : Coassociativité de ∆�q . On a :

p∆�q b idq∆�qpwq �
¸

u,vPX�

p∆�q b idqxw | u�q vyub v

�
¸

u,vPX�

xw | u�q vy∆�qpuq b v

�
¸

u,vPX�

xw | u�q vy
¸

u1,u2PX�

xu | u1�q u2yu1 b u2 b v

�
¸

u1,u2,vPX�

xw | u1�q u2�q vyu1 b u2 b v

(4.32)

De même

pidb∆�qq∆�qpwq �
°
u,v1,v2PX�xw | u�q v1�q v2yub v1 b v2

C’est donc la même chose, aux indices muets de sommation près.

Counité de ∆�q . On a : e : QrqsxXy ÝÑ Qrqs

pidb eq∆�qpwq �
¸

u,vPX�

pidb eqxw | u�q vyub v

�
¸

u,vPX�

xw | u�q vyub epvq

(4.33)

Posons

epvq � xa | u�q vy �

"
0 si v � ε
1 si v � ε
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ainsi epSq � xS | 1X�y
Donc les termes de la somme sont nuls si v � ε.

pidb eq∆�qpwq � xw | wyw b 1k � w b 1k.

�

La preuve est identique pour l’égalité symétrique.
QrqsxXy muni de l’addition, de la multiplication par un scalaire et du coproduit de dé-
composition ∆�q a une structure de cogèbre, appelée cogèbre de décomposition.

4.2.3 Relation entre � et �q

Rappelons que le produit de q�shuffle p�qq est l’interpolation entre le produit de
concaténation (pour q � 0) et le produit de shuffle � (pour q � 1). Le but de cette partie
est de construire des liens existants entre le � et �q.

Dans tout au long de ce document, nous dirons qu’un mot w est un shuffle de u et
de v si w P u� v (c’est-à-dire w P supppu� vq). Par exemple, on a :
ab� ab � 2abab� 4aabb.


 abab P ab� ab :on dira que abab est un shuffle de ab et de ab (ou abab P supppab� abq).

 aabb P ab� ab : on dira que aabb est un shuffle de ab et de ab (ou aabb P supppab� abq).

A partir de l’exemple 20 et l’équation (4.4), nous pouvons écrire la définition suivante :

Définition 29. Notons KxXyn le sous-espace de KxXy engendré par les mots de longueur
n. Un action à droite du groupe symétrique Sn sur KxXyn, est définie par

pwiqσ � wσpiq; i P v1, nw (4.34)

pour tout mot w de longueur n, où wi représente la iieme lettre de w. De façon équivalente,
w � a1a2 � � � an, nous avons

pwqσ � pa1a2 � � � anqσ � aσp1qaσp2q � � � aσpnq. (4.35)
(4.36)

Cette action à droite de Sn sur les mots de longueur n s’étend par linéarité à une
action de l’algèbre de groupe KSn sur KxXyn.

Exemple 24. Soient v � a1a2a3 et u � abab � a1a2a3a4.
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piq Pour σ � 213, on a : pvqσ � pa1a2a3q213 � aσp1qaσp2qaσp3q � a2a1a3,

piiq Pour σ � 3124, on a : puqσ � pababq3124 � aσp1qaσp2qaσp3qaσp4q � a3a1a2a4 � aabb.
piiiq Pour a1 � a3 � a et a2 � a4 � b, on a :

¸
σP12�34

pababqσ �
¸

σP12�34

aσp1qaσp2qaσp3qaσp4q

� pababq1234� pababq1324� pababq1342

� pababq3124� pababq3142� pababq3412

� a1a2a3a4 � a1a3a2a4 � a1a3a4a2

� a3a1a2a4 � a3a1a4a2 � a3a4a1a2

� 2pabq2 � 4aabb

(4.37)

Définition 30. Soient m, k P N¥1.
Le k�ième shuffle décalé de r1...ms, noté r1...ms�̄k, est défini par :

r1...ms�̄k � 1...m�m� 1...2m� 2m� 1...3m� � � �� pk � 1qm� 1...km. (4.38)

Exemple 25. r12s�̄2 � 12� 34 � 1234� 1324� 1342� 3124� 3142� 3412.

Lemme 14. Soient m, k P N¥1. Alors

r1...ms�̄k �
¸

τ1PpSkqm

τ1 �
¸

τ2Pr1���ms�̄k

τ2RpSkqm

τ2. (4.39)

Preuve : Soient u1, u2, � � � , uk P X
� de longueurs respectifs n1, n2, � � � , nk

et n � n1�n2�� � ��nk. Le polynôme u1�u2� � � ��uk est la somme de n!
n1!���nk!

termes de
longueur n. Si n1 � n2 � � � � � nk, alors on a n � n1k. On peut écrire que n!

n1!���nk!
� pn1kq!

pn1!qk
.

De plus n!
n1!���nk!

� pn1kq!
pn1!qk

� k!�R où R P N¥0 et sachant que le cardinal de pSkqm est k!.
�

Lemme 15. Soient u, v P X� . Alors
piq u� v �

¸
σPr1���|u|s�r|u|�1���|u|�|v|s

puvqσ.

piiq u�q v �
¸

σPr1���|u|s�r|u|�1���|u|�|v|s

qInvpσqpuvqσ.

où σ P S|u|�|v|.
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Preuve : piq Posons uv � a1a2 � � � a|u|�|v|. A partir de la Définition 29 et de l’Exemple
24, nous pouvons écrire que :

u� v �
¸

σPr1���|u|s�r|u|�1���|u|�|v|s

puvqσ �
¸

σPr1���|u|s�r|u|�1���|u|�|v|s

aσp1qaσp2qaσp3q � � � aσp|u|�|v|q.

(4.40)
piiq Posons uv � a1a2 � � � a|u|�|v|. A partir de la Définition 29 et de l’Exemple 24, nous
pouvons écrire que :

u�qv �
¸

σPr1���|u|s�r|u|�1���|u|�|v|s

qInvpσqpuvqσ �
¸

σPr1���|u|s�r|u|�1���|u|�|v|s

qInvpσqaσp1qaσp2qaσp3q � � � aσp|u|�|v|q.

(4.41)
�

Exemple 26. u � ab, v � ab et uv � abab � a1a2a3a4 (avec a1 � a3 � a et a2 � a4 � b).

u�q u � ab�q ab

�
¸

σP12�34

qInvpσqaσp1qaσp2qaσp3qaσp4q

� qInvp1234qa1a2a3a4 � qInvp1324qa1a3a2a4 � qInvp1342qa1a3a4a2

� qInvp3124qa3a1a2a4 � qInvp3142qa3a1a4a2 � qInvp3412qa3a4a1a2

� abab� qaabb� q2aabb

� q2aabb� q3aabb� q4abab

� p1� q4qpabq2 � pq � 2q2 � q3qaabb

(4.42)

Remarque 10. Soient α P NpXq et Xα � aα1
1 a

α2
2 � � � aαnn avec a1   a2   � � � an P X et

n, α1, α2, � � � , αn P N¥1.
iq supppaα1

1 � aα2
2 � � � �� aαnn q � tw P X� | xaα1

1 � aα2
2 � � � �� aαnn | wy � 0u.

iiq MpXαq � supppaα1
1 � aα2

2 � � � �� aαnn q.

Exemple 27. Soit Xα � a2b2 avec X � ta   bu et α � p2, 2q. On a :
a2
� b2 � a2b2 � abab� ab2a� ba2b� baba� b2a2 et

supppa2
� b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u,

Mpa2b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u.

4.3 Construction récursive des Spqqw , w P X�

Résumé : Dans cette partie, nous présentons une généralisation des éléments `�qk
(avec ` P LynpXq, q P N et k P N¥1) et une construction récursive de la famille pSpqqw qwPX� .
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La famille pSpqqw qwPX� est en fait définie par la même relation de récurrence que la famille
pSwqwPX� que nous avons considéré plus haut (3.32).

4.3.1 Caractérisation des éléments `�qk (avec ` P LynpXq, q P N et
k P N¥1)

Les éléments `�qk sont caractérisés par le Théorème suivant :

Théorème 9. Soient α P NpXq, ` P LynpXq et k P N ¥ 1. Alors

`�qk �
¸
σPSk

q|`|
2Invpσq`k �

¸
u `k

u,`kPXα

βupqqu (4.43)

où βupqq � x`�qk | uy P Nrqs.

Pour la preuve de ce Théorème, nous allons écrire la Proposition suivante :

Proposition 15. Soient ` P LynpXq et α P NpXq.
piq Posons `�k � p`q�k � `� � � �� `looooomooooon

k fois
. Alors

`�k �
¸

σPr1���|`|s�̄k

p`kqσ � k!`k �
¸
u `k

u,`kPXα

βup1qu (4.44)

où βup1q � x`�k | uy P N.

piiq suppp`�kq � suppp`�qkq.

Preuve : Posons `k � a1a2 � � � a|`k| avec ai P X pour 1 ¤ i ¤ |`k| � k|`|
piq A partir de la Définition 23, Lemme 15 et aux équations (4.38) et (4.39) , on peut
écrire que :
`�k �

¸
τPr1���|`|s�̄k

p`kqτ �
¸

τPr1���|`|s�̄k

aσp1qaσp2q � � � aσp|`k|q avec τ P Sk|`|.

Par conséquent :
`�k �

¸
τPr1���|`|s�̄k

p`kqτ �
¸

τ1PpSkq|`|

p`kqτ1 �
¸

τ2Pr1���|`|s
�̄k

τ2RpSkq|`|

p`kqτ2

et sachant que le cardinal de pSkq|`| est k!.
Or un théorème dû à C.Reutenaeur r1, 2, 3s assure que `�k � k!`k �

¸
u `k

u,`kPXα

βup1qu.

piiq Posons :
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suppp`�qkq � tv P X� | x`�qk | vy � αv � 0u et suppp`�kq � tu P X� | x`�k | uy � ρu � 0u.
αv P Nrqs alors on peut écrire que αv � αvpqq �

¸
0¤j¤d

ajq
j où aj P N pour 0 ¤ j ¤ d.

Il nous suffit de montrer que αvpqq � 0 si et seulement si αvp1q � 0.
aq Supposons que αvp1q � 0 alors le polynôme αvpqq n’est pas identiquement nul.

bq Supposons que αvpqq � 0, αvpqq �
¸

0¤j¤d

ajq
j, aj ¥ 0 et ad ¡ 0.

αvp1q �
¸

0¤j¤d

aj ¥ ad ¡ 0 .

De plus, suppp`�qkq � tu P X� | x`�qk | uy � 0u � tu P X� | x`�k | uy � 0u � suppp`�kq
et
maxpsuppp`�qkqq � `k � maxpsuppp`�kqq.
�

Preuve du Théorème 9 : Posons `�qk � p`q�qk � `�q � � ��q `loooooomoooooon
k fois

:

A partir de la Définition 23, du Lemme 15, Théorème 7 et aux équations (4.38) et (4.39) :
on peut écrire que :
`�qk �

¸
τPr1���|`|s�̄k

qInvpτqp`kqτ �
¸

τ1PpSkq|`|

qInvpτ1qp`kqτ1 �
¸

τ2Pr1���|`|s
�̄k

τ2RpSkq|`|

qInvpτ2qplkqτ2.

sachant que le cardinal de pSkq|`| est k!.
On effectue des récurrences sur k :

� Pour k � 1, on a : `�q 1X� � 1!` par définition.

� Pour k � 2, on a :
`�q2 � `�q ` � p1� q|`|

2
qp`q2 �

¸
U1 `

2,

U1,`
2PXα

βU1pqqU1 � r2sq|`|2 !p`q2 �
¸
U1 `

2

U2,`
2PXα

βU1pqqU1.

où βU1pqq � x`�q2 | U1y P Nrqs.
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� Pour k � 3, on a :

`�q3 �p`�q `q�q `

�

�
���p1� q|`|

2

q`2 �
¸

U1 `
2,

U1,`
2PXα

βU1pqqU1

�
��
�q `

� p1� q|`|
2

q.p`2
�q `q �

¸
U1 `

2

U1,`
2PXα

βU1pqqU1�q `

� p1� q|`|
2

qp1� q|`|
2

� q2.|`|2qp`q3 �
¸
U2 `

3

U2,`
3PXα

βU2pqqU2

� r1sq|`|2 r2sq|`|2 r3sq|`|2 p`q
3 �

¸
U2 `

3

U2,`
3PXα

βU2pqqU2

� r3sq|`|2 !p`q3 �
¸
U2 `

3

U2,`
3PXα

βU2pqqU2 (4.45)

où βU1pqq � x`�q2 | U1y, βU2pqq � x`�q3 | U2y P Nrqs.

Supposons que l’égalité est vraie à l’ordre k � 1 et vérifions qu’elle est varie à l’ordre
k , on a :

`�qk �p`�q `�q `�q � � ��q `q�q `

�

�
���r1sq|`|2 r2sq|`|2 � � � rk � 1sq|`|2 p`q

k�1 �
¸

U1 p`q
k�1

U1,p`q
k�1PXα

βU1pqqU1

�
��
�q `

� r1sq|`|2 r2sq|`|2 � � � rk � 1sq|`|2 p`q
k�1
�q `�

¸
U1 p`q

k�1

U1,p`q
k�1PXα

βU1pqqU1�q `

� r1sq|`|2 r2sq|`|2 � � � rksq|`|2 p`q
k �

¸
U2 p`q

k

U2,p`q
kPXα

βU2pqqU2

� rksq|`|2 !p`qk �
¸

U2 p`q
k

U2,p`q
kPXα

βU2pqqU2

(4.46)

où βU1pqq � x`�qk�1 | U1y, βU2pqq � x`�qk | U2y P Nrqs.
�
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Exemple 28. piq Pour w � p`q2 � pabq2 � abab � a1a2a3a4 avec a1 � a3 � a et
a2 � a4 � b.

pabq�2 �
¸

σPr12s�̄2

pababq.σ

�
¸

σP12�34

aσp1qaσp2qaσp3qaσp4q

� pababq.1234� pababq.1324� pababq.1342

� pababq.3124� pababq.3142� pababq.3412

� a1a2a3a4 � a1a3a2a4 � a1a3a4a2

� a3a1a2a4 � a3a1a4a2 � a3a4a1a2

� 2pabq2 � 4aabb

(4.47)

piq Pour w � p`q2 � pabq2 � abab � a1a2a3a4 avec a1 � a3 � a et a2 � a4 � b.

pabq�q2 �
¸

σPr12s�̄2

qInvpσqpababq.σ

�
¸

σP12�34

qInvpσqaσp1qaσp2qaσp3qaσp4q

� qInvp1234qa1a2a3a4 � qInvp1324qa1a3a2a4 � qInvp1342qa1a3a4a2

� qInvp3124qa3a1a2a4 � qInvp3142qa3a1a4a2 � qInvp3412qa3a4a1a2

� abab� qaabb� q2aabb

� q2aabb� q3aabb� q4abab

� p1� q4qpabq2 � pq � 2q2 � q3qaabb

� r2sq4 !pabq2 � pq � 2q2 � q3qaabb

(4.48)

4.3.2 Construction récursive des Spqqw , w P X�

La construction des éléments Spqqw , w P X� est l’un des objectifs principaux de cette
thèse. Elles sont en fait définie par la même relation récurrence que les Sw, w P X�. Pour
cela rappelons la construction des Sw, w P X� (3.32) dans r1, 2, 3s :

Sw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1X� ;
aSu si w � au et w P LynpXq ;

S� i1`1
� � � �� S� ik`k

i1! . . . ik!
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(4.49)
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Le Théorème suivant nous donne la construction récursive des Spqqw , w P X� :

Théorème 10. Soit w P X�. Alors

Spqqw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1X� ;

aS
pqq
u si w � au et w P LynpXq ;

pS
pqq
`1
q�q i1 �q � � ��q pS

pqq
`k
q�q ik

ri1sq|`1|2 ! . . . riksq|`k|2 !
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(4.50)

Pour la preuve de ce Théorème, nous allons écrire la Proposition suivante :

Proposition 16. Soient α P NpXq et w � `i11 `
i2
2 � � � `

ik
k avec `1 ¡ `2 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq,

k, i1, i2, � � � , ik P N¥1. Alors

piq Qw �
`
�i1
1 �`

�i2
2 �����`

�ik
k

i1!i2!���ik!
� w �

¸
u w

u,wPXα

βup1qu

où βup1q � xQw | uy P N .

piiq Q
pqq
w �

`
�qi1
1 �q`

�qi2
2 �q ����q`

�qik
k

ri1s
q|`1|

2 !ri2s
q|`2|

2 !���riks
q|`k|

2 !
� w �

¸
u w

u,wPXα

βupqqu

où βupqq � xQ
pqq
w | uy P Q�pqq .

piiiq supppQwq � supppQ
pqq
w q.

Preuve : piq A partir de la Proposition 15 , on peut écrire que : pour tous `j P LynpXq,
j P v1, kw on a : `�ijj � ij!p`jq

ij �
°
vj p`jq

ij cvjp1qvj avec cvjp1q � x`
�ij
j | vjy.

Les coefficients du support du polynôme `�i11 � `�i22 � � � �� `�ikk sont des entiers naturels
tous divisible par i1!i2! � � � ik! et `i11 `

i2
2 � � � `

ik
k apparaît dans ce polynôme.

`�i11 � `�i22 � � � �� `�ikk � i1!i2! � � � ik!.`
i1
1 � � � `

ik
k �

¸
u w

u,wPXα

θup1qu (4.51)

De plus, en divisant (4.51) par i1!i2! � � � ik!, on obtient Qw.
piiq A partir de la Proposition 15 et le Théorème 9, on peut écrire que : pour tous `j P
LynpXq, j P v1, kw on a : `�qijj � rijsq|`j |2 !p`jq

ij�
°
vj p`jq

ij cvjpqqvj avec cvjpqq � x`
�qij
j | vjy

et x`�qi11 �q `
�qi2
2 �q � � ��q `

�qik
k | `i11 � � � `

ik
k y � ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !. Donc, on a :

`
�qi1
1 �q `

�qi2
2 �q � � ��q `

�qik
k � ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !`i11 � � � `

ik
k �

¸
u w

u,wPXα

θupqqu (4.52)
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De plus, en divisant (4.52) par ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !, on obtient Qpqq
w .

où θupqq P Nrqs.

piiiq A partir de la Proposition 15 et le Théorème 9, on peut écrire que suppp`�kq �
suppp`�qkq pour k P N¥1. De plus x`�i11 � `�i22 � � � � � `�ikk | uy � βup1q P N et
x`
�qi1
1 �q `

�qi2
2 �q � � ��q `

�qik
k | uy � βupqq P Nrqs.

Par conséquent les polynômes `�i11 � `�i22 � � � �� `�ikk et `�qi11 �q `
�qi2
2 �q � � ��q `

�qik
k ont

les mêmes supports : suppp`�i11 � `�i22 � � � �� `�ikk q � suppp`
�qi1
1 �q `

�qi2
2 �q � � ��q `

�qik
k q.

Par conséquent supppQwq � supppQ
pqq
w q.

�

Preuve du Théorème 10 : Les Spqqw sont en fait définie par la même relation récurrence
que les Sw, w P X�. Les Propositions 15, 16 et le Théorème 9 justifient l’expression de la
formule des Spqqw , w P X� .
�

Exemple 29. Soient X � ta   bu, Xα � a2b2 et MpXαq � taabb   abab   abba  
baab   baba   bbaau l’ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α � p2, 2q.
Nous avons successivement :

S
pqq
a2b2 � a2b2 ;

S
pqq
abab �

S
�q2
ab

1� q4

�
1

1� q4
pab�q abq � abab�

q � 2q2 � q3

1� q4
a2b2 ;

S
pqq
ab2a � ab2

�q a

� pq2 � q3qa2b2 � ab2a� qabab ;

S
pqq
ba2b � b�q a

2b

� ba2b� qabab� pq2 � q3qa2b2 ;

S
pqq
baba � b�q ab�q a

� pq5 � 2q4 � q3qa2b2 � pq2 � 2q3qabab� pq � q2qba2b� pq � q2qab2a� baba ;

S
pqq
b2a2 �

S
�q2
b

1� q
�q

S
�q2
a

1� q

� b2a2 � q4a2b2 � q2ba2b� q2ab2a� q3abab� qbaba.
(4.53)
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La matrice N � pxS
pqq
u | vyqu,vPXα recherchée est donc :

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

S
pqq
a2b2 � 1 0 0 0 0 0

S
pqq
abab �

q�2q2�q3

1�q4 1 0 0 0 0

S
pqq
ab2a � q2 � q3 q 1 0 0 0

S
pqq
ba2b � q2 � q3 q 0 1 0 0

S
pqq
baba � q5 � 2q4 � q3 q2 � 2q3 q � q2 q � q2 1 0

S
pqq
b2a2 � q4 q3 q2 q2 q 1

�
��������

. (4.54)

4.3.3 Caractérisation des éléments Spqqw , w P X�

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que le produit de q�shuffle p�qq est
une interpolation entre le produit de shuffle p�q (pour q � 1) et le produit de concaténa-
tion (pour q � 0).

Les éléments Spqqw , w P X� sont caractérisés par les Corollaires et les Lemmes suivants :

La base pSpqqw qwPX� est une base q�analogue de pSwqwPX� . Par conséquent pour q � 1,
on peut écrire le Corollaire suivant :

Corollaire 4. Soit w P X�. Alors

Sw � Sp1qw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1X� ;

aS
p1q
u si w � au et w P LynpXq ;

pS
p1q
`1
q� i1 � � � �� pS

p1q
`k
q� ik

i1! . . . ik!
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(4.55)

Lemme 16. Soit w P X�. Alors, supppSwq � supppS
pqq
w q.

Preuve : Soit w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq, i1, i2, � � � , ik P N¥1. Rappelons

que : Sw � S
p1q
w et

Q
p1q
w �

`
�i1
1 �`

�i2
2 �����`

�ik
k

i1!i2!���ik!
et Qpqq

w �
`
�qi1
1 �q`

�qi2
2 �q ����q`

�qik
k

ri1s
q|`1|

2 !ri2s
q|`2|

2 !���riks
q|`k|

2 !
.

Nous avons pu démontrer dans les Propositions 15 et 16 que suppp`�kq � suppp`�qkq pour
` P LynpXq et que supppQp1q

w q � supppQ
pqq
w q pour w P X�.

Or dans r1, 2, 3s, nous pouvons écrire que : Sp1q`j
� `j �

¸
uj `j

βujp1quj pour j P v1, kw.

Donc
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S
p1q
w �

p`1�

¸
u1 `1

βu1p1qu1q
�i1
� � � �� p`k �

¸
uk `k

βukp1qukq
�ik

i1!���ik!
� Q

p1q
w �Q

1p1q
w

où Q1p1q
w �

¸
u1���ukPX�

βu1���ukp1q
u1� � � �� uk
i1! . . . ik!

et βu1���ukp1q P N. Par conséquent, nous pou-

vons écrire que :

S
pqq
w �

p`1�

¸
u1 `1

βu1pqqu1q
�qi1

�q � � ��q p`k �
¸
uk `k

βukpqqukq
�qik

ri1s
q|`1|

2 !...riks
q|`k|

2 !
� Q

pqq
w �Q

1pqq
w et

on obtient Q1pqq
w �

¸
u1,��� ,ukPX�

βu1���ukpqq
u1�q � � ��q uk

ri1sq|`1|2 ! . . . riksq|`k|2 !
avec βu1���ukpqq P Q�pqq.

A partir du Lemme 11, on a supppu1�� � ��ukq � supppu1�q � � ��qukq. Donc supppQ1p1q
w q �

supppQ
1pqq
w q.

Par conséquent supppQp1q
w �Q

1p1q
w q � supppQ

pqq
w �Q

1pqq
w q. Donc supppSp1qw q � supppS

pqq
w q.

�

Proposition 17. Soient α P NpXq et w P X�.

Spqqw � w �
¸
v w

v,wPXβ

βvpqqv , βvpqq � xSpqqw | vy P Q�pqq (4.56)

Alors, la famille pSpqqw qwPXα est multihomogène et triangulaire inférieure.

Preuve : Un théorème dû a C.Reutenaeur r1, 2, 3s prouve que la famille pSp1qw qwPXα

est multihomogène et triangulaire inférieure :

Sp1qw � w �
¸
v w

v,wPXα

αvp1qv où αvp1q P N,

et le Lemme 16 psupppSp1qw q � supppS
pqq
w qq nous assure que la famille pSpqqw qwPXα est multi-

homogène et triangulaire inférieure.
�

Proposition 18. Soient α P NpXq et w P X�.
Alors, la famille pSpqqw qwPXα forme une base de QpqqxXy.

Preuve : La famille pSpqqw qwPXα est multihomogène et triangulaire inférieure.
Il est facile de voir que N � pxS

pqq
u | vyqu,vPXα est inversible en tant que matrice de

changement de base (voir Lemme 17).
�
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4.4 Construction récursive des P pqq
w , w P X�

Résumé : La construction donnée dans les paragraphes précédents montre que la
famille pSpqqw qwPX� est multihomogène et triangulaire inférieure, ce qui permet de considérer
la famille duale, que nous désignons par pP pqq

w qwPX� . Ces deux familles sont duales l’une
de l’autre : xSpqqu | P

pqq
v y � δuv pour tous u, v P X�. Par dualité, il est donc possible de

construire la famille pP pqq
w qwPX� qui est l’objectif principal de cette partie.

4.4.1 Construction des éléments P pqq
w , w P X�

Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et de trian-
gularité. Cependant, on peut alors construire les éléments P pqq

w , w P X� comme suit :
Pour chaque multidegré α P NpXq, on construit la matrice N des coefficients des Spqqw ,
w P Xα sur les mots :

Nu,v � xSpqqu | vy, u, v P Xα (4.57)

La matrice des coefficients des P pqq
w , w P Xα sur les mots, est donnée par :

M � pMu,vqu,vPXα � pxP pqq
u | vyqu,vPXα (4.58)

Il est facile de voir que N est inversible en tant que matrice de changement de base.

u �
¸
wPX�

xSpqqw | uyP pqq
w et u �

¸
wPX�

xP pqq
w | uySpqqw , (4.59)

de manière équivalente

xSpqqu | P pqq
v y � δuv, @u, v P X� (4.60)

Les matrices N et M vérifient l’identité M � ptNq�1.

Proposition 19. Soit w P X�. Alors

P pqq
w � w �

¸
u¡w,|u|�|w|

xSpqqu | wyP pqq
u (4.61)

Exemple 30. Soient X � ta   bu, Xα � a2b2 et MpXαq � taabb   abab   abba  
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baab   baba   bbaau l’ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α � p2, 2q.

P
pqq
b2a2 � b2a2 ;

P
pqq
baba � baba� qP

pqq
b2a2

� baba� qb2a2 ;

P
pqq
ba2b � ba2b� pq � q2qP

pqq
baba � q2P

pqq
b2a2

� ba2b� pq � q2qbaba� q3b2a2 ;

P
pqq
ab2a � ab2a� pq � q2qP

pqq
baba � q2P

pqq
b2a2

� ab2a� pq � q2qbaba� q3b2a2 ;

P
pqq
abab � abab� qP

pqq
ab2a � qP

pqq
ba2b � pq2 � 2q3qP

pqq
baba � q3P

pqq
b2a2

� abab� qab2a� qba2b� q2baba ;

P
pqq
a2b2 � a2b2 �

qpq2 � 2q � 1q

1� q4
P
pqq
abab � pq2 � q3qP

pqq
ab2a � pq2 � q3qP

pqq
ba2b � pq3 � 2q4 � q5qP

pqq
baba � q4P

pqq
b2a2

� a2b2 �
qpq2 � 2q � 1q

1� q4
abab�

q3pq4 � q3 � q � 1q

1� q4
ab2a

�
q3pq4 � q3 � q � 1q

1� q4
ba2b�

q7pq2 � 2q � 1q

1� q4
baba� q6b2a2.

(4.62)
La matrice recherchée M � ptNq�1 � pMu,vqu,vPXα � pxP

pqq
u | vyqu,vPXα est donnée par

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

P
pqq
a2b2 � 1 �qpq2�2q�1q

1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

q7pq2�2q�1q
1�q4 �q6

P
pqq
abab � 0 1 �q �q q2 0

P
pqq
ab2a � 0 0 1 0 �q � q2 q3

P
pqq
ba2b � 0 0 0 1 �q � q2 q3

P
pqq
baba � 0 0 0 0 1 �q

P
pqq
b2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
��������


(4.63)

4.4.2 Caractérisation des éléments P pqq
w , w P X�

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que le produit de q�shuffle p�qq est
une interpolation entre le produit de shuffle p�q (pour q � 1) et le produit de concaténa-
tion (pour q � 0).
Les éléments P pqq

w , w P X� sont caractérisés par :

Corollaire 5. Soient α P NpXq et MpXαq � tw1   w2   w3   � � �   wmumPN¥1 l’ensemble
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de tous les mots multihomogènes de multidegré α. Alors

P pqq
wm�j

� wm�j �
m̧

r�m�j�1

xSpqqwr | wm�jyP
pqq
wr avec j P v0,m� 1w. (4.64)

Proposition 20. Soit w P X�. Alors

P p1q
w � Pw �

$'&
'%

w si |w| � 1X� ;�
P
p1q
`1
, P

p1q
`2

�
si w � ` P LynpXq et p`1, `2q � σp`q ;

pP
p1q
`1
qi1 . . . pP

p1q
`k
qik si w � `i11 . . . `

ik
k avec `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq.

(4.65)

Preuve : Soient α P NpXq et MpXαq � tw1   w2   w3   � � �   wmumPN¥1 l’ensemble
de tous les mots multihomogènes de multidegré α.
Par construction, nous pouvons écrire que (voir (4.59)) :
u �

¸
wPX�

xSpqqw | uyP pqq
w et u �

¸
wPX�

xP pqq
w | uySpqqw et à partir de l’équation (4.64), on a :

P
p1q
wm�j � wm�j �

m̧

r�m�j�1

xSp1qwr | wm�jyP
p1q
wr avec j P v0,m� 1w, alors on a

P
p1q
wm�j � wm�j �

m̧

r�m�j�1

xSwr | wm�jyP
p1q
wr avec j P v0,m� 1w .

Donc wm�j �
m̧

r�m�j

xSwr | wm�jyP
p1q
wr avec j P v0,m� 1w.

Par conséquent xSwi | Pwjy � xS
p1q
wi | P

p1q
wj y � xSwi | P

p1q
wj y � δwiwj avec i P v0,m� 1w.

�

Proposition 21. Soient α P NpXq et w P X�.

P pqq
w � w �

¸
w v

v,wPXα

βvpqqv , βvpqq � xP pqq
w | vy P Qpqq (4.66)

Alors, la famille pP pqq
w qwPXα est multihomogène et triangulaire supérieure.

Preuve : Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité
et de triangularité. Par conséquent, la base duale d’une base triangulaire inférieure est
triangulaire supérieure (voir Lemme 4).
De plus, le mot w P Xα est le plus petit mot par rapport à l’ordre lexicographique tel que
xP

pqq
w | vy � 0, @v P Xα : w � minpsupppP

pqq
w qq.

�
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Proposition 22. Soient α P NpXq et w P X�. Alors

les polynômes pP pqq
w qwPXα forment une base de QpqqxXy.

Preuve : Il est facile de voir que la matrice M est inversible (voir Lemme 21).
Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et de triangula-
rité. Par conséquent, la base duale d’une base triangulaire inférieure est une base trian-
gulaire supérieure (voir Lemme 4).
�

Définition 31. Soient ` P LynpXq et σp`q sa factorisation standard.
Le q|`|�1�crochet de `, noté r`sq|`|�1, est défini par

r`sq|`|�1 �

"
` si |`| � 1 ;

r`1, `2sq|`|�1 si σp`q � p`1, `2q et `1, `2 P LynpXq (4.67)

Remarque 11. Soit ` P LynpXq. Alors

supppP
pqq
` q � supppP

p1q
` q ðñ P

pqq
` � r`sq|`|�1 (4.68)

Exemple 31. – P
pqq
ab � rabsq � ra, bsq � ab� qba.

– P
pqq
abb � rabbsq2 � rra, bsq, bsq2 � abb� pq � q2qbab� q3bba.

– P
pqq
bbbc � rbbbcsq3 � rb, rb, rb, csqsq2sq3 � bbbc�pq�q2�q3qbbcb�pq3�q4�q5qbcbb�q6cbbb.

Remarque 12. Soient k P N et X � ta   bu. Alors

P
pqq

akb
� rakbsqk et P

pqq

abk
� rabksqk . (4.69)

Définition 32. Soit w P X�. Alors, nous définissons le polynôme P 1pqq
w par :

P 1pqq
w �

#
P
pqq
` si w � ` P LynpXq ;

pP
pqq
`1
qi1 . . . pP

pqq
`k
qik si w � `i11 . . . `

ik
k avec `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq.

(4.70)

Nous remarquons que le polynôme P 1pqq
w est le produit des pP pqq

` q`PLnpXq en appliquant
le Théorème 5 .

Proposition 23. Soit α P NpXq .

P 1pqq
w � w �

¸
w v

v,wPXα

βvpqqv , βvpqq � xP 1pqq
w | vy P Qpqq (4.71)

Alors, la famille pP 1pqq
w qwPXα est multihomogène et triangulaire supérieure.
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Preuve : Le mot w P Xα est le plus petit mot par rapport à l’ordre lexicographique
tel que xP 1pqq

w | vy � 0, @v P Xα : w � minpsupppP
1pqq
w qq.

�

Proposition 24. Soit α P NpXq. Alors,
les polynômes P 1pqq

w , w P Xα forment une base de QpqqxXy.

Preuve : Les mots de longueur n � |w| sont combinaisons linéaires de polynômes
homogènes de degré n associés aux mots de Lyndon. Ainsi, les polynômes associés aux
mots de Lyndon et les mots de longueur n engendrent le même sous-espace (de QpqqxXyn),
soit celui formé par des polynômes homogènes de degré n, qu’on note QpqqxXy. On peut
mettre les mots de X� en bijection avec les polynômes. Les polynômes homogènes de degré
n associés aux mots de Lyndon sont au même nombre que les mots de longueur n, pour
chaque n ¥ 0. Or, les mots de longueur n forment une base de QpqqxXy ; par conséquent,
il est en est de même pour les polynômes homogènes de degré n associés aux mots de
Lyndon.
�

Exemple 32. Soient X � ta   bu, Xα � a2b2 et MpXαq � taabb   abab   abba  
baab   baba   bbaau l’ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α � p2, 2q.

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

P
1pqq
a2b2 � 1 �qpq2�2q�1q

1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

q7pq2�2q�1q
1�q4 �q6

P
1pqq
abab � 0 1 �q �q q2 0

P
1pqq
ab2a � 0 0 1 0 �q � q2 q3

P
1pqq
ba2b � 0 0 0 1 �q � q2 q3

P
1pqq
baba � 0 0 0 0 1 �q

P
1pqq
b2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
��������


(4.72)

4.4.3 Nouveau théorème q�analogue de Radford

Théorème 11. Tout mot w P X� peut s’écrire comme combinaison linéaire (finie) de
produits de q�shuffle p�qq de mots de Lyndon .

Preuve : Elle se fait par la construction d’un système d’équations "triangulaire".
Soient α P NpXq, et MpXαq � tw1   w2   w3   � � �   wmumPN¥1 l’ensemble de tous les
mots multihomogènes de multidegré α.
Soit la factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon de w � `i11 `

i2
2 � � � `

ik
k P

MpXαq. Alors on peut écrire que : `
�qi1
1 �q`

�qi2
2 �q ����q`

�qik
k

ri1s
q|`1|

2 !���riks
q|`k|

2 !
� w �

°
u w θuu.

où θu P Q�pqq.
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Cela implique que : w �
`
�qi1
1 �q`

�qi2
2 �q ����q`

�qik
k

ri1s
q|`1|

2 !���riks
q|`k|

2 !
�
°
u w θuu.

Soit X � ta   bu. On va se contenter de montrer comment marche l’algorithme sur tous
les mots comportant 2 occurences de la lettre a P X et 2 occurences de la lettre b P X. Il
y a donc six mots à considérer : MpXαq � taabb   abab   abba   baab   baba   bbaau.
On va les examiner par ordre lexicographique.

1q aabb P LynpXq. Il n’y a rien à faire.

2q abab � ab.ab (factorisation de Lyndon). On calcule :

ab�q ab �p1� q4qabab� pq � 2q2 � q3qaabb

(4.73)

On en déduit

abab � ab�qab�pq�2q2�q3qaabb
1�q4

or ab et aabb sont des mots de Lyndon, donc c’est fini.

3q abba � abb.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

abb�q a � q3aabb� qabab� q2aabb� abba

On en déduit

abba � abb�q a� pq2 � q3qaabb� qabab

Or a, abb et aabb sont des mots de Lyndon et l’on a déjà calculé abab comme combinaison
linéaire de produits de q�shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

4q baab � b.aab (factorisation de Lyndon). On calcule :

b�q aab � baab� qabab� pq2 � q3qaabb

On en déduit

baab � b�q aab� qabab� pq2 � q3qaabb
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Or b, aab et aabb sont des mots de Lyndon et l’on a déjà calculé abab comme combinaison
linéaire de produits de q�shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

5q baba � b.ab.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

b� ab�q a � baba� pq � q2qbaab� pq2 � 2q3qabab� pq3 � 2q4 � q5qaabb� pq � q2qabba

On en déduit

baba � b�q ab�q a� pq � q2qbaab� pq2 � 2q3qabab� pq3 � 2q4 � q5qaabb� pq � q2qabba

Or b, ab et aabb sont des mots de Lyndon et l’on a déjà calculé abba, baab et abab comme
combinaisons linéaire de produits de q�shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.

6q bbaa � b.b.a.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

b�q b�q a�q a � p1� 2q � q2qrbbaa� qbaba� q2baab� q4aabb� q3abab� q2abbas

On en déduit

bbaa � b�qb�qa�qa

1�2q�q2 � qbaba� q2baab� q4aabb� q3abab� q2abba

Or b, b et aabb sont des mots de Lyndon et l’on a déjà calculé baba, abba, baab et abb
comme combinaisons linéaire de produits de q�shuffle de mots de Lyndon, donc c’est fini.
�

A partir de ce théorème, on peut écrire le Corollaire suivant :

Corollaire 6. iq pQxXy,�, 1q � QrLynpXqs.

iiq pQpqqxXy,�q, 1q � QpqqrLynpXqs.

Exemple 33.

babab� 2ab2ab� 2abab2 �
1

2
ab� ab� b� 2a2b2

� b P QrLynpXqs

� abab� b P QrLynpXqs

4q3�2q2�q4�q5�2q6�1�q10�q9�q8

1�q4 aabbb� q�3q5�1�2q4�q6�2q7�q11�q3

1�q4 ababb� q4pq�2q2�q3�1�2q4�q8q
1�q4 baabb

�pq3 � q2qabbab� q4babab � 1
1�q4ab�q ab�q b� p1� q4qa2b2

�q b P QpqqrLynpXqs



Chapitre 5

Multiplicativité des P pqq
w , w P X�

Résumé : Le but de ce chapitre est d’étudier la multiplicativité des familles obtenues
par dualité. Notre point de départ est un théorème dûs à Schützenberger r1, 2, 3s, qui
affirme que la factorisation de Schützenberger est établie dans le cas où la paire de bases
en dualité comporte une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de l’algèbre enveloppante d’une
algèbre de Lie. La base duale est alors quasi-multiplicative pour le shuffle (c’est-à-dire
multiplicative à une constante près). Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans
un premier volet, nous redonnons une construction d’un paire de bases en dualité dans le
cas de mots de Lyndon pur et dans le second volet, nous donnons une autre construction
de paire de bases en dualité. Nous nous proposons donc d’étudier les conditions que doit
satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette l’écriture des
factorisations.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. la Note 3 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille pRpqq
w qwPX�

afin d’écrire les factorisations de DX (Note 5, 6) et Dpqq
X (Corollaire 10).

2. la Note 4 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille pP pqq
w qwPX�

afin d’écrire les factorisations de DX (Note 5, 6) et Dpqq
X (Corollaire 10).

Ces différents résultats ont été présentés aux séminaires CALIN et aux journées du groupe
de travail Combinatoire et Algébrique 2013 à l’Université Paris-Est(Marne-la-vallée).

5.1 Introduction

Nous vous rapelons que, les éléments P 1
α, α P NpIq sont obtenus par l’application du

Théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt (voir (4.70) et Théorème 5 ) et les Pα, α P NpIq sont
obtenus par dualité.
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Soit G une algèbre de Lie sur K et P � pPiqiPI une base ordonnée de G.

Les éléments P 1
α, pour α P NpIq, forment une base de l’algèbre enveloppante UpGq de

G. La base formée par les P 1
α, pour α P NpIq, est appelée base de Poincaré-Birkhoff-Witt

de UpGq (voir Théorème 5).

Cette propriété de décomposition de chaque élément d’une base par rapport à son multiin-
dice( une base pPαqαPNpIq obtenue par l’application du Théorème 5 de Poincaré-Birkhoff-
Witt satisfait la relation P 1

α �
¹

iPsupppαq

Pαi
ei
�

¹
iPsupppαq

Pαi
i ) nous intéresse particulièrement

et justifie l’introduction de la définition suivante.

Définition 33. Si pTαqαPNpIq est une famille dans une algèbre commutative avec unité
dont le produit est noté �, nous dirons qu’elle est multiplicative si, pour tout α P NpIq,

Tα � Tβ � Tα�β pour tous α, β P NpIq (5.1)

Il est facile de voir que cette définition est équivalente à la propriété suivante :

T 1
α �

�¹
iPN

T�α
ei

� Tα.

Nous pouvons donner une caractérisation générale des familles multiplicatives dans une
K�algèbre associative et commutative avec unité A. Pour cela, donnons la Définition et
le Lemme suivants :

Définition 34. Soit L une partie de A. On appelle L base de transcendance de A sur K
si les Lα, α P NpLq voir (3.4), forment une base linéaire de L de A.

Définition 35. Soit L une partie de A. Alors la famille pLαqαPNpLq forme une base de A
si et seulement si L est une base transcendance de A sur K.

Nous supposons ici que pTαqαPNpIq est une famille libre multiplicative dans l’algèbre
duale U�pGq d’une algèbre enveloppante UpGq pour le produit de convolution � ; Sα dé-
signe la famille quasi-multiplicative que l’on construit grâce à la relation Sα �

Tα
α!

pour
tout multiindice α. Cette construction repose, entre autres, sur la propriété suivante des
éléments Sα :

Sα � Sβ �
pα � βq!

α! β!
Sα�β (5.2)

qui montre que cette famille est quasi-multiplicative(multiplicative à une constante près),
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que l’on peut établir comme suit :

Sα � Sβ �
¸

γPNpIq
xSα � Sβ | P

1
γySγ

�
¸

γPNpIq
xSα b Sβ | ∆pP 1

γqy
b2Sγ

�
¸

γPNpIq
xSα b Sβ |

¸
γ1�γ2�γ

γ!

γ1! γ2!
P 1
γ1
b P 1

γ2
yb2Sγ

�
pα � βq!

α! β!
Sα�β.

(5.3)

Cette propriété permet d’établir, par récurrence, que
S�αkeik

αk!
� Sαkeik puis que

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
� Sα. (5.4)

Par conséquent,

×¹
iPI

eSeibPi �
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,��� ,αk

pSei1 b Pi1q
α1 � � � pSeik b Pikq

αk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
b pPi1q

α1 . . . pPikq
αk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
b P 1

α

�
¸

αPNpIq
Sα b P 1

α

� IdUpGq

(5.5)

où la dernière étape repose sur la définition de la base pP 1
αqαPNpIq par multiplications or-

données. Le résultat suit alors en utilisant l’équation (5.4).

Nous cherchons donc les conditions qui permettent d’écrire que :

P 1
α � pPi1q

α1 � � � pPikq
αk � Pα (5.6)
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5.2 Partant de la famille pT
pqq
w qwPX�

5.2.1 Objectif

Soient la famille pT pqq
w qwPX� :

T pqq
w �

$''&
''%

` si w � ` P LynpXq ;

pT
pqq
`1
q�q i1 �q � � ��q pT

pqq
`k
q�q ik

ri1sq|`1|2 ! . . . riksq|`k|2 !
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(5.7)
et sa famille duale pRpqq

w qwPX� telle que xT pqq
u | R

pqq
v y � δuv pour tous u, v P Xα. A partir

de la Définition 32, nous pouvons écrire que :

R1pqq
w �

#
R
pqq
` si w � ` P LynpXq ;

pR
pqq
`1
qi1 . . . pR

pqq
`k
qik si w � `i11 . . . `

ik
k avec `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq.

(5.8)

Nous nous attaquons maintenant au problème : partant de la base pT pqq
w qwPX� , à qu’elle(s)

condition(s) peut-on écrire que Rpqq
w � R

1pqq
w ?.

5.2.2 Caractérisation de la multiplicativité des Rpqq
w , w P X�

La famille pT pqq
w qwPX� , elle est en fait définie par la même relation de récurrence que la

famille pSwqwPX� , mais avec d’autres conditions initiales. De plus, le Corollaire 16 prouve
que la famille pT pqq

w qwPXα est multihomogène et triangulaire inférieure :

T pqq
w � w �

¸
u w

u,wPXα

xT pqq
w | uyu. (5.9)

Par dualité, il est donc possible de construire la famille duale pRpqq
w qwPXα : xT pqq

u | R
pqq
v y �

δuv pour tous u, v P Xα.

Spécialisons notre alphabet au cas où X � ta, bu avec a   b.
Montrons que le mot de Lyndon a2b2abab P LynpXq figure dans le support du polynôme
R
1pqq
a2b2a2b2 .

La factorisation de Lyndon de a2b2a2b2 est a2b2a2b2 � pa2b2qpa2b2q � pa2b2q2. Ainsi,
R
1pqq
a2b2a2b2 � pR

pqq
a2b2q

2.
Calculons R1pqq

a2b2 (noter que R1pqq
a2b2 � R

pqq
a2b2). Pour cela, calculons la matrice des coefficients

xT
pqq
u | vy pour tous u, v P Xα � a2b2 . La classe de multihomogénéité de Xα � a2b2 est
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Mpa2b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u. Nous avons successivement :

T
pqq
a2b2 � a2b2 ;

T
pqq
abab �

T
�q2
ab

1� q4

�
1

1� q4
pab�q abq � abab�

q � 2q2 � q3

1� q4
a2b2 ;

T
pqq
ab2a � ab2

�q a

� pq2 � q3qa2b2 � ab2a� qabab ;

T
pqq
ba2b � b�q a

2b

� ba2b� qabab� pq2 � q3qa2b2 ;

T
pqq
baba � b�q ab�q a

� pq5 � 2q4 � q3qa2b2 � pq2 � 2q3qabab� pq � q2qba2b� pq � q2qab2a� baba ;

T
pqq
b2a2 �

T
�q2
b

1� q
�q

T
�q2
a

1� q

� b2a2 � q4a2b2 � q2ba2b� q2ab2a� q3abab� qbaba.
(5.10)

La matrice N � pxT
pqq
u | vyqu,vPXα est donc :

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

T
pqq
a2b2 � 1 0 0 0 0 0

T
pqq
abab �

q�2q2�q3

1�q4 1 0 0 0 0

T
pqq
ab2a � q2 � q3 q 1 0 0 0

T
pqq
ba2b � q2 � q3 q 0 1 0 0

T
pqq
baba � q5 � 2q4 � q3 q2 � 2q3 q � q2 q � q2 1 0

T
pqq
b2a2 � q4 q3 q2 q2 q 1

�
��������

. (5.11)

La matrice M � ptNq�1 � pMu,vqu,vPXα � pxR
pqq
u | vyqu,vPXα est donnée par

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

R
pqq
a2b2 � 1 �qpq2�2q�1q

1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

q7pq2�2q�1q
1�q4 �q6

R
pqq
abab � 0 1 �q �q q2 0

R
pqq
ab2a � 0 0 1 0 �q � q2 q3

R
pqq
ba2b � 0 0 0 1 �q � q2 q3

R
pqq
baba � 0 0 0 0 1 �q

R
pqq
b2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
��������


(5.12)
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R
pqq
a2b2 � a2b2 � �qpq2�2q�1q

1�q4 abab� �q3pq4�q3�q�1q
1�q4 ab2a� �q3pq4�q3�q�1q

1�q4 ba2b� q7pq2�2q�1q
1�q4 baba�

q6b2a2.

Notre but est de vérifier si Rpqq
w � R

1pqq
w , pour tout w P X� : Vérifions si xT pqq

` | pR
pqq
l qny � 0,

pour tous `, l P LynpXq et n ¥ 2 :
Prenons ` � a2b2abab P LynpXq, l � a2b2 P LynpXq et n � 2.
D’après les calculs : T pqq

a2b2abab � a2b2abab P LynpXq et

xT
pqq
a2b2abab | R

1pqq
a2b2a2b2y � xT

pqq
a2b2abab | pR

pqq
a2b2q

2y � �qpq2�2q�1q
1�q4 .

Ainsi, R1pqq
a2b2a2b2 � pR

pqq
a2b2q

2 � R
pqq
a2b2a2b2 .

Utilisons le critère de multiplicativité que nous présenterons plus loin (Lemme 17) : puis-
qu’il existe un élément R1pqq

w avec Nw ¥ 2 (précisement, w � pa2b2q2 dont la factorisation
en mots de Lyndon comporte deux éléments, donc Nw � 2) dont le support contient un
mot de Lyndon, la famille pRpqq

w qwPXα n’est pas multiplicative.

Rappelons que si w � `i11 � � � `
ik
k avec `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq et k, i1, i2, � � � , ik P N¥1, on

a Nw �
¸

1¤s¤k

is.

En fait, la formule (5.7) montre que les éléments de la famille pT pqq
w qwPXα correspondent

à la famille de produits LynpXq�qα, α P NpLynpXqq. Or un théorème dû à Radford r28s
assure que les mots de Lyndon forment une base transcendance de l’algèbre de shuffle
pQxXy,�, 1q et la Définition 35 nous permet donc d’affirmer que la famille pT pqq

w qwPXα est
multiplicative.
Par conséquent, nous pouvons écrire le Lemme suivant :

Lemme 17. r7s
Si xSei | 1UpGqy � 0, @i P I, la famille pPαqαPNpIq est multiplicative si et seulement si

@i P I,@β P NpIq, | β |¥ 2, xSei | P
βy � 0. (5.13)

De plus, on peut écrire le Lemme suivant (voir (5.8)) :

Lemme 18. Soit w P X�. Alors,

Rpqq
w � R1pqq

w ðñ

#
T
pqq
w � ` si w � ` P LynpXq ;

xT
pqq
` | pR

pqq
l qny � 0 avec `, l P LynpXq et n ¥ 2.

(5.14)

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numé-
riques ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans
la feuille de travail Maple disponible au Chapitre 7 et section 7.4.
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Note 3. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l’on a bien :

Rpqq
w � R1pqq

w ; (5.15)

jusqu’à l’ordre 7 (c’est-à-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à 7), où
le Test est éffectué de la façon suivante :

Rpqq
w �R1pqq

w � 0 @w P X�. (5.16)

et
xT pqq

u | R1pqq
v y � 0 avec u ¡ v P X� (5.17)

Ceci confirme qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 8.

5.3 Partant de la famille pS
pqq
w qwPX�

5.3.1 Objectif

Soit la famille pSpqqw qwPX� :

Spqqw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1 ;

aS
pqq
u si w � au et w P LynpXq ;

pS
pqq
`1
q�q i1 �q � � ��q pS

pqq
`k
q�q ik

ri1sq|`1|2 ! . . . riksq|`k|2 !
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

A partir de la Définition 32, nous pouvons écrire que :

P 1pqq
w �

#
P
pqq
` si w � ` P LynpXq ;

pP
pqq
`1
qi1 . . . pP

pqq
`k
qik si w � `i11 . . . `

ik
k avec `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq.

Nous nous attaquons maintenant au problème : partant de la base pSpqqw qwPX� , à qu’elle(s)
condition(s) peut-on écrire que P pqq

w � P
1pqq
w ?

5.3.2 Caractérisation de la multiplicativité des P pqq
w , w P X�

Un théorème dû à C.Reutenaeur r1, 2, 3s nous permet donc d’affirmer que la fa-
mille pSwqwPX� est quasi-multiplicative. Puisque supppSwq � supppS

pqq
w q, alors, la famille

pS
pqq
w qwPX� est aussi quasi-multiplicative :

Sα� Sβ �
pα � βq!

α! β!
Sα�β, α, β P NpLynpXqq (5.18)
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et
Spqqα �q S

pqq
β �

pα � βqq!

αq! βq!
S
pqq
α�β, α, β P NpLynpXqq (5.19)

où tw � `α1
1 � � � `αkk , `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXqu ÐÑ α � α1e`1 � � � � � αke`k et

αq! �
¹

1¤j¤k

rαjsq|`j |2 !.

Par conséquent, nous pouvons écrire les Propositions, Lemmes et Corollaires suivants :

Proposition 25. Soient w P X� et ` P LynpXq. Alors,

xSpqqw | P
1pqq
` y � δw`. (5.20)

Preuve : A partir de la Définition 32, nous pouvons écrire que P 1pqq
` � P

pqq
` . Donc

xS
pqq
w | P

1pqq
` y � xS

pqq
w | P

pqq
` y � δw`.

�

Proposition 26. Soient u, v P X�. Alors,

xSpqqu | P 1pqq
v y �

"
1 si u � v ;
0 si u   v

(5.21)

Preuve : Soient u, v P X�. Alors
S
pqq
u � u�

¸
w u

xSpqqu | wyw et P pqq
v � v �

¸
w¡v

xP pqq
v | wyw .

�

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numériques
ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans la
feuille de travail Maple disponible au Chapitre 7 et section 7.4.

Note 4. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l’on a bien :

P pqq
w � P 1pqq

w ; (5.22)

jusqu’à l’ordre 11 (c’est-à-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à 11),
où le Test est éffectué de la façon suivante :

P pqq
w � P 1pqq

w � 0 @w P X�. (5.23)

et
xSpqqu | P 1pqq

v y � 0 avec u ¡ v P X� (5.24)

Ceci confirme qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 12.



Chapitre 6

Factorisations tangentes à
l’identité :Dpqq

X

Résumé : Le but de ce chapitre est d’écrire des factorisations tangentes à l’identité.
Notre point de départ est un théorème dûs à Schützenberger r1, 2, 3s, qui affirme que
la série diagonale, considérée comme une série sur X�, à coefficients dans l’algèbre de
shuffle pQxXy,�, 1q, peut être factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie,
indexées par les mots de Lyndon, pris dans l’ordre décroissant. Ce chapitre comporte trois
volets principaux : Dans un premier volet, nous donnons une illustration des factorisations
tangentes à l’identité. Dans un second volet, nous donnons une écriture de la factorisation
de l’identité. Enfin, nous donnons une écriture des factorisations tangentes à l’identité.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. Ecriture des factorisations : DX (Note 5, 6) et Dpqq
X (Corollaire 10)

Ces différents résultats ont été présentés aux séminaires CALIN et aux journées du groupe
de travail Combinatoire et Algébrique 2013 à l’Université Paris-Est(Marne-la-vallée).

6.1 Illustration

On va voir comme illustration les directions tangentes à la sphère. En chaque point
sur la sphère, on peut considérer les deux vecteurs vitesses suivants :

~M avancer à 100km{h en suivant le méridien du nord vers le sud.
~P avancer à 100km{h en suivant le parallèle vers l’est.

Les deux vecteurs ~M et ~P sont portés par des directions, c’est-à-dire par des droites
tangentes à la sphère. Ils sont situés entièrement dans le plan tangent à la sphère au point
considéré. Ils ne sont pas sur la sphère, mais ils s’en "décollent" (voir la figure (6.1a fig3)

92
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(a) fig3 (b) fig4

Figure 6.1 – les deux vecteurs vitesses dans le plan tangent

)

Par contre, ils indiquent un mouvement qui se fait sur la sphère : celui qui est obtenu en
faisant une intégration de la fonction vitesse. Mathématiquement, cela se traduit par des
exponentielles.

Le mouvement le long de la sphère, suivant le méridien, pendant 1 heure sera repré-
senté par l’exponentielle eM . Le mouvement pendant 1 heure suivant le méridien suivi du
mouvement pendant 1 heure suivant le parallèle sera représenté par le produit : eP eM .

Or la direction PM (chemin suivant ~M puis suivant ~P ) et la direction MP (chemin
suivant ~P puis suivant ~M) ne sont pas égales, comme on peut s’en rendre compte par un
simple dessin ( voir la figure (6.1b fig4) ).

Par contre, on peut se convaincre que la différence

rP,M s � PM �MP

représente une nouvelle direction de mouvement (un nouveau vecteur vitesse).

Sur les véritables mouvements (les exponentielles), on va tester la composition indiquée
par le dessin :

eP eMe�P e�M
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(on chemine " à l’envers" suivant ~M , puis suivant ~P , puis on chemine à l’endroit suivant
~M , puis suivant ~P ).

Le cheminement composé obtenu aura lieu suivant une direction de mouvement qui n’est
autre que r~P , ~M s. Vérifions ce fait pour des cheminements durant un temps ε petit.

eεP � 1� εP � ε2

2!
P 2 �Opε3q

eεM � 1� εM � ε2

2!
M2 �Opε3q

e�εP � 1� εP � ε2

2!
P 2 �Opε3q

e�εM � 1� εM � ε2

2!
M2 �Opε3q

Dans le produit eεP eεMe�εP e�εM beaucoup de termes s’en vont. Il faut calculer soigneu-
sement car le produit n’est pas commutatif. On obtient finalement :

eεP eεMe�εP e�εM � 1� ε2rP,M s �Opε3q � 1�Θ, avec Θ � ε2rP,M s �Opε3q

C’est donc bien la direction de mouvement portée par le vecteur rP,M s � PM �MP qui
est apparue. Ce nouveau vecteur vitesse est encore un vecteur tangent à la sphère.

6.2 Factorisation de l’identité : DX

6.2.1 Objectif

Soit α P NpXq. Posons que :

×¹
`PLynpXq

e
S
pqq
` bP

pqq
`

q|`|
2 �

¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸
wPXα

w b w �Θ

� DX �Θ.

(6.1)

avec Θ �
¸

u w vPXα

xSpqqw | uyub xP 1pqq
w | vyv.

Dans les sections précédentes (voir (3.39) et (3.41) ), nous avons vu que la série diagonalepDXq,
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considérée comme une série sur X�, à coefficients dans l’algèbre de shuffle pQxXy,�, 1q,
peut être factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie, indexées par les mots de
Lyndon pris dans l’ordre décroissant.
Dans le but d’étendre ce résultat (voir (3.39) et (3.41) ) que nous avons entrepris nos
travaux sur le produit de shuffle p�q et le produit de q�shuffle p�qq en donnant une
construction effective de paire de bases en dualité.
Nous nous attaquons maintenant au problème : partant de la base pSpqqw qwPXα , à qu’elle(s)
condition(s) peut-on écrire que Θ �

¸
u w vPXα

xSpqqw | uyub xP 1pqq
w | vyv � 0 ?

Cette question est aussi motivée par la considération de ce qui est fait une construction
où l’on considère une paire de bases en dualité.

6.2.2 Ecriture de DX

Dans un premier temps, nous allons montrer que
¸
wPXα

wbw �
¸
wPXα

Spqqw b P pqq
w par le

Théorème suivant :

Théorème 12. Soit α P NpXq. Alors¸
wPXα

w b w �
¸
wPXα

Spqqw b P pqq
w (6.2)

Preuve : Tout polynôme P P QxXy peut s’écrire : P �
¸
wPXα

xSpqqw | P yP pqq
w . En parti-

culier, pour tout mot v de Xα, on a :

v �
¸
wPXα

xSpqqw | vyP pqq
w

et la série diagonale peut s’écrire :

¸
vPXα

v b v �
¸
vPXα

v b

� ¸
wPXα

xSpqqw | vyP pqq
w

�

�
¸
wPXα

� ¸
vPXα

xSpqqw | vyv

�
b P pqq

w

�
¸
wPXα

Spqqw b P pqq
w

�
¸
vPXα

Spqqv b P pqq
v

(6.3)

�
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Corollaire 7. Soit α P NpXq. Alors

DX �
¸
wPXα

w b w �
¸
wPXα

Spqqw b P pqq
w (6.4)

Lemme 19. Soit α P NpXq . Alors

P pqq
w � P 1pqq

w ðñ Θ � 0, @w P Xα (6.5)

Preuve : iq Supposons que P pqq
w � P

1pqq
w , @w P Xα, alors, on a :

×¹
`PLynpXq

e
S
pqq
` bP

pqq
`

q|`|
2 �

×¹
`PLynpXq

¸
i¥0

1

risq|`|2 !
S
�qi
` b pP

pqq
` qi

�
¸

i1,��� ,ik¥1,`1¡���¡`k

1

ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !
pS

pqq
`1
q�qi1 �q � � ��q pS

pqq
`k
q�qik b pP

pqq
`1
qi1 � � � pP

pqq
`k
qik

�
¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸
wPXα

Spqqw b P pqq
w �

¸
wPXα

w b w.

iiq Supposons que Θ � 0, alors, on a :
×¹

`PLynpXq

e
S
pqq
` bP

pqq
`

q|`|
2 � DX et P pqq

w � P
1pqq
w , @w P Xα.

�

Corollaire 8. Soient α P NpXq, Xα � aα1
1 a

α2
2 � � � aαnn avec a1   a2   � � �   an P X et

MpXαq � tw1   w2 � � �   wmu.

P pqq
w � P 1pqq

w ðñ DX �
×¹

`PLynpXq

e
S
pqq
` bP

pqq
`

q|`|
2 , @w PMpXαq. (6.6)

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numé-
riques ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans
la feuille de travail Maple disponible au Chapitre 7 et section 7.4.
Nous pouvons écrire la factorisation de l’identité (Schützenberger) (voir (3.39) et (3.41) )
comme suit :

Note 5. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l’on a bien :

DX �
¸
wPXα

w b w �
×¹

`PLynpXq

eT
pqq
` bR

pqq
` pmod7q; (6.7)

c’est-à-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à 7, où le produit est calculé
de la façon suivante :

×¹
`PLynpXq

eT
pqq
` bR

pqq
` �

×¹
`PLynpXq

e`bR
pqq
` �

¸
`1¥���¥`k

`1,��� ,`kPLynpXq

T
pqq
`1���`k

bR
pqq
`1
� � �R

pqq
`k
. (6.8)
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Ceci confirme qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 8.

Note 6. Nous avons aussi vérifié, dans ce cadre, que l’on a bien :

DX �
¸
wPXα

w b w �
×¹

`PLynpXq

eS
pqq
` bP

pqq
` pmod11q; (6.9)

c’est-à-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à 11, où le produit est
calculé de la façon suivante :

×¹
`PLynpXq

eS
pqq
` bP

pqq
` �

¸
`1¥���¥`k

`1,��� ,`kPLynpXq

S
pqq
`1���`k

b P
pqq
`1
� � �P

pqq
`k
. (6.10)

Ceci confirme qu’il n’y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 12.

6.3 Factorisations tangentes à l’identité : Dpqq
X

6.3.1 Objectif

Soit α P NpXq. Posons que :

Dpqq
X �

×¹
`PLynpXq

e
S
pqq
` bP

pqq
`

q|`|
2

�
¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸
wPXα

w b w �Θ

� DX �Θ.

(6.11)

avec Θ �
¸

u w vPXα

xSpqqw | uyub xP 1pqq
w | vyv.

Dans les sections précédentes (voir (3.39) et (3.41) ), nous avons vu que la série diago-
nale pDXq, considérée comme une série sur X�, à coefficients dans l’algèbre de shuffle
pQxXy,�, 1q, peut être factorisée en un produit infini d’exponentielles de Lie, indexées
par les mots de Lyndon pris dans l’ordre décroissant.
Dans le but d’écrire des factorisations tangentes à l’identité, que nous avons entrepris nos
travaux sur le produit de shuffle p�q et le produit de q�shuffle p�qq en donnant une
construction effective de paire de bases en dualité.
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Nous nous attaquons maintenant au problème : partant de la base pSpqqw qwPXα , à qu’elle(s)
condition(s) peut-on écrire que Θ �

¸
u w vPXα

xSpqqw | uyub xP 1pqq
w | vyv � 0 ?

Cette question est aussi motivée par la considération de ce qui est fait une construction
où l’on considère une paire de bases en dualité.

6.3.2 Ecriture de Dpqq
X

Lemme 20. Soit α P NpXq.
Θ � 0 si seulement s’il existe au moins un mot w P Xα tel que P pqq

w � P
1pqq
w .

Preuve : iq Supposons que P pqq
w � P

1pqq
w , alors, on a :

×¹
`PLynpXq

e
S
pqq
` bP

pqq
`

q|`|
2 �

×¹
`PLynpXq

¸
i¥0

1

risq|`|2 !
S
�qi
` b pP

pqq
` qi

�
¸

i1,��� ,ik¥1,`1¡���¡`k

1

ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !
pS

pqq
`1
q�qi1 �q � � ��q pS

pqq
`k
q�qik b pP

pqq
`1
qi1 � � � pP

pqq
`k
qik

�
¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸
wPXα

w b w �Θ �
¸
wPXα

Spqqw b P pqq
w �Θ.

iiq Supposons que Θ � 0, alors, on a :
¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w �

¸
wPXα

Spqqw b P pqq
w .

�

Corollaire 9. Soient α P NpXq, Xα � aα1
1 a

α2
2 � � � aαnn avec a1   a2   � � �   an P X et

MpXαq � tw1   w2 � � �   wmu.

P pqq
w � P 1pqq

w ðñ Dpqq
X � DX , @w PMpXαq (6.12)

Corollaire 10. Soient α P NpXq, Xα � aα1
1 a

α2
2 � � � aαnn avec a1   a2   � � �   an P X et

MpXαq � tw1   w2 � � �   wmu.
Dpqq
X � DX �Θ (6.13)

si seulement s’il existe au moins un mot w PMpXαq tel que P pqq
w � P

1pqq
w .



Chapitre 7

Conclusion générale-
Perspectives-Feuilles de calculs Maple

7.1 Conclusion générale
1. Un q� analogue du procédé de C.Reutenaeur r1, 2, 3s (voir (3.32) et (3.29)) nous

a permis de construire récursivement les éléments Spqqw , w P X� à partir des Sw,
w P X�. Des propriétés précisées dans le cas de la construction de la famille pSwqwPX�

s’avèrent encore vraies dans le cas de la construction de la famille pSpqqw qwPX� . En
effet, cette méthode nous a permit de dire que supppSwq � supppS

pqq
w q, @w P X�.

La dualisation nous a permis d’obtenir une base pP pqq
w qwPX� en dualité avec la base

pS
pqq
w qwPX� . Ce couple de bases a permit l’écriture des factorisations tangentes à

l’identité. Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité
et de triangularité. Par conséquent, la base duale d’une base triangulaire inférieure
est une base triangulaire supérieure.

2. Nous avons étudier les propriétés de multiplicativité de certaines bases obtenues par
dualité : pRpqq

w qwPX� et pP pqq
w qwPX� . Cette question est intiment liée à la propriété de

multiplicativité de certaines bases, ce qui nous a poussé à répondre à la question des
conditions permettant d’affirmer qu’une base obtenue par dualité est multiplicative
(Lemme 18 et Note 3 et 4 (Test numérique)) . Nous avons illustré ces questions
en nous intéressant à des bases obtenues par dualité à partir des mots de Lyn-
don. Les expérimentations numériques menées dans cette direction n’ont pas été,
jusque-là concluantes. Le problème vient principalement de la longueur des calculs
intéressants : Par conséquent, il est nécessaire de considérer des mots de longueur
relativement importante qui impliquent des calculs de longue durée.

3. La famille duale d’une famille multiplicative pT pqq
w qwPX� (5.7) n’est pas en général

99
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multiplicative (Note 3).

4. Enfin, dans le but de montrer que DX �
×¹

`PLynpXq

e
S
pqq
` bP

pqq
`

q|`|
2 , nous nous sommes ap-

puyés sur des expérimentations numériques ménées avec les logiciels Maple et Sage :
Voir Chapitre 7-Section 7.4. Les expérimentations numériques ménées dans cette
direction n’ont pas été jusque-la concluante. Par conséquent, il est donc nécessaire
d’écrire des factorisations : DX (Note 5, 6) et Dpqq

X (Corollaire 10).

7.2 Perspectives

1. Le cas des mots de Hall est particulièrement intéressant et nous nous proposons
d’étudier à l’avenir, le lien entre les paires de bases en dualité : pSpqq` , P

pqq
` q`PLynpXq

et pSpqqh , P
pqq
h qhPHallpXq. En particulier, nous montrerons que : Dpqq

X � DX où

Dpqq
X �

×¹
hPHallpXq

e
S
pqq
h bP

pqq
h

q|h|
2

�
¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸
wPXα

w b w �Θ

� DX �Θ

(7.1)

avec Θ �
¸

u w vPXα

xSpqqw | uyu b xP 1pqq
w | vyv et HallpXq est l’ensemble des mots de

Hall sur X.

2. Par ailleurs, comme nous l’avons déjà mentionné, il est important de se demander
si les travaux menés avec le produit de shuffle � dans le cas de l’algèbre libre se
généralisent à ses déformations (voir r27s et r17s).

3. Enfin, les possibilités ouvertes par l’utilisation des outils numériques incitent à conti-
nuer le travail de développement commencé pour ces travaux et qui nous a permit
d’étudier à fond certaines démonstrations et exemples .



7.3. AUTRES RÉSULTATS : BASES DUALES POUR LES FONCTIONS
SYMÉTRIQUES NON COMMUTATIVES ET LES
QUASI-SYMÉTRIQUES VIA LA FACTORISATION MONOÏDALE r?s- 101-
7.3 Autres résultats : Bases duales pour les fonctions

symétriques non commutatives et les fonctions quasi-
symétriques via la factorisation monoïdale r8s

Résumé : Dans cette partie, nous proposons une construction effective, via la factori-
sation monoïdale de Schützenberger, des bases duales pour les fonctions symétriques non
commutatives et les fonctions quasi-symétriquesr8s.

7.3.1 Notations et compositions d’entiers r8s

On dit qu’une suite finie d’entiers strictement positifs I � pi1, . . . , ikq P pN�q
� est une

composition de n si ¸
1¤s¤k

is � n. (7.2)

Chaque entier n ¥ 1 a un nombre de composition égal à 2n�1. On définit les parts is, le
poids wpIq �

¸
1¤s¤k

is, la longueur lpIq � k et les multiplicités mspIq d’une composition I

de la même manière que dans le cas des partitions. Pour deux compositions I et J données,
on note I.J la composition obtenue en concaténant I et J . Pour n’importe qu’elle suite
punqn¥1 et n’importe qu’elle composition I, on pose

uI �
¹

1¤s¤k

uis . (7.3)

Pour toute composition de I, on désigne par Ĩ � pik, . . . , i1q,

lppIq � ik et πupIq � i1pi1 � i2q . . . pi1 � . . .� ikq, (7.4)

πpIq �
k¹
p�1

ip et sppIq � πpIqlpIq!. (7.5)

Définition 36. Soit I � pi1, i2, � � � , ikq et J � pJ1, J2, � � � , Jpq, alors J ¨ I si et seulement
si wpJq � wpIq et Js � is � � � � � is�r pour tous s P N�, r P N.
Définition 37. Soit I � pi1, i2, � � � , ikq et J � pJ1, J2, � � � , Jkq, alors J © I si et seulement
si wpJq � wpIq et wpJsq � is pour tous 1 ¤ s ¤ k.

Pour toute composition de I, on désigne par :

lpJ, Iq �
k¹
i�1

lpJiq et lppJ, Iq �
k¹
i�1

lppJiq, (7.6)

πupJ, Iq �
k¹
i�1

πupJiq et sppJ, Iq �
k¹
i�1

sppJiq. (7.7)
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7.3.2 Fonctions symétriques non commutatives r8s

Définition 38. L’algèbre des fonctions symétriques non commutatives, notée par
SymK � pKxS1, S2, � � � , y, 
, 1q, est une algèbre associative libre engendrée par une suite
inifinie tSnun¥1 de générateurs non commutatifs sur un corps K de caractéristique 0. Les
tSnun¥1 sont aussi appelées fonctions symétriques complètes. tSIuIPpN�q� P SymK :

SH � 1 et @I � pi1, � � � , ikq P pN�q
�, SI � Si1 � � � � � �Sik .

Soit t une autre variable qui commute avec toutes les tSnun¥1. Nous définissons la série
génératrice ordinaire de tSnun¥1 par

σptq � 1�
¸
n¥1

Snt
n. (7.8)

Les autres fonctions symétriques non commutatives peuvent être dérivées par les relations
suivantes :

λptq � σp�tq�1, σptq � eΦptq,
d

dt
σptq � σptqψptq � ψ�ptqσptq, (7.9)

où les Φ, λ, ψ sont respectivement les séries génératrices ordinaires suivantes :

Φptq �
¸
n¥1

Φn
tn

n
, λptq � 1�

°
n¥1 Λnt

n, ψptq �
¸
n¥1

Ψnt
n�1. (7.10)

Les fonctions symétriques non commutatives tΛnun¥1 sont appelées fonctions symétriques
élémentaires. Les éléments tΨnun¥1 (resp. tΦnun¥1) sont appelées les sommes de puissances
de première espèce (resp. seconde epèce). Soit I � pi1, . . . , ikq P pN�q

�, on définit les
produits des fonctions symétriques non commutatives :

SI � Si1 . . . Sik et ΛI � Λi1 . . .Λik (7.11)

ΨI � Ψi1 . . .Ψik et ΦI � Φi1 . . .Φik . (7.12)

SI �
¸
J©I

p�1qlpJq�wpIqΛJ et ΛI �
¸
J©I

p�1qlpJq�wpIqSJ (7.13)

SI �
¸
J©I

ΨJ

πupJ, Iq
et ΨI �

¸
J©I

p�1qlpJq�lpIqlppJ, IqSJ , (7.14)

SI �
¸
J©I

ΦJ

sppJ, Iq
et ΦI �

¸
J©I

p�1qlpJq�lpIq
πpIq

lpJ, Iq
SJ , (7.15)
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ΛI �
¸
J©I

p�1qwpJq�lpIq
ΨJ

πupJ̃ , Ĩq
et ΨI �

¸
J©I

p�1qwpIq�lpJqlppJ̃ , ĨqΛJ , (7.16)

ΛI �
¸
J©I

p�1qwpJq�lpIq
ΦJ

sppJ, Iq
et ΦI �

¸
J©I

p�1qwpJq�lpIq
πpIq

lpJ, Iq
ΛJ , (7.17)

Les familles tSIuIPpN�q� , tΛIuIPpN�q� , tΨ
IuIPpN�q� et tΦIuIPpN�q� sont des bases de SymK

et par convention SH � ΛH � ΨH � ΦH � 1.
On définit le coproduit ∆� sur SymK par

∆�Sn �
ņ

i�0

Si b Sn�i et ∆�Λn �
ņ

i�0

Λi b Λn�i, (7.18)

∆�Ψn � 1bΨn �Ψn b 1 et ∆�Φn � 1b Φn � Φn b 1. (7.19)

et par convention S0 � SH � 1 et Λ0 � ΛH � 1.
Ce coproduit munit de SymK nous permet de définir une structure d’algèbre de Hopf
cocommutative graduée par degpSnq � n c’est à dire pour toute composition de I on a
wpSIq � wpIq. On la désigne par SymKn et on a

SymK � k1SymK `
à
n¥1

SymKn . (7.20)

Avec le produit de concaténation et le coproduit ∆�, la counité ε est définie par

@I P pN�q
�, εpSIq � xSI | 1y, (7.21)

et on obtient la bigèbre, pSymKxS1, S2, . . .y, 
, 1,∆�, εq sur K.

7.3.3 Fonctions quasi-symétriques r8s

Définition 39. L’algèbre des fonctions quasi-symétriques , notée par
QSymK � pKxM1,M2, � � � , y, 
, 1q, est une algèbre associative libre engendrée par une
suite inifinie tMnun¥1 de générateurs non commutatifs sur un corps K de caractéristique
0. Les tMnun¥1 sont aussi appelées fonctions quasi-symétriques monomiales. tMIuIPpN�q� P
QSymK :

MH � 1 et @I � pi1, � � � , ikq P pN�q
�, MI �Mi1 � � � � � �Mik .

Les éléments tMIuIPpN�q� P QSymK sont des polynômes homogénes de degré wpIq et
la famille tMIuIPpN�q� forme une base de QSymK . Par dualité on a :

@I, J P pN�q
�, xSI |MJyext � δI,J , (7.22)

et on construit alors la bigèbre duale à SymK, pQSymKxM1,M2, . . .y, �, 1,∆
, εq sur K.
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1. le coproduit ∆
 est définit par

@I P pN�q
�, ∆
pMIq �

¸
I1,I2PpN�q�,I1.I2�I

MI1 bMI2 , (7.23)

2. la counité ε est définie par

@I P pN�q
�, εpMIq � xMI | 1y, (7.24)

3. le produit � est commutatif et associatif au coproduit ∆� et est définie, pour toute
composition I P pN�q

�, par

MI �MH �MH �MI �MI (7.25)

et pour toutes compositions I � pi, I 1q et J � pj, J 1q P pN�q
�

MI �MJ �MipMI 1 �MJq �MjpMI �MJ 1q �Mi�jpMI 1 �MJ 1q. (7.26)

Ce coproduit munit de QSymK nous permet de définir une structure d’algèbre de Hopf
cocommutative graduée par degpMnq � n c’est à dire pour toute composition de I on a
wpMIq � wpIq. On la désigne par QSymKn et on a :

QSymK � k1QSymK `
à
n¥1

QSymKn (7.27)

Effet, on peut vérifier que, pour tout K, I, J P pN�q
�,

x∆�pS
Kq |MI bMJyext � xSK |MI �MJyext (7.28)

x∆
pMKq | S
I b SJyext � xMK | SISJyext. (7.29)

7.3.4 Encodage des fonctions symétriques non commutatives et
des fonctions quasi-symétriques via les mots r8s

Proposition 27. Soit Yptq une série génératrice ordinaire de tynun¥1 :

Yptq � 1�
¸
n¥1

ynt
n P QxY yvtw. (7.30)

Alors Yptq est groupe-like, pour le coproduit ∆ .

Preuve : Yptq est groupe-like, pour le coproduit ∆ si ∆ pYptqq � Yptqb̂Yptq. En
posant y0 � 1, nous pouvons écrire que :

∆ pYptqq �
¸
n¥0

� ¸
r�s�n

ys b yr



tn �

¸
n¥0

¸
r�s�n

pys t
sq b pyr t

rq � Yptqb̂Yptq.

avec epYptqq � 1.
�
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Proposition 28. Soit G une algèbre de Lie engendrée par txlogpYq | tnyun¥1. Alors G �
PrimpH q.

Preuve : La série de puissance logpYptqq P QxY yvtw est primitive. Par un développe-
ment de logpYptqq, nous obtenons successivement

logpYptqq �
¸
k¥1

p�1qk�1

k

�¸
n¥1

yn t
n


k
�
¸
k¥1

p�1qk�1

k

� ¸
s1,...,sn¥1
s1�...�sn�k

ys1 . . . ysn



tk.

et, pour tout n ¥ 1, xlogpYptqq | tny � π1pynq et puisque tπ1pynqun¥1 engendrent librement
PrimpH q , voir (3.51) et (3.52).
�

A partir de cette proposition, nous pouvons écrire le Corollaire suivant :

Corollaire 11. A partir de (3.51) et (3.52), nous avons

Yptq � 1�
¸
n¥1

p
¸
k¥1

1

k!

¸
s1�����sk�n

π1pys1q � � � πkpyskqqt
n (7.31)

Corollaire 12. Soient la série de puissance Y�1, Y�1 est groupe-like et 9Y sa différencia-
tion . On pose

Yptq�1 � 1�
¸
n¥1

Xnt
n P QxY yvtw et 9Y�1 � �Y�1 9YY�1 (7.32)

Alors, pour tout n ¥ 1, on a¸
0¤i¤n

yiXn�i � 0 et
¸

0¤i¤n

Xiyn�i � 0 (7.33)

Preuve : En utilisant l’identité YY�1 � Y�1Y � 1Y � , on a :
Soient J � ps1, . . . , skq P pN�q

� avec Y J � ys1ys2 � � � ysk et n P N�. En particulier wpJq � 0
si J � p0q.

Yptq � 1�
¸
n¥1

ynt
n � 1�

¸
lpJq�1

Y JtwpJq ,

Y�1ptq � 1�
¸
n¥1

Xnt
n

Y�1ptq � 1�
¸
n¥1

Xnt
n �

1

1�
¸
n¥1

ynt
n
.
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Y�1ptq �
1

Yptq

�
1

1�
¸
n¥1

ynt
n

� 1�
¸
k¥1

p�1qkp
¸
n¥1

ynt
nqk

� 1�
¸
k¥1

p�1qk
¸

lpJq�k

Y JtwpJq

� 1�
¸
k¥1

p�1qk
¸

wpJq�k

p�1qlpJq�kY Jtk

� 1�
¸
k¥1

¸
wpJq�k

p�1qlpJqY Jtk

� 1�
¸
k¥1

Xkt
k

(7.34)

�

Corollaire 13. Il existe deux séries génératrices (unique et primitives) L et R P QxY yvtw
telles que : 9Y � LY � YR. Si

Lptq �
¸
n¥1

Lnt
n�1 et Rptq �

¸
n¥1

Rnt
n�1 (7.35)

Alors, pour tout n ¥ 1,

nyn �
¸

1¤i¤n

Liyn�i et nyn �
¸

1¤i¤n

yiRn�i, (7.36)

Ln �
¸

0¤i¤n�1

pi� 1qyi�1Xn�1�i et Rn �
¸

0¤i¤n�1

pi� 1qXn�1�iyi�1. (7.37)

Preuve : Posons y0 � X0 � 1, L0 � R0 � 0 et

9Y �
d

dt
Yptq �

¸
n¥1

nyn t
n�1.

9Y � LY et 9Y � YR,
ðñ L � 9YY�1 et R � Y�1 9Y .
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Pour 9Y � LY on a :

9Yptq � LptqYptq
� p
¸
k¥1

Lkt
k�1qp

¸
p¥1

yp�1t
p�1q

�
¸
k¥1

¸
p¥1

Lkyp�1t
k�1�p�1

�
¸
k¥1

¸
p¥1

Lkyp�1t
pk�1�pq�1

�
¸
k¥1

p
¸

1¤i¤k

Liyk�it
k�1q

�
¸
n¥1

p
¸

1¤i¤n

Liyn�iqt
n�1

�
¸
n¥1

nynt
n�1

(7.38)

Par identification nyn �
¸

1¤i¤n

Liyn�i.

Pour 9Y � YR on a :

9Yptq � YptqRptq
� p
¸
k¥1

yk�1t
k�1qp

¸
p¥1

Rpt
p�1q

�
¸
k¥1

¸
p¥1

ykRp�1t
k�1�p�1

�
¸
k¥1

¸
p¥1

ykRp�1t
pk�1�pq�1

�
¸
k¥1

p
¸

1¤i¤k

yiRk�it
k�1q

�
¸
n¥1

p
¸

1¤i¤n

yiRn�iqt
n�1

�
¸
n¥1

nynt
n�1

(7.39)

Par identification nyn �
¸

1¤i¤n

yiRn�i.
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Pour L � 9YY�1 on a :

Lptq � 9YptqY�1ptq

� p
¸
k¥1

kykt
k�1qp

¸
p¥1

Xp�1t
p�1q

�
¸
k¥1

¸
p¥1

kykXp�1t
k�1�p�1

�
¸
k¥1

¸
p¥1

kykXp�1t
pk�1�pq�1

�
¸
k¥1

p
¸

1¤i¤k

i.yiXk�it
k�1q

�
¸
n¥1

p
¸

1¤i¤n

i.yiXn�iqt
n�1

�
¸
n¥1

p
¸

0¤i¤n�1

pi� 1q.yi�1Xn�i�1qt
n�1

�
¸
n¥1

Lnt
n�1

(7.40)

Par identification Ln �
¸

0¤i¤n�1

pi� 1qyi�1Xn�i�1.

Pour R � Y�1 9Y on a :

Rptq � Y�1ptq 9Yptq
� p
¸
k¥1

Xk�1t
k�1qp

¸
p¥1

pypt
p�1q

�
¸
k¥1

¸
p¥1

pXk�1ypt
k�1�p�1

�
¸
k¥1

¸
p¥1

pXk�1ypt
pk�1�pq�1

�
¸
k¥1

p
¸

1¤i¤k

iXk�iyit
k�1q

�
¸
n¥1

p
¸

1¤i¤n

i.Xn�iyiqt
n�1

�
¸
n¥1

p
¸

0¤i¤n�1

pi� 1q.Xn�i�1yi�1qt
n�1

�
¸
n¥1

Rnt
n�1

(7.41)
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Par identification Rn �

¸
0¤i¤n�1

pi� 1qXn�i�1yi�1.

Montrons que les séries génératrices L et R P QxY yvtw sont primitives.
∆ commute avec d{dt et aussi un morphisme pour la concaténation. Alors,

∆ pLq � p 9Yb̂Y � Yb̂ 9YqpY�1b̂Y�1q � 9YY�1b̂YY�1 � YY�1b̂ 9YY�1 � 9YY�1b̂1Y � � 1Y �b̂ 9YY�1,

∆ pRq � pY�1b̂Y�1qp 9Yb̂Y � Yb̂ 9Yq � Y�1 9Yb̂Y�1Y � Y�1Yb̂Y�1 9Y � Y�1 9Yb̂1Y � � 1Y �b̂Y�1 9Y .

Par conséquent, ∆ pLq � 1Y �b̂L� Lb̂1Y � et ∆ pRq � 1Y �b̂R�Rb̂1Y � qui prouvent
que L et R sont primitives.
�

Corollaire 14. Pour tout n ¥ 1, on a :

nyn �

��������������

R1 R2 . . . Rn�1 Rn

�1 R1 . . . Rn�2 Rn�1

0 �2 . . . Rn�3 Rn�2

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .
0 0 . . . �n� 1 R1

��������������
�

��������������

R1 R2 . . . Rn�1 Rn

�1 R1 . . . Rn�2 Rn�1

0 �1 . . . 1
2
Rn�3

1
2
Rn�2

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .
0 0 . . . �1 1

n�1
R1

��������������
(7.42)

nyn �

��������������

L1 L2 . . . Ln�1 Ln
�n� 1 L1 . . . Ln�2 Ln�1

0 �n� 2 . . . Ln�3 Ln�2

. 0 . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .
0 0 . . . �1 L1

��������������
(7.43)

Ln �

��������������

y1 y0 0 . . . 0
2y2 y1 y0 . . . 0
3y3 y2 y1 . . . 0
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
nyn yn�1 yn�2 . . . y1

��������������
�

��������������

y1 2y2 . . . pn� 1qyn�1 nyn
y0 y1 . . . yn�2 yn�1

0 y0 . . . yn�3 yn�2

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .
0 0 . . . y0 y1

��������������
(7.44)
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Rn �

��������������

y1 y0 0 . . . 0
y2 y1 y0 . . . 0
y3 y2 y1 . . . 0
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
nyn pn� 1qyn�1 pn� 2qyn�2 . . . y1

��������������
�

��������������

y1 y2 . . . yn�1 nyn
y0 y1 . . . yn�2 pn� 1qyn�1

0 y0 . . . yn�3 pn� 2qyn�2

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .
0 0 . . . y0 y1

��������������
(7.45)

Proposition 29. Pour tout k ¥ 1, il existe deux séries génératrices (unique) Lk,Rk P
QxY yvtw telles que Ypkq � LkY � YRk. Les familles tLkuk¥1 et tRkuk¥1 sont définies
récursivement comme suit :

L1 � L et Lk � 9Lk�1 � Lk�1L, (7.46)
R1 � R et Rk � 9Rk�1 �RRk�1. (7.47)

Preuve : A partir de la Proposition 27 et du Corollaire 13 , on peut écrire que

dk

dtk
Yptq �

¸
n¥k

pnqkyn t
n�k,

où pnqk � npn� 1q . . . pn� kq est le symbol de Pochhammer .
Nous allons procéder à un raisonnement par recurrence sur n ¥ 1 :

– Pour k � 1, on obtient le Corollaire 13 .
– Supposons que l’hypothèse est varie pour tout n avec 1 ¤ n ¤ k � 1.
– Et montrons pour n � k

Ypkq � 9Lk�1Y � Lk�1
9Y � 9Lk�1Y � Lk�1LY � p 9Lk�1 � Lk�1LqY ,

Ypkq � 9YRk�1 � Y 9Rk�1 � YRRk�1 � Y 9Rk�1 � YpRRk�1 � 9Rk�1q.

Par conséquent, Lk � 9Lk�1 � Lk�1L et Rk � RRk�1 � 9Rk�1.
�

Corollaire 15. Pour toute série de puissance propre A,B, soit adnAB le crochet de Lie
itéré défini récursivement par ad0

AB � B et adn�1
A B � radnA, Bs, pour n ¥ 1. Alors, avec

les notations du Corollaire 13 , on a

Lk �
¸
n¥0

adnlogYR

n!
et Rk �

¸
n¥0

p�1qn
adnlogYLk

n!
.

Preuve : Puisque LkY � YRk alors Lk � YRkY�1 � elogYRke
� logY � eadlog YRk

et alors Rk � Y�1LkY � e� logYLkelogY � ead� log YLk. En developpant e, on obtient le
résultat.
�
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Proposition 30. Soit G une algèbre de Lie engendrée par tRnun¥1 presp.tLnun¥1q. Alors
G � PrimpH q.

Preuve : A partir du Corollaire 13 , nous pouvons écrire que,

¸
n¥1

p∆ pLnqqt
n�1 � 1Y � b

�¸
n¥1

Ln t
n�1



�

� ¸
n¥1

Ln t
n�1



b 1Y � �

¸
n¥1

p1Y � b Ln � Ln b 1Y �qtn�1.

Ainsi, par identification du coefficient de tn�1, on a ∆ pLnq � 1Y � b Ln � Ln b 1Y � qui
prouve que Ln est primitive, et

¸
n¥1

p∆ pRnqqt
n�1 � 1Y � b

�¸
n¥1

Rn t
n�1



�

� ¸
n¥1

Rn t
n�1



b 1Y � �

¸
n¥1

p1Y � bRn �Rn b 1Y �qtn�1.

Ainsi, par identification du coefficient de tn�1, on a ∆ pRnq � 1Y � bRn �Rn b 1Y � qui
prouve que Rn est primitive.
A partir du Corollaire 14, on peut dire que : yn est triangulaire et homogène (en poids)
en tLkuk¥1. Inversement, Ln est aussi triangulaire et homogène (en poids) en tykuk¥1. Les
Ln sont alors linéairement indépendant et constitutent un nouvel alphabet.
De même, on peut dire que : yn est triangulaire et homogène (en poids) en tRkuk¥1.
Inversement, Rn est aussi triangulaire et homogène (en poids) en tykuk¥1. Les Rn sont
alors linéairement indépendant et constitutent un nouvel alphabet.
�

7.3.5 Construction d’une nouvelle base de Poincaré - Birkhoff -
Witt via L et R r8s :

Définition 40. On définit les familles tΠpSq
w uwPY �, pour S � L ou S � R, de H comme

suit :
iq Πyn

pSq � Ln si S � L ou Rn si S � R, pour yn P Y ,
iiq Π

pSq
` � rΠ

pSq
`1
,Π

pSq
`2
s, si ` � σp`1, `2q P LynpY q,

iiiq Π
pSq
w � pΠ

pSq
`1
qi1 � � � pΠ

pSq
`k
qik , si w � `i11 � � � `

ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpY q.

Proposition 31. Les familles tΠpSq
` u`PLynpY q et presp.tΠ

pSq
w uwPY �q, pour S � L ou S � R,

sont les bases de PrimpH q presp.H q, ces bases sont homogènes en poids.

Preuve : Voir r13, 4s.
A partir du Corollaire 13, Corollaire 14 et la Proposition 29 , nous pouvons dire que
les familles tΠpSq

` u`PLynpY q et presp.tΠpSq
w uwPY �q sont homogènes en poids (en tykuk¥1),

primitives et linéairements indépendantes
�
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Définition 41. Soit tΣpSq
w uwPY � la famille de H_ obtenue par dualité avec tΠpSq

w uwPY �.
@u, v P Y �, xΠpSq

u | Σ
pSq
v y � δuv

Théorème 13. iq La famille tΠpSq
` u`PLynpY q forme une base de l’algèbre de Lie engendrée

par PrimpH q.
iiq La famille tΠpSq

w uwPY � forme une base de UpPrimpH qq.
iiiq La famille tΣpSq

w uwPY � est librement engendrée par l’algèbre de stuffle .
iv La famille tΣpSq

` u`PLynpY q forme une base de transcendance de l’algèbre de stuffle.

Preuve : Voir r13, 4s.
�

Nous pouvons maintenant écrire la série diagonale (3.60) comme suit :

Corollaire 16. DY �
¸
wPY �

w b w �
¸
wPY �

ΣpSq
w b ΠpSq

w �
×¹

`PLynpY q

eΣ
pSq
` bΠ

pSq
`

Corollaire 17. DY �
¸
wPY �

w b w �
¸
wPY �

ΣpLq
w b ΠpLq

w �
×¹

`PLynpY q

eΣ
pLq
` bΠ

pLq
`

Corollaire 18. DY �
¸
wPY �

w b w �
¸
wPY �

ΣpRq
w b ΠpRq

w �
×¹

`PLynpY q

eΣ
pRq
` bΠ

pRq
`

7.3.6 Construction d’un isomorphisme entre l’algèbre de Hopf de
stuffle et l’algèbre de Hopf des fonctions symétriques non
commutatives et des fonctions quasi-symétriques r8s

Pour tout mot u � yi1yi2 � � � yik P Y � correspond à une composition d’entiers I �
pi1, i2, � � � , ikq P pN�q

� et le mot vide 1Y � correspond à une composition vide pHq. Les
fonctions symétriques non commutatives et les fonctions quasi-symétriques peuvent être
indexées par des mots Y � associés par des compositions pN�q

�. En effet, soit J une com-
position, plus fine que I, associée au mot v et soit J � pJ1, J2, � � � , Jkq une composition de
J telle que, pour tout p � 1, 2, � � � , k, wpJpq � ip et Jp est associé au mot up et wpupq � ip.
Alors v ¨ u � u1 � � �uk est une unique factorisation de v.

Exemple 34. .
iiq p1, 2, 2q ¨ p1, p1, 1q, 2q � p1, 1, 1, 2q ÐÑ y1y2y2 ¨ y1py1y1qy2 � y1y1y1y2.

iq p1, 2, 2q ¨ p1, 2, p1, 1qq � p1, 2, 1, 1q ÐÑ y1y2y2 ¨ y1y2py1y1q � y1y2y1y1.

iiiq p1, 2, 2q ¨ p1, p1, 1q, p1, 1qq � p1, 1, 1, 1, 1q ÐÑ y1y2y2 ¨ y1py1y1qpy1y1q � y1y1y1y1y1.
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Par conséquent, nous pouvons écrire la définition suivante :

Définition 42. Soient S et M les applications linéaires suivantes :
iq

S : pKxY y, 
, 1,∆ , eq ÝÑ pKxS1, S2 � � � y, 
, 1,∆�, εq,
u � yi1 � � � yik ÞÝÑ Spuq � Spi1���ikq � Si1 � � �Sik .

iiq

M : pKxY y, , 1,∆
, eq ÝÑ pKxM1,M2 � � � y, �, 1,∆
, εq,
u � yi1 � � � yik ÞÝÑMpuq �Mpi1���ikq �Mi1 � � �Mik .

Théorème 14. Les applications S et M sont des isomorphismes d’algèbre de Hopf.

Corollaire 19. Soit G une algèbre de Lie engendrée par tΠyuyPY �. Alors SymK � UpGq.
Corollaire 20. Les familles tMp`qu`PLynpY q et tMpΣ`qu`PLynpY q sont des bases de trans-
cendance du K�algèbre QsymK commutative libre.

Corollaire 21. Soit w � yi1 . . . yik P Y
� associé à I � pi1, . . . , ikq P pN�q

�. Alors, nous
avons

SI � Spwq, ΦI

πpIq
� Spπ1pyi1q . . . π1pyikqq, ΨI � SpRwq.

Preuve : Les séries de puissances Y , logpYq et L,R P KxY yvtw sont sommables. Et de
plus S est continue et commute avec log, alors nous pouvons déduire que

σptq � SpYptqq � 1�
¸
k¥1

Spykqtk,
¸
k¥1

Φk

k
tk � log σptq � SplogYptqq �

¸
k¥1

Spπ1pykqqt
k,¸

k¥1

Ψkt
k�1 � ψptq � SpRptqq �

¸
k¥1

SpRkqt
k�1,¸

k¥1

tk�1Ψ�
k � ψ�ptq � SpLptqq �

¸
k¥1

SpLkqtk�1.

�

7.3.7 Bases duales pour les fonctions symétriques non commuta-
tives et les fonctions quasi-symétriques via la factorisation
monoïdale r8s

Définition 43. On définit les séries génératrices non commutatives tMpwquwPY � et tSpwquwPY �

comme suit :
iq M �

¸
wPY �

Mpwqw P QSymKxxY yy, et

iiq S �
¸
wPY �

Spwqw P QSymKxxY yy.
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Proposition 32. Par le coproduit ∆ et DY �
×¹

`PLynpY q

eΣ`bΠ`, nous obtenons :

iq La série génératrice non commutative M est groupe-like.
iiq La série génératrice non commutative logpMq est primitive.

Preuve : M est équivalent à l’image de la série diagonale DY par le tenseur Mb Id.
M � pMb IdqpDY q � pMb Idqp

¸
wPY �

w b wq �
¸
wPY �

Mpwq b w �
¸
wPY �

Mpwqw.

logpMq � pM b IdqplogpDY qq � pM b Idqp
¸
wPY �

w b π1pwqq �
¸
wPY �

Mpwq b π1pwq �¸
wPY �

Mpwqπ1pwq.

Il suit le critère de Friedrichs r13, 4s.
Par le résultat precédant, on applique la fonction log sur la série de puissance M.
�

Corollaire 22. iq M �
×¹

`PLynpY q

eMpΣ`qΠ` P QSymKxxY yy,

iiq logpMq �
¸
wPY �

Mpwqπ1pwq P QSymKxxY yy.

Preuve : iq est équivalent à l’image de la série diagonale DY par le tenseur Mb Id.
iiq est équivalent à l’image de logpMq par le tenseur Id b π1. Il est aussi équivalent à
l’image de DY par le tenseur Mb π1.
�

Finalement, en partant de r13, 4s, nous déduisons le Corollaire suivant.

Corollaire 23. Nous avons :

iq
¸
wPY �

MpwqSpwq �
×¹

`PLynpY q

eMpΣ`qSpΠ`q �
×¹

`PLynpY q

eMpΣ
pSq
` qSpΠpSq

` q,

iiq
¸
wPY �

MwSw �
×¹

`PLynpY q

eMΣ`
SΠ` �

×¹
`PLynpY q

e
M

Σ
pSq
`

S
Π
pSq
` .

Preuve : Par le Théorème 14, il est équivalent à l’image de la série diagonale DY par
le tenseur Mb S, de plus, il est équivalent à l’image de M par le tenseur Idb π1.
�

Remarque 13. Ces formules tiennent pour toute paire de bases en dualité, compatible
avec la factorisation monoïdale de Y �. On voit qu’elles sont indépendantes sur les alpha-
bets infinis non commutatifs ou commutatifs, d’habitude noté par A et X qui dépendent des
fonctions symétriques non commutatives SpAq P SymKpAq et fonctions quasi-symétriques



7.3. AUTRES RÉSULTATS : BASES DUALES POUR LES FONCTIONS
SYMÉTRIQUES NON COMMUTATIVES ET LES
QUASI-SYMÉTRIQUES VIA LA FACTORISATION MONOÏDALE r?s- 115-
MpXq P QSymKpXq.

Exemple 35. (Identité de Cauchy r17s).
Soit A un alphabet non commutatif et X un alphabet commutatif totalement ordonné . Les
fonctions symétriques de l’alphabet non commutatif XA sont définies par :

σpXA; tq �
°
n¥0 SnpXAqt

n :�
Ð¹
xPX

σpA;xtq.

Soient tUIuIPpN�q� et tVIuIPpN�q� deux bases linéaires de SymKpAq et QSymKpXq respec-
tivement. La dualité de ces deux bases nous permet d’écrire

σpXA; 1q �
¸

IPpN�q�
MIpXqS

IpAq �
¸

IPpN�q�
VIpXq UIpAq. (7.48)

Typiquement, la base linéaire tUIuIPpN�q� est une base de ribbon des fonctions Schur
tRIuIPpN�q� et, par dualité, tVIuIPpN�q� est une base quasi-ribbon des fonctions Schur
tFIuIPpN�q� :

σpXA; 1q �
¸

IPpN�q�
MIpXq

� ¸
I,JPpN�q�

J¨I

RIpAq

�
�

¸
JPpN�q�

� ¸
I,JPpN�q�

I©J

MIpXq

�
RJpAq �

¸
JPpN�q�

FJpXqRJpAq.

De même, si on spécialise les alphabets des fonctions quasi-symétriques tMIuIPpN�q� et
tFIuIPpN�q� à l’alphabet Xq � t1, q, q2, . . .u, alors la série génératrice σpXqA; tq peut être
vue comme l’image de la série diagonale DY par le tenseur f bS, où f : xi ÞÑ qit et on a :

Exemple 36. (série génératrice des fonctions Hall-Littlewood r17s) Soit Xq � 1{p1�qq un
alphabet commutatif totalement ordonné : Xq � t� � �   qn   � � �   q   1u. Les fonctions
symétriques complètes de l’alphabet non commutatif A{p1 � qq sont données par la série
génératrice ordinaire suivante

σp
A

1� q
; tq �

¸
n¥0

Snp
A

1� q
qtn :�

Ð¹
n¥0

σpA; qntq. (7.49)

Par conséquent,

σp
A

1� q
; 1q �

Ð¹
n¥0

¸
i¥0

Si q
ni �

¸
I�pi1,...,irqPpN�q�

� ¸
n1¡...¡nr¥1

qn1i1�...�nrir

�
SIpAq �

¸
IPpN�q�

MIpXqS
IpAq,(7.50)

comme une spécialisation de chaque lettre xi P X à qi de la fonction quasi-symétrique
MIpXq.
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Exemple 37.

Π
pLq
y1

� y1,

Π
pLq
y2

� 2y2 � y21 ,

Π
pLq
y2y1

� 2y2y1 � 2y1y2,

Π
pLq
y3y1y2

� 6y3y1y2 � 3y3y
3
1 � 3y21y2y

2
1 � 2y21y

2
2

� 6y2y
2
1y2 � 2y2y

4
1 � 2y1y2y1y2 � y1y2y

3
1

� 3y1y3y
2
1 � 6y1y3y2 � y31y2y1 � 3y21y3y1

� y41y2 � 3y31y3 � 2y2y1y2y1 � 4y22y
2
1 � 6y3y2y1 � 6y2y1y3,

Π
pLq
y3y1y2y1

� 6y3y1y2y1 � 2y2y
3
1y2 � 6y2y

2
1y2y1 � 4y1y2y1y2y1

� 6y3y
2
1y2 � 2y21y

2
2y1 � 2y21y2y1y2 � 6y1y3y2y1

� 6y1y3y1y2 � 4y2y1y2y
2
1 � 6y2y1y3y1 � 6y2y

2
1y3

� 4y1y
2
2y

2
1 � 6y1y2y3y1 � 6y1y2y1y3.

Σ
pLq
y1

� y1,

Σ
pLq
y2

� 1
2
y2,

Σ
pLq
y2y1

� 1
2
y2y1 �

1
3
y3,

Σ
pLq
y3y1y2

� 1
6
y3y1y2 �

1
6
y3y2y1 �

1
6
y23 � 1

8
y4y2 �

1
10
y5y1 �

1
12
y6,

Σ
pLq
y3y1y2y1

� 1
6
y3y1y2y1 �

1
9
y3y1y3 �

1
3
y3y2y

2
1 � 1

6
y3y

2
2 � 5

18
y23y1 �

1
9
y3y4

� 1
8
y4y2y1 �

1
12
y4y3 �

1
5
y5y

2
1 � 1

10
y5y2 �

5
36
y6y1 �

1
21
y7.

Exemple 38.
Π
pRq
y1

� y1,

Π
pRq
y2

� 2y2 � y21 ,

Π
pRq
y2y1

� 2y2y1 � 2y1y2,

Π
pRq
y3y1y2

� 6y3y1y2 � y2y
4
1 � 6y2y

2
1y2 � y1y2y

3
1 � 2y1y2y1y2 � 3y3y

3
1

� 3y21y2y
2
1 � 4y21y

2
2 � 3y1y3y

2
1 � 6y1y3y2 � 2y2y1y2y1 � 6y2y3y1

� y31y2y1 � 3y21y3y1 � y41y2 � 3y31y3 � 2y22y
2
1 � 6y2y1y3,

Π
pRq
y3y1y2y1

� 6y3y1y2y1 � 2y2y
3
1y2 � 4y1y2y1y2y1 � 6y1y2y

2
1y2 � 6y3y

2
1y2

� 4y21y
2
2y1 � 4y21y2y1y2 � 6y1y3y2y1 � 6y1y3y1y2 � 6y1y2y3y1

� 2y2y1y2y
2
1 � 6y2y1y3y1 � 6y2y

2
1y3 � 2y1y

2
2y

2
1 � 6y1y2y1y3.

Σ
pRq
y1

� y1,

Σ
pRq
y2

� 1
2
y2,

Σ
pRq
y2y1

� 1
2
y2y1 �

1
6
y3,

Σ
pRq
y3y1y2

� 1
6
y3y1y2 �

1
40
y6 �

1
15
y5y1 �

1
24
y4y2 �

1
6
y23 � 1

6
y3y2y1,

Σ
pRq
y3y1y2y1

� 1
6
y3y1y2y1 �

1
18
y3y1y3 �

13
2520

y7 �
13
360

y6y1 �
1
15
y5y2

� 1
72
y4y3 �

1
24
y4y2y1 �

1
18
y3y4 �

2
9
y23y1 �

1
6
y3y

2
2

� 2
15
y5y

2
1 � 1

3
y3y2y

2
1 .

Conclusion

Une fois de plus, la factorisation monoïdale de Schützenberger joue un rôle centrale
dans la construction de paire de bases en dualité, comme exemplifié pour le cas des
algèbres de Hopf des fonctions quasi-symétriques pQSymKq et des fonctions symétriques
non commutatives pSymKq, obtenue comme les images isomorphiques de l’algèbre de Hopf
de stuffle pH q et son dual pH_ q, par M et S.

7.4 Feuilles de calculs Maple
Voici la liste de tous les polynômes associés aux mots de Lyndon de longueur | ` |¤ 5.
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