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Plan

1. Calcul matriciel

1.1 Les bases du calcul matriciel,

1.2 Le calcul des déterminants,

1.3 La résolution des systémes d'équations linéaires.
2. Optimisation linéaire

2.1 a deux variables.

2.2 a plus de deux variables.



Matrices carrées
Une matrice carrée d'ordre n est un tableau de nombres réels ou
complexes a n lignes et n colonnes.
Des matrices carrées d'ordre 2 et 3 seront notées

. . b171 b1,2 b1,3
A <3171 a1,2) : B=|by1 bop b3
2,1 a2 bs1 b3o b33
Exemple
-5 3 1
A= ( % 031) etB=| 2 0 -3
10 ~ 10 —\ﬁ 1 0

En particulier,



Nombres complexes
On sait que I'équation de second degré

ax®>+ bx+c=0, (a,b,c € R)

admet deux solutions réelles, distinctes ou confondues, x’ et x”,
lorsque le discriminant A = b2 —4ac>0:

, —b+VA , —b—VA
X =——— et X' = ——.
2a 2a

Maintenant, nous considérons I'équation
2 —
x“—2x+5=0.

Ici, A = —16. Introduisons le nombre i tel que 2 =—1.
L'équation précédent admet alors deux solutions imaginaires
(nombres complexes) :
, 2+4i 2—4
X =

=142 et x'=

—1-2i
2 2 !




Opérations sur les nombres complexes

Soient z=a+ biet 2/ = a' + b'i.
Le nombre Z = a — bi est appelé conjugué de z.
Le conjugué d'un nombre réel est égal a lui méme.

1.
2.
3.

o

z+7Z =(a+3d)+ (b+ b)i.
z—Z7Z =(a—a)+(b— V)i
z.z = (ad — bb') + (ab’ + a'b)i.
z ad +bb ab —3d'b,

: ;_ a2 + p2 + 312+b121'
L z+Z=z4+7.

/

NI

z.7 =Z.

(3)-

N[N



Matrices carrées (suite)
Plus généralement, une matrice carrée d'ordre n sera représentée
par un tableau carrée
i1 ... din
A= (aij)<ij<n =

dnl --- dpn

)

Le nombre a; ; est le coefficient de A 3 la i'*™M€ ligne et 2 la j'™M€
colonne. En particulier,

10 0
01

O, = (0)1§i,j§n et I,= '
0 0
00 1



Matrices carrées particulieres
Soit M = (mj j)i<ij<n une matrice carrée.
1. M est dite symétrique ssi M = M7 :

mjj = mj;, pour tout 1 < Iv./ <n.
2. M est dite antisymétrique ssi M = —MT :
mjj = —m;j;, pourtoutl <i j<n.

3. M est dite diagonale ssi m; j = 0, pour tout i # j.

4. M est dite triangulaire suppérieure ssi m; ; = 0, pour tout
i>J.

5. M est strictement triangulaire suppérieure ssi m; j = 0, pour
tout 7 > j.

6. M est dite triangulaire inférieure ssi m; ; = 0, pour tout i < .

7. M est strictement triangulaire inférieure ssi m; ; = 0, pour
tout i < j.



Opérations sur les matrices carrées

Soit A, i deux nombres complexes.
Soit A, B, C trois matrices carrées d'ordre n.

A= (aijh<ij<n, B = (bij)icij<n, C=(ciji<ij<n-

A=B «— a;J:b;J,lgi,jgn.

A+ B = (aij + bij)i<ij<n

A+ B = B + A (I'addition est commutative).

A+ Op = 0,+ A= A (O, est I'élément neutre pour
I'addition).

5. A= B =(ajj — bij)icij<n = —(B—A).
(A+B)+C=A+(B+C)=A+ B+ C (I'addition est
associative).

A = (Aajj)i<ij<n

(A + p)A = AA+ LA,

MA+ B) = M+ AB.

10. MpA) = (M)A = MA.

i

o

o o N



Produit de deux matrices carrées
Soit A et B deux matrices carrées d'ordre n.
A= (ajj)<ij<n et B=(bij)icij<n
n
AB = (cij)i<ij<n OU Cij = Z aj i bi j.
k=1
biy ... bin
bur ... by

n n
g ay bk ... E a1,kbk.n
=1 k=1

a1l ... din

n n
dn1l --- dnn
E ankbk1 ... E an,kbk,n
k=1 k=1

En général, on a AB # BA.



Produit de deux matrices carrées (suite)

Soit A, B, C trois matrices carrées d'ordre n.

1. A(BC) = (AB)C = ABC (associativité).
A(B + C) = AB + AC (distributivité de ./+).
(A+ B)C = AC + BC (distributivité de +/.).
(M)B = A(AB) = A\(AB) = M\AB.
Al, = 1,A=A A0, = 0,A = O,.

AR



Matrices inversibles
Soit A une matrice carrée d'ordre n. On dit que A est inversible s'il existe

une matrice carrée d'ordre n B telle que
AB=BA=1,.
B est alors appelé I'inverse de A. Elle est unique et on la note par A™1 :

AATL = ATTA=,.

Exemple

Soit A = (i g) On vérifie que

1 2 3 -2 (10
1 3 -1 1) \o 1/)°
. . 1 3 =2
A est donc inversible et A= = 101 )

(Afl)fl _ A, (AB)—l — B_IA_I, (AT)fl _ (Afl)T.



Déterminant d’'une matrice carrée

R bi1 b1z bis
Soit A = ( 11 1’2> et B= b1 bop bojs

a1 a2
b31 b3p b33
, . a1 a1.2
Le déterminant de A est det A = = ay1axp — a12a1-
a1 axp
Soit D;  est le déterminant d'ordre n — 1 déduit de B en enlevant
la i'*M€ ligne et la j'*™M€ colonne. Le déterminant de B est
b1 b b1
detB= |by1 bop bo3| =b11D11— by1D>1+ b31D3 1,
bs1 b3z b33

= b11(b22b33 — b32b23) — bo1(b12b33 — b3 2b1 3)
+b31(b12b23 — bp2b1 3).

Exemple
1 0 -5 3 1
A:(6 31) et B=| 2 0 —%
o 10 -2 1 0

det A= —31/10 et detB =1/3 42



Propriétés des déterminants d'une matrice carrée

Soit A un nombre complexe.
Soit A, B deux matrices carrées d'ordre n.

1.
2.

det A=detAT.

Le déterminant d'une matrice triangulaire (suppérieure ou
inférieure) est égal au produit de ses élements diagonaux.
det(AB) = det Adet B.

3.1 det A7l = 1/det A,
3.2 Vk > 0,det Ak = (det A)*.

Si on permute deux lignes (ou deux colonnes) successives, le
déterminant change de signe.

Si on multiplie les coefficients d'une méme ligne (resp.
colonne) par un nombre A, le déterminant est multiplié par A.

. Alors det(AA) = A" det A.



Calcul de la matrice inverse par les cofacteurs
Soit A une matrice carrée d'ordre n. On appelle matrice des
cofacteurs la matrice Ca de terme général (—1)’ +JD,J ou D;; est

le déterminant d’ordre n — 1 déduit de A en enlevant la €M ligne
ieme

etlaj colonne :

Ca = (cijhicijen OU cij=(=1)""D;;.
Théoreme )
A est inversible si et seulement si det A # 0 et A~1 = = 1 tA( Ca)T.
Exemple

2 2 -1
Soit A=0 —1 1 |. OnadetA =2 et A est donc inversible.

4 0 1

~1 4 4 1 -1 -2 1

Puisquu C—A=|—-2 6 8 | alors A~! = > 4 6 -2

1 -2 =2 4 8 =2



Exercices

Exemple
Calculer le déterminant de la matrice

8 3 2
A=19 7 1
10 6 2

A est elle inversible 7 Déterminer A~ lorsqu’elle existe.

Exemple
Soit m € R. On considére la matrice
m m 1
B= 0 1 0
1-m —m 0
1. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles B est inversible.

2. Calculer B~ lorsqu’elle existe.



Matrices rectangles

Une matrice rectangle (m, n) est un tableau de nombres réels ou
complexes a m lignes et n colonnes.

Exemple
1 0 V3
A=16 31 .

Plus généralement, une matrice carrée d'ordre n sera représentée
par un tableau carrée

A= (aij)i<i<mi<j<n =
dm1 --- dmn
Le nombre a; j est le coefficient de A a la fleMe Jigne et 3 [a jieMe
colonne.
Une matrice ayant une seule ligne (resp. colonne) est appelé
matrice-ligne (resp. matrice-colonne ou vecteur).



Opérations sur les matrices rectangles

Soit A, i deux nombres complexes.
Soit A, B, C trois matrices rectangles (m, n).

A=

i

(aij)i<i<mi<j<n, B = (bij)icicmi<j<n, C = (Cij)i<i<mi<j<n-

A=B «— a;J:b;J,lgigm,lgjgn.

A+ B = (aij+ bij)i<i<mi<j<n-

A+ B = B + A (I'addition est commutative).

A+ Omn=Omn+ A=A (On, est I'élément neutre pour
I'addition).

5. A= B =(aij — bij)i<i<cmi<j<n = —(B — A).

o

o o N

10.

(A+B)+ C=A+(B+C)=A+ B+ C (I'addition est
associative).

A = (Aajj)1<i<m1<j<n

(A + p)A = AA+ LA,

A(A+ B) = \A+ AB.

A(pA) = (AR)A = ApA.



Produit de deux matrices rectangles

Soit A= (a;,j)lgigmvlggn et B = (bi,j)lgign,lgjgp deux matrices
rectangles (m, n) et (n, p) respectivement. Alors
n

AB = (cij)i<i<mi<j<p Ol Gij = Y aikbu,.

k=1
b1 1
bn,l
n
Z a1,kbi.1
a1l ... A =1
ama1l --- dmpn n
Z am, kb1
k=1
Exemple

a a a X
A:(l’l 1,2 1’3>,X: o ,AX:<

a1 422 a2
) ; 3 x3

bl,p

bn,p
n

E a1 kbkp
k=1

. .
§ am,kbk,p
k=1

a1,1X1 + a12x2 + 31,3x3
a2,1X1 + a22Xx2 + a23x3



Opération sur les matrices rectangles
Soit A un nombre complexe.
Soit A, B, C trois matrices rectangles (a assurer la compatibilité
des dimensions).

1. A(BC) = (AB)C = ABC (associativité).

2. A(B+ C) = AB + AC (distributivité. de ./+).
3. (A+ B)C = AC + BC (distributivité de +/.).
4. (M)B = A(AB) = \(AB) = AAB.

5 Al, = A, I,B = B.

On peut décomposer également les matrices en blocs matriciels.
Par exemple, si

B B
A A1 Az Az B— Bl’l 81’2
T\ Ao A Az T\ PP
’ ’ ’ B31 Bsp

alors (a assurer la compatibilité des dimensions)

AB — A11B11+ A12B21 + A13B31 A11Bip + A12Bro + A1 3832
A21B11+A22Bo1 +Ax3B31 A21Bai+ A22Br2 + Ax3B3



Ecriture matricielle d'un systéme linéaire

Soit B, X et A trois matrices rectangles de dimension (m, 1), (n,1)
et (m, n) respectivement. Alors

aixXy+...+ainxn = by,
AX =B <= :
am1X1+ ...+ amnXn = bm.
Exemple
b X1 a1 ai2 a3
SoitB=|b |, X=|x]| etA= a1 azp a3 |- Alors
b3 X3 a1 a2 a3
ai1x1 + aipxo + a1 3x3 = by,
AX =B «—

a2 1x1 + axpXo + az3x3 = by,
a3,1x1 + az2xo + a3 3x3 = bs.



Résolution d'un systeme linéaire

Un systéme linéaire a m équations et a n inconnues, xi, ..., Xp, est
de la forme

ai1xy1+...+anxXn = b1,

(5)

am1X1+ ...+ amnXn = bm.

Résoudre (S), c’est déterminer tous les n-uplets (x1,...,x,) qui
vérifient simultanément les m équations de (S).

Résoudre (S), c’est déterminer tous les vecteurs X vérifiant

AX = B, ol B, A sont des matrices rectangles, de dimension
(m, 1) et (m, n) respectivement, associées a (S).



Systeme de Cramer

Considérons un systéme linéaire de n d'équations a n inconnues xi, ..., X,
alixi+...+aLnxs, = by,
: — AX =8,
apn1X1+ ...+ annxn = b,.

ol B, X deux vecteurs d'ordre n et A est une matrice carrée d'ordre n.
Définition

Un systeme est dit de Cramer si det A # 0.

Théoreme

Posons A = det A et A, pour i =1,..,n, le déterminant qui se déduit de

A en remplacant sa i®M€ colonne par le second membre. La méthode de
Cramer donne

Théoreme
Un systéme de Cramer admet une unique solution donnée par X = A~'B.



Exemple (voir le Probleme 1/3)

15 — a+b
ga—:—lb 15(c+1) = a+b a+b—15c=15
8 = 5e 11 &< 8(2c+1) = 2a+b &< 2a+b—16c=38
L 5515 Bc+1 = 5a+b Bat+b—5c=1
~ Bc+1
Sous forme matricielle, nous avons AX = B, avec
1 1 -15 X1 a 15
A=[2 1 -16], X=[x]|=|(b]|, B=|3
5 1 -5 X3 c 1
1 1 -15
Puisque detA=12 1 —16| = —14 # 0, la méthode de Cramer donne
5 1 -5
15 1 -—-15 1 15 -15 1 1 15
8 1 -16 2 8 -—16 2 1 8
1 1 -5 5 1 =5 1 1
XN =———— =6, x="——"+—— =36, X3:5 =1




Exemples

Exemple

Résoudre{ xty+z = L

X—y—+t

|
N

Exemple
2x+y—z+2t = 1,
Résoudre { 3x+y+2z—t = 0,
V2x—2z+5t = 8.

Exemple
Soit a une constante réelle. Discuter les solutions de
X+y+z+t = 1,
X+2y—z+t = 2,

3x+by—z+4+3t =



Systemes homogenes & polyndme caractéristique
Un systeme linéaire a m équations et a n inconnues, AX = B est
dit homogeéne si B = O 1.

Théoreme
Un systéme linéaire a n équations et a n inconnues AX = Op1
admet des solutions non nulles ssi det A = 0.

Si A est carrée d'ordre n. Soit X un vecteur tel que AX = AX, ol
AeC: (A= A,)X =0.

Définition
Le polynéme caractéristique de A est le polynéme, en \ de degré n

Ma(A) = det(A — Alp).
L 'équation caractéristique de A est
Ma(A) =0.

A est une valeur propre de A et X est un vecteur propre de A
associé a A.



Exemple

300
A=10 3 6
8 0 6
Les valeurs propres de A sont les solutions de Ma(A) =0 :

Ma(A) = det(A— \k)
3-)2 0 0
= | 0 3-)2 6
8 0 6-2X
= (3-XN)?6-2N).

A1 = 3 est valeur propre double et Ay = 6 est valeur propre simple.



Formes quadratiques
» Une forme quadratique q est I'application
g:R" — R,

n n
(X15. .y Xn) > chi,jxixj, Vi<i,j<n,c;€eR.
i—1 j—1

n n
> Une forme quadratique q telle g(xi,...,x,) = E E G jXix;j est de
i=1 j=1
n n
3 : Gij+Gi
la forme g(x1,...,%,) = g aj jXxixj, ol aj j = aj; = —
i=1 j=1
X1
> Soit A une matrice symétrique A = (a; j)1<ij<n €t soit X =
Xn

Alors g(xi,...,x,) = XTAX.

Exemple

3
q(x1,x2) = 3x2 + B5xyx2 — 6x5 = (x1 xz) (5 —6) <i1> )
2 2

NG



Nature d'une forme quadratique

Une forme quadratique q est dite
» semi-définie positive lorsque pour tout
(x1,...,xn) € R" q(x1,...,%5) > 0.
» semi-définie négative lorsque pour tout
(X1,...,xn) ER" g(x1,...,%5) < 0.

» définie positive lorsque pour tout (x1,...,x,) € R” et non nul
alors q(x1,...,xn) > 0.

» définie négative lorsque pour tout (x1,...,x,) € R" et non nul
alors q(xi,...,xn) <O0.

» indéfinie lorsqu'il existe (x1,...,x,) € R" et (y1,...,yn) € R"
tels que g(x1,...,%,) >0 et g(y1,...,¥n) <O.



Essentiels a savoir

Une forme quadratique g associée a une matrice symétrique A est

>

semi-définie positive si et seulement si les valeurs propres de A
sont positives ou nulles.

semi-définie négative si et seulement si les valeurs propres de
A sont négatives ou nulles.

définie positive si et seulement si les valeurs propres de A sont
strictement positives.

définie négative si et seulement si les valeurs propres de A
sont strictement négatives.

indéfinie si et seulement si les valeurs propres de A sont de
signes différents.



Cas des matrices carrées d'ordre deux
Pour connaitre la nature d'une matrice symétrique carrée d'ordre
deux, A, il suffit de calculer

1. det A = produit des valeurs propres,

2. traceA = somme des valeurs propres.

» Sidet A > 0 alors les deux valeurs propres sont de méme
signe,
» Si traceA > 0 alors les deux valeurs propres sont strictement
positives. D’ou A est définie positive.
» Si traceA < 0 alors les deux valeurs propres sont strictement
négatives. D'ou A est définie négative.

» Si det A =0 alors I'une des deux valeurs propres est nulle,

» Si traceA > 0 alors une valeur propre est nulle et I'autre
strictement positives. D'ou A est semi-définie positive.

» Si traceA < 0 alors une valeur propre est nulle et I'autre
strictement négatives. D'ou A est semi-définie négative.

» Si det A < 0 alors les deux valeurs propres sont de signes
opposés. D'ou A est indéfinie.



Exemples

Exemple
Etudier les formes quadratiques suivantes:
1. q(x1,x) = —X12 + x1x0 — X2.

2. q(x1, x2,x3) = 3X12 + 8x22 + 3X32 — 2V2x1x0 + 4x0x3.

Exemple

.. . . rr / 2
Quelle condition doit vérifier a pour que la matrice A = (; 1>

soit semi-définie positive ?



Probleme de maximisation : forme canonique
Soit Z une fonction économique

Z:C1X1+...—|-Cpxp
lindaire en les p variables xi, ..., xp, supposés tous positifs ou nuls
x1>0,...,x, > 0.

La programmation linéaire est le probleme de maximisation la
fonction économique Z :

max Z
X1,50-Xp >0

sous les contraintes (n contraintes)

d1,1X1 +...+ ai,pXp < dla

an1X1t+ ...+ anpXp < dp.

Tout élément xq, ..., X, Vérifiant ces contraintes (y compris les
contraintes de positivité) est appelé programme admissible.



Sous forme matricielle, nous avons

a1 ... dlp X1 d1
anl --- anp Xp d,

Exemple (Voir le Probleme 2/3)
Déterminer le maximum de
Z = 270x + 140y

avec x > 0 et y > 0, sous les contraintes

3x+y < 9
x+2y < 8

(32)0)=6)

Ou encore,

IN



Méthode de recencement des sommets
(cas de deux variables)

» Déterminer le coordonnées de tous les sommets du polygone
frontiére de I'ensemble des programmes admissibles.

» Calculer les valeurs de Z en chaque point.

» Comparer les valeurs obtenues : la plus grande donne la
solution du probléeme.



