
Ëåêöèè 18.08.2012Ëèêáåç � 2. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ.1. Ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà è ïîäìíîæåñòâàÏîíÿòèå ìíîæåñòâà, íàðÿäó ñ ïîíÿòèÿìè òî÷êè è ïðÿìîé â ãåîìåòðèè, ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëè-ìûì. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî � ýòî ïðîñòî ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü
A � ìíîæåñòâî. Åñëè x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ïèøóò x ∈ A. Åñëè æå x íå ïðèíàäëå-æèò ìíîæåñòâó A, òî ïèøóò x /∈ A. Èíîãäà ìíîæåñòâî çàïèñûâàþò, ïåðå÷èñëÿÿ â �èãóðíûõ ñêîáêàõ÷åðåç çàïÿòóþ åãî ýëåìåíòû. Òàê, {2, 5} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ 2 è 5.Äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ åñòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, N = {1, 2, 3, . . .} � ìíî-æåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, Q �ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ (âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë.Ìíîãèå ìíîæåñòâà ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè óñëîâèé. Ñêàæåì, ìíîæåñòâî âñåõ ÷¼òíûõ ÷èñåë çà-ïèñûâàåòñÿ òàê: {x ∈ Z | x äåëèòñÿ íà 2}. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òîæå ìîæíî çàïèñàòüïîäîáíûì îáðàçîì: Q = {m/n | m ∈ Z, n ∈ N}. Â îáùåì ñëó÷àå, çàïèñü {x ∈ M | P (x)} îçíà÷à-åò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M , óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ P .Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æåýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷åíèå: A = B.�àâíûå ìíîæåñòâà ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü, ñ÷èòàÿ èõ îäíèì îáúåêòîì.Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, åñëè êàæäûé ýëå-ìåíò ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò òàêæå è ìíîæåñòâó B. Îáîçíà÷åíèå: A ⊂ B.Óñëîâèå ¾A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B¿, ïðèíÿòî çàïèñûâàòü áîëåå êîðîòêî: ∀ x ∈ A : x ∈ B.Çäåñü ñèìâîë ∀ çàìåíÿåò ñîáîé ñëîâà ¾ëþáîé¿, ¾äëÿ ëþáîãî¿ è íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì âñåîáùíî-ñòè. Â ðàñïîðÿæåíèè ìàòåìàòèêîâ èìååòñÿ òàêæå åù¼ îäèí êâàíòîð � êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃,êîòîðûé îáîçíà÷àåò ñëîâî ¾ñóùåñòâóåò¿. Íàïðèìåð, òîò �àêò, ÷òî ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-æåñòâîì ìíîæåñòâà B, ìîæíî ðàñïèñàòü òàê: ∃ x ∈ A : x /∈ B.Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé ìîìåíò. Â ïðèâåä¼ííûõ äâóõ ïðèìåðàõ óòâåðæäåíèÿ
A ⊂ B è A 6⊂ B ïîëó÷àëèñü äðóã èç äðóãà çàìåíîé êâàíòîðà âñåîáùíîñòè íà êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿè èçìåíåíèåì óñëîâèÿ x ∈ B íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Îêàçûâàåòñÿ, ïîäîáíûì îáðàçîì âåäóò ñåáÿ âñåóòâåðæäåíèÿ è èõ îòðèöàíèÿ. Èìåííî, åñëè ó íàñ èìååòñÿ óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóþùåå êâàíòîðû,òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòðèöàíèÿ ê íåìó íóæíî âñå ñèìâîëû ∀ çàìåíèòü íà ∃, âñå ñèìâîëû ∃ � íà ∀,à óñëîâèå, ñòîÿùåå â êîíöå, çàìåíèòü íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Íàïðèìåð, åñëè äàíî óòâåðæäåíèå

∃ a ∈ R ∀ ε > 0 ∃ k ∈ N ∀n > k, n ∈ N : |an − a| < ε,òî åãî îòðèöàíèå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀ a ∈ R ∃ ε > 0 ∀ k ∈ N ∃n > k, n ∈ N : |an − a| > ε.Çàáåãàÿ âïåð¼ä, îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû ïðèâåëè çäåñü â êà÷åñòâå ïðèìåðà, îçíà÷àåò,÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ñõîäèòñÿ, òî åñòü èìååò ïðåäåë.Âåðí¼ìñÿ ê ðàçãîâîðó î ìíîæåñòâàõ. Îïðåäåëåíèå 1 åñòåñòâåííî, íî èì íå î÷åíü óäîáíî ïîëü-çîâàòüñÿ, êîãäà íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî êàêèå-ëèáî äâà ìíîæåñòâà ðàâíû. �åàëüíî ïî÷òè âî âñåõñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî äâóõ ìíîæåñòâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Óòâåðæäåíèå 1. Ìíîæåñòâà A è B ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊂ B è B ⊂ A.Óòâåðæäåíèå 1 òàâòîëîãè÷íî ïî ñâîåé ñóòè (òî åñòü äîêàçûâàòü îñîáåííî íå÷åãî). Â ñàìîìäåëå, åñëè ìíîæåñòâà íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî îíè ñîñòîÿò èç ðàçíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òîâ îäíîì èç íèõ åñòü ýëåìåíò, êîòîðîãî íåò â äðóãîì. Íî òîãäà ïåðâîå ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèòñÿ âîâòîðîì. Òàê æå è íàîáîðîò: åñëè îäíî èç ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî, òî â í¼ìåñòü ýëåìåíò, êîòîðîãî íåò âî âòîðîì, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû.1



Ëåêöèè 18.08.2012Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà.Îáîçíà÷åíèå: ∅.Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîïðîáóåì ïðîâåðèòü ïî îïðåäåëåíèþ 2, ñîäåðæèòñÿ ëè ïóñòîå ìíîæåñòâîâ ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀x ∈ ∅ : x ∈ A. Íî êàê ïîíÿòü âûðàæåíèå ¾ëþáîéýëåìåíò ïóñòîãî ìíîæåñòâà¿, åñëè â ýòîì ìíîæåñòâå âîîáùå íåò ýëåìåíòîâ?Çàòî åñëè ïåðåéòè ê îòðèöàíèþ, âñ¼ ñðàçó âñòà¼ò íà ñâîè ìåñòà. Åñëè áû ïóñòîå ìíîæåñòâî íåÿâëÿëîñü ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A, òî â í¼ì ñóùåñòâîâàë áû íåêîòîðûé ýëåìåíò x, êîòîðûé áûíå ïðèíàäëåæàë A. Íî ýòî, î÷åâèäíî, âåðíûì áûòü íå ìîæåò, ïîòîìó ÷òî â ïóñòîì ìíîæåñòâå íåòâîîáùå íèêàêèõ ýëåìåíòîâ, â òîì ÷èñëå è òàêèõ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò A. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüñêîðî íå âûïîëíåíî îòðèöàíèå, ñïðàâåäëèâî ñàìî óòâåðæäåíèå, òî åñòü ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà ∅ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A. �Çàìå÷àíèå. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ïóñòîãî ìíîæåñòâà îáëàäàþòëþáûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, ëþáîé ýëåìåíò ïóñòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êðàñíûì êðîêîäèëîì,êîòîðûé æèâ¼ò â Ìîñêâå-ðåêå. Èëè êàæäûé ýëåìåíò ïóñòîãî ìíîæåñòâà äåëèòñÿ îäíîâðåìåííî íàâñå ïðîñòûå ÷èñëà è ïðèõîäèò ê Õàéäàðó â íî÷íûõ êîøìàðàõ.Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòîå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîä åäèíñòâåííîñòüþ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ìû èìååì â âèäó òî, ÷òî ëþ-áûå äâà ïóñòûõ ìíîæåñòâà íåèçáåæíî ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Íî òóò äîêàçûâàòü îñîáî íå÷åãî � ýòîíàïðÿìóþ ñëåäóåò èç äâóõ �àêòîâ: óòâåðæäåíèÿ 1 è óòâåðæäåíèÿ 2. �Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çàïèñûâàÿ ∅ è {∅}, ìû èìååì â âèäó äâå ñîâåðøåííî ðàçíûå âåùè. Ïåðâîåÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, êîòîðîå ýëåìåíòîâ íå ñîäåðæèò. Âòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæå-ñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì � ïóñòûì. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî óòâåðæäåíèå ∅ ⊂ {∅}, íî åù¼ è ∅ ∈ {∅}.2. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè�àññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, à òàêæå îñíîâíûå ìå-òîäû ðàáîòû ñ íèìè.
A B�èñ. 1.

Îïðåäåëåíèå 4. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñî-ñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èçìíîæåñòâ A è B, òî åñòü èç òàêèõ x, ÷òî x ∈ A èëè x ∈ B. Îáîçíà÷åíèå: A ∪B.Îïðåäåëåíèå 5. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñî-ñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îáîèì ìíîæåñòâàì Aè B, òî åñòü èç òàêèõ x, ÷òî x ∈ A è x ∈ B. Îáîçíà÷åíèå: A ∩ B.Îïðåäåëåíèå 6. �àçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿ-ùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ x òàêèõ, ÷òî x ∈ A è x /∈ B. Îáîçíà÷åíèå: A\B.Ñõåìàòè÷íî èçîáðàæàòü ìíîæåñòâà óäîáíî ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ êðóãîâ Ýéëåðà. Òàê, íà
A B�èñ. 2.

ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B. Ïîäîáíûå èëëþñòðàöèè ÷àñòî ïî-ìîãàþò ïîíÿòü, ðàâíû ìåæäó ñîáîé äâà êàêèõ-ëèáî ìíîæåñòâà èëè íåò. �àññìîòðèì,íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
X = (A \B) ∪ (B \ A), Y = (A ∪B) \ (A ∩ B).Âíèìàòåëüíûé âçãëÿä ïîìîãàåò ïîíÿòü, ÷òî êàê ïåðâîå, òàê è âòîðîå ìíîæåñòâîîòîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòó íàãëÿäíóþ î÷åâèäíîñòü ðàâåíñòâà

X = Y , ñ÷èòàòü êàðòèíêó äîêàçàòåëüñòâîì íåëüçÿ ïî êðàéíåé ìåðå ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî �îðìàëüíîîíà íå äà¼ò ïðåäñòàâëåíèÿ î âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ. Ñêàæåì, åñëè A ⊂ B, ðèñóíîê äîëæåí âû-ãëÿäåòü èíà÷å (îäèí êðóæî÷åê âíóòðè äðóãîãî). Êðîìå òîãî, ñ êðóãàìè Ýéëåðà ñòàíîâèòñÿ íåóäîáíîðàáîòàòü, åñëè êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ ïðåâûøàåò òðè.2



Ëåêöèè 18.08.2012Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå (A\B)∪ (B \A) = (A∪B)\ (A∩B), êàê ìîæíî äîêàçûâàòü, ÷òîäâà ìíîæåñòâà ðàâíû äðóã äðóãó. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 1. Äëÿ íà÷àëà ïðîâå-ðèì, ÷òî X ⊂ Y , äëÿ ÷åãî óáåäèìñÿ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y .Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ X . Òîãäà ëèáî x ∈ (A \ B), ëèáî x ∈ (B \ A) (âîçìîæíî, è òî, è äðóãîå).Ïåðâîå îçíà÷àåò, ÷òî x ïðèíàäëåæèò A, íî ïðè ýòîì íå ïðèíàäëåæèò B, âòîðîå, íàîáîðîò, � ÷òî
x ïðèíàäëåæèò B, íî ïðè ýòîì íå ïðèíàäëåæèò A. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò x õîòÿ áû îäíîìó èçìíîæåñòâ A è B ïðèíàäëåæèò, íî ïðè ýòîì îí íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü èì îáîèì îäíîâðåìåííî.À ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ (A ∪B), íî x /∈ (A ∩ B), îòêóäà ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî x ∈ Y .Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî X ⊂ Y . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Y ⊂ X . Îáúåäèíÿÿýòè äâà �àêòà âìåñòå, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî X = Y . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãîìíîæåñòâà çàðåçåðâèðîâàí ñïåöèàëüíûé ñèìâîë △, à íàçûâàåòñÿ îíî ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþìíîæåñòâ A è B. Òî åñòü ïî îïðåäåëåíèþ A△B = (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∪B) \ (A ∩ B).Îïðåäåëåíèå 7. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòî-ÿùåå èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b), ãäå a ∈ A, b ∈ B. Îáîçíà÷åíèå: A× B.Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåä¼ííîå îïðåäåëåíèå êîíêðåòíûì ïðèìåðîì. Ïðåäïîëîæèì, äàíû ìíî-æåñòâà A = {1, 2} è B = {1, 2, 3}. Òîãäà A × B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3)}. Îáðàòèìâíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òîò �àêò, ÷òî ïàðû óïîðÿäî÷åíû, òî åñòü (1, 2) è (2, 1) � ýòî ðàçíûå ýëåìåíòûïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà.Òèïè÷íûì ïðèìåðîì äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ âñåì çíàêîìàÿ êîîðäèíàò-íàÿ ïëîñêîñòü. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî R×R, ÷òî ÷àñòî çàïèñûâàþò êàê R2. Ïî àíàëîãèèìîæíî îïðåäåëèòü ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn. Ñ÷èòàÿ, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò àñ-ñîöèàòèâíîñòüþ (òî åñòü åñëè ìû ïåðåìíîæàåì íåñêîëüêî ðàç, òî íàì íå âàæíî, â êàêîì ïîðÿäêåïåðåìíîæàòü), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Rn � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ n-ìåðíûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
(a1, a2, . . . , an), ãäå ak ∈ R äëÿ êàæäîãî k. Èíûìè ñëîâàìè, Rn = {(a1, a2, . . . , an) | ak ∈ R, 1 6 k 6 n}.Îòìåòèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êàñàþùèéñÿ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ. Èìåííî, A×∅ = ∅ äëÿëþáîãî ìíîæåñòâà A. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ýëåìåíò, êîòîðûéñîäåðæèòñÿ â A × ∅. Òîãäà îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó (a, b), äëÿ êîòîðîé a ∈ A, b ∈ ∅. Îäíàêîâ ïóñòîì ìíîæåñòâå íåò ýëåìåíòîâ, çíà÷èò, òàêîãî b íå ñóùåñòâóåò, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî è ïàðûñîîòâåòñòâóþùåé íåò.3. Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ
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Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà X è Y . Ïðàâèëî f , ñîïîñòàâëÿ-þùåå êàæäîìó ýëåìåíòó x ìíîæåñòâà X ðîâíî îäèí ýëåìåíò y ìíîæåñòâà Y ,íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y . Åñëè Y ÿâëÿ-åòñÿ ÷èñëîâûì ìíîæåñòâîì, òî îòîáðàæåíèå íàçûâàþò �óíêöèåé. Îáîçíà÷åíèÿ:

f : X → Y, f(x) = y, x 7→ y.Îòîáðàæåíèÿ ìîæíî çàäàâàòü êàðòèíêîé. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå f èçìíîæåñòâà {7, 9, 11} â ìíîæåñòâî {0, 1, 2}, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
f(7) = 0, f(9) = 0, f(11) = 1, ìîæíî èçîáðàçèòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.
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7 9 11�èñ. 4.
Îïðåäåëåíèå 9. �ðà�èêîì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Γ(f) ⊂ X × Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð âèäà (x, f(x)), ãäå x ∈ X .Òî÷íî òàê æå, êàê è îòîáðàæåíèÿ, ãðà�èêè èìåþò íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòà-öèþ. Òàê, íàïðèìåð, íà ðèñ. 4 èçîáðàæ¼í ãðà�èê {(7, 0), (9, 0), (11, 1)} ðàññìîòðåí-íîãî âûøå îòîáðàæåíèÿ f : {7, 9, 11} → {0, 1, 2}. Ñòàíäàðòíûå ãðà�èêè �óíêöèé,êîòîðûå îáû÷íî èçó÷àþò íà óðîêàõ àëãåáðû (êàê, íàïðèìåð, ãðà�èêè y = x2 èëè
y = |x|+1), òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãðà�èêàìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9, òî åñòü ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî ïîíÿòèÿ. 3



Ëåêöèè 18.08.2012Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå f : X → Y . Åñëè f(x) = y, òî y íàçûâàåòñÿîáðàçîì ýëåìåíòà x, x � ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ x òàêèõ,÷òî f(x) = y, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y ïðè îòîáðàæåíèè f (îáîçíà÷åíèå: f−1(y)).Îáðàçîì ìíîæåñòâà A ⊂ X ïðè îòîáðàæåíèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîââèäà f(x), ãäå x ∈ A (îáîçíà÷åíèå: f(A)). Ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B ⊂ Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî,ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ x, ÷òî f(x) ∈ B (îáîçíà÷åíèå: f−1(B)).Çàäàííûå â ýòîì îïðåäåëåíèè îáúåêòû óäîáíî çàïèñàòü ÷åðåç êâàíòîðû. Èìåííî,
f(A) = {f(x) | x ∈ A}, f−1(B) = {x | f(x) ∈ B}.Íàïðèìåð, äëÿ îòîáðàæåíèÿ, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 3, èìååì f({7, 9}) = {0}, f−1({1, 2}) = {11}.Îòìåòèì, ÷òî ïîëíûé ïðîîáðàç ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà Y ìîæåò êàê ñîñòîÿòü èçíåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ, òàê è áûòü ïóñòûì. Òàê, â òîì æå ñàìîì ïðèìåðå f−1(0) = {7, 9}, f−1(2) = ∅.Îïðåäåëåíèå 11. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì èëè áèåêöèåé,åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ìíîæåñòâî f−1(y) ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà.Îòîáðàæåíèå ìîæåò íå áûòü âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ïðîîáðàçíåêîòîðîãî ýëåìåíòà y ∈ Y ìîæåò ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàêèå-ëèáî äâà ýëåìåíòà èç X ¾ñêëåèâàþòñÿ¿ ïðè îòîáðàæåíèè f , òî åñòü èõ îáðàçû ñîâïàäàþò. Âî-âòîðûõ,ó íåêîòîðîãî ýëåìåíòà y ∈ Y ìîæåò âîîáùå íå áûòü ïðîîáðàçà, òî åñòü ïðè îòîáðàæåíèè f â íåãîíè÷åãî íå ïåðåõîäèò. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî f � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,íàäî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ.Ïåðâîå: ∀ x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 : f(x1) 6= f(x2). (1)Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì èëè èíúåêöèåé.Âòîðîå: ∀ y ∈ Y ∃ x ∈ X : f(x) = y. (2)Óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2) îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íàëîæåíèåì èëè ñþðüåêöèåé.Èòàê, îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿâëîæåíèåì è íàëîæåíèåì.Åñëè ìíîæåñòâà X è Y êîíå÷íû, òî ñóùåñòâîâàíèå êàêîãî-ëèáî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîá-ðàæåíèÿ f : X → Y îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íèõ îäèíàêîâî. Íàïðèìåð, äëÿ äîêàçà-òåëüñòâà ðàâåíñòâà Ck

n
= Cn−k

n
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ÿâíîé �îðìóëîé è óáåäèòüñÿ, ÷òî êàê ëåâàÿ÷àñòü, òàê è ïðàâàÿ ðàâíû n!

k! · (n− k)!
. Îäíàêî åñòü áîëåå èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî � êîìáèíàòîð-íîå. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ìû âûáèðàåì èç n ýëåìåíòîâ íåêîòîðûå k ýëåìåíòîâ, òî àâòîìàòè÷åñêè

(n − k) ýëåìåíòîâ îñòàþòñÿ íåâûáðàííûìè. Èíûìè ñëîâàìè, ìû äåëèì n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íàäâà ïîäìíîæåñòâà, â îäíîì èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ k ýëåìåíòîâ, à â äðóãîì � (n − k) ýëåìåíòîâ.Ýòî ðàçäåëåíèå óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì ñî÷åòàíèé èç
n ýëåìåíòîâ ïî k è ìíîæåñòâîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî (n − k). Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâàòàêèõ ñî÷åòàíèé ðàâíû ìåæäó ñîáîé, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî Ck

n
= Cn−k

n
.Îïðåäåëåíèå 12.Êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f : X → Y è g : Y → Z íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

h : X → Z òàêîå, ÷òî h(x) = g(f(x)). Îáîçíà÷åíèå: h = g ◦ f .Ñ òî÷êè çðåíèÿ êàðòèíîê êîìïîçèöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñíà÷àëà äâèæåìñÿ ïî ñòðåëî÷êàì îòîá-ðàæåíèÿ f , à ïîòîì � ïî ñòðåëî÷êàì îòîáðàæåíèÿ g. Íàïðèìåð, äëÿ èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 5 îòîá-ðàæåíèé (g ◦ f)(3) = g(f(3)) = g(0) = 3. Ñ òî÷êè çðåíèÿ �îðìóë è �óíêöèé, ñ êîòîðûìè øêîëüíèêèîáû÷íî èìåþò äåëî íà óðîêàõ àëãåáðû, êîìïîçèöèÿ îçíà÷àåò ïîäñòàíîâêó îäíîãî âûðàæåíèÿ â äðó-ãîå â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé. Ñêàæåì, åñëè f(x) = x3 + 3x, g(x) = |x− 1|+ x2, òî
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = |x3 + 3x− 1|+ (x3 + 3x)2.4
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�èñ. 5.Îáðàòèì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òîò �àêò, ÷òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé f è g îáîçíà÷àåòñÿèìåííî g◦f , à íå f ◦g. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, â êàêîì ïîðÿäêå ìû ïðèìåíÿåì îòîáðàæåíèÿ ê êàæäîìóêîíêðåòíîìó ýëåìåíòó. Èìåííî, åñëè íàñ èíòåðåñóåò îáðàç ýëåìåíòà x, òî ñíà÷àëà ìû ïðèìåíÿåìê íåìó îòîáðàæåíèå f , à ïîòîì ê ïîëó÷åííîìó f(x) ïðèìåíÿåì îòîáðàæåíèå g è ïîëó÷àåì g(f(x)).Îïðåäåëåíèå 13. Îòîáðàæåíèå f : X → X íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì, åñëè f(x) = x äëÿëþáîãî x ∈ X . Îáîçíà÷åíèå: idX .Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ìíîæå-ñòâîì, íà êîòîðîì îíî äåéñòâóåò. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êàðòèíîê òîæäåñòâåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñòðå-ëî÷êè ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó (åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ñëåâà è ñïðàâà ðàñïîëîæåíû â îäíîìïîðÿäêå). Êîìïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f ñ òîæäåñòâåííûì áóäåò ðàâíà îòîáðàæåíèþ f .Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå f : X → Y . Îòîáðàæåíèå g : Y → X íàçûâàåòñÿîáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ f (îáîçíà÷åíèå: g = f−1), åñëè îòîáðàæåíèÿ g ◦ f è f ◦ g òîæäåñòâåííû(g◦f = idX è f◦g = idY ). Îòîáðàæåíèå f , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåòñÿîáðàòèìûì.Çäåñü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñèìâîë f−1 (â êîìáèíàöèè ñ ðàçíûìè äðóãèìè çíàêàìè) îçíà÷àåòäîâîëüíî ðàçíûå ïî ñóòè âåùè. Òàê, f−1 � îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì äëÿ îòîáðàæåíèÿ f .Äàëåå, åñëè B ⊂ Y , òî f−1(B) � ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X , îáðàçêîòîðûõ ëåæèò â B. Íàêîíåö, åñëè y ∈ Y , òî âûðàæåíèå f−1(y) çàðåçåðâèðîâàíî ñðàçó äëÿ äâóõïîíÿòèé: ïîëíîãî ïðîîáðàçà ýëåìåíòà y (ýòî òîæå ìíîæåñòâî) è çíà÷åíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿíà ýëåìåíòå y (òî åñòü îáðàçà ýëåìåíòà y ïðè îòîáðàæåíèè f−1, åñëè îíî, êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò),êîòîðîå ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X .Óòâåðæäåíèå 4. Îòîáðàæåíèå îáðàòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âçàèìíî îäíî-çíà÷íî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, îòîáðàæåíèå f : X → Y îáðàòèìî, òî åñòü ñóùåñòâóåò îòîá-ðàæåíèå g : Y → X òàêîå, ÷òî g ◦ f = idX è f ◦ g = idY . Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f âçàèì-íî îäíîçíà÷íî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y èìååòáîëåå îäíîãî ïðîîáðàçà èëè íå èìååò ïðîîáðàçîâ âîâñå, òî åñòü íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1) èëèóñëîâèå (2). Åñëè íåâåðíî óñëîâèå (1), òî ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå x1 è x2 èç ìíîæåñòâà X , ÷òî
f(x1) 6= f(x2). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîæäåñòâåííîñòè îòîáðàæåíèÿ g◦f , ïîñêîëüêó èíà÷å ïîëó÷àåòñÿ,÷òî x1 = g(f(x1)) = g(f(x2)) = x2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Åñëè æå íåâåðíî óñëîâèå (2),òî ñóùåñòâóåò y ∈ Y , ó êîòîðîãî íåò íè îäíîãî ïðîîáðàçà. Îäíàêî òîãäà îòîáðàæåíèå f ◦ g íå ìî-æåò áûòü òîæäåñòâåííûì, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ f(g(y)) 6= y. Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå îáðàòèìî, òî îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî.Ïóñòü òåïåðü îòîáðàæåíèå f : X → Y âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü åãî îáðà-òèìîñòü, äîñòàòî÷íî ÿâíûì îáðàçîì ïðåäúÿâèòü îòîáðàæåíèå g : Y → X , äëÿ êîòîðîãî êîìïîçèöèè
g ◦ f è f ◦ g áóäóò òîæäåñòâåííûìè. Ýòî îòîáðàæåíèå ìû ïîñòðîèì ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâè-ëó: ýëåìåíò x ∈ X áóäåò îáðàçîì ýëåìåíòà y ∈ Y â òîì ñëó÷àå, êîãäà f(x) = y. Ïîñêîëüêó ïðèîòîáðàæåíèè f êàæäûé ýëåìåíò èìååò ðîâíî îäèí ïðîîáðàç, çàäàííîå óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîìîòîáðàæåíèå g îïðåäåëåíî êîððåêòíî (òî åñòü êàæäîìó ýëåìåíòó y ∈ Y ñîïîñòàâëåí ðîâíî îäèíýëåìåíò x ∈ X). À òîò �àêò, ÷òî êîìïîçèöèè g ◦ f è f ◦ g ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè, âûòåêàåò èçïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ g. Ñëåäîâàòåëüíî, g = f−1 (g ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê f), è f îáðàòèìî. �5


