
Ëåêöèè 19.08.2012Ëèêáåç � 3. Ëîãàðè�ìû.1. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ñòåïåíåéÏîíÿòèå ëîãàðè�ìà, ñ êîòîðûì ìû ñåãîäíÿ ïîçíàêîìèìñÿ (è ïîíèìàíèå êîòîðîãî áóäåò îñíîâ-íîé öåëüþ íàøåé ëåêöèè), ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê ïîíÿòèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Ïîýòîìóíà÷í¼ì ìû ñ òîãî, ÷òî âñïîìíèì, êàê âîçâîäèòü ÷èñëà â ðàçëè÷íûå ñòåïåíè, è êàêèìè ñâîéñòâàìèýòà ïðîöåäóðà îáëàäàåò.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a ∈ R, n ∈ N. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ an = a · a · . . . · a
︸ ︷︷ ︸

n ðàç .Îïðåäåëåíèå 1 äëÿ íàñ � áàçîâîå, åãî îñìûñëåííîñòü íå ïîäâåðãàåòñÿ ñîìíåíèþ, ïîñêîëüêóâîçâîäèòü ÷èñëà â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü íàñ íàó÷èëè â äåòñòâå, è ïîä÷àñ ìû äàæå ïðåäñòàâèòü ñåáåíå ìîæåì, êàê ìîæåò áûòü èíà÷å. Âñå ïîñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ áóäóò íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîìâûòåêàòü èç íåãî è îáíàðóæèâàþùèõñÿ åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ ñòåïåíè. Ñâîéñòâà ýòè ëåãêî ïðîâå-ðÿþòñÿ äëÿ íàòóðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé, ïîýòîìó ìû îñòàâèì èõ äîêàçàòåëüñòâî ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâåíåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ. Äëÿ äðóãèõ æå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè (öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëü-íûõ) îïðåäåëåíèÿ ñïåöèàëüíî áóäóò ââîäèòüñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòè ñâîéñòâà àâòîìàòè÷åñêèâûïîëíÿëèñü. Òåì íå ìåíåå, â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå óáåäèòüñÿ â èõ ñïðàâåäëèâîñòè ÷èòàòåëþ,ðàíåå ñ íèìè çíàêîìîìó ëèøü ïîâåðõíîñòíî, áóäåò íå ëèøíèì.Ñâîéñòâî 1. am+n = am · an.Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì íàó÷èòüñÿ âîçâîäèòü ÷èñëà â îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè. Íàïðèìåð, íàìíàäî âû÷èñëèòü a−10. Ïîñêîëüêó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî 1, ñïðàâåäëèâûì îêàæåòñÿ, ñêàæåì,ðàâåíñòâî a−10 · a20 = a−10+20 = a10. Ñëåäîâàòåëüíî, a−10 = 1/a10. Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ öåëûõñòåïåíåé îïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü òàêèì.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü a ∈ R \ {0}, n ∈ Z, n 6 0. Ïîëîæèì a0 = 1; an =
1

a−n
, åñëè n < 0.Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íîëü ìû íå ìîæåì âîçâîäèòü â íåïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü. Â ÷àñòíîñòè,íå îïðåäåëåíî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 00. Ýòî âûòåêàåò èç ïðàâèëà, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ çíàêîìîéñ äåòñòâà �ðàçîé ¾Íà íîëü äåëèòü íåëüçÿ!¿Ñâîéñòâî 2. (am)n = amn.Ñâîéñòâî 2 ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç îïðåäåëåíèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì.À èç íåãî âûòåêàåò, êàê ìû äîëæíû îáðàùàòüñÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè ñòåïåíÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü,íàïðèìåð, ìû õîòèì âû÷èñëèòü a3/10. Ïîñêîëüêó (a3/10)10 = a(3/10)·10 = a3, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî �îðìóëàäîëæíà áûòü ñëåäóþùåé: a3/10 = 10

√
a3.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü a > 0, m ∈ Z, n ∈ N. Ïîëîæèì am/n = n

√
am.Âîçâîäèòü â ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì ïî îïðåäåëåíèþ ìîæíî òîëüêî ïîëîæèòåëü-íûå ÷èñëà. Ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåëîãè÷íûì, òàê êàê åñëè ÷èñëî m � íå÷¼òíîå, òî èçâëå÷ü êî-ðåíü m-îé ñòåïåíè ìîæíî è èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà õî÷åòñÿ ðàáîòàòüñî âñåìè ðàöèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè åäèíîîáðàçíî, òàêîå îãðàíè÷åíèå âûãëÿäèò âåñüìà ðàçóì-íûì. È ïðàâäà, áûëî áû ñòðàííûì, åñëè áû ìû îäíè è òå æå ÷èñëà â ñòåïåíü 1/3 âîçâåñòè ìîãëè áû,à â ñòåïåíü 2/6 � íåò. È åù¼ áîëåå ñòðàííûì áûëî áû ïðè âîçâåäåíèè â ýòè äâå (ïî ñóòè îäèíàêîâûå)ñòåïåíè ïîëó÷èòü ðàçíûé ðåçóëüòàò. À èìåííî òàê è ïîëó÷èòñÿ, åñëè òóïî ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèå 3:èìååì (−1)1/3 = 3

√
−1 = −1, â òî âðåìÿ êàê (−1)2/6 = 6

√

(−1)2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñ÷èòàåì ïîîïðåäåëåíèþ, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (−1)1/3 íå îïðåäåëåíî, â òî âðåìÿ êàê 3
√
−1 = −1.Ïðåæäå, ÷åì ñêàçàòü ÷òî-ëèáî ïðî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñ ïðîèçâîëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ïî-êàçàòåëåì, îòìåòèì åù¼ òðè âàæíûõ ñâîéñòâà ñòåïåíåé.Ñâîéñòâî 3. (ab)n = an · bn.Ñâîéñòâî 4. Ïóñòü m > n, a > 0. Òîãäà am > an ïðè a > 1 è am < an ïðè a < 1.1



Ëåêöèè 19.08.2012Ñâîéñòâî 5. Ïóñòü a > b > 0. Òîãäà an > bn ïðè n > 0 è an < bn ïðè n < 0.Ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì â ðàìêàõ äàííîãîêóðñà ìû íå äàäèì. Äëÿ ýòîãî íàì áû ïðèøëîñü êîïàòüñÿ â îñíîâàõ ñàìîãî ïîíÿòèÿ äåéñòâèòåëüíîãî÷èñëà, ÷òî, áåçóñëîâíî, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ, íî óâåëî áû íàñ ñëèøêîì äàëåêî. Äëÿ íàøèõæå öåëåé äîñòàòî÷íî ïîíèìàòü â öåëîì, êàê óñòðîåíà æèçíü, íå âäàâàÿñü â óìîïîìðà÷èòåëüíûåïîäðîáíîñòè, íàä êîòîðûìè ëîìàëè ãîëîâû ëó÷øèå ìàòåìàòèêè XIX-ãî âåêà. Ýòî íàì ïîçâîëÿåòñäåëàòü ñâîéñòâî 4.Êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, âîçìîæíî,áåñêîíå÷íîé. Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, áóäó÷è ïðåäñòàâëåíî â òàêîì âèäå, îêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè-÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ. Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì âîçâåñòè ÷èñëî a > 1 â ñòåïåíü r ∈ R. Òîãäàñîãëàñíî ñâîéñòâó 4 äëÿ ëþáûõ ÷èñåë q1 è q2 òàêèõ, ÷òî q1 < r < q2, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà
aq1 < ar < aq2 . Â ÷àñòíîñòè, îíè äîëæíû èìåòü ìåñòî äëÿ ðàöèîíàëüíûõ q1 è q2, à äëÿ íèõ ìû óæåçíàåì, êàê óñòðîåíà ñòåïåíü. Ïîäáèðàÿ ÷èñëà q1 è q2 äîñòàòî÷íî áëèçêî ê r, ìû ìîæåì âû÷èñëèòüçíà÷åíèå ar ñêîëü óãîäíî òî÷íî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû áóäåì äåéñòâîâàòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà
0 < a < 1 (òîëüêî çíàê íåðàâåíñòâ áóäåò äðóãèì). Íó, è, êîíå÷íî, 1r = 1 âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî,êàêîå r ìû áåð¼ì.2. Ñâîéñòâà �óíêöèéÍàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü M ⊂ R. Îòîáðàæåíèå f : M → R íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé íà ìíîæå-ñòâå M . Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ D(f). Ìíîæå-ñòâî f(M) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé �óíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ E(f).Âîîáùå ãîâîðÿ, çäåñü ìû îïðåäåëèëè äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå �óíêöèè, òî åñòü �óíêöèè, ìíî-æåñòâî çíà÷åíèé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü òàêæå �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â äðóãèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ, íàïðèìåð, êîìïëåêñíî-çíà÷íûå. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè.Îïðåäåëåíèå 5. �ðà�èêîì �óíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Γ(f) ⊂ D(f)× R, ñîñòîÿùåå èçâñåõ ïàð âèäà (x, f(x)), ãäå x ∈ D(f).Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå òèïû äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ �óíêöèé.

• Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ∃C ∈ R ∀ x ∈ D(f) : |f(x)| < C.�ðà�èê îãðàíè÷åííîé �óíêöèè öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ïîëîñå {(x, y) | −C < y < C}.
• Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, åñëè äëÿ äþáûõ äâóõ x1, x2 ∈ D(f) èçóñëîâèÿ x1 < x2 ñëåäóåò, ÷òî f(x1) < f(x2). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþ-ùàÿ (f(x1) > f(x2)), ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ (f(x1) 6 f(x2)) è ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ(f(x1) > f(x2)) �óíêöèè. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿèëè ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ, è ñòðîãî ìîíîòîííîé, åñëè îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ èëèìîíîòîííî óáûâàþùàÿ.
• Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ÷¼òíîé (íå÷¼òíîé), åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f ñèììåòðè÷íàîòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (òî åñòü ∀ x ∈ D(f) : −x ∈ D(f)), à òàêæå äëÿ âñåõ x ∈ D(f)âûïîëíÿåòñÿ f(−x) = f(x) (f(−x) = −f(x)).�ðà�èê ëþáîé ÷¼òíîé �óíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, à ãðà�èê ëþáîé íå÷¼ò-íîé �óíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
• Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D(f)ïðè êàæäîì n ∈ Z âûïîëíåíî (x+ nT ) ∈ D(f), ïðè÷�åì f(x+ nT ) = f(x). ×èñëî T íàçûâàåòñÿïåðèîäîì �óíêöèè f .�ðà�èê ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè ñàìîñîâìåùàåòñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå x 7→ (x+ T ).2
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• Ôóíêöèè f è g íàçûâàþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè, åñëè D(f) = E(g), D(g) = E(f), à òàêæå
g(f(xf)) = xf è f(g(xg)) = xg äëÿ âñåõ xf ∈ D(f), xg ∈ D(g). Ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îáðàòíóþ,íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé.

• Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåçàìûñëîâàòîå óñëîâèå:
∀ x0 ∈ D(f) ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D(f), |x− x0| < δ : |f(x)− f(x0)| < ε.Íåïðåðûâíûå �óíêöèè ïîêà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê òàêèå �óíêöèè, ãðà�èê êîòîðûõìîæíî íàðèñîâàòü, íå îòðûâàÿ ðó÷êè îò áóìàãè.

O X

Y

y = x

A(x0, y0)

B(y0, x0)

�èñ. 1.

Îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà îáðàòèìûå �óíêöèè è îáðàòíûåê íèì. Äîêàæåì ïàðî÷êó ïîëåçíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ïðèãîäÿòñÿ íàìâ áëèæàéøåì áóäóùåì.Óòâåðæäåíèå 1. �ðà�èêè Γ(f) è Γ(g) âçàèìíî îáðàòíûõ �óíê-öèé f è g ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (x0, y0) ∈ Γ(f). Äîêàæåì,÷òî â ýòîì ñëó÷àå (y0, x0) ∈ Γ(g). Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ãðà�èêà(Γ(f) = {(x, f(x)) | x ∈ D(f)}) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî y0 = f(x0). Ñëå-äîâàòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ âçàèìíî îáðàòíûõ �óíêöèé (D(g) = E(f))èìååì y0 ∈ D(g), à çíà÷èò, (y0, g(y0)) ∈ Γ(g). Íî g(y0) = g(f(x0)) = x0.Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè (x0, y0) è (y0, x0) ñèììåòðè÷íû îò-íîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Íî ýòî î÷åâèäíî (äåéñòâèòåëüíî, ñì. ðèñ. 1:
△OAX = △OBY ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, à çíà÷èò, òðå-óãîëüíèê OAB ðàâíîáåäðåííûé è y = x � áèññåêòðèñà óãëà AOB). �Óòâåðæäåíèå 2. Âñÿêàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ îáðàòèìà, ïðè÷¼ì îáðàòíàÿ ê âîçðàñ-òàþùåé (óáûâàþùåé) �óíêöèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) �óíêöèåé.Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ñàìîì äåëå äîêàçûâàòü çäåñü îñîáåííî íå÷åãî. �ëàâíîå � íàäî âñïîì-íèòü, ÷òî ïîíÿòèå �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ. À äëÿ ïðîèçâîëüíîãîîòîáðàæåíèÿ, êàê ìû çíàåì èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: îòîáðàæå-íèå îáðàòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íîïðîâåðèòü, ÷òî åñëè f � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ, òî îòîáðàæåíèå f : D(f) → E(f) âçàèìíîîäíîçíà÷íî, òî åñòü ÷òî ëþáîé ýëåìåíò y ∈ E(f) èìååò ðîâíî îäèí ïðîîáðàç. Òî, ÷òî õîòÿ áû îäèíïðîîáðàç åñòü, ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé E(f). À åãî åäèíñòâåííîñòü âûòåêàåò èçìîíîòîííîñòè �óíêöèè f .Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ íå ìåíåå ïðîñòà. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè �óíêöèÿ f ìîíîòîííîâîçðàñòàåò, g � îáðàòíàÿ ê f �óíêöèÿ. Òîãäà åñëè y1, y2 ∈ D(g) = E(f), ïðè÷¼ì y1 < y2, òî íàéäóòñÿòàêèå x1, x2 ∈ D(f) = E(g), ÷òî y1 = f(x1), y2 = f(x2) è x1 < x2. Îäíàêî, x1 = g(y1) è x2 = g(y2),îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî g(y1) < g(y2). Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ g ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. �3. Ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèèÏåðåéä¼ì, íàêîíåö, ê îñíîâíîé öåëè íàøåé ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè � îïðåäåëåíèþ è ñâîéñòâàìëîãàðè�ìîâ.Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ f : R → R, çàäàííàÿ �îðìóëîé f(x) = ax, ãäå a > 0, íàçûâàåòñÿïîêàçàòåëüíîé �óíêöèåé ñ îñíîâàíèåì a.Êàê âèäíî èç ñâîéñòâà 4 äëÿ ñòåïåíåé, ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ âñåãäà ìîíîòîííà, íî õàðàêòåðìîíîòîííîñòè å¼ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì â çàâèñèìîñòè îò îñíîâàíèÿ a. Òàê, åñëè a > 1, òî ïîêàçà-òåëüíàÿ �óíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Åñëè æå 0 < a < 1, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé�óíêöèåé. Îñîáíÿêîì ñòîèò ñëó÷àé a = 1: ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ñ òàêèì îñíîâàíèåì íåèçìåííà,òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå (â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ) ïîêàçà-òåëüíàÿ �óíêöèÿ íåîáðàòèìà. 3



Ëåêöèè 19.08.2012�ðà�èêè ïîêàçàòåëüíûõ �óíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè îñíîâàíèÿìè (a = 2, a = 1 è a = 1/2) ïðåäñòàâ-ëåíû íà ðèñ. 2. Íà ýòèõ èëëþñòðàöèÿõ õîðîøî âèäíî åù¼ îäíî ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè: å¼ãðà�èê âñåãäà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0, 1). Îíî è ïîíÿòíî, êàêîå ÷èñëî â íóëåâóþ ñòåïåíü íè âîçâîäè,âñ¼ ðàâíî ïîëó÷èòñÿ åäèíèöà.
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�èñ. 2.Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè ñ îñíîâàíèåì a, ãäå a 6= 1, íà-çûâàåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèåé ñ îñíîâàíèåì a. Çíà÷åíèå ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè â òî÷êå xíàçûâàåòñÿ ëîãàðè�ìîì ÷èñëà x ïî îñíîâàíèþ a è îáîçíà÷àåòñÿ loga x.Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 7 è ñâîéñòâ îáðàòíûõ �óíêöèé, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé�óíêöèè åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ loga x êîð-ðåêòíî îïðåäåëåíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x > 0 (à òàêæå a > 0 è a 6= 1). Ïîíèìàòü åãî íóæíîñëåäóþùèì îáðàçîì: loga x � ýòî òàêîå ÷èñëî, â êîòîðîå íóæíî âîçâåñòè a, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü x.Íàïðèìåð, log2 4 = 2, log81 3 = 1/4, log25(1/625) = −2, log1/4 2 = −1/2.Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìîíîòîííà, ïðè÷¼ì, êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2, õàðàêòåð å¼ìîíîòîííîñòè ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò îñíîâàíèÿ a. Åñëè a > 1, òî ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Åñëè æå 0 < a < 1, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé �óíêöèåé. Ñîîò-âåòñòâóþùèå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.
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�èñ. 3.

Ëîãàðè�ìû îáëàäàþò ñëå-äóþùèìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè.Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü÷èñëà a, b, x, y ïîëîæèòåëüíû,ïðè÷¼ì a 6= 1, b 6= 1, c 6= 0. Òîãäà:1) loga(xy) = loga x+ loga y;2) loga xy = loga x− loga y;3) loga xd = d loga x;4) logac x =
1

c
loga x;5) loga b · logb a = 1;6) loga x =

logb x

logb a
;7) xlog

a
y = yloga x.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì íà ïðèìåðå ñâîéñòâà 1), êàê äîêàçûâàþòñÿ âñå ýòè ñâîéñòâà. Çà-ìåòèì, ÷òî åñëè âîçâåñòè ÷èñëî a â ñòåïåíü loga(xy), òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷èòñÿ xy. Ñ äðóãîéñòîðîíû, aloga x+log

a
y = aloga x · aloga y = xy. Ïîëó÷èëîñü îäíî è òî æå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêóïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ñ îñíîâàíèåì a 6= 1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé �óíêöèåé, òî ðàçíûì å¼çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî loga(xy) = loga x+loga y.Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ è äðóãèå ñâîéñòâà ëîãàðè�ìà. �4


