EAT1 - Outils Mathématiques Année 2014-2015
Examen (Corrigé)

Durée 2 heures

Seuls les documents de cours sont autorisés. Les sujets de TD, et leurs corrigés,
ne sont pas autorisés, tout comme ne le sont pas les calculettes, les calcula-
trices scientifiques, les ordinateurs et les téléphones portables. Le niveau de
rigueur attendu est identique a celui des corrections des TD et des preuves
vues en cours.
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Exercice 1
1. Soit la fonction f définie par f(z) = R(2)?+2iR(2)I(2) —3(2)? —3R(2) — 313 (2) +4.
Montrer que f est une fonction entiére.
2. Pour z € C, posons z = z+1y, x,y € R. Déterminer toutes les fonctions holomorphes
g pour lesquelles R(g(2)) = 2% —y? =3z +4 et g(x) =2 — 3z +4 (z € R).

Solution 1
1. Il suffit de montrer que f est holomorphe dans C tout entier. Il est clair que f est
différentiable (comme polynéme en deux variables réelles z = R(z) et y = J(2))
sur C. D’aprés le Chapitre 1 du cours il suffit donc de montrer que sa différentielle

0 0
est C-linéaire. Ce qui est équivalent a 1’égalité —f(z) = z—f(z) pour tout nombre

oy ox
: of : 0 . .
complexe z. Or il se trouve que 8_(Z) = 2+ 2iy—3 alors que 3—(2) = 2ix—2y—3i.
T Y
L’égalité précédente est donc vérifiée.

2. Posons P(z +iy) = 2> —y*> — 3z + 4. On a AP = 0, donc P est une fonction
harmonique. Elle est donc, au moins localement, la partie réelle d’une fonction
holomorphe f = P+1i@Q). Les conditions de Cauchy-Riemann conduisent au systéme

suivant 90 5P
a—(z) = %(z) = 2r—3
e
ox B oy 4

De la deuxiéme équation on trouve que Q(z) = 2yz + ¢(y) ou ¢ est une fonction
dérivable. On a donc (d’aprés la premiére équation) 2z — 3 = 2z + ¢'(y) de sorte que
¢'(y) = —3 soit encore ¢(y) = —3y + ¢, ol ¢ est une constante complexe, et donc
Q(z) = 2yx — 3y +c. On obtient finalement g(z) = x? —y? — 3 + 4+ 2izy — iy + ic.
Enfin doit avoir 22 — 3z +4 +ic = g(z +10) = 2> — 3z + 4. Donc c =0, et il n’y a
qu’une seule solution a savoir f(z) = x? — y* — 3z + 4 + 2izy — 3iy.



Exercice 2 1
Soit la fonction f(z) = exp(—logz) ot n > 1 et log désigne la détermination principale
n

du logarithme complexe.
1. Montrer que f est holomorphe (préciser son domaine d’holomorphie).

2. Déterminer de deux fagons (un peu) différentes la dérivée de f (exprimée comme
fonction de f).
1
3. Déterminer le développement en série entiére de f(z) = — au voisinage de a # 0.
z
Solution 2

1. log est holomorphe dans le plan fendu P, alors que exp est entiére, donc d’apres la
composition des fonctions holomorphes, f est holomorphe dans P également.

2. (a) On avu en cours que exp(nz) = exp(z) - - - exp(z) = exp(z)" pour tout nombre
naturel non nul n. Il en résulte par conséquent que (f(2))" = exp(logz) = z
pour tout z € P. Par dérivation, cela donne nf’(z)(f(z))" ' = 1 et donc

1
f'(z) = —————— (rappelons ici que f ne s’annule jamais car exp ne s’annule
&) = iy
jamais).
1 o , 11
(b) De f(z) = exp(—log z) on en déduit que f'(z) = — exp(—log z). Or pour tout
n nz n
1 n
z € P,z = exp(logz) = <exp(—log z)) = f(2)™. En conséquence de quoi
n
1 1
f(z) = f(2) = —
n(f(z))" n(f(z)) 1
1
3. On a f(z) = ¢'(z) pour g(z) = ——. Pour a # 0, on a
z
( ) 1 1 1 1
)= —= = — .
g z —a—z4+a —a(l+=2)  —a(l-%2)
—+oc0o
. ) I (a—2)"
En supposant que |a — z| < |al, il en résulte que g(z) = —— -~ On
a am

n=0
obtient donc un développement de f en intégrant terme a terme celui de g, soit

f(z)zzwzz(a_—z)m'

n 4+ 1)ant! ma™
n=0 ( )



Exercice 3
1. Déterminer la valeur de I'intégrale

in(2z2 + 3 1
/SID(Z+Z+)dz
0!

Z— T

ot v parcourt une fois dans le sens indirect le cercle de centre 7 et de rayon 1.

2. Déterminer la valeur de l'intégrale

/ e % cos(z) doi=12
7

(z—10)(z2+1)
ou
1
(a) v parcourt une fois dans le sens direct le cercle de centre i et de rayon 3

(b) 2 parcourt une fois dans le sens direct le carré C' dont les cotés sont les segments
0;2], 331 +49)], [£: (1 +4)], [0;4]. (Etant donnés deux nombres complexes
distincts z1, 2o, on définit le segment [21; z5] par { (1 — )z +tzy: t € [0,1] }.)

3. Calculer
/ —,1=1,2

pour 7; parcourant une fois dans le sens direct le cercle de rayon 1 centré en 2, et
~9 parcourant une fois dans le sens direct le cercle unité.

Solution 3
1. La fonction g(z) = sin(2z? + 3z + 1) est une fonction entiére. En appliquant la
1 / sin(2z% + 3z + 1)d
<,

formule de Cauchy pour un disque, on obtient g(7) = Erm
i

z—m
sin(22% 4+ 3z + 1)

de sorte que / dz = —2imsin(27® + 37 + 1).

2. On a f(2) = (Ze__z;j;(s;? o)
e % cos(2)

(a) La fonction g(z) = est holomorphe dans le disque centré en ¢ et de

( i)
1 —i _ 1 f(w) _
rayon o. On adonc i (2i(cos(i) + sin(i)) + cos(i)) = ¢'(i) = /1 (—,du =

2im u—1)?
= e cos(z ) dz. Donc (par la seconde formule de Cauchy) / e cos(2)
2ir J, =i+ D) P V] EmaE T
e’

(2i(cos(i) + sin(i)) + cos(i)).

e % cos(z)
(z—1i)(z2+1)
C\ {=£i}. Comme C est un compact & bord régulier, et que AC, dans le sens
direct, est, par hypothése, donné par 75, la premiére formule de Cauchy donne

/7 Sz =

3. (a) La fonction % admet dans le plan fendu P la fonction holomorphe log z comme
primitive. Or le cercle centré en 2 et de rayon 1 est inclus dans le plan fendu.

(b) La fonction f(z) = est holomorphe dans C \ {#i} et C C

dz
Donc / — =0 (puisque v; est un circuit).
z

3

dz =



(b) Par invariance a la parametrlsatlon on peut choisir 1(t) = e*™ t € [0,1]. On

d 2z7rt
a donc / - / 2@7rdt = 7.




Exercice 4
Calculer

/27r dg
o 24 cosf’
(Rappelons que /3 =~ 1,7305.)

Solution 4
Soit R(z,y) = S Le dénominateur 24z ne s’annule en aucun point du cercle unité. On
x

peut donc appliquer directement la méthode vue en cours (chapitre 3) : on définit, pour z #

1 _z+zt z2—271 1 1 11 2 1
»alors f(z) = ZR(——— =) izog sl gzttt (2 44zt 1)
2 1 _
. Les singularités de f dans D(0;1) sont 0 et —2 + /3. Mais

i(z+2+V3)(z+2—V3)

2 1
0 est une fausse singularité (puisque f(z) =

i(z+2+3) (2 +2—V3)

droite est holomorphe en 0). On a donc au final

et le membre de

/%L = 2inRes(f, V3 —2)
o 2+4cosh ’ '

I est clair que —24+/3 est un pole simple. Il en résulte que Res(f, v/3—2) = lim, | 5 ,(2+

2 —3)f(z) = % Donc
/27r do _2_7T
o 2+cosf /3



Exercice 5
1. Calculer la transformée de Laplace de t cos(wt)U(t).

2. Déterminer la transformée de Laplace inverse de

22

Solution 5

1. Posons f(t) = cos(wt)U(t). On a L(f)(z) = P La régle de dérivation de la
22 9.2
transformée de Laplace donne alors L(tf(t))(z) = —L(f)(z) = _rtw -

(224 w?)?
22— w?
(22 + w?)?
241-1 21 1
2. Nous avons F(z) = Z(Z;:_ 72 = (; 1P + EFE D’aprés la premiére ques-
2 _
tion, (ZQTl)Q est la transformée de Laplace de ¢ cos(t). Il reste donc & déterminer la
z
1
transformée de Laplace inverse de m On remarque que la dérivée de o
—2z . 1 :
est ErE Donc i) =5 L(sin(t)U(t)) (z) = Zﬁ(t sin(t)U(t))(z) (par

la régle de dérivation de la transformée de Laplace), soit encore L(¢sin(t)U(t))(z) =
2
m. Or tsin(t)U(t) est la dérivée de la fonction h(t) = (—t cos(t) + sin(t))U (¢)
qui satisfait lim; ,o+ A(t) = 0. On a donc (par la régle de la transformée de Laplace
d’une dérivée) L(tsin(t)U(t))(z) = L(W)(z) = zL(h)(z) — h(0T) = 2L(h)(z). Il en
1

résulte donc que est la transformée de Laplace de $h(t) = (—itcos(t) +

+sin(t))U(t). En conclusion, la transformée de Laplace inverse de F est donc (¢ cos(t)—

Ttcos(t) + Ssin(t))U(t) = %L{(t) (tcos(t) + sin(t)).



Exercice 6
Calculer les intégrales

+oo o3
/ sin x I
o L+ 22

+o0o
/ cos T .
o 422

(Utiliser la formule d’inversion de la transformée de Fourier.)

et

Solution 6
La fonction f(z) = el admet

pour transformée de Fourier. Comme f est de

classe C'! par morceaux et, bien entendu, est absolument intégrable, on peut appliquer la
formule d’inversion de la transformée de Fourier, laquelle donne

1 [T 2

- 1 1emdw = f(t)

(la fonction f est bien sir continue sur R tout entier). Remarquons ici que l'intégrale
converge au sens des intégrales impropres de Riemann. Cela donne encore

+o0 +o0 ; +o0o :
(1) = l/ 1 it g — 1/ cos(wt) o+ i/ sm(wt)dw

w?2+1 T 14+ w? T 14+w?2

—00 [e.9] [e. 9]

Pourt=1,0na

+o0 ; +oo 3
| — 1 l/ cos(w) o + l/ sin(w) o

e ) o 1+w? T) o 14+w?

On en déduit donc que

et que




Exercice 7
Détermer la suite x dont la transformée en Z est la fonction

1
z) = 22—-32-10
Solution 7 N1
Posons g(z) = 2" 1 f(z) = (Z_z)w Cette fonction posséde un pole simple en 0

quand n = 0, mais pas pour n > 1. Ainsi les cas n = 0 et n > 1 doivent étre considérés
1 1

. Puis Res(g,0) = lim,_.g29(2) = ——,
2(z—5)(2+2) (9.0) —029(2) = =15

1 1
Res(g,5) = lim,_,5(z —5)g(z) = 3 et Res(g, —2) =lim,, 2(2+2)g(z) = 7 Donc xy =
1 1 1
T + 35 + = 0. Pour n > 1, g(z) n’admet que deux poles simples en 5 et en —2. On
57171 (_2)7171

a Res(g,5) = lim,_,5(z — 5)g(2) —7

séparément. Pour n = 0, g(z) =

et Res(g, —2) = lim,—,_o(z + 2)g(2) =

1
Donc z,, = ?(5"*1 —(=2)"!) pour n > 1.



