Université Paris 9 Dauphine - LAMSADE - UFR SO

Approximation polynomiale : optima
locaux et rapport différentiel

Theése présentée par

Sophie Toulouse

pour 'obtention du titre de

Docteur en Informatique

de I"Université Paris 9 Dauphine,

Place du Maréchal de Lattre de Tassigny, 75775 Paris cedex 16,

a Paris, le 27 juin 2001,

devant le Jury constitué de

Vangelis Paschos Directeur de thése

Giorgio Ausiello Rapporteur

Wenceslas Fernandez de la Vega Rapporteur

Cristina Bazgan Suffragant
Jéréme Monnot Suffragant
Jean-Xavier Rampon Président du jury

Numéro attribué par la bibliothéque




L’université n’entend donner aucune approbation ni improbation auz opinions émises
dans cette thése : ces opinions doivent étre considérées comme propres & leur auteur.



i



A Hubert

iii



v



Sommaire

Remerciements

Résumés

1 Introduction

2 Préliminaires

21

2.2

2.3

24

2.5

2.6

Les problémes . . . . . . . . . ..
2.1.1 Qu’est-ce qu’un probléme de NPO? . ... ... ... ... ......
2.1.2 Définitions indispensables . . . . .. ... .. Lo L oL
Leur résolution . . . . . . . . . L
2.2.1 La mission de 'approximation polynomiale . .. ... ... ......
222 Sonarme . . ... e e
Leur évaluation . . . . . . . . .. Lo

2.3.1 Fer de lance de "approximation polynomiale: le rapport classique . . .

2.3.2  Une alternative: le rapport différentiel . . . . . . .. .. ... ... ..
2.3.3 Llerreur . . . . ..
Degrés d’approximation . . . . . . . . . oL oo
2.4.1 Approximation & rapport constant ro . . . . ... ... L.
2.4.2 Approximation a 7, r aussi proche de 1 quel'on veut . . . . ... ...
Définition logique . . . . . . . ..
251 Max NPy . . .« o e e
2.5.2 Max SNPy . . . . . . e e e
2.5.3 Logique et approximation . . . . .. ... ... 0o
Effets de classe . . . . . . . . L
2.6.1 Leprincipe deréduction . . . . . . . ...

x1

XV



2.6.2 Lanotion de complétude . . . . . . . ... Lo
2.6.3 Lafermeture . .. .. .. ... ...
2.7 Affinité entre problémes . . . . .. ... Lo

2.7.1 Reéductions continues . . . . . . . . . ... L.

2.7.2 Reéductions affines . . . . . . . ...

Optima locaux

Optimum local garanti

3.1 Quelques concepts . . . . . . ..
3.1.1 Qu’est-ce qu’un algorithme de recherche locale? . . . . . . . .. .. ..
3.1.2 Voisinages h-bornés . . . . . .. ... o o

3.2 Lesclasses GLO[R] . . . . . . . .. o i

3.3 Exemples simples pour voisinages 1-bornés . . . . . . ... ...

3.4 Limite des voisinages h-bornés . . . . . . . . . ... oo

3.5 Réductions préservant 'approximation locale . . . . ... ... ... .....
3.5.1 Préserver le voisinage . . . . . . .. ... Lo Lo
3.5.2 Laréduction dans GLO[R] . . . . . ... ... ...
3.5.3 Exemples . . .. . .. ..

3.6 Récapitulatif des résultats . . . . . . . .. .. ... oo

Quelques résultats

4.1 Des voisinages 1-bornés . . . . . . . ..o
4.1.1 Problémes de partitionnement héréditaire . . . . . .. . ... ... ..
4.1.2 Couverture d’'ensembles . . . . . .. ... L L 0oL

4.1.3 Ensemble minimum d’arétes retour . . . . . ... ...
4.1.4 Couplage maximum dans un hypergraphe . . .. .. ... ... ....
4.1.5 Les problémes d’ordonnancement . . . . . . ... .. ... 0L L.
4.2 Le voyageur de commerce et le voisinage 2 —opt . . . .. ... ...
4.3 Reésultatsnégatifs . . . . . . . ..
4.3.1 Satisfaisabilité maximum . . . . .. .. ...
4.3.2 Ensemble minimum de sommets retour . . . . ... ...

4.3.3 Lesac-a-dos . . . . . . . . . e

vi

35

37
37
37
40
43
44
47
48
49
55
56
58



441 GLOIR] et les classes d’approximation . . . . . . ... . ... ... .. 75
442 GLO[R] et les classes logiques . . . . . .. ... ... ... ... ... 78
443 Quelle unité dans tout ¢ca? . . . . . . .. ..o Lo 79
4.5 Récapitulatif desrésultats . . . . . . . . . . ... 80
Changeons ’angle de vue 83
5.1 La classe PLS des problémes de recherche locale . . . . ... ... .. .... 83
5.1.1 De la difficulté de détermination des optima locaux . . . . . . ... .. 84
5.1.2 Approximation des optima locaux . . . . . ... ... ... L. 88
5.2 Les problémes radiaux . . . . . . . . . ... e 89
5.2.1 Qu’est-cequeradial? . . . . . .. .. ... ... 90
5.2.2 Les problémes 7—radiaux . . . . .. ... L L o0 93
5.2.3 Une sous-famille remarquable . . . . . ... ... .. ... .. ..... 97
5.3 Conclusion. . . . . . . . e 101
Les problémes de satisfaisabilité et leurs optima locaux 103
6.1 Les problémes de satisfaisabilité entreeux . . . . . . .. ... . ... ... .. 103
6.1.1 Présentation. . . . . . . .. Lo e 103
6.1.2 Tousdanslemémesac . . . . . . . . . . o i sl 106
6.2 GLO et assoCiés . . . . . . .. i 108
6.2.1 Voisinages miroirs et la classe CGLO[R] . . . . . .. . ... ... ... 108
6.2.2 Optima altérés et GGLO[R] . . . . . . ... ... ... ... ... 110
6.2.3 Mixage ou CGGLO[R] . . . . . . . ... e 112
6.3 Déclinaison des problémes de satisfaisabilité maximum en GLO . . . .. . .. 113
6.3.1 Une opposition de plus entre rapports classique et différentiel . . . . . 113
6.3.2 MaxSatet CGLO . . . . . . . . . . 113
6.3.3 Mazxk—Satet GLO . . . . .. . ... 113
6.34 Mazxk —Satet CGLO . . . ... .. .. o 115
6.3.5 Mar NAEk—Satet GLO . .. ... ... ... .. .. ........ 116
6.3.6 Maxk—Satet GCGLO . ... ... ... ... ... ... ..... 118
6.4 Les problémes de satisfaction de contraintes conjonctives . . . . . . . . .. .. 119
6.4.1 Un probléme difficile . . . . . ... ... o oL 119
6.4.2 Versle 1/4 différentiel... . . . . ... ... .. L. o Lo L. 122

vii



II

6.4.3 Approximation a 1/3 . . . . . . ... L
6.5 Limites de 'approche GLO . . . . . . . . . . . . . .. ... .. ...
6.5.1 1/3, le meilleur de CGLO pour Max2 —-CCSP . ... ........
6.5.2 1/5, le meilleur espoir de CGLO[d] pour Max2 —-CCSP . ... ...
6.5.3 1/2, le meilleur de GLO pour Max NAE2—Sat . . . . ... .. ...
6.5.4 1/3, le meilleur espoir de GLO[d] pour Maxr NAE2 — Sat . . . . . ..
6.6 Récapitulatif desrésultats . . . . . . . .. .. ..o

Réductions dans GLO[§] et APX[J]

7.1 Danslesgraphes . . . . . . . . .
7.1.1 Régularisation pour la couverture d’ensembles . . . . . . . .. ... ..
7.1.2 Dépondération pour la couverture d’ensemble . . . . .. ... ... ..
7.1.3 Dépondération pour la couverture de sommets . . . .. ... ... ..
7.1.4 Autres problémes simples dans les graphes . . . . . . .. ... ... ..

7.2 Les problemes delogique . . . . . . .. . ... L L o
721 Autourde Min EQ . . . . . . . . ..
7.2.2 Autour de Max NAE Sat . . . . . . . ... ..
7.2.3 Denseoupasdense? . . . . . . ...

7.3 Conclusion . . . . . . . . e

Le probléme du voyageur de commerce

Le voyageur de commerce

8.1 Equivalences sous le rapport différentiel . . . .. . ... ... ... .. ....
81.1 Lecasmétrique . . . . . . . . ..o
81.2 Sesacolytes . . . . . . . ..
813 Lecasbivalué . . . . . . . . . .
814 Lecasgénéral . . . . . . . ..
8.1.5 Du TSP classique au T'SP différentiel . . . . .. ... ... ... ...

8.2 Résultats d’approximation . . . . . . . . .. ...
8.2.1 Approximation différentielle du cas général a 1/2 . . . . ... ... ..
8.2.2 Approximation des cas stricte et relaxé métriques . . . . . . .. . . ..

823 LeTSPaujourdhui . .. ... ... ... o

133
133
134
135
138
140
141
141
145
149
155

157



8.3 Récapitulatif des principaux résultats . . . . . . . .. .. ...

9 Jj—approximation du T'SPab a 3/4
9.1 Lalgorithme . . . . . . . . . .
9.1.1 Le 2-couplage initial . . . . . . . ... Lo oL
9.1.2 Préparation a la construction du tour . . ... .. ... ... ... ..
9.1.3 Lasolution approchée . . . . . . .. .. ... Lo
9.14 Evaluation de lasolution T . . . . . ..o v v i
9.1.5 Evaluation de l'optimum . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
9.1.6 Evaluation d'une pire solution . . . . . . . . ... .. .. ... .. ...
9.2 Imstance limite . . .. .. . . .. . L

10 Perspectives
A Guide des problémes rencontrés

B Guide des définitions
B.1 Lesfondements . . . . .. .. .. .
B.2 Lesclasses . . . . . . . . . e
B.2.1 Classes d’approximation . . . . . . . . .. . ... ...
B.2.2 C(lasses définies par la logique . . . . . . . . ... ... ...
B.2.3 C(lasses d’approximation locale . . . . . . . ... ... ... ......
B.3 Réductions . . . . . . .. . L
B.3.1 Propriétés remarquables . . . . . .. ..o oo
B.3.2 Réductions remarquables . . . . .. ... ... ... ... ...
B.4 Les principes locaux . . . . . .. . Lo

B.5 Problémes particuliers . . . . . . ..o

Bibliographie

1x

171
171
172
173
175
176
177
177
182

185

193

205
205
206
206
207
207
208
208
209
211
212

215






Remerciements

On a peu (on prend peu) loccasion de remercier les gens qui pourtant sont 1, partie
prenante de votre vie, les gens & qui on “maile” tous les jours, ceux qu’on a au téléphone
chaque semaine, ceux-1a encore que 'on voit quelques soirs et ceux-1a enfin & qui ’on pense
souvent ; les gens que l'on croise tous les jours, les amis du quotidien, les proches de toujours
bref; aussi indépendant et parfois distant que 1’on puisse étre, on vit toujours & plusieurs
et rarement, trop rarement, on prend le temps de témoigner & ces complices, ces amis,
ces compagnons indispensables, notre attachement: c’est cette constante erreur que ces
remerciements se veulent de réparer, pour une fois, ponctuellement mais sincérement.

Cependant, revenons-en pour un temps aux réalités et & l'occasion qui m’est offerte
d’exprimer ces remerciements: le travail de thése. Je tiens & remercier, comme il se doit
mais surtout comme je le leur dois car je vous suis redevable, vous qui m’avez accompagnée
tout au long de ce travail, dans sa construction comme dans son évaluation. Tout d’abord
Vangélis Paschos, avec qui j’ai eu grand plaisir & travailler par la décontraction et le soutien
amical dont il sait faire preuve; Vangélis, en chercheur sans concession qu’il est, tient aux
doctorants qu’il encadre et leur travail, leur réussite, et je sais combien parfois il a di
maudire mon indépendance parfois mal placée, mal jugée; son expérience a notamment
permis de faire de ce travail un travail accompli. Encore a Vangélis cette fois-ci accompagné
de Bernard Roy, pour m’avoir permis de décrocher 'allocation de recherche sans laquelle je
n’aurais certainement pas pu poursuivre ce travail. Merci infiniment & Wenceslas de la Vega
et Giorgio Ausiello d’avoir accepté de rapporter ce travail : de leur part & tous deux, c’est
un formidable honneur que de I’avoir fait, et le plaisir est d’autant plus singulier concernant
Giorgio Ausiello que ses travaux et ceux qu’ils ont su inspirer furent le point de départ et
I'inspiration de cette thése. Merci encore & Francois-Xavier Rampon qui m’a fait 'honneur
d’accepter de présider le jury.

Merci a Cristina qui est arrivée dans la phase finale de ce travail mais dont la contribution
a été immeédiate, efficace ; Cristina est une excellente chercheuse doublée d’un tempérament
particulier parce qu’entier, avec qui il est trés agréable de travailler et de partager.

Merci a Jérome, celui que je connais le mieux et avec qui j’ai le plus échangé sur ce travail
de thése, qui est un chercheur hors pair par sa connaissance, son intuition, sa curiosité et sa
vivacité, son imaginativité ; sa patience aussi envers moi, et son soutien permanent, malgré
toutes les résistances que j’ai pu y opposer. Jérome m’a suivie, conseillée, guidée, inspirée,
et le fait d’avoir plus souvent qu’a notre tour confronté nos idées et autres intuitions n’a pas

xi



seulement contribué a ce travail de thése, mais permis de le construire. Doctorants, je vous
conseille Jéréme pour ses idées mais aussi pour la précieuse rigueur de ses relectures !

Toujours d’un point de vue professionnel, merci & Pierluigi Crescenzi et Viggo Kann pour
leur compendium si bien organisé et si bien informé auquel je me suis reporté (et continuerai
de le faire, sans 'ombre d’un doute) maintes et maintes fois!!!

Venons-en & présent aux remerciements officieux qui viennent se placer 1a, comme ¢a,
parce qu’apres tout le travail et la vie, surtout en ce qui concerne un travail de longue haleine
tel le travail de thése, ne peuvent pas, honnétement, étre totalement dissociés.

Jérdme de nouveau, pour son enthousiasme, sa joie de vivre permanente et communi-
cative, impressionnante; c’est un garcon hors du commun, un gars vraiment épatant a la
curiosité parfois mal placée mais c’est pour ¢a qu’on 'aime, malgré (et ce n’est pourtant
pas rien) sa fagon toute personnelle d’interpréter “Rozanne”. Toujours souriant il est pour
beaucoup de la bonne humeur dans les bureaux, toujours disponible c’est celui vers qui tout
doctorant se tourne quand il a un probléme, une question. Quels que soient nos avenirs
respectifs, j'espére que nous continuerons, trés longtemps, de collaborer en amitié.

Myriam qui a toujours raison et de fait, est d’excellent conseil; elle est la personne la
plus équilibrée, dotée du plus d’assise, de recul sur la vie et de clairvoyance que je connaisse.
Derriére ses airs péremptoires (mais que voulez-vous, comme je le disais il y a de cela quelque
ligne, elle a toujours raison), la brillante Myriam est une personne trés agréable a discuter
et toujours & 'aide efficace des gens qui ’entourent.

Laurent (méme si cela dépend des fois, il faut avouer) avec qui nous avons réussi a
partager profondément et qui m’a beaucoup appris, m’a certainement fait progresser en me
révélant des choses sur moi-méme, et que j’aime sans compter en tant que personne cultivée,
intelligente, curieuse et ouverte bien qu’il s’attache trop souvent a se le cacher & lui-méme.

Il y a aussi Larry qui n’oublie jamais ses clefs, Agnés qui, quand elle n’est pas en fin
de thése est quelqu’un de trés fréquentable;-)), Jalal pour son amour sans pudeur, Xav et
les précieuses discussions que nous avons eues en face-a-face (souvenir de Gargamelle), Alex
dont lesprit et I’aspiration ('inspiration ?) si riche vous plairait & s’imaginer a se retrouver au
coin d’une table & philosopher jusqu’au bout de la nuit, Slim et son efficacité, son approche
directe.

William qui est pour beaucoup dans mon éducation musicale, Cécile grace a qui je sais
tout ou presque sur les Maya, Pierre pour son tempérament toujours a apprendre, si curieux
et vif malgré sa célébre tendance & gaffer, la généreuse Elé pour sa facon d’aimer au quotidien
et Stéphane pour sa facon de le faire discrétement, Paul pour les veillées du 15 aotit sur des
accords de RADIOHEAD, Christine pour sa spontanéité, son naturel, son rire et son amour
des autres.

Thomas, sous 'influence duquel j’ai grandi, et sait-on jamais si un jour on se retrouvera
autour d’une composition musicale?

Céline ma cousine préférée, parce qu’elle est plutot ma petite soceur.

La famille et mes parents, envers qui je ne suis pas toujours trés juste je sais mais
pourtant ils m’ont tant appris, ’air de rien, I’essentiel : le respect et I'amour des autres,

xii



I’humilité, la simplicité. Ils ont toujours été 14, le sont encore aujourd’hui et le seront toujours
toujours, malgré mes sarcasmes: mes parents, merci pour tout d’étre vous. Mes grands-
parents Micheline, Mariette et Jean qui sont toujours si présents et qui en ont subi des
coups. Grand-meére, ma référence, chez qui j’ai si souvent été trouver refuge, chez qui je
remis tant de fois mes idées en place, chez qui je relativisai, j’appris tant d’histoires et qui
est partie avant que cette thése ne s’achéve; et bien grand-meére, je sais que je ne guéris rien
mais quand méme, sache que je suis docteur aujourd’hui!

Enfin, un hommage tout particulier & mon grand-pére qui m’a tant apporté presque
malgré lui vue sa grande discrétion; il m’a notamment aidé & obtenir le bac et pourtant
ce n’était pas gagné, mais cela n’est rien: j’aime sa curiosité de tout et de surtout de tous,
cette intelligence d’esprit qui tient de son intelligence de cceur, la vraie, la seule.

Et il y a les autres : Cécile (sceurette GATEWAY), Dominique et ses filles (pardon, DCB,
mais comment fais-tu pour qu’on aie chacun cette impression d’étre ton ami?) qui est la
chaleur du LAMSADE, Naoufel et sa famille, Amine et Iftikhar qui sont venus apporter de
la bonne humeur en P623, Nathalie pour les ramettes et son pétillement aussi, Begona et son
enthousiasme ; Eric parce qu’il est toujours content, Olivier s’il me prédit des bonnes choses,
Virginie pour son impressionnante facilité a faire parler, Thomas, le futur écrivain, pour
sa gentillesse et sa trop grande discrétion, Fréd (mais arréte donc de rire, Fred... non, tout
compte fait, ne t’arréte pas!). Dominique (F), Dominique (V), Josette (Wagnawagnawagna),
Floréal (pour les discussions de fin de soirée sur le théme “De la gestion des Universités
aujourd’hui?”), Odile...

Bonne chance a la nouvelle génération Héléne, Olivier, Osman, vice-président...

Mais il y en a aussi tant d’autres, que je préfére m’arréter 1a: il y a tant de personnes
que l'on croise, tant de personnalités & découvrir, tant de gens & aimer... merci & tous ceux
avec qui j’ai partagé quelque chose, ne serait-ce qu'une rencontre, et tous ceux encore que
je croiserai... I’exhaustivité n’existe déja pas au présent, pas méme au passé, imaginez 3
I’avenir?

xiii



Xiv



Résumeés

Résumé

Cette thése s’inscrit dans le cadre de 'approximation polynomiale au pire des cas des
probléemes difficiles d’optimisation combinatoire qui se donne pour double objectif de fournir
en temps polynomial des solutions de qualité garantie au sens des mesures classique rapport
a optimum ou différentielle chemin relatif parcouru depuis la pire solution vers l’optimum.
Nos recherches se concentrent sur deux aspects: la mesure différentielle qui est un outil
d’évaluation des solutions et 1’optimalité locale qui désigne un type de solutions. S’il pro-
pose un algorithme & rapport différentiel constant pour MinTSPab, ce travail s’attache
essentiellement, non pas & déterminer des solutions particuliéres remarquables (données a
posteriori par un algorithme spécifique), mais & reconnaitre les problémes dont les optima
locaux (définis a priori par le voisinage) sont tous de qualité. Les structures qui nous inté-
ressent désignent comme voisinage d’une solution l’ensemble des solutions qui lui sont au
plus h-distantes (voisinages h-bornés), éventuellement élargi aux solutions complémentaires
(voisinages miroirs h-bornés), pour une constante h. L’optimalité locale peut ensuite étre dé-
finie relativement & la fonction objectif ou & un autre critére alors appelé objectif altéré. Selon
les modalités considérées, les problémes Max Sat et Min TSP(k), respectivement pour les
rapports classique et différentiel, garantissent la qualité de leurs optima locaux ; en revanche,
Min FES admet des optima locaux arbitrairement mauvais pour les deux rapports; enfin,
les optima locaux de Max 2 — CCSP assurent un rapport classique de 1/3 mais ne pourront
jamais faire mieux. C’est ce type de résultats que nous proposons dans ce document, positifs,
négatifs ou limites, accompagnés d’une réflexion sur la définition et ’accessibilité des optima
locaux d’une part, sur la richesse et les difficultés de ’approximation différentielle d’autre
part.

Abstract

In the field of worst-case approrimation of N P-hard problems, one aims to devise poly-
nomial time algorithms achieving a good evaluation of the solutions whose value is a constant
times the value of the optimal one (usual framework), or, in the differential approximation,
solutions for which their distance from the worst solution value is constant times the distance
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between worst solution value and optimal value. This thesis focus on two main notions: the
differential ratio which is a way of evaluating the solutions quality and the local optimality
which refers to a special kind of solutions. The main purpose of this work is the evalua-
tion of the ability of /N P-hard problems to guarantee the quality of their local optima. We
impose the neighbourhood of a given solution to be bounded (h-bounded neighbourhoods),
or/and to contain the complementary solutions (relaxed h-bounded neighbourhoods), where
h is a constant. Local optimality can be defined according to the objective value (obli-
vious optima) or according to another objective value (non oblivious optima). For instance,
Max Sat and MinTSP(k) problems have guaranteed local optima, for the usual and the
differential ratios, respectively; on the other hand, we show that there exist problems as
Min FNS admitting arbitrarily bad local optima for any measure. Finally, the local optima
of Max2— CCSP for the relaxed 1-bounded neighbourhood are 1/3 to the optimum value,
and this ratio cannot be improved by any relaxed h-bounded neighbourhood. This document
contains also some thoughts on the definition and the tractability of the local optima as well
as on the difficulties and the relevance of the use of differential measure.
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Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce travail est I’étude des problémes de N PO, ou plutoét une tentative de
résolution approchée de certains de ces problémes. Ce sont des problémes d’optimisation
combinatoire difficiles que l'on ne sait résoudre efficacement en un temps raisonnable. Ils
nous entourent pourtant, provenant de domaines fort divers: des problémes tels le voyageur
de commerce, la conception d’emplois du temps, I’ordonnancement de téches... peuvent se
poser sur la route de quiconque méne une activité, quelle qu’en soit la nature.

Dans le domaine de la recherche opérationnelle, certains cherchent & résoudre, mal-
gré leur résistance, ces problémes de facon exacte (méthodes arborescentes), ou approchée
(meta-heuristiques de type tabou, recuit simulé, algorithmes génétiques). L’approximation
polynomiale se donne pour objectif de trouver des algorithmes pour ces problémes en s’im-
posant la double contrainte d’une exécution rapide et de ’assurance d’un seuil de qualité
qui devra étre vérifié par toute solution donnée par 1’algorithme.

Nous axons nos recherches autour de deux thémes. Le premier, 'optimalité locale,
concerne le type de solutions que nous allons considérer; le second, le rapport différen-
tiel, se rapporte & ’évaluation des solutions proposées. Bien que ces deux thémes soient les
essentiels points d’encrage des réflexions menées ici, ce travail s’inscrit dans le cadre le plus

général de ’approximation polynomiale.

Optimum local

L’intérét essentiel de ’approche locale se situe du point de vue méthodologique, puisqu’il
s’agit d’étudier la diversité de comportement des problémes de N PO vis-a-vis d’'un méme

type de résolution. La notion d’optimalité locale, tout & la fois conceptuellement simple,



d’une mise en ceuvre aisée et d’utilisation rapide, a été longuement étudiée et exploitée tant
par les chercheurs que par les opérationnels. Citons pour illustration une fameuse sous-famille
d’optima locaux formée des solutions maximales et minimales : une solution maximale (resp.
minimale) est un plus grand (resp. plus petit) ensemble vis-a-vis de l'inclusion respectant
une certaine propriété.

Cependant, la notion de recherche locale est plus riche qu’il n’y parait, puisqu’elle a
donné lieu a différents types de résolutions (algorithmes approchés de type meta-heuristique
avec le tabou, polynomiauz avec la classe GLO [11]) ainsi qu’a différentes définitions de ce
que sont, d’une part un voisinage sur un ensemble de solutions (notion de localité), d’autre
part la méthode d’évaluation de ces solutions (notion d’optimalité).

Nos travauz sur les optima locaux s’intéressent autant & la compréhension de N PO qu’a
la résolution de ses problémes puisque nous cherchons a déceler des situations dans lesquelles
le plus petit des optima locauz serait déja une bonne solution au sens de 'approximation. I
s’agit donc d’une approche structurelle dans le sens ot il est dans la nature d’un probléme de
garantir ou non la qualité de ses optima locauz, indépendamment du comportement d’optima
locaur remarquables : nous n’utilisons pas 'optimalité locale pour la construction de bons

algorithmes approchés mais comme outil de caractérisation des probléemes de N PO.

Rapport différentiel

Pour évaluer la qualité des solutions déterminées par les algorithmes mis aux points,
la communauté scientifique s’est unanimement ralliée autour du rapport classique, mesure
simple qui consiste & comparer la valeur de la solution approchée a la celle de I'optimum. Ce
rapport, a l'origine de ’approximation polynomiale, est ’outil qui a permis de construire la
riche typologie de N PO que 'on connait aujourd’hui.

Parallélement, certains chercheurs se sont intéressés, [27], [1] et [9] dans les années 80,
puis plus récemment [34], & un autre rapport, tout aussi simple mais parfois plus cohérent,
qui prend en compte comme référence supplémentaire la valeur de la pire solution. Ce rap-
port traduit la volonté de savoir ol l’on se trouve sur I’amplitude des valeurs possibles:
en différentiel, on ne cherche pas seulement o approcher la meilleure solution, mais aussi
a s’éloigner de la pire solution. Le rapport classique situe la valeur A d’une solution relati-
vement & la valeur 5 d’une solution optimale, le rapport différentiel situe la valeur \ d’une

solution sur l'intervalle [w, #] oil w est la valeur d'une pire solution et (3 celle d’une solution



probléme de mazrimisation probléme de minimisation
en classique A>rp (re0,1]) A<1/rp (1/r € [1,+00])
en différentiel | A > (1 —r)w+7rfB (re0,1)) | A<(A—r)w+7rp (r e[0,1])

TAB. 1.1: mesure d’approzimation Ry > r

optimale (cf. tableau 1.1). Il est certains problémes pour lesquels la pertinence de ce rap-
port s'impose naturellement. Citons pour exemple le probléme de couverture de sommets,
MinVC, qui consiste dans un graphe simple & déterminer un sous-ensemble de sommets ad-
jacent & toute aréte du graphe qui soit de taille minimum. Le meilleur algorithme approché
a rapport constant connu pour ce probléme, en proposant comme couverture les sommets
extrémités des arétes d’'un couplage maximal, assure de donner une solution au plus deux
fois plus grande que l'optimum. Or, Bollobas montre dans [24] que presque tout graphe ad-
met un couplage parfait, c’est-a-dire que la probabilité qu’un graphe & n sommets contienne
un couplage de taille |n/2] tend presque stirement vers 1 (un couplage parfait étant un
ensemble d’arétes deux a deux non adjacentes qui recouvre tous les sommets du graphe).
En ce cas, prendre les sommets d’un couplage maximal, c’est, au pire, prendre un couplage
maximum soit presque sirement prendre une pire solution: ainsi pour la mesure classique,
méme une pire solution peut étre considérée comme une bonne solution. Cet exemple illustre
comment la précision supplémentaire intégrée dans le rapport différentiel peut, pour certains
problémes, rendre celui-ci plus sélectif dans le sens ol ’approximation différentielle sera plus
difficile & obtenir que l'approximation classique: le probléme de couverture de sommets n’est

1/2=¢ pour tout ¢ strictement positif [50] pour le rapport dif-

pas méme approximable & |V/|
férentiel, & moins que P ne coincide avec N P. Mais ce n’est pas une régle puisqu’a l'inverse,
des problémes qui sont non approximables en classique peuvent le devenir en différentiel, tou-
jours du fait de la référence a la pire solution : le probléme de Coloration Minimum (Min C')
fait partie de ceux-ci. Il s’agit de trouver une partition de taille minimum des sommets V'
d’un graphe G(V, E), de sorte que les sommets de chacun des sous-ensembles de la partition
soient deux-a-deux non adjacents: on dit qu’ils forment un stable. En différentiel, Min C' est
approximable & 1/2 (naivement, les couleurs répartissent les sommets en des stables de taille
au moins 2 et d’éventuels singletons dont le nombre est un minorant de 'optimum), quand

il n’est, en classique, pas approximable & mieux de |[V|'/7~¢ pour tout ¢ > 0 [19]; il existe

méme un algorithme de coloration de rapport différentiel asymptotique 1 dans les graphes



3-colorables [32] quand la meilleure approximation classique connue & ce jour est un poly-
nome en le nombre |V| des sommets du graphe O(|V|*/**10g®™M|V|) [23]. Cette apparente
facilité relative provient du fait qu’en différentiel, il est tout aussi important de s’éloigner de
la valeur w d’une pire solution que de s’approcher de la valeur 5 d’une solution optimale;
ainsi, dans le cadre particulier d’un probléme de minimisation, on obtient un résultat d’ap-
proximation différentielle dés lors qu’il est possible de s’éloigner de la valeur w d’une pire

solution par un facteur constant r < 1, la valeur optimale étant toujours minorée par O:
A<rwet >0 = A<rw+(1-r)p.

Toujours sur ’exemple du probléme de coloration, Min C en différentiel est équivalent, du
point de vue de Iapproximation, au probléme Max UC (Maz Unused Coloring graph) en
classique dont 'objectif est de déterminer une coloration qui mazimise le nombre de couleurs
inutilisées ; cette version mazimisation du probléme de coloration est de fait approximable
& rapport classique constant. L’apport de la mesure différentielle, c’est la disparition de
I’asymeétrie quelque peu artificielle souvent introduite en classique lors du passage d’un pro-
bléme de maximisation & sa version minimisation, ou plus généralement entre deux versions
fortement semblables d’un méme probléme. L’origine de ce rapport, formellement présenté
et justifié dans [30], a justement été motivée par la stabilité sous transformation affine de
la fonction & optimiser: en classique, une simple translation de la fonction objectif suffit
parfois & transformer un probléme approximable & rapport constant en un probléme dont
I’approximation elle-méme est N P-dure! Citons pour exemple le probléme de voyageur de
commerce, Min TSP, dont le cas métrique (distances vérifiant 1'inégalité triangulaire) ad-
met un algorithme approché a 3/2 alors que le cas général n’est pas approximable & op(n)
pour tout polynéme p si P # NP (cf. chapitre 8.1.1). Citons encore les problémes Min VC
de couverture de sommets de taille minimum et Max IS d’ensemble stable de taille maxi-
mum, qui, bien que liés entre-eux par une transformation affine de leur fonction objectif
(le complémentaire de tout stable est une couverture et vice-versa), ont un comportement
antagoniste vis-a-vis de ’approximation puisque Max IS n’est pas approximable & rapport
constant sous '’hypothése P # N P. La mesure différentielle n’est cependant pas toujours
pertinente et la coexistence des deux rapports est une source supplémentaire de richesse par

la possibilité qu’elle offre d’observer la classe N PO sous deux angles différents.

Meéme si nous travaillons essentiellement avec la mesure différentielle, ce travail expose



alternativement des résultats relatifs & un rapport puis & ’autre; aussi attirons-nous 1’at-
tention du lecteur sur ce point, car il devra se montrer prudent quant & l'interprétation des

résultats en fonction qu’ils soient énoncés pour une mesure ou pour l'autre.

Ce qui va étre présenté

Aprés une bréve mise en conditions par une présentation succincte du monde de 1’ap-
proximation polynomiale, nous passons dans le vif du sujet en discutant tout d’abord des
optima locaux puis en s’intéressant au probléme de voyageur de commerce. Ce sont 13 deux
attitudes bien différentes puisque dans le premier cas, il s’agit de pénétrer dans la nature du
probléme pour étudier sa réaction sous un traitement générique donné, tandis que dans le
second, on fait subir au probléme de voyageur de commerce un traitement bien particulier
au travers d’un algorithme spécifique.

Nous avons déja discuté de ’approche locale et de l'attachement & trouver des voisinages
pour lesquels tout optimum local garantirait un certain niveau de performance ; nous avons
peu dit en revanche du voyageur de commerce, et nous nous contenterons d’ailleurs pour
I'instant de rappeler a quel point c’est un probléme central, trés présent en tant que cas
général, cas particulier ou encore probléme proche au sens de la réduction des problémes

réels & traiter.






Chapitre 2
Préliminaires

2.1 Les problémes
2.1.1 Qu’est-ce qu’un probléme de NPO?

Les problémes d’optimisation que ’on s’attache a résoudre sont le pendant optimisation
des problémes de décision de N P. Un probléme II est caractérisé par ’ensemble I; de ses
instances, I'union Solyy = Urcr,, des ensembles Soly(I) des solutions réalisables associées aux
instances I, de la fonction & optimiser mpj sur ces ensembles et du sens opty; de 'optimisation

(mazimisation ou minimisation). Par la suite, on notera |I| la taille de l'instance I.

Définition 2.1. NPO
Un probléme IT de N PO est un quadruplet (Iry, Solrr, mr, optrr) qui vérifie :

(¢9) 3 pr polynome t.q. VI € Iy, Vs € Sol(1), |s| < pu(|1])

(¢) I est reconnaissable en temps polynomial en |I]
(13i) VI, Vs, on sait décider en temps polynomial en |I] si s est réalisable pour [ ;

~

(tv) mp : In x Sol;p — N est calculable en temps polynomial en |I] ;

(v)  optn € {min, max}.

Une instance d’un probléme est caractérisée par des objets d’une certaine structure
en relation entre eux et des valeurs numériques; on notera X ’ensemble des objets, R(X)
I’ensemble des relations sur ces objets et D 1’ensemble des valeurs numériques. Prenons pour
exemple le probléme de stable maximum pondéré, Max WIS. Une instance I = (G(V, E),d)
de Max WIS a pour ensemble d’objets I’ensemble des sommets X = V, comme relation sur
ces objets I’ensemble des arétes R(X) = {E}, et comme ensemble de valeurs numériques le

vecteur d des valuations des sommets D = {dy }yev -



A la définition précédente nous apportons deux modifications couramment faites dans
la littérature. D une part, il est toujours possible de supposer qu’il existe un codage binaire
des données du probléme qui soit raisonnable et de fait, que les variables du probléme soient
a valeur dans {0,1}; c’est ce que nous ferons, pour une plus grande clarté des concepts
manipulés. La taille || d’une instance I, qui n’est autre que ’espace mémoire nécessaire au
stockage des données avec un ordinateur usuel, est ainsi donnée, a un coefficient constant
pres, par | X| +10g(dmaz) 0l dimazr = max|gep{d}. Le codage de I nécessite effectivement
O(] X|) espaces élémentaires pour les objets (toute structure est de taille finie) et O(log(|d|))
espaces pour chaque donnée numérique d en codage binaire par exemple. Toutefois, on omet
souvent, et nous le ferons également dans ce document, de mentionner d,,., lorsque 1’on
évoque la taille de I'instance ; c’est que ’on fait alors I'hypothése implicite que la complexité
est donnée par le nombre d’objets, soit que le nombre d’objets est d’ordre supérieur au
logarithme de la plus grande constante: d;,q. = (’)(expp(|X |)) ol p est un polynéme.

D’autre part, on s’attache a résoudre des problémes certes difficiles mais on se limitera
tout de méme aux problémes pour lesquels on sait au moins déterminer une solution réali-
sable en temps polynomial! Cette solution sera appelée solution triviale et notée trivr (/)
pour toute instance I d’un probléme II.

Cela nous améne & la définition suivante de N PO, qui aura cours dorénavant dans ce
document.

Définition 2.2. NPO, définition alternative ([42])
Un probléme IT de N PO est un quadruplet (Iry, Solr, m, optr) qui vérifie :
les conditions (4), (iii), (iv) et (v) de la définition 2.1

(43') 3 p polynéme t.q. VI € Iy, Soly(I) C {0,1}PuD,

(vi) VI € Iy, on sait déterminer une solution ¢rivr(/) en temps polynomial en |I|.

La condition (ii’), par la spécification qu’elle propose de la forme des solutions, permet
une expression a la fois simple et claire des concepts a définir, des propriétés a mettre en
évidence. L’exigence d’une solution en temps polynomial se justifie quant a elle par le fait
que l'on s’intéresse & des problémes potentiellement approximables, c’est-a-dire dont on ne
peut affirmer a priori qu’ils ne le soient pas!

Reprenant ’exemple précédent et conformément & la définition 2.2, le probléme Max WIS
revient & indiquer pour chaque sommet par un opérateur binaire s’il est ou non intégré a la
solution (Soly rs(I) = {0,1}V1) et une affection s est réalisable si deux sommets pris dans la

solution ne sont pas adjacents, soit si le vecteur s vérifie “s;.s; =1 = s;5; ¢ E”, ce qui peut



se vérifier en temps |V |2. Quant & la valeur d’une solution, donnée par my;s(I,s) = d - s,
elle se calcule en un temps au plus log(dmaz) X |V|. Enfin, ensemble vide constitue une

solution triviale pour toute instance du probléme.

2.1.2 Définitions indispensables

Nous l'avons évoqué en introduction, étant donnée une instance I d’un probléme, deux
valeurs particuliéres nous intéressent pour la résolution de I: celles de la meilleure et de la

pire solution.

Définition 2.3. Le meilleur et le pire
Soient IT un probléme de NPO et I une instance de II, on définit les valeurs S (1) et wir(1)
par

pu(l) = optn {mn(l,s)} et wn(l) = optg {mn(l,s)}!.
seSoln (1) seSolm(I)

Définissons encore deux notions fort utiles dans le cadre de I’approximation.

Définition 2.4. Support
Soit IT un probléme de N PO, le support suppy; (/) d’une instance I de II mesure le nombre
de valeurs que peuvent prendre les solutions de I :

supp (1) = [{mn(L,s) : s € Soly(I)}|.

Définition 2.5. Diameétre
Soit IT un probléme de N PO, le diamétre diamyy(/) d’une instance I de IT mesure ’amplitude
des valeurs possibles:

diamy (1) = |wr (1) — Bu(l)]

Enfin, nous introduisons la classe N PO — PB des problémes polynomialement bornés
de NP, famille a laquelle il est fréquent de se restreindre : ¢’est notamment le cas des classes
GLO (cf. paragraphe 3.2) et Max N Py (cf. paragraphe 2.5.1) dans lesquelles ce travail puise

nombre des problémes qu’il traite.
Définition 2.6.

VII € NPO, Il € NPO — PB < Jqn1 polynéme / VI € Iy, max{wr (1), fu(l)} < qu(|I])-

1. VIl € NPO, (optn = max = opt; = min) A (optnm = min = opt; = max)
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2.2 Leur résolution

L’idéal serait de savoir résoudre les problémes de N PO en temps polynomial ; malheu-
reusement, la présomption est forte de penser que P # N P ou encore PO # N PO ou PO,
version optimisation de la classe P, désigne ’ensemble des problémes de N PO que l'on sait
résoudre en temps polynomial. C’est pourquoi on essaie d’approcher seulement, mais au

mieux, ces problémes difficiles.

2.2.1 La mission de approximation polynomiale

L’approximation polynomiale a pour mission de résoudre les problémes selon les deux
exigences :

— en terme de temps, de garantie d’une exécution rapide (complexité polynomiale des
algorithmes),

— en terme de performance, de garantie d’un certain niveau d’approximation.

Car si on s’affranchit de la contrainte d’optimalité, on veut tout méme étre certain de
la qualité des solutions offertes. Pour répondre & ces exigences, deux types d’actions sont
menées :

— la conception d’algorithmes pertinents vis-a-vis de la mesure d’approximation pour
obtenir de bonnes solutions approchées,

— l'analyse de tels algorithmes approchés.

Le travail se situe effectivement tant au niveau de la construction qu’a celui de I’analyse
de ce que l'on construit et cette analyse réside essentiellement en I’étude des propriétés

structurelles des problémes que 1’on traite: c’est 1a le coeur de notre discipline.

2.2.2 Son arme

Un algorithme approché n’est ni plus ni moins qu’un algorithme qui donne une solution
réalisable au probléme posé. Un tel algorithme est polynomial s’il se déroule pour toute

instance en un temps polynomial en la taille de I’instance.

Définition 2.7. PTAA (Polynomial Time Approzimate Algorithm) - Algorithme polyno-
mial approché

Un algorithme A est polynomial approché pour le probléme II sl existe un polynoéme p 4 tel
que A produit pour toute instance I de IT une solution A(I) en un temps au plus p(|I|).
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2.3 Leur évaluation
2.3.1 Fer de lance de I’approximation polynomiale: le rapport classique

L’estimation de la qualité d’un algorithme est faite a ’aide de rapports d’approximation.
Le rapport classique, qui est celui sur lequel se fonde I’essentiel de la théorie de I’approxima-
tion polynomiale, est assez intuitif: il consiste & comparer la valeur de la solution donnée par
I’algorithme & la valeur de 'optimum. Il s’agit bien d’une estimation de ce rapport, puisque
I'optimum n’est pas connu a priori. Conformément & la philosophie de I’approximation po-
lynomiale au pire des cas, qui se donne pour mission d’établir des garanties absolues sur la

qualité des solutions fournies, 1’algorithme sera jugé sur sa plus mauvaise performance.

Soit IT un probléme de NPO et A un algorithme approché pour II, on notera res-
pectivement pour une instance I de ce probléeme A4(I), fr(I) et wr(l) les valeurs de la
solution donnée par l'algorithme A, de l'optimum et de la pire solution sur I. La qualité
d’une solution approchée, en approximation classique, serait donc donnée par l'estimation
du rapport pfi(I) = Aa(I)/Bu(I). Pour un probléme de minimisation, on a pf(I) € [1, +oc]
(Aa(I) > Bu(Il)), tandis que pour un probléme de maximisation, pff(I) est a valeur dans
I'intervalle [0,1] (A4(I) < Bu(I)). Dans tous les cas, plus on se rapproche de 'optimum et
plus le rapport se rapproche de 1. Il est cependant préférable par soucis d’homogénéité de
ramener tous les rapports dans un intervalle [0, 1]: on prendra ainsi pour les problémes de

minimisation l'inverse de ce rapport.

Définition 2.8. Rapport classique
Soient II un probléme de N PO et A un algorithme approché pour II,

la performance de A sur une instance I est donnée par:
pit(I) = Aa(I)/Bu(I) sill est un probléme de maximisation,
pﬁ([ ) = 0Ou(l)/Aa(I) silIl est un probléme de minimisation;
et la performance de A pour 11 par:

pit = infrem {pfi(D)}.

Si pﬁ > r, on dira que l'algorithme A est r-approché pour II au sens de la mesure
classique. La difficulté est de trouver, pour un algorithme donné, un majorant r le plus fin

possible du rapport d’approximation : c’est le travail d’analyse des algorithmes proposés.
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2.3.2 Une alternative: le rapport différentiel

Le rapport différentiel, moins communément usité mais qui a déja donné lieu & des
résultats convaincants, se référe & deux points de repére: l'optimum, mais aussi la pire
des solutions. La valeur A\ de toute solution, comprise sur 'intervalle [5r(1), wr(1)], est la
combinaison convexe des deux valeurs wri(I) et Gr(I): il y a toujours un réel § € [0,1] tel
que A = 00n(I)+ (1 —d)wn(I). Le but de 'approximation différentielle, c’est naturellement
de se rapprocher au maximum de Sr(I) ou de s'éloigner au maximum de wry(I), avec un
coefficient ¢ le plus proche de 1 possible. Ainsi, on ne compare pas la valeur de la solution
& celle de 'optimum, mais le chemin déja parcouru depuis la pire solution & I’étendue des
valeurs possibles, donnée par le diamétre diamp(l) = |fu({) — wn({)|. La qualité d’une
solution approchée A(I), en approximation différentielle, serait donc donnée par I’estimation
du rapport 07 (1) = (wn () — \a(1))/(wn(D) = Bu(l)).

Du point de vue méthodologique, ce rapport se justifie de lui-méme: c’est, comme pour
le rapport classique, une mesure assez intuitive. L’intérét que les chercheurs ont porté & ce
rapport n’est cependant pas innocent mais motivé puisqu’il répond, comme nous 1’avons
annoncé en introduction, & certaines exigences de stabilité du rapport de performance sous
transformation affine de la fonction objectif: c’est ce que nous présentons au paragraphe

2.7.

Définition 2.9. Rapport différentiel
Soit IT un probléme de N PO et A un algorithme approché pour 11,

wip(I) — Aa(l)

la performance de A sur une instance I est donnée par le rapport : S = /LA
! 1) = oa@ = BuD

et la performance de A pour T par: 671 (IT) = Iiéljfﬂ{(Sﬁ‘l([)}.

Si 5ﬁ4 > r, on dira que l'algorithme A4 est r-approché pour II au sens de la mesure

différentielle.

2.3.3 L’erreur

Plutot que les rapports d’approximation dont on vient de discourir, il peut parfois étre
intéressant de considérer ’erreur relative, qui rapporte la distance a ’optimum a la valeur
optimale en théorie classique, la distance & 'optimum au diamétre dans le cadre différentiel :
en classique comme en différentiel, le rapport et l'erreur sont deux facons différentes de

mesurer la méme chose. Le rapport traduit la volonté de maximiser le gain (valeur de la
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solution ou distance a la pire solution) tandis que erreur fait référence a la minimisation
de la perte (distance a 'optimum). Le but est donc de trouver des algorithmes garantissant

un rapport le plus proche de 1, une erreur la plus proche de 0 possible.

Définition 2.10. Erreur relative

Soient IT un probléme de N PO et A un algorithme approché pour II, I'erreur relative de A
sur une instance I, respectivement pour la mesure classique et la mesure différentielle, est
donnée par les rapports:

Bu(l) — Aall)
Bu(l)

si opt;p = max,

() =1—pi(I) = { Aall) = Bull) sinon}

Aa(T)

_ [Mald) = Ba(d)]
lwn(I) — Bu(I)|

Pour les deux rapports, l’erreur est toujours a valeur dans U'intervalle [0, 1].

et (1) = 1 - 5A(I)

Avec ces algorithmes approchés et ’évaluation de leur comportement sur différents pro-
blémes ont naturellement émergé des classes d’approximation qui regroupent les problémes

de N PO selon leur degré d’approximabilité : c’est ce que nous proposons d’évoquer & présent.

2.4 Degrés d’approximation

Par la suite, R désignera un rapport d’approximation, classique ou différentiel. Notons
cependant que la hiérarchie et le sens des classes définies ci-aprés sont indépendants de

I’évaluation choisie, rapport ou toute autre mesure de la performance des algorithmes.

2.4.1 Approximation a rapport constant r,

Définition 2.11. APX|[R]: classe des problémes approximables & rapport constant
Un probléme IT est dans APX[R] s'il existe un algorithme polynomial approché A pour II
et une constante ry dans |0, 1] tels que

RA(H) >1p.

Par convention, on note APX ’ensemble des problémes approximables & rapport constant
pour le rapport classique et APX[0] I’ensemble des problémes approximables & rapport
constant pour le rapport différentiel. C’est & l'intérieur de ces deux classes que se situera

I’essentiel de notre travail.
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2.4.2 Approximation a r, r aussi proche de 1 que ’on veut

Définition 2.12. Schéma d’approximation
Un schéma d’approximation pour un probléme II est une famille de PTAA (A;)o<r<1 qui
vérifie
Vr e [0,1], Ra, (I) > r.
Définition 2.13. PTAS[R]: schéma polynomial en la taille de l'instance

Un probléme II est dans PT'AS[R] s’il admet un schéma d’approximation (A, )o<r<1 dont
la complexité C' vérifie

VI, Vr, C(A.(I)) = p-(|I]) (le degré de p, dépend de r).

La famille (A, )o<,<1 constitue alors un schéma d’approximation polynomial. Les classes
PTAS et PT AS[d] regroupent respectivement les problémes qui admettent un schéma d’ap-
proximation polynomial pour les rapports classique et différentiel.

Définition 2.14. FPTAS[R]: schéma polynomial en la qualité de 'approximation

Un probléme IT est dans FPTAS[R] s'il admet un schéma d’approximation polynomial
(A;)o<r<1 de complexité C' vérifiant

1 1
VI, Vr, C(A-(I)) = p(|1], E) (p est polynomial en |I| et en T r).

La famille (A,)o<r<1 constitue alors un schéma d’approximation complétement poly-
nomial. FPTAS et FPTAS|[)] désignent respectivement les classes des problémes qui ad-
mettent un schéma d’approximation complétement polynomial pour les rapports classique

et différentiel.

2.5 Définition logique

Dans [74], Papadimitriou et Yannakakis choisissent un nouvel angle, celui du formalisme
logique, pour étudier les qualités d’approximation des problémes de N PO : c’est la naissance
des classes Max NP et Max SNP. Ce formalisme s’appuie sur la définition syntaxique de
N P proposée par Fagin dans [37]. Nous donnons ici la définition de ces classes, sans vraiment
approfondir les aspects logiques ; aussi conseillons-nous vivement au lecteur de se référer aux

ouvrages précités.

2.5.1 Max NPF,

Définition 2.15. Type similaire fini
Un type similaire fini 7 est la donnée d'un k-uplet (n1,...,n;, ..., ng) € N¥ pour k fini.
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Définition 2.16. Structure finie

Une structure finie S = (U; R) sur un type similaire fini S = (ny, ..., n;, ..., ng) est la donnée
d’un ensemble fini U appelé univers et d'un ensemble R = (rq,...,7,...,7;) de k relations
sur U vérifiant pour tout ¢: r; C U™. S est qualifiée de S-structure finie.

Ezemple 2.1. Un graphe G(V, E) est une structure finie sur le type similaire fini S = (2),
ayant pour univers ’ensemble V et pour seule relation I’ensemble E sur V2.

Définition 2.17. Max NP,

Un probléme IT de maximisation de NP est dans la classe Maxz N P, s’il existe deux types
similaires finis 7 et S, une formule ¢ du premier ordre sans quantificateur et deux constantes
k et £, tels que les optima de Il peuvent étre exprimés sous la forme:

Bu(l) = max|{z € UM / 3y € U', 6(1,8,,9)}]
ou I est une Z-structure finie d’univers U et S une S-structure finie de méme univers U.

La structure I décrit les instances du probléme II, la structure S les solutions sur I, la
formule ¢ les conditions de réalisabilité des solutions du probléme.

Ezemple 2.2. Max Sat

Une instance I = (X,C) du probléeme Max Sat est la donnée d’un ensemble X =
{z1,x9,...,x,} de variables binaires et d'un ensemble C' = {cj,¢ca,...,cn} de clauses dis-
jonctives construites sur l'ensemble L = {x1,z9,...,x,} U {Z1, T2, ..., T, } des littéraux. Une
solution est une affectation 1" des variables x; 4 0 ou & 1 et le probléme consiste a déterminer
une telle affectation qui satisfasse un nombre maximum de clauses:

Bu(l) = Tér{lgzﬁ(}n {i=1,..,m /T valide ¢;}|.

Associons aux ensembles X et C' les ensembles de variables Ux et Uo et considérons
I'univers fini U = Ux U Uc. Toute instance I peut étre décrite de facon synthétique par les
relations binaires p et n sur Ux x Ug définies par “p(z,c) < x € ¢ et “n(x,c) & T € 7
qui traduisent la présence des littéraux dans les clauses; quant aux solutions T, elle ne sont
rien de plus qu’une relation unaire sur Ux. Ainsi, pour les types similaires finis 7 = (2,2)

et S = (1), tout optimum de Max Sat peut s’écrire de la facon suivante:
AU;p,n) =max[{ce U [z e U, (p(z,c) NT(2)) V (n(z, c) A=T(2))}].

Remarque 2.1. Telle qu’elle est définie, la classe Max N Py regroupe naturellement des pro-
blémes polynomialement bornés de N PO :

Max NPy C NPO — PB.
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2.5.2 Max SNPF,

Définition 2.18. Max SNF,

Un probléme IT de maximisation de N PO est dans la classe Maxz SN P, s’il existe deux types
similaires finis 7 et S, une formule ¢ du premier ordre sans quantificateur et une constante
k, tels que les optima de II peuvent étre exprimés sous la forme:

Bu(1) = max|{z € U* / o(1,5,2)}
ou I et S sont respectivement une Z et une S-structures finies d’univers U.

Ezemple 2.3. Max IS — B

Le probléme Max 1S — B est la restriction du probléme de stable maximum & des graphes
de degré borné par B, c’est-a-dire que tout sommet aura au plus B voisins. Dans le cas
général, décrivant un graphe G par son ensemble d’arétes, la probléme de stabilité maximum

peut s’écrire:
BV:E) = max |{w € V / W(w) A (Yo € V, E(v,w) = W)}

ou V désigne I’ensemble des sommets de G. Cette formulation faisant intervenir un quantifi-
cateur dans le prédicat, elle ne permet pas d’établir 'appartenance de Max IS & Max SN P,
et d’ailleurs le probléme de stabilité maximum n’appartient méme pas a la classe Max N P.
En revanche, dans le cas de degrés bornés par B, il devient possible d’observer G non plus
par son ensemble d’arétes, mais par ’ensemble des listes d’adjacence de ses sommets : soit le
type similaire fini 7 = (B + 1), un graphe G n’est autre que la donnée d'un ensemble V' de
sommets (I’univers) et d’une relation I : VB+! — {0,1} (structure finie d'univers V sur Z)
définie par I'(w, v1, ..., vp) = 1 si et seulement si {vy,...,vp} est bien 'ensemble des sommets
adjacents au sommet w (si v a moins de B sommets, on duplique 'un de ses voisins). Alors

le probléme s’écrit :
B(V;T) = mV%x\{(w,vl, wnvp) € VBT J W(w) A (=W (v1) A ... ... A=W (vp))}

o W est un sous-ensemble de sommets (S-structure finie d’univers V' pour le type fini
S§=(1)). De toute solution W on déduit le sous-ensemble stable W/ C W des sommets w de

W qui vérifient avec leur liste d’adjacence la formule ¢ associée
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a tout stable correspond l'affectation qui met & 1 les sommets du stable, & 0 tout autre
sommet : il y a bien coincidence entre les valeurs de la cardinalité d’'un ensemble stable et
de son évaluation logique.

Ezemple 2.4. Max E — k — Sat

Si le probléme Max Sat est dans Max N P, sa restriction Max E —k — Sat & des clauses
de taille précisément k est dans la classe Max SN P : la constance de la taille des clauses
permet effectivement de décrire de fagon exhaustive les formes des clauses selon 'alternance
de littéraux positifs (z;) et négatifs (Z;) qu’elles contiennent, ainsi que les cas de satisfaction
de chacune de ces formes. Parce qu’on est en mesure d’expliciter chaque forme de clause par
une relation particuliére, le quantificateur existentiel disparait. Nous faisons la preuve pour
k = 2, mais celle-ci est naturellement généralisable & toute constante k.

Soit X un ensemble de n variables booléennes, une clause de Max E — 2 — Sat sur X

peut étre de 'une des quatre formes suivantes :
(CCZ',I]'), (xi,ij), (i‘i,l’j) ou (j?i,i‘j), V(l < j) S {1, ,n}

Nous proposons alors la formulation logique suivante d’une instance I = (X, C') du probléme :
sur 'univers U = X U{Zp+1, Tnt2, Tni3, Tnia ), l'ensemble C' des clauses de I est décrit par

les relations ternaires C, Co, C3 et Cy définies par

Ci(zi,zj,zp) © (i<j)AN(h=n+1)A((ziz;)€C)
Co(zi,xj,xp) & (i<j)AN(h=n+2)A((zi,Z;) € C)
Cs(zi,zj,zp) € (i<j)AN(h=n+3)A((Ziz;) €C)
Ca(zi,xj,zn) & (E<j)AN(h=n+4)N((Z5,25) € C).

Ainsi, pour les types similaires finis Z = (3,3,3,3) et S = (1), tout optimum d’une

instance de Max 2 — E — Sat peut s’exprimer de la fagon suivante:

(Cr(zi,zj,op) N[ T(x) vV T(x5)])
RN - e
EE ) 2 J
Vo (Calwg, zj,zp) A [T () V =T (5)])

Il est aisé de voir que chaque clause sera considérée une et une seule fois.
Pour un entier k£ > 3 quelconque, I'instance sera de fagon similaire décrite par ZS:O Cg =
2% relations Cj ou le compte pour p de 0 & k le nombre de possibilités pour le choix de p

variables & mettre sous forme négative.
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Les classes que nous venons d’évoquer sont exclusivement dédiées aux problémes de
maximisation, mais les définitions équivalentes existent naturellement pour les problémes de
minimisation, et méme plus: il existe toute une hiérarchie de classes logiques en fonction du
nombre de quantificateurs devant la formule du premier ordre ¢ et ’alternance de ceux-ci;
ces différentes classes, leurs liens et leur approximation sont notamment étudiées dans [63]

et [64].

2.5.3 Logique et approximation

Ce ne sont pas exactement les classes Max SN Py et Max N Py qui sont étudiées en ap-
proximation mais des classes un peu plus grandes, Max SNP et Max NP, qui contiennent
en plus des problémes de Max SN Py et Max N Py les problémes de N PO qui se réduisent
4 un probléme de la classe considérée par une certaine transformation qui préserve 1’ap-
proximation, la L-réduction; ainsi, Max SNP et Max NP sont des classes conjointement
définies par la logique et le degré d’approximation. La L-réduction est une fagon de trans-
former un probléme II en un probléme II’ qui préserve les schémas d’approximation dont la
définition est donnée au paragraphe 2.6.1. Notons que ’élargissement par réduction de la
classe Max SN Py (resp. Max NPy) a la classe Max SNP (resp. Max N P) a notamment

pour conséquence l'intégration de problémes de minimisation :

Définition 2.19. Max SNP et Max NP

VILe NPO, Il€ MazNP & (L€ MazNPy) V (an’ € Maz NP, | H&H’)
VIl € NPO, Tl € MaxSNP < (Il € MaxSNPy) V (311’ € Maz SNPy / HoL<H’>

En fait, Max SNP et Max NP sont définies comme les fermetures mg et
WOL des classes logiques Max SN Py et Max N P, sous la L-réduction. Par exemple, les
problémes Min VC— B, Min DS — B, ou encore M ax Cut sont des problémes de Max SN P
[74].

Papadimitriou et Yannakakis, avec la classe logique Max SN P, ont en quelque sorte ex-
hibé une classe médiane entre PTAS et APX dans le sens oul tout probléme de Max SN P,
est approximable & rapport constant et que certains de ses problémes, s’ils admettent un
schéma d’approximation, induisent un schéma d’approximation sur tout probléme de la
classe. Les auteurs démontrent I'inclusion de Max SN Py dans AP X en proposant un algo-
rithme approché générique pour la classe Max SN Py, puis la complétude de Max 3 — Sat

a l'aide d’une transformation générique d’une instance de tout probléme de la classe en une
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instance de Max 3 — Sat. Ils font également la preuve de la complétude d’autres problémes
tels Max IS — B (probléme du stable a degré borné), Max Cut (probléme de coupe maxi-
mum dans un graphe) ou encore Max 2 — Sat, par réduction simple & partir de Max 3 — Sat.

Depuis, dans [60], les égalités ensemblistes
Maz SNP," = APX — PB et Maz SNB, = APX

ont été établies (utilisant notamment le résultat APX —PB' = APX de Crescenzi et
Trevisan [29]) : cela nous apprend, entre autre, qu’il existe une P-réduction de tout probléme
approximable & rapport constant & un probléme de la classe Max SN F,.

Concernant Max N P et son approximabilité, on peut citer I'inclusion de Max N Py dans
APX, fait démontré dans [74] par le biais des mémes arguments que pour linclusion de
Max SNPy dans APX ; du point de vue de la complétude, les auteurs ne parviennent pas
4 un résultat aussi fort que pour Max SN P, puisqu’ils réduisent la classe par L-réduction
a toute une famille de sous-problémes de satisfaisabilité, mais non pas un seul probléme
de la classe: tout probléme de la Max NPy est L-réductible & un probléme Max G Sat(B)
(Generalized Satisfiability) pour une certaine constante B, malheureusement dépendante du
probléme considéré; cela induit cependant la complétude du probléme général Max Sat.
Nous citerons enfin le résultat de classe proposé par Crescenzi dans [29] et qui stipule que

la fermeture sous la P-réduction coincide également avec APX :
—————P
Max NPy = APX.

Cela induit notamment que tout probléme de Max N Py ou s’y réduisant par une P-réduction
est approximable & rapport constant.

Apreés les résultats de complétude, d’une incontestable richesse quant & I’approximabilité
(ou plutot la non approximabilité) des problémes, les classes Max SN P et Max N P auront
donc également apporté une caractérisation syntaxique des classes d’approximation. Pour le
lecteur non averti, ces résultats seront & nouveau évoqués a ’occasion du paragraphe suivant
ol les notions utiles & leur compréhension auront été présentées.

Notons pour conclure cet interméde logique la flagrante asymétrie entre les classes de
mazximisation et de minimisation: si Min X désigne le pendant minimisationde Max SN Py =
Mazx Y, le probléme Min 3—CCSP qui cherche 4 satisfaire un nombre maximum de clauses
conjonctives de taille au plus 3 (i.e. de la forme ¢1, {1 A ¢y ou 1 A Lo A U3) est clairement

élément de la classe, par une représentation similaire & celle proposée pour Max E—k — Sat.
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Or, Kolaitis et Thakur montrent dans [63] que Min3 — CCSP est Min Xy-complet pour la
P-réduction (comme Maz 3— Sat pour Max ¥), mais non approximable & rapport constant
(tandis que Max 3 — Sat est & ce jour approximé & 1/1.249 > 0,8 [6]); en montrant dans
[61] la NPO — PB-complétude de Min3 — CCSP relativement aux E-réductions, Klauck
fait la preuve de l'inclusion de tout NPO — PB dans WEOP.

2.6 Effets de classe
2.6.1 Le principe de réduction

Dans une volonté d’unification des travaux proposés au sujet des réductions et d’homogé-
néisation des notations, nous utiliserons parfois des sigles non conventionnels pour désigner
les réductions; nous n’avons cependant pas ’ambition de présenter quelque chose de nou-
veau. Le principe de réduction d’un probléme IT & un probléme IT' consiste & regarder, modulo
une petite transformation, le probléme II comme un cas particulier de IT'. Si la transforma-
tion est polynomiale et que l’on sait résoudre ou approximer I’ en temps polynomial, on
saura alors résoudre ou approcher II & son tour, toujours en temps polynomial. La réduc-
tion est ainsi un moyen de transporter un résultat d’approximation ou de résolution exacte
d’un probléme & un autre; elle est de la méme fagon un outil de classement des problémes
selon le niveau de difficulté de leur résolution. Il y a eu, au cours du développement de la
théorie de la complexité, grand nombre de définitions de réductions, selon ce qu’on voulait
préserver, transporter, d'un probléme & l'autre (décision ou optimisation, construction ou
évaluation, rapport d’évaluation, structure du probléme, ...). Mais on retrouve, a la base de
toute réduction, les mémes principes fondamentaux. Ce sont ces principes que nous désirons

présenter, au travers ’étude des réductions polynomiales constructives.

Réduction polynomiale

Une réduction d’un probléme II & un probléme II’ est la donnée d’une fonction f qui
permet de construire & partir d’une instance I de IT une instance f(I) de IT' et d’une fonction
g qui détermine & partir d’une solution s’ d’une instance f(I) une solution s = g(s) de
I'instance initiale I. Dans le cadre de 1’étude des problémes de N PO, on demandera aux

transformations f et g d’étre de complexité polynomiale en la taille de ’instance.

Définition 2.20. Réduction
Une réduction d'un probléme II & un probléme II'’ de NPO est la donnée d’'un couple
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R = (f,g) défini par:

f : IH — IH/, g : SOlry(f(IH)) — SOZH,
I — I s’ € Sol (f(I)) — se€ Solp(1)

et pour lequel il existe deux polynéme py et p, qui vérifient pour toute instance I de Iy les
propriétés:

(1) f(I) se construit en temps  ps(|1])
(i1) Vs € Sol (f(I)), g(s') se construit en temps py(|f(1)]).

Notons par soucis d’exhaustivité que cette définition reste valide pour toute exigence de
complexité (langages décidables, algorithmes pseudo-polynomiaux...).

Une réduction permet donc de déterminer & 1’aide de la fonction g des solutions pour
I a partir de solutions sur f(I). Selon ’espace de problémes dans lequel on se situe et les
niveaux de résolution que I’on veut pouvoir transporter d’un probléme & un autre, certaines
propriétés seront réclamées au couple de fonctions (f, g). Dans l'espace N PO des problémes
d’optimisation, on doit préserver ’optimalité ou du moins un certain niveau de performance.
Pour la résolution exacte, il faut pouvoir transporter une solution optimale de l'instance

image & l'instance initiale.

Réduction préservant ’optimalité

Afin d’éviter d’avoir & préciser les sens d’optimisation des problémes manipulés, nous
utiliserons par la suite les signes > (resp. >) pour signifier qu'une solution est au moins

aussi bonne (resp. strictement meilleure) qu’une autre.?

Définition 2.21. PO-réduction, réduction de Cook [26]

Soient II et IT' deux problémes de N PO, on dit que II se PO-réduit & IT' et on note ' I
8l existe une réduction R = (f, g) de IT a II' qui vérifie:

s’ optimale pour f(I) = g¢(s’*) optimale pour I.

Proposition 2.1.

VY (ILI') € NPO, (') A (IT' € PO) = Il € PO

7 7

< =
» <7 optyn = max =

Y
I

v
I

\Y

2. optn = min = { =
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11 existe différentes fagons de construire une telle réduction et notamment celle consistant

& imposer 3 la réduction R d’étre a la fois monotone et surjective.

Définition 2.22. Réduction monotone pour préserver la valeur relative des solutions
Une réduction R = (f, g) est monotone si elle vérifie:

VI € Iy, Y(s},sh) € Solir (f(1)),
o (f(I), 81) = v (f(1), s5) = vn(Z, g(s1)) = vn(Z, g(s3))-
Remarque 2.2. Si R est monotone alors

1%

s optimum sur Soly (f(I)) = g(s"") optimum sur g(Solw (f(I))).

Définition 2.23. Réduction surjective pour couvrir les solutions de l’instance de départ
Une réduction R = (f, g) est surjective si elle vérifie:

VI € It, Solu(I) = g(Soly (f(1))).
Remarque 2.3. Si R est monotone et surjective alors
s optimum de f(I) = g(s"*) optimum de I.

Ainsi, nous pouvons définir une PO-réduction particuliére caractérisée par deux proprié-

tés facilement identifiables:

Définition 2.24. M S-réduction
Soient II et II' deux problémes de N PO, on dit que II se M S-réduit & II’ et on note IT Mo
sl existe une réduction R = (f, g) de IT a II' qui vérifie:

(1) R monotone (ii) R surjective.
Proposition 2.2. TI'5 IT' =TI T
Preuve : ¢f. remarques 2.2 et 2.3 ¢

Réduction préservant ’approximation

Malheureusement, nombreux sont les problémes qui ont été montrés N P-durs (non so-
lubles en temps polynomial & moins que P ne coincide avec N P) a 1’aide de telles réductions;
aussi, a défaut de pouvoir résoudre ces problémes difficiles & I’optimum, les chercheurs se sont
mis plus modestement & les résoudre de facon approchée, donnant du méme coup naissance
aux classes d’approximation. Comme nous ’avons vu, ’approximation fait intervenir une

évaluation de la performance des solutions, généralement par les rapports d’approximation.
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On introduit alors une fonction ¢ permettant de transporter 1’évaluation de solutions d’un
probléme & un autre. Nous présentons ainsi la A-réduction définie dans [72] qui préserve
I’appartenance 3 APX :
Définition 2.25. A-réduction
Soient II et IT' deux problémes de N PO, on dit que II se A-réduit a I’ et on note &I
s'il existe une réduction R = (f, g) de IT & I’ et une fonction ¢ : [0, 1] — [0,1] qui vérifient :
Al ¢(r)=0 = r=0
A2 VI € Iy, Vs' € Soliy (f(I)), pr(f(I),s") >r = pu(l,g(s") > c(r).

Proposition 2.3.
YV (ILIU) € NPO, (IXIV) A (I € APX) = Il € APX

D’autres réductions ont été définies qui préservent ’approximation & rapport constant,
notamment la réduction continue de Simon [79].

Remarque 2.4. Si la fonction c¢ vérifie ¢(1) = 1, la A-réduction est un autre cas particulier
de PO-réduction.

De par le développement de la discipline autour du seul rapport classique, la majeure
partie des réductions ont été définies de fagon & préserver un niveau d’approximation pour la
mesure classique; or, on ’a notamment vu avec le rapport différentiel, plusieurs estimations
de la qualité d’une solution peuvent non seulement exister (rapport différentiel et définition
d’une réduction préservant l’appartenance @ APX[0]), mais aussi coexister (transposition de
résultats d’une mesure a [’autre). Pour ces raisons, nous assouplissons les conditions sur la
mesure considérée, généralisant ainsi, comme cela est fait dans [68], la notion de A-réduction,
et plus tard de P- et F-réductions. Si les lettres p et § symbolisent les rapports classique
et différentiel, il faudra dorénavant prendre en compte pour la A-réduction cette nouvelle
définition :

Définition 2.26. A-réduction

Soient II et IT" deux problémes de N PO, on dit que II se A-réduit & I’ et on note IT A[Rolc’m] I
8l existe une réduction R = (f, g) et une fonction ¢ : [0,1] — [0, 1] qui vérifient pour deux
mesures d’approximation R1, R2 € {p,d}:

Al c(r)y=0 = r=0

A2(R1,R2) VI € I, Vs € Soli (f(I)), R2rv(f(I),s") > r = Rln(1,g(s)) > e(r).
Proposition 2.4.

vV (L) € NPO, (""&™1T) A (IT € APX[R2)) = TI € APX[RI]
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Remarque 2.5. : le cas R1 = R2 = p revient & la définition précédente, originelle, de la
A-réduction.

En faisant varier les conditions sur les fonctions f, g et ¢, on parcourt I’essentiel des
réductions utilisées en approximation polynomiale. Commencons par la P-réduction, égale-
ment définie dans [72], et qui préserve les schémas d’approximation.

Définition 2.27. P-réduction

Soient IT et IT" deux problémes de N PO, on dit que II se P-réduit a IT’ et on note IT P[Rolc’Rz] I
s’il existe une réduction R = (f, g) et une fonction ¢ : [0, 1] — [0, 1] qui vérifient pour deux
mesures d’approximation R1, R2 € {p,d}:

P1 cr)y=1=r=1

P2(R1,R2) VI € Ij,Vs' € Soly (f(I)), R2ry (f(I),s") > ¢(r) = R1n(L,g(s")) > r.
Proposition 2.5.

P[R1,R2]
X

v (ILLI') € NPO, (II II') A (I € PTAS[R2]) = Il € PTAS[RI]

Evoquons & présent la F-réduction, introduite dans [28] pour préserver I’appartenance &
la classe FPTAS.
Définition 2.28. F-réduction

Soient II et IT' deux problémes de N PO, on dit que II se F-réduit a I et on note II Ir
8’1 existe une réduction R = (f, ¢g) et une fonction ¢ : Iy x [0,1] — [0, 1] qui vérifient pour

F[R1,R2]
XX

deux mesures d’approximation R1, R2 € {p,d}:

F1 Vi€l cI,r)=1=r=1
F2 Jp. polynéme t.q. VI € Iy, Vr € [0,1], ¢(I,r) calculable en temps p.(|I], Tlr)
F3(R1, R2) VI € I, Vs' € Soliy (f(I)), R (f(I),s") > c(I,r) = Rln(I,g(s) > r.

Proposition 2.6.

F[R1,R2
[ ~ ]H’

v (ILI') € NPO, (IT )A (I € FPTAS[R?2)) = Il € FPTAS[RI]

Remarque 2.6. Pour toutes ces réductions (A, P et F-réductions), la premiére condition
(Al, P1 et F1) sur la fonction ¢ n’apparait pas dans leur définition originale mais ont
été ajoutées dans [68]; elles traduisent simplement le fait qu’une réduction préservant une
performance relative n’est exploitable qu’a condition que cette fonction ¢ ne soit pas triviale.
Pour préserver le rapport constant, il faut que tout rapport strictement positif sur 'instance
image permette de déduire un rapport strictement positif sur instance initiale, soit “r >
0 = ¢(r) > 0”; pour préserver les schémas d’approximation, il faut & partir d’un certain rang
ro > 0 étre en mesure de déduire pour toute constante r € [rg, 1[ un solution r-approchée de
I'instance initiale & partir d’une solution r’-approchée de I'instance image pour une certaine
constante ' € [0, 1] telle que ¢(r’) = r (P-réduction) ou ¢(I,r’) = r (F-réduction), soit
“r' <1=¢(r') <17 (P-réduction) ou “r' < 1= ¢(I,r’") <17 (F-réduction).
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Avant de clore le chapitre des réductions classiques, nous présentons la L-réduction, in-
troduite et exploitée dans le cadre des classes logiques Max NP et Max SN P et qui a donné
lieu & des résultats essentiels de complétude. Congue dans le but de pouvoir transporter les

schémas d’approximation, la L-réduction, définie dans [74], préserve lerreur relative.

Définition 2.29. L-réduction
Soient II et I’ deux problémes de N PO tels que opty = optry, on dit pour les rapports

classique et différentiel que IT se L-réduit (resp. se L[d]-réduit) a IT" et on note II A (resp.
L[3]

II H’) s’ils vérifient pour deux constantes oy > 0 et ag > 0:

L1 VIGIH, ﬂn/(f([)) S Ckl,BH(I) (resp. dlamnl(f(f)) S aldiamH(I))
L2 VIeln, Vs'e€Solw(f(I)), mu(l,g(s')—pull)| < azlm (f(1),s)—Buw (f(1))].

Proposition 2.7.

(I&XI') A (I'e PTAS) = Ile PTAS

v (I, 1T') € NPO, L8]
(' I') A (I € PTAS[§)) = II€ PTAS]S).

Dans [59], Khanna, Motwani, Sudan et Vazirani relachent la constance du facteur «;
pour le remplacer par un polyndéme p; : c’est la E-réduction. Ce nouvel outil, qui préserve
(notamment) les FPTAS, leur a permis de montrer ’égalité de classes WSNPOE =
APX — PB que nous avons déja évoquée au paragraphe 2.5.3 et que commenterons plus en

détails au paragraphe 2.6.3.

2.6.2 La notion de complétude

La complétude est une notion essentielle en théorie de la complexité; rappelons-nous le
théoréme de Cook, central s’il en est, qui pose ’existence du premier probléme N P-complet
en démontrant a 1’aide des machines de Turing que tout probléme de NP se réduit par
une réduction polynomiale au probléme de satisfaisabilité. La complétude se référe toujours
a trois éléments: un ensemble de problémes Y, une seconde classe X “plus facile que Y”
(souvent X est un sous-ensemble de Y') et une réduction X préservant l'appartenance 6 X.
Un probléme II de Y est dit Y-complet si tout probléme de Y se X-réduit & I1: I'idée est que
si on prouve pour seulement I’'un de ces problémes complets son appartenance a la classe X,
alors on I’a prouvé pour tout probléme de Y ; et si X est un sous-ensemble de Y alors X et

Y coincident.

Définition 2.30. Complétude
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Soient X et Y deux classes de problémes de N PO et X une réduction préservant ’apparte-
nance & X :

Ye={leY /VII' €Y, I &1I}.

Parfois (généralement quand X C Y et qu’il n’y a dés lors que peu d’ambiguité), la
référence a la réduction ou & l’ensemble X est omise.

On peut également aller chercher les frontiéres a4 l’extérieur des classes, c’est la notion
de problémes difficiles; un probléme II est difficile pour une classe d’approximation Y rela-
tivement & un certain niveau d’approximation si tout probléme de Y se réduit a II par une
réduction préservant ce niveau d’approximation (mais II n’est plus tenu d’appartenir a la

classe Y'). Naturellement, tout probléme Y -complet est Y -difficile.

Définition 2.31. Problémes difficiles
Soient X et Y deux classes de problémes de N PO et X une réduction préservant ’apparte-
nance a X :

Y-h={II / VIl € Y, I & II}.

Quelques exemples

MinTSP € NPO — c: le probléeme Min TSP est N PO-complet pour la PO-réduction.
Le probléme de voyageur de commerce de colit minimum est un probléme de N PO et si ’on
sait le résoudre a 'optimum en temps polynomial, alors on sait résoudre a ’optimum tout
probléme d’optimisation de NP en temps polynomial.

Mazx3—Sat € Max SNPy—c: le probléeme Max 3— Sat est Max SN Py-complet pour la
L-réduction. Le probléme de 3-satisfaisabilité maximum est dans Max SN P, et s’il existe un
schéma d’approximation polynomial pour Max 3 — Sat, alors il en existe pour tout probléme
de Max SN Py (ainsi que pour tout probléme de Max SN P, de par sa définition).

MinATSP € APX — c: le cas métrique du probléme de voyageur de commerce est
APX -complet pour la L-réduction. Un schéma d’approximation polynomial pour ce probléme
d’APX pourrait ainsi étre transposé par L-réduction a tout autre probléme de la classe.

Min D FNS (Minimum Directed Feedback Node Set) € APX — h et Min FNS (Mini-
mum Feedback Node Set) € APX — c: les cas orientés et non orientés du probléme d’en-
semble minimum de sommets retour sont APX-difficiles pour la P-réduction, mais le cas
non orienté est approrimable & rapport constant au contraire du cas orienté si P = NP. Un
schéma d’approximation polynomial pour 1'un de ces deux problémes serait transportable

par P-réduction & tout autre probléme de la classe APX.
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2.6.3 La fermeture

Soit Y une classe d’approximation et X une réduction quelconque; on appelle fermeture

de Y pour X l'ensemble Y™ des problémes qui se X-réduisent a un probléme de Y.

Définition 2.32. Fermeture
Soit Y une classe de problémes de N PO et X une réduction :

v¥={lle NPO /3l €V, H&IT}.

Nous en avons déja discuté au paragraphe 2.5.3, les fermetures Max SN POP et Max N POP
des classes syntaxiques Max SN Py et Max N Py pour la P-réduction coincident avec la classe
d’approximation AP X des problémes approximables & rapport constant pour le rapport clas-
sique. Cette égalité de classes signifie notamment que si un seul probléme de N PO qui soit
Mazx SN P-difficile pour la P, la L ou la E-réduction admet un schéma alors tout probléme de
la classe APX admet également un schéma, autrement dit : un probléme Max SN P-difficile
pour toute réduction préservant les schéma d’approximation sera AP X-difficile, toujours
relativement & une telle réduction. Or, PT'AS est un sous-ensemble propre d’APX, & moins
que P n’égale NP: sous ’hypothése contraire, on pourra dire de tout probléme montré
Mazx SN P-difficile qu’il n’est pas schématable. Ces égalités ensemblistes, en mettant en
regard des classes syntaxiques (dont les problémes peuvent se formuler sous une certaine ex-
pression) et une classe d’approximation (dont les problémes ont été montrés approximables

pour un niveau d’approrimation donné), sont d’une richesse incontestable.

2.7 Affinité entre problémes
2.7.1 Reéductions continues

Nous présentons ici les réductions de Simon, congues pour préserver les rapports (éven-
tuellement asymptotiques) d’approximation, car, d’une part, c’est un outil précieux qui nous
sera fort utile au chapitre 7, mais surtout parce qu’elles constituent un premier pas vers la
relation affine entre problémes, relation qui nous intéressera tout particuliérement dans le

cadre de 'approximation différentielle.

Définition 2.33. Réduction continue

Soient II et IT" deux problémes de N PO tels que optp = optyr, une réduction continue de II
a IT' est la donné de trois fonctions f de Ity dans I{;, g de Solry f(Ir) dans Solr et g’ de Soln
dans Solry(f(I11)), toutes trois polynomiales en |I|, et qui vérifient pour quatre constantes
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a>0,0>0,a >0etd >0 les propriétés suivantes :
Cl VI € Iy,Vs € SOlH(I),

i (£(1).9'(9) =
C2 VI € I, Vs' € Soln(f(I)),

mii(Z, g(s"))

1/a x mp(I,s) —b sioptp = max
1/a x mn(I,s)+b sinon

> 1/d xmp (f(I),s") —b siopty = max
< 1/d xmp(f(I),s")+b sinon
Le produit a x a' est appelé expansion de la réduction; si b = ' = 0, la réduction est

dite absolument continue.

Proposition 2.8. Soient II et II' deux problémes de maximisation (resp. de minimisation)
de NPO, s’il existe un PT'AA A r-approché pour II' et une réduction continue de II & IT’
d’expansion aa’, alors il existe un PT AA Ay pour I1 r/aa’-approché (resp. aa’r-approché),
éventuellement asymptotique, pour II.
Preuve: pour deux problémes de maximisation

Soient I une instance de II et s’ la solution donnée par Ay sur f(I); on a par hypothese
myy (f(I),s") > r x B (f(I)) et on note s = ¢'(s’). Par C1, on a la relation S (f(I)) >
1/a x pr(I) — b et par C2, mp(I,s) > 1/a’ x mu/(f(I),s") — b ; on conclut:

(1, 8) 2 ~r x B (A1)~ = - on() - So—t/ o

En différentiel, pour espérer transporter un rapport d’approximation de l'instance image
a 'instance initiale, il faut étre en mesure de comparer les valeurs des pires solutions sur ces

deux instances; c’est le sens de la propriété C3:
Propriété 2.9.
C3VI € Iy, w(f(I))>1/a xwn(l) —b (resp. < 1/a x wrr(I) +b).

Effectivement, définies selon Simon, les fonctions g et ¢’ permettent de ne pas trop
dégrader la valeur d’une solution lors du passage d’une instance a l'autre (de f(I) a I et
de I & f(I)), de sorte de pouvoir comparer la valeur d’une solution approchée sur I a celle
d’une solution approchée sur f(I) ainsi que la valeur optimale sur f(I) a la valeur optimale
sur I ; en revanche, cela n’offre pas a priori la possibilité de comparer les valeurs des pires
solutions de f(I) & I, manque que pallie la propriété C3.

Proposition 2.10. Soient II et IT' deux problémes de maximisation (resp. de minimisation)
de NPO liés par une réduction continue R = (f,g,¢') de IT a II'; si R est d’expansion 1

et vérifie la propriété C3, alors tout PT AA Ay r-approché différentiel pour II' induit un
PTAA Ap pour II r-approché différentiel, éventuellement asymptotique, pour II.
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Preuve: pour deux problémes de maximisation

Reprenant les notations de la preuve précédente, on a par hypothése

ma (f(1),8') > r x B (f(I)) + (1 —7) x wi (£(1)),

et il vient B (f(1)) > 2ﬂn(1)—b, mu(l,s) > imﬂ/(f(f),S')—b’, o (F(I) > éwH(I)—b
I
mu(l,s) 2 $ [r (2@1(1) - b) +(1—=r) (%WH(I) - b)] - > T/BH(I)‘F(l—T)wH(I)_%—b.

Remarquons qu’avec une expansion strictement inférieure & 1, on ne pourrait rien conclure
a priori. Par la suite, on notera Hco[g} une réduction continue de II & IT' d’expansion 1 qui
vérifie la propriété C'3, permettant ainsi de lier le degré d’approximation différentielle des
problémes II et IT' ¢

Les réductions continues n’apportent pas que la garantie du rapport d’approximation :
leur intérét supplémentaire par rapport aux autres réduction réside en la fonction ¢’. Pouvoir
revenir du probléme initial au probléme image s’avérera indispensable pour la préservation
des optima locaux, qui nécessite de relier les optima locaux de I aux optima locaux de f(I).
Souvent, nous omettrons d’expliciter ¢, les réductions proposées étant présentées comme
réductions affines, mais la transformation sous-jacente sera toujours utilisée pour établir la

préservation des optima locaux.

2.7.2 Réductions affines

Nous I'avons déja dit, la motivation principale de la définition du rapport différentiel dans
[30] est la stabilité de la mesure d’approximation sous transformation affine de la fonction
objectif: il peut effectivement sembler 1égitime d’espérer résoudre de fagon équivalente, et
méme considérer comme équivalents, conformément & ce qui est fait en programmation

mathématique, les problémes

min  f(z) ot min kf(x)+ K kR, KeR.
sc. zeX s.c. reX

Aussi définissons-nous un cadre d’équivalence entre problémes sous le rapport différentiel
afin de pouvoir, quand deux problémes sont identiques & une transformation affine de leur

fonction objectif prés, déduire des résultats d’approximation de 'un a ’autre. Notons que
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ce que nous présentons est une restriction de la notion plus générale d’équivalence sous le

rapport différentiel définie dans [34].

Définition 2.34. AF-réduction ou réduction affine )

F
Soient II et IT' deux problémes de N PO, on dit que II se AF-réduit a IT’ et on note IT o II’
s’il existe de IT & II' une réduction R = (f, g) qui vérifie:

AF1 TR surjective
AF2 VIieln, 3K;e R, ke R* (k; > 0 si opty = optyy, kr < 0 sinon) t.q.
vs' € Solw (f(1)), mw (f(I),s") = krmu(Z, g(s") )+ K.
S'il existe une réduction affine de IT a IT' et de I’ a II, on notera IE=Si1d

Proposition 2.11. Stabilité du rapport différentiel sous transformation affine

VILII' € NPO, R = (f,g) est une AF-réduction de IT & II'
= VI € IH,VS, S SOlH/(f(I)), (51‘[([,9(8’)) = (5H/(f([), S/).

Preuve pour k; > 0
Par définition, il existe deux réels k; > 0 et K tels que les évaluations de tout couple

de solutions (s’,g(s’)) des instances f(I) et I sont affinement liées par la relation:
mp (f(1),s') = krmn(I, g(s")) + K.

Par la surjectivité de R, les pires solutions et les solutions optimales des deux instances

coincident alors, modulo g:

vt' € Solr (f(I)), mw(f(I),s") = (resp. <) mw/(f(I),1)
& V' e Solp(f(I)), mu(L,g(s)) > (resp. <) mu(l,g(t))
(R surjective) < vVt € Soln(I), mu(l,g(s") > (resp. <) mn(l,t)

= Bw(f())=kiful)+ Kr et ww(f())=kwn()+ K;.

D’ou les égalités pour tout couple de solutions (s',s = g(s')) € Solw (f(I)) x Solr(I):
wir (f(1)) —mw (f(),s") _ krwn() + Kp — (krmu(Z,5) + K1) wn(l) —mu(Z, s)

wir (f(1)) = P (f(1)) kron(I) + Kp — (krPu(l) + Ki) wii(I) = Bu(l)

~ 5H’(f(1)’5,) = 5H(LS) <

Proposition 2.12. Si deux problémes II et IT' vérifient IR=81 , alors tout algorithme 7-
approché pour 'un est r-approché pour 'autre, au sens de la mesure différentielle.
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Preuve : conséquence directe de la proposition 2.11 ¢
Il existe des relations plus intimes encore entre problémes, qui nous permettront plus tard
de rapprocher, non plus seulement leur degré d’approximation, mais leur structure méme;

c’est ce qui motive les derniéres définitions.

Définition 2.35. Réduction bijective
Une réduction R = (f, g) est bijective si et seulement si

VI € I, g|soly (f(1)) €St une bijection de Solyy (f(1)) sur Soln(I).

Définition 2.36. Réduction fortement affine
Une réduction fortement affine entre deux problémes II et II' de N PO, notée 2 , est
une réduction R = (f, g) affine bijective. S’il existe deux réductions fortement affines, 'une

de IT a I, autre de IT" a II, on notera T T et les problémes IT & IT’ seront dits affinement
équivalents.

Lorsqu’une réduction affine est fortement affine, la résolution des problémes IT=(If,
Solyr, m, optrr) et I'=(f(Ir), Solu(f(I)), m, optrr) devient une et seule, pour tout degré
d’approximation différentielle considéré ; de plus, la bijection entre les ensembles de solutions
des instances I et f(I), pour peu que leur structure soit semblable (distante constante entre
deux solutions ou densité des espaces de solutions), assure la préservation des optima h-
locaux qui seront le sujet des prochains chapitres.

Ezemple 2.5. Comme il sera montré par la suite, il existe des réductions fortement affines
de MinTSP a MinATSP, de MinSC a Min RSSC, de Maxk — Sat & Max E — k —
Sat ; comme il s’agit toujours de réductions d’un probléme & sa restriction, ces couples de
problémes sont tous affinement équivalents.

Pour illustration, nous montrons ici que les probléemes de Minimisation et de Mazimisa-
tion de programmes linéaires en variables bivalentes, notés Max PL{0,1} et Min PL{0,1},
sont liés par une relation fortement affine. Une instance I de tels problémes est la donnée,
sur un ensemble X de n variables & valeur dans {0, 1}, d’'un vecteur objectif ¢ & coefficients
dans N, de m vecteurs de contraintes a; de Z", et d’un membre droit b vecteur de N ; le
but est naturellement d’optimiser le programme suivant :

(1) ﬂMaxpL(I):mxax c-T (1) Burin pr(I) :Inxin c-T
a;-x<b, Vi=1..m et a;-x>b Vi=1..m
S s
Tj € {O, 1} Vi=1,..,n T € {0, 1} Vi=1,...,n

pour un probléme de mazimisation pour un probléme de minimisation.

Soit maintenant I = (¢, {a1,...,am}, {b1,...,bn}) une instance de Max PL{0,1}, on lui
associe l'instance I’ = f(I) de Max PL{0,1} de parameétres ¢ = ¢, a, = a; pour tout



32

i=1,..,met b, =1 -a; —b pour tout ¢ =1,...,m, ou 1 = (1,...,1) désigne le vecteur
unitaire de R":

(1) BMaz PL(I) = max ¢-x (1) Brinpr(I') = Ir&in c-x

. f - .
a;-x<b Vi=1..m i a; x> 1-a;,—b Yi=1,...m

s . s.c i
zj€{0,1} Vj=1,..,n zj € {0,1} Vi=1,..,n

La construction se fait évidemment en temps polynomial en la taille de ’instance initiale,
taille qui est donnée par la plus grande des quantités n, m et log(dmaz) 00 dpma, désigne, en
valeur absolue, la plus grande donnée numérique de I. Considérons & présent les ensembles
de solutions des instances I et I’: ils sont tous deux constitués de vecteurs de {0,1}", et
on remarque que I’ est construite de telle sorte quun tel vecteur z est solution réalisable
de I' si et seulement si 1 — x est solution réalisable de 1. Effectivement, la iéme contrainte
a;-x < T-ai—bi équivaut a la relation b; > T-ai—ai‘x, or T‘ai—ai-:r = ai'(T—:z:). Ainsi,
la transformation g qui associe a tout vecteur = de {0,1}" son opposé T — 2 transforme
bien une solution de Solpr(I') en une solution de Solpy(I) et qui plus est, ’équivalence
précédente nous assure que g est une bijection de Solpr(I') sur Solpr(I): nous avons bien
exhibé une réduction (f,g) fortement affine de Max PL{0,1} & Min PL{0,1}.

Définition 2.37. Problémes affinement identiques

On dit que deux problémes II et II' de N PO sont affinement identiques et on note HAEFH’
s'll existe une réduction R = (f,g) fortement affine de IT & II' telle que la fonction f est
surjective i.e. f(I1) = Iy.

Ezemple 2.6. Les problémes Max IS, Max SP, Max Clet MinVC, Max Sat et Min CCSP
qui seront évoqués au cours de ce document sont autant de cas de problémes affinement iden-
tiques. Pour Max IS et Max SP par exemple, le programme linéaire & résoudre est le méme

—
max 1 -x

Az < T

xz €{0,1}",
la seule différence réside en l'interprétation que ’on en fait : la relation binaire représentée par
A désigne-t-elle les arétes d’un graphe ou l'intersection non vide de deux sous-ensembles. Ces
deux problémes sont également équivalents du point de vue de ’approximation classique;
pourtant, la méme relation qui existe entre Max IS et Min VC (prendre f = Id|f4—r,, et
g:s+— sde Max IS a MinVC comme de MinVC & Max IS) n’a plus alors, en classique,
les mémes conséquences (Maxz IS ¢ APX quand MinVC € APX).

Avec le rapport classique, une simple translation de la fonction objectif peut suffire &

transformer un probléme de la classe APX en un probléme non approximable & rapport
constant & moins que P = NP, comme en témoigne le passage du TSP métrique au T'SP

général (cf. chapitre 8.1.1). En différentiel, I’équivalence min/max fait parfois prendre le



33

mu(L,s) >rx fa(Il)+ (1 —r) xwn(l) = mu(l,s) > r x fu(l)

(opt = max) mu(l,s) > r x Bu(l) N 277

on ne peut rien dire a priori: cela dépend de r et du rapport wir(I)/Bu(1)

mi(L,s) <rxpPu(l)+(1—7r)xwn(l) = 777
on ne peut rien dire a priori: cela dépend du rapport wii(I)/Bu (1)

(optrr = min)
mu(I,s) <rx pu(l) (r>1) = 777
on ne peut rien dire a priori: cela dépend de r et du rapport wir(I)/Bn(1)

TAB. 2.1: d’une mesure a 'autre

meilleur (Maxz TSP et MinTSP sont APX]|6]), et parfois le pire (Max IS et MinVC ont
les mémes seuils d’inapproximation que Max IS en classique). Un résultat négatif (resp.
positif) sur un probléme de mazimisation se transporte du classique au différentiel (resp. du
différentiel au classique), mais il n’est pas de telle régle pour les problémes de minimisation
(considérer justement Min TSP qui est APX[d] mais non APX, MinVC qui est APX
mais non APX|[d], si P # NP). La transposition d’un résultat différentiel vers un résultat
classique sera de nouveau évoquée au paragraphe 8.1.5; l'essentiel est de retenir qu’il n’y a
rien d’évident, et heureusement : aprés tout, il s’agit de rapports différents et 1’évaluation
conjointe des problémes de N PO par ces deux mesures n’a d’intérét que la diversité, voire
la divergence des conclusions produites quant au degré d’approximation de ces problémes.
Remarquons avant de conclure que la possibilité de déduire un résultat différentiel d’un
résultat classique est bien moins probable que son inverse. Une condition nécessaire & 1’éta-
blissement d’une telle implication serait en effet que toute solution, méme une pire solution,
réalise un rapport contant, soit que toute solution puisse étre déja considérée comme une
bonne solution au sens du rapport classique: wri(I)/fr(f) > € (¢ < 1) pour un probléme
de mazimisation, wi(I)/frn(I) < e (¢ > 1) pour un probléme de minimisation; et quand
bien méme une telle relation aurait lieu, on ne pourrait en déduire une approximation dif-
férentielle qu’a condition, naturellement, que ’algorithme qui assure le rapport classique r
fournisse des solutions strictement meilleures que wry(I), vérifiant » > & pour un probléme
de mazimisation, r < € pour un probléme de minimisation. Le rapport différentiel ainsi ob-
tenu serait alors de |r —¢|/|1 — €|. Le tableau 2.1 propose un récapitulatif de ces différentes

situations.
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Premiére partie

Optima locaux
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Chapitre 3

Optimum local garanti

3.1 Quelques concepts
3.1.1 Qu’est-ce qu’un algorithme de recherche locale?

Avant de parler d’optima locaux, il faut avoir défini une notion de proximité : les fonctions
voisinage nous permettent de le faire.

Définition 3.1. Voisinage

Soit II un probléme d’optimisation, un voisinage V pour II est une fonction qui & toute
solution s de toute instance I de II associe un sous-ensemble V(I, s) de solutions autour de
s; les éléments de V(I, s)\{s} sont appelés solutions voisines de s.

Etant donné un voisinage V sur II, un optimum local d’une instance I n’est autre qu'une
solution au moins aussi bonne que ses voisins. Attention, on ne cherche pas une solution
optimale sur un sous-ensemble statique, mais une solution optimale sur un ensemble de
centre cette solution: il s’agit donc d’un sous-ensemble évolutif en fonction de la solution
courante et I'optimalité locale ne se définit pas & partir d’un sous-ensemble défini a priori
mais a partir de la solution considérée et des voisins qu’elle désigne, pour une structure de
voisinage considérée.

Définition 3.2. Optimum local

§ optimum local de I relativement a V < Vs € V(I,35), mn(1,3) = mnu(1, s)

Disposant d'un probléme et d’un voisinage, il est facile de déterminer un optimum local.
Partant d’une solution, on explore son voisinage & la recherche d’une éventuelle meilleure
solution, et ainsi de suite jusqu’a ce que la solution courante n’aie pas de meilleur voisin:
c’est un optimum local. Cette recherche est formalisée sous le nom de LSA (Local Search

Algorithm) : algorithme de recherche locale.
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LS A - Algorithme de recherche locale

Etant donnés un probléme II & résoudre, un voisinage V pour II et un algorithme poly-
nomial approché A pour II, un algorithme de recherche locale se déroule comme suit :
(LSA)

— input [
begin

- (1) sy =An(l), s=s1;
0K = faux;

tant que (non 0K)
- (2) déterminer V(I,s);
- (3) s’il existe s’ € V(I,s) telle que my(l,s’) = mu(l,s)
alors s = s';
sinon OK = vrai;
(4) fin tant que

end

«— output s

Complexité d’un LSA

La solution initiale (1) est obtenue en temps p(|I]). A lintérieur de la boucle répéter,
la premiére étape (2) qui consiste en la construction du voisinage nécessite un temps de
Vordre de |V(I,s)| x ty(I) si ty(I) représente le temps maximum de passage d’une solution
a une solution voisine pour le voisinage V sur 'instance I. L’évaluation des voisins demande
un temps au plus |V(I,s)| X t;,(I) si t,,(I) est le temps d’évaluation d’une solution sur
I'instance I, supposé polynomial par définition de NPO. Enfin, la boucle (4) est itérée au
plus diamp(I) = |wn(l) — Ar(1)| fois: les coefficients de la fonction objectif ainsi que les
variables étant & valeurs entiéres, la valeur de la solution augmente si opty = max, diminue

sinon, d’au moins une unité & chaque itération.

Conditions nécessaires et conditions suffisantes de polynomialité

Il est nécessaire pour le parcours du voisinage de la solution courante que celui-ci soit
de taille polynomiale; il faut de plus que la construction de tout voisin & partir de la solu-

tion courante soit elle-méme polynomiale. On traduit ces exigences par les deux conditions
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nécessaires :

CN1 : 3 p polyndéme t.q. VI, Vs € Soln(I), |V(I,s)| < p(|I)),
CN2 : 3 p polynéme t.q. VI, ty(I) < p(|I]).

Quant au nombre d’itérations de le boucle répéter, on ne peut s’assurer de sa po-
lynomialité qu’en bornant le nombre d’étapes que nécessiterait le passage d’une solution
de valeur my(Z, Arr(I)) & un optimum de valeur (7). Une condition suffisante pour que
(4) soit polynomiale est de n’avoir qu’'un nombre polynomial de valeurs possibles pour les

solutions du probléme entre les valeurs my (1, Amr(I)) et 3, soit

CS0 : il existe un polynoéme p qui vérifie pour toute instance [

} = n(ar) < p(|1]).

ar =mu(l,s1)
n(ay) = {mn(l,s) = ar,s € Soli (1)}
Malheureusement, cette condition n’est pas vérifiable a priori en temps polynomial.

Nous distinguons deux fagons de vérifier C'S0: soit le probléme lui-méme n’admet qu'un
nombre polynomial de valeurs distinctes pour toute instance (c’est notamment vrai si le
probléme est polynomialement borné), soit c’est a nous qu'il revient de se rapprocher de la
valeur optimale en partant d’une bonne solution A (7). Effectivement, si la valeur d’une

solution optimale est bornée par un polynéme:
Br(I) polynomial < 3 pg polynéme t.q. VI € Ii, |Bu(I)| < pa(|1]),

il suffirait alors pour rendre la recherche locale polynomiale de partir d’'une solution ini-
tiale “assez proche de l’optimum”, soit de disposer d’un algorithme Ap approché & rapport
constant 7 pour le rapport classique:

A > r fu(I) si optp = max

An < rpn(l) si optip = min }:> A = Bu(D)] < [1=r[Ba(l) < |1 —r[ps(|I]).

Ces réflexions nous ménent aux conditions suivantes :
CS1 : 3 p polynoéme t.q. VI, suppp(I) < p(|1|) ;
CS2 : 11 € APX et (1) polynomial.

Cette discussion nous aura enseigné qu’on ne peut assurer a priori ’efficacité en temps
d’un algorithme de recherche locale : cela dépend fortement du probléme (ou de la restriction
d’un probléme général a une famille d’instances particuliéres) traité ainsi que de la définition
de voisinage considérée. Ce point est un champ d’investigation & lui seul dont nous donnerons

quelques clefs au chapitre 5, discutant les principaux travaux et résultats quant a la difficulté
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d’obtention d’optima locaux dés lors que ’on s’éloigne du cadre polynomialement borné ([82],
[66], [61]).

Remarque 3.1. raffinement du LS A

Dans l'idée d’améliorer le temps d’exécution d’'un LS A ou la qualité de I'optimum local qu’il
procure, des interventions peuvent étre faites a différents niveaux: celui de la solution initiale
(partir d’une bonne solution, d’une solution facilement améliorable, d’une solution & rapport
constant de l’optimum...), ou encore celui du choiz du voisin améliorant (premiére solution
ameéliorante, meilleure solution améliorante, autres critéres génériques ou spécifiques).

3.1.2 Voisinages h-bornés

Le voisinage est la notion centrale des préoccupations de ce chapitre puisque c’est elle qui
définit la localité ; or, un voisinage n’est autre qu'un ensemble de points autour d’une solution
donnée. Cependant, notre but étant de construire a partir de ces voisinages des algorithmes
polynomiaux, nous ne nous intéresserons naturellement qu’a des voisinages polynomiaux,

s x ) : . . . .
c’est-a-dire qu’une solution, quel que soit le probléme traité, aura un nombre polynomial de

voisins. Aussi faudra-t-il a I’avenir s’en tenir & cette nouvelle définition du voisinage.

Définition 3.3. Voisinage

Soit IT un probléme de N PO, un voisinage sur II est une fonction V : Iy x Solp — P(Soly)
qui & toute solution s € Soly(I) de toute instance I € Iy associe un sous-ensemble V(1,s) C
Solyi(I) de solutions de I contenant s, de taille au plus py(|I]) ou py est un polynome.

Par ailleurs, nous souhaitons définir une famille de voisinages qui permette de reconnaitre
une classe de problémes dont la spécificité serait d’avoir de bons optima locaux relativement
a un rapport d’approximation donné. Reprenons alors la remarque faite en [11] concernant
la définition fort générale de voisinage que nous venons de donner: si Il est dans la classe
APX|[R] pour un certain algorithme .4, la fonction qui & toute instance I et toute solution
s associe ’ensemble V'(I,s) = {s,.A(I)} est bien un voisinage, conformément a la définition
que nous venons d’en donner ; or, tout optimum local pour ce voisinage faisant au moins aussi
bien que la solution A(7), il garantit le méme rapport constant d’approximation que A et
cela, quel que soit le rapport considéré. Une telle définition nous ménerait ainsi & considérer
simplement les classes AP X|[R] alors que 'on souhaiterait justement par 1’étude des optima
locaux révéler des propriétés structurelles de ces classes! Il faut donc trouver une définition
pertinente pour la reconnaissance de problémes dont les optima locaux auraient un bon ou un
mauvais comportement vis-a-vis des rapports d’approximation. Enfin, il faut également pour

étre en mesure de construire ces voisinages savoir quelle est, d’un point donné, la visibilité que
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I’on s’offre de ’ensemble des solutions. Nous avons vu en 3.1.1 que la mise en ceuvre d’'un LS A
polynomial était conditionnée par le nombre de voisins d'une solution mais aussi par le temps
de construction d'un voisin a partir de toute solution. Les voisinages manipulés en recherche
opérationnelle, quel que soit le cadre de recherche (algorithme tabou comme approzimation
polynomiale), suivent souvent le principe qui consiste & obtenir les voisins d’une solution en
changeant un nombre constant de composantes de celle-ci (ajout/suppression de sommets
pour des problémes de couverture, échange d’arétes pour des problémes de tournées...). Ou dit
autrement, & partir d’une solution donnée, on borne la visibilité de l’ensemble des solutions
a une distance d’un certain nombre, constant, de transformations de la solution courante.
Ces voisinages peuvent étre regroupés sous le formalisme des wvoisinages h-bornés proposés
dans [11], qui offrent une réponse a ces exigences et que nous définissons & présent. Mais
avant de manipuler la notion de borne, il faut définir une distance entre les solutions des

instances des problémes de N PO.

Définition 3.4. distance d entre solutions

1|
VIl € NPO, VI € Iy, Vs,t € Solu(I), d(s,t) = |[s —t|1 = > _|si — til.
=1

Définition 3.5. Voisinage h-borné
Soient IT un probléme de N PO et h une constante, le voisinage Vﬁ h-borné pour II est défini
en toute solution s comme 1’ensemble des solutions au plus h-distantes de s:

VYh, VI € I, Vs € Solp(I), Vi(I,s) = {t € Soln(I) / d(s,t) < h}.

Par abus de langage, on qualifiera de h-borné tout voisinage V contenu dans un voisinage

h-borné, soit toute fonction V' vérifiant :
VI € Iy, Vs € Soln(I), V(I,s) C VE(I,s).

Lorsque 'on parlera, pour une constante h et un probléme II donnés, du voisinage h-borné
sans autre précision, on se référera a tout V{-}. Pour une constante universelle h et un probléme
II de NPO, soit I une instance de II, le nombre de solutions h-distantes d’une solution

quelconque s € Soly(I) est majoré par un polynéme en la taille de 'instance:

|{t € Soln(I) / d(s.t) < h}| < S, WD < p(lryn+!

choiz de i variables & inverser parmi p(|I|), pour i de 1 a h'.
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it L

N
J+1

FiG. 3.1: le voisinage 2 — opt

Enfin, la construction d’une solution voisine & toute solution de toute instance demande
un temps constant : les voisinages h-bornés remplissent les conditions nécessaires de déroule-

ment polynomial d’un algorithme de recherche locale présentées dans la section précédente.

Ezemple 3.1. Le probléme du voyageur de commerce

Le probléme du voyageur de commerce consiste & déterminer, sur un graphe complet
G(V, E) arétes-valué & n sommets, un tour de moindre cott, le colit d’une solution étant
donné par la somme des coiits des arétes qui la constituent. Pour plus de clarté, on note
ici [i, j] Paréte d’extrémités i et j; les variables du probléme sont alors les m = n(n —1)/2
variables booléennes s, associées aux arétes ey = [uy, v¢] du graphe G et définies par

Ve=1,..,m, sy =1 < Daréte ey est prise dans la solution.

Une solution s du probléme est donc un vecteur de {0, 1}" et une telle solution est réalisable
si les arétes correspondant aux composantes non nulles de s forment un tour.

Nous présentons pour ce probléme le voisinage 2 — opt, notamment étudié du point de
vue de ’approximation polynomiale dans [54], qui consiste & échanger deux arétes d’un tour
contre les arétes croisées (cf. figure 3.1). Prenons pour illustration le tour 7" = (1,2,3,...,n—
1,n,1) qui correspond & I’affectation s définie par:

Vi=1,....,m, sg=1 & [ug,vf] = [ug, ue + 1] ou [ug, ve] = [n, 1.
Soient deux sommets i et j > i, ils ont comme sommets adjacents dans le tour 7" les sommets
i+1et j+1. En échangeant les arétes [i,i+1] et [j,j+ 1] contre les arétes [4, j] et [i+1, 7+1],

on obtient un nouveau tour

T =(1,2,..i—1,i,,5—1,.i+2,i+1,j+1,j+2,...,n—1,n,1)

Vp,ge N/ 0<q<p, CP = ———
PaERSOSaSD G o g
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voisin de T pour le voisinage 2 — opt et qui correspond 4 la solution s’ définie par:

1—s; si [Ug,’l)[] € {[lvl+ 1]7 [7’33]5 []7] + 1]7 [Z+ 1’] + 1]},
Sy sinon.

V=1,..,m,s)= {

Ce voisinage est 4-borné puisque que d’un voisin & ’autre ne change ’affectation que de
quatre variables.

3.2 Les classes GLO[R)]

Dans cette section, on s’intéresse exclusivement aux structures de voisinages h-bornés.
Ausiello et Protasi ont présenté dans [11] la classe GLO des problémes polynomialement
bornés de N PO qui garantissent la qualité de leurs optima locaux ; cette étude s’est révélée
fort enrichissante quant & la connaissance de la nature de N PO puisque les auteurs sont par-
venus 4 établir des résultats de classes. Mais avant d’en venir & 1’évocation de tels résultats,
définissons déja la notion d’optimum local garanti.

Définition 3.6. Probléme & optima locaux garantis
Soit R € {p,d} une mesure d’approximation, un probléme II garantit pour R la valeur de
ses optima locauz s'il existe pour une constante r € ]0,1] et un entier h un voisinage h-

borné V tel que tout optimum local § vis-a-vis de V de toute instance [ réalise un rapport
d’approximation Ry(1,3) d’au moins r.

Définition 3.7. GLO|R] (Guaranteed Local Optima)

Soit R € {p,d} une mesure d’approximation, un probléme II est dans GLO[R] s’il garantit
la qualité de ses optima locaux et si on sait, pour le voisinage qui permet d’établir cette
garantie, déterminer un optimum local en temps polynomial.

Comme a I’habitude, on note GLO pour le rapport classique et GLO[)] pour le rapport
différentiel. Plus précisément encore, on désigne pour tout entier h par GLO(h) et GLOI6](h)
les problémes garantissant la qualité de leurs optima locaux, respectivement pour les rapports
classique et différentiel, vis-a-vis d’un voisinage h-borné.

Dans les classes GLO[R], il faut distinguer deux choses: les optima locaux de qualité
garantie (ce qu’on pourrait qualifier de “Strict — GLO”) et la garantie d’obtention d’un
optimum local en temps polynomial; le but restant de trouver des solutions approchées en
temps polynomial, nous nous restreindrons toujours pour les classes GLO|R| aux instances
des problémes pour lesquelles on sait trouver un optimum local en temps polynomial. C’est
dans cet esprit que les auteurs de [11] ont placé GLO dans N PO — P B, car cette restriction

est suffisante & la déduction de PT'AA & rapport constant & partir du bon comportement
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global des optima locaux du probléme général considéré. La majeure partie des résultats
obtenus sont ainsi donnés pour des problémes polynomialement bornés (ou la restriction
aux instances polynomialement bornées de problémes) de N PO : c’est, le plus souvent, cette
condition qui sera testée pour s’assurer qu'un probléme ayant de bons optima locaux soit
dans GLO ou GLO|J]. Les recherches menées par d’autres auteurs en matiére de complexité
des LS A et qui seront abordées au chapitre 5 laissant peu d’espoir de déroulement polynomial
hors de ce cadre, la restriction aux instances polynomialement bornées, bien que d’apparence

grossiére, ne semble pas, aux lumiéres de ces travaux, si restrictive que cela.

3.3 Exemples simples pour voisinages 1-bornés

Nous présentons ici des problémes dont les optima locaux pour un voisinage 1-borné
ont un rapport d’approximation constant, pour les mesures classique et différentielle. Pour
beaucoup, ces solutions sont les solutions maximales ou minimales selon qu’il s’agisse de
problémes de maximisation ou de minimisation: une solution maximale (resp. minimale)
vis-a-vis d’une certaine propriété P est un ensemble tel que tout ensemble qui le contient
strictement (resp. tout sous-ensemble stricte) ne vérifie plus P} il s’agit donc d'une solution
réalisable telle que ’ajout (resp. le retrait) de tout élément rendrait la solution résultante
non réalisable. Ces solutions, souvent discutées, sont assez naturelles puisqu’obtenues par
des algorithmes gloutons particuliers qui incarnent les stratégies les plus basiques qu’il soit
et que l'on pourrait exprimer ainsi: “prendre le vide et ajouter tant que possible” pour un
probléme de maximisation, “prendre le tout et enlever tant que possible” pour un probléme
de minimisation. Comme nous le disions en débutant ce paragraphe, ces algorithmes, bien

que naifs, sont déja pour certains problémes des algorithmes approchés a rapport constant.

Théoréme 3.1.

i) Max Cut
ii) MinDS — B

L L
i) Mazis—p (€ CGLONGLOD]
iw) MinVC - B

Tous ces problémes se posent sur des graphes simples G(V, E) supposés connexes et
admettent comme solution des sous-ensembles U de sommets de V. Remarquons au préalable
que les problémes de maximisation pour lesquels la pire des solutions a une performance
nulle (wrr(G) = 0 VG) sont equi-approximables vis-a-vis des deux rapports d’approximation

puisque les deux mesures coincident alors; or, c’est justement le cas des problémes Max Cut
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et Max IS — B avec U = () comme pire solution de valeur nulle. Remarquons également
que tous ces problémes sont polynomialement bornés puisque la taille d’un sous-ensemble de
sommets (resp. d’arétes pour Max C'ut) est bornée par la taille de 'ensemble de sommets
(resp. des arétes): max{wr(G),u(G)} < |V| (resp. |E|). De plus, on a pour Maz IS et
Maz Cut la solution triviale U = () de valeur nulle, pour Min VC et Min DS la solution
U =V de valeur |V]|.

Une solution est donc un sous-ensemble ou plutdt, un vecteur s € {0, 1}|V| représentant
ce sous-ensemble: s, =1 < wu € U. Sur ces solutions, le voisinage 1-borné considére comme
solutions voisines d’une solution s € {0, 1}VI toutes les solutions dont ’affectation d’au plus
une composante différe de s. Autrement dit, ce voisinage considére comme solutions voisines
d’un sous-ensemble U C V' tous les sous-ensembles de sommets obtenus & partir de U en
ajoutant ou en retirant un sommet. Ce voisinage désigne comme optima locaux pour les
problémes Max I.S, Min DS et Min V C les solutions maximales et minimales.

Considérant donc pour voisinage V le voisinage 1-borné, nous allons évaluer les perfor-
mances des optima locaux de ces différents problémes pour V. L’appartenance de chacun de

ces problémes & GLO a été montrée dans [11] par l'entremise de ces mémes optima locaux.

Lemme 3.2. Max Cut € GLOIJ]

Preuve: pour ce probléme, les mesures classique et différentielle sont une seule et méme
mesure ; aussi reprenons-nous ici, dans un simple but illustratif, la démonstration de [11].
Soit G(V, E) un graphe et soit U un sous-ensemble de sommets. On rappelle que le
probléeme Max Cut de coupe maximum consiste & déterminer un ensemble de sommets
U C V qui maximise le nombre d’arétes entre les ensembles U et U out U désigne 1’ensemble
V\U complémentaire & U dans V. On note pour tout couple (Uy, Us) de sous-ensembles de V
< Uy, Us > lensemble des arétes reliant un sommet de U; & un sommet de Uy et | <Uy, U > |
la cardinalité de cet ensemble. U est un optimum local si et seulement si le changement

d’affectation d’un sommet v de U a U ou de U a U n’améliore pas la solution, soit si U

vérifie:
VueU, |<{u},U>|<|<{u},U>| > I<{u}, U>1+ Y [<{u},U>]
o = u€lU uelU o
Vuel, |<{u},U>|<|<{u},U>| | < 3 |<@hUs|+ Y |<{u}.T>|
ueﬁ uelU

= 2|<U,U>|+2|<U,U>|<2|<U,U>| & |E|-mcw(G,U) < meuw(G,U)
< mew(G,U) > |E|/2.
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Ce qui permet de conclure avec Sou(G) < |E|:

mCut(Gv U) 1
bouw(G,U) = ———F—~-> -0
owl&U)="500@ 72

Lemme 3.3. Min DS — B € GLO[J]

Preuve: mémes arguments que ceux proposés pour établir Min DS — B € GLO dans [11].
Le graphe G est a degré borné par B (tout sommet a au plus B voisins). Un ensemble

dominant est un sous-ensemble de sommets U C V' qui vérifie la propriété:
Ve eU, |<{z},U>|>1 (7).

L’objectif est de déterminer un ensemble dominant U de taille minimum.

Remarque 3.2. U dominant = |U| > |V|/(B+1)

car (i) = |UI<|<UU>|=%,cvl<{u},U>|<B|U|
et U >|U|/B & |U|l>|V|/(B+1).

Remarque 3.3. U dominant minimal = U dominant

Le graphe G étant supposé connexe, tout sommet y € U est relié & ’ensemble U ou
son complémentaire U ; or, si y n’est relié qu’a des sommets de U, U\{y} est toujours
dominant, ce qui contredirait la minimalité de U : y est donc relié & au moins un sommet de
U, autrement dit “Vu € U, |<{u},U>|>1".

Remarque 3.4. U dominant minimal = |U| < B|V|/(B+1)
Par la remarque précédente, U est dominant, et d’aprés la remarque 3.2:

IV\ - BVl

Ul >
v B+1

Conclusion: avec Spg > |V|/(B + 1) (loptimum est lui-méme dominant), wps = |V|
(la pire solution consiste G prendre tous les sommets) et |[U| < B|V|/(B + 1), on obtient le
rapport

wps —|U|  n—|U|
ops(G,U) = = > =29
@U) wps — Bps  n— fps B

Lemme 3.4. Max IS — B, MinVC — B € GLO|J]

Preuve: d’aprés le résultat Max IS — B € GLO établi dans [11] et la similarité qui unit
I’approximation différentielle des problémes Max IS et Min V.

Le graphe G est toujours & degré borné par B. Un stable est un ensemble de sommets
deux & deux non adjacents, une couverture est un ensemble U de sommets tel que I'une au

moins des deux extrémités de toute aréte de E se trouve dans U. Pour Max IS, il s’agit de
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déterminer un stable de taille maximum, pour Min V C, une couverture de taille minimum.
Ces deux problémes sont deux expressions d'un seul puisque le complémentaire de tout

stable est une couverture et le complémentaire de toute couverture est un stable:
Ustable & <UU>=( & E=<U,V> <& U couverture.

Encore une fois, ces deux problémes étant liés par une transformation affine de leur fonction

objectif, ils sont totalement équivalents sous le rapport différentiel :

Maz IS & Minve e MazIS—B % Minve - B.

Or, 'appartenance de Max I.S— B ala classe GLO a été montrée par dominance d'un stable
maximal dans [11], avec un rapport d’approximation de 1/B: on en déduit ’appartenance
des deux problémes Max IS — B et MinVC — B a la classe GLO|J], par les voisinages
1-bornés, pour un rapport différentiel de 1/B ¢

Remarque 3.5. Si B n’est plus seulement une borne mais le nombre exacte de sommets
adjacents & tout sommet, soit dans le cas de graphes B-réguliers, le rapport d’approximation
différentiel de tout optimum 1-local des probléme de Stable et de Couverture de sommets
est porté, pour des graphes connexes, a 2/(B + 1). Effectivement, on remarque alors que,
pour la couverture de sommets, toute solution d’une instance I doit intégrer au moins m/B
sommets pour couvrir tout F, chaque sommets permettant de couvrir au plus B arétes; or,
dans le cadre de graphes B-réguliers, les nombres m et n d’arétes et de sommets sont liés
par la relation :

n
2xm=2|E[=)Y d(v)=DBxn.
7j=1

Ainsi, de By (I) > m/B on déduit By (I) > n/2, et le rapport différentiel d’approximation
d’une couverture minimale U, qui est toujours de taille au plus n x B/(B + 1) par la
dominance de U, réalise un rapport différentiel de:

_ n—|U| 1/(B+1) 2
5VC(I’U)_n—5VC(I)Z 12 B+1l°

3.4 Limite des voisinages h-bornés

Considérons le probleme Min DS, sans borne sur le degré des sommets. Pour le voisinage
1-borné, les optima locaux de Min DS ne garantissent aucun rapport puisque 1’on peut
construire une famille (G,,),>1 de graphes en étoile de fagon & exhiber sur cette famille une

suite d’optima locaux U, tels que

pps(Gn,Un) —+> 0et 5D5(Gn,Un) — 0.

n—-+oo
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Effectivement, si pour tout n € N le graphe G, est défini par
Vn>1, G,={r}UVy,E,) avec V, ={vi,va,..,u,} et E,={r}xV,,
et que l'on considére la solution approchée U, = V,, de valeur n, alors

Bps(G) =1pour U* ={r} et wps(G)=n+1pour Uy ={r}uV,
= pps(Gn,Un) =0ps(Gn,Up) =1/n — 0o

— 400

Pourtant, il suffit simplement d’élargir le voisinage 1-borné V(G,U) & une solution sup-
plémentaire, la solution complémentaire U = V\U, pour obtenir un rapport différentiel
de 1/2: I’ensemble de voisins V'(G,U) = V(G,U) U {U} reste polynomial en taille et en
temps de construction et tout optimum local U au sens de V' nous assure toujours, en tant
qu’optimum 1-local, la dominance de U, mais aussi |U| < |U| = |U| < |V]/2 o

Cet exemple illustre l'intérét que ’on pourrait avoir & considérer conjointement une
solution s et sa solution complémentaire T - s, & la fois proches étant le miroir 1'une
de l'autre, et éloignées puisqu’elles ne coincident sur aucune composante. La famille des
voisinages du type V(I,s)UV(I, T —s)ou V(I,s) U{T — s} pour un voisinage h-borné V est
une extension du concept de voisinage h-borné qui intégre cette notion de complémentarité :
on s’intéresse aux solutions distantes de h ou p(|I|) — h au lieu des seules solutions h-
distantes de la solution courante. De tels voisinages ont été définis et exploités dans [3] et
semblent étre une source d’inspiration prolifique pour la conception d’algorithmes approchés
par la recherche locale. Une définition de tels voisinages et leur application aux problémes

de satisfaisabilité seront présentées au chapitre 6.

3.5 Réductions préservant ’approximation locale

Qui dit classe dit réduction : nous I’avons vu, la réduction est un outil puissant qui permet
d’ordonner les problémes & 'aide de classes en fonction de leur complexité de résolution
mais aussi, de facon plus atomique, de déduire des résultats d’approximation d’un probléme
a un autre. Le but étant de préserver 'appartenance aux classes GLO|R], il faut pouvoir
transposer & la fois une structure de voisinage et un rapport de performance d’un probléme
a un autre. Soient II et II' deux problémes de N PO, nous voulons une réduction de II
a II' qui permet, si II' garantit la qualité de ses optima locaux pour un voisinage V', de
déduire un voisinage V pour II tel que tous les optima locaux définis par V garantissent

également un certain niveau d’approximation. Les besoins sont donc de deux ordres: il faut



49

d’une part préserver I’approximation a rapport constant (par exemple par une A-réduction),
d’autre part pouvoir relier, afin d’étre en mesure d’utiliser cette préservation du niveau
d’approximation, tout optimum local du probléme de départ & un optimum local du probléme
d’arrivée. On exigera donc du triplet (f, g, ¢) les deux conditions de performance et de localité

suivantes :
Conditions 3.5.

performance:  R2yy(f(I),s") > r = Rln(I,g(s")) > c(r) pour R1,R2 € {p,d},

localité : § optimum local de I = 33 optimum local sur f(I) / mu(L,3) = mu(L,g(3)).

Plusieurs moyens de préserver le niveau d’approximation ont déja été présentés au cours
du chapitre précédent & I’occasion du paragraphe 2.6.1 ; en revanche, nous n’avons pas encore
évoqué la facon de préserver la localité : c’est ’objet de la section suivante. Puisqu’il s’agit de
préserver l'optimalité locale par la transposition, d’un probléme & un autre, d’une structure

de voisinage, nous parlerons de réduction de voisinage.

3.5.1 Préserver le voisinage

Définition 3.8. Réduction de voisinage
Une réduction R = (f,g) entre deux problémes II et II' de NPO est une réduction de
voisinage si elle vérifie :

Vh' € N, VYV’ voisinage h'-borné sur f(I), 3h € N, 3V voisinage h-borné sur [

t.q. VI € Iy, les solutions de I vérifient la condition de localité relativement a V et V'
i.e. V3§ optimum sur V(I,5), 35 optimum sur V'(f(I),$’) t.q. mn(Z,3) = mu(Z, g(8")).

La LOC-réduction

Nous présentons dans un premier temps la réduction de voisinage proposée par Ausiello et
Protasi dans [11], que nous désignerons par le terme de LOC-réduction (“LOC” pour LOCal,
bien siir). Les auteurs font la remarque que souvent, une réduction (f,g) met ’ensemble de
solutions Solr(I) en rapport avec un ensemble bien plus important Solm (f(I)); si cela ne
nuit pas a la préservation (en classique tout du moins) de qualités d’ordre global, il est
en revanche préférable pour la préservation des optima locaux de se restreindre & un sous-
ensemble Sty (f(I)) de Soly(f(I)), qui soit en quelque sorte “une image combinatoire de
Solr(I)”. Le role d’une LOC-réduction (f, g) est d’associer a tout voisinage h'-borné sur I
un voisinage h-borné sur I, de sorte de pouvoir, si s et s’ sont deux solutions de Soly(I)

et de St (f(I)) reliées par la fonction g (i.e. s = g(s’)), déduire de l'optimalité locale de s
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sur Solr(I) optimalité locale de s” sur Spy(I). Les solutions de Spy(f([)) étant constitué
des “bonnes” solutions de Solry (f(I)), il suffit que s’ soit optimum local sur Sty (f(I)) pour
létre sur Solyy(f(I)), permettant ainsi de vérifier comme il se doit la condition de localité
demandée.

Pour répondre aux exigences d'une réduction de voisinage, la LOC-réduction s’appuie
donc sur un sous-ensemble Sty (f(I)) de Soli/(f(I)) et se munit de quatre propriétés. La
surjectivité tout d’abord, qui permet de recouvrir Solr(I) par g(St(f(I))), car si 'on se
restreint & un sous-ensemble de solutions de l'instance image, on veut néanmoins que celui-ci
permette de relier toute solution de I'instance initiale & une solution de ’ensemble Sty (f (1))

considéré :
g(Su(f(I))) = Solu(f,g) & V5 Soln(I), Is" € Sp(f(1)) / s = g(s).

La monotonie partielle ensuite, qui traduit la stricte monotonie réduite & 1’ensemble
Strr(f(I)) : sisur cet ensemble une solution est strictement meilleure qu’une autre, il devra en
étre de méme de leurs images par g sur Solr(I). Cela nous permettra de préserver 'optimalité
locale des solutions de Solr(I) & Si(f(I)), car alors, si une solution s est au moins aussi
bonne qu’une autre solution ¢ de I, on déduira des solutions g~'(s) N S (f(1)) quelles sont
également, sur f(I), au moins aussi bonnes que les solutions de g~1(¢) N Sy (f(I)).

Remarque 3.6. Si la réduction (f, g) vérifie la propriété de monotonie partielle alors on a:

“YI € Iy, VS' C S (f(D)), Vs' € S, g(s') optimum sur g(S") = s optimum sur S””.

Une fois les solutions de Solr(I) et St (f(1)) reliées de la sorte par leur performances
relatives, il faut a présent introduire des outils qui permettent de transporter, de f(I) a I,
des structures de voisinage. Considérons deux voisinages V' et V, respectivement pour II’ et
IT; nous rappelons que le but est de relier & tout optimum local s de I un optimum local
s’ de f(I) tel que s est au moins aussi bonne solution que g(s’), dans I'idée de transporter
I’éventuel bon comportement des optima locaux de II' sur les optima locaux de II. Pour ce,
on définit dans un premier temps la propriété de localité qui n’est autre que la surjectivité
de voisinage réduite a I'ensemble S(f(I)): cette propriété exige que 'image g(s’) de toute
solution ¢’ voisine d’une solution s de S (f(I)) sur V(I,s") N S (f(I)) soit également
voisine de g(s") sur Solr(I). Ainsi, on sera en mesure de déduire de l'optimalité locale d'une
solution s de Sol(I) I'optimalité locale des solutions g~*(s) N Sy (f(I)) sur Su(f(1)).

Remarque 3.7. Si (f,g) veérifie la propriété de localité, on déduit pour toute solution s’ de



ol

S (f(1)):

“g(s") optimum sur V(I,g(s")) = g(s') optimum sur gOV'(f(I),s") N S (f(1)))”.

Il ne reste plus alors qu’a se ramener a tout Soly(f(I)), par la propriété de domi-
nance, qui exige que tout optimum local sur Spy(f(I)) soit en réalité optimum local sur

tout Solyy (f(I)); ainsi, St (f(I)) suffit bien & relier les optima locaux de Solr(I) & ceux de
SOZH/(f(I))

Définition 3.9. LOC-réduction
Une réduction R = (f, g) entre deux problémes II et II' de NPO est une LOC-réduction si
elle vérifie les propriétés suivantes (on note pour toute instance I de Iy I' = f(I)):

a) VI € Iy, HSH/(I/) - SOlH/(I/) t.q.
i) surjectivité :
9(Sw(I')) = Solu(I)

pour rapprocher une solution s de Soly(I) d’une solution s’ € g='(s) de Sm/(I')

i)  monotonie partielle :
V't € Sw(Il'), muw(I',s") < muw (I',t') = mu(l, g(s)) < mu(l, g('))

pour la préservation de l’ordre relatif des solutions de Soly(I) a Sy (I')

b) Vh' constante, 3h constante t.q.
ii1) localité :
VYV’ voisinage h'-borné pour II', 3V h-borné pour II vérifiant
VI € I, Vs € Sp(I'), gV'(I',s" )N S (') CV(1,g(s"))
pour déduire de loptimalité locale de s sur Soln(I) Uoptimalité locale de s' sur Sy (1)
iv) dominance:
Vit' € S ('), ¢ optimum sur Sy (I') N V/(I',t') = ' optimum sur V'(I', )

pour déduire de | ’optimalité locale de s sur S{;,/(I') loptimalité locale de s’ sur Solyy (I').

Proposition 3.6. Une LOC-réduction R entre deux problémes II et II' de N PO est une
réduction de voisinage.

Preuve
Soient V le voisinage h-borné induit sur II par la propriété de localité, I une instance de

It et § un optimum local de I relativement & ce voisinage; on déduit successivement des
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propriétés de la LOC-réduction :

(surjectivité) 35" € Sy (I') / 5= g(3)
= (localité) g(V'(I',8")yn S (1) CV(L,3)
= (monotonie partielle) § optimum sur V'(I’,5) N S (1)

= (dominance) § optimum sur V'(I’, §) o
Exemple 3.2. : les probléemes Min VC et Min DS

Proposition 3.7.
LOC

MinVC — A"x MinDS — (2 x A)
Preuve: d’aprés [74]
Soit I = G(V, E) une instance de MinVC — A ou |V| = n et |E| = m, on lui associe
l'instance I’ = H(W, F) de Min DS — (2 x A) suivante:

W = VuVE VE={[{l . o} = |Wl=m+n
F = EUEY, EV ={v v, v,vle; =vyvi, € E} = |F|=3m.

Si le degré de tout sommet v € V' de l'instance initiale est borné par A, le degré de tout
sommet w € W de l'instance image sera borné par 2 x A: si w = v € V, & chaque fois que
v est adjacent & un sommet v’ dans G, il sera dans H adjacent & ce méme sommet v, ainsi
qu’au sommet e; représentant dans VE de 'aréte vv’; si w = e; € VP, c’est qu'il correspond
a une aréte v;,v;, de G et il sera alors seulement adjacent dans H aux deux extrémités v;,
et v;, de 'aréte du graphe initial.

Les couvertures U des arétes de E sur G sont les ensembles dominants sur W contenus
dans V, et les solutions comprenant des sommets de V¥ sont toujours dominées par une
telle solution : étant donnée une aréte e;, on peut toujours, pour couvrir les sommets v;,, v;,
et v', remplacer v’ par I'une des extrémités v;, ou v;,. Nous allons donc considérer comme
sous-ensemble de solutions réalisables du probléme d’ensemble dominant I’ les solutions
correspondant & des solutions du probléme initial, soit Sps(I’) = Solyc(I). La premiére
propriété (i) de surjectivité est donc bien vérifiée; on vérifie aussi facilement les propriétés
(1) et (ii) en associant & tout ensemble dominant D de Spg(I”) la couverture g(D) = D'
la monotonie est clairement vérifiée et pour toute constante h, les voisins relativement a
tout voisinage V h-borné d’une solution g(D) = D coincident avec 'image par g des voisins
de D pour ce méme voisinage, soit g(V(I', D) N Sps(I’)) = V(I,D) = V(I,g(D)). Enfin,
la propriété (iv) de dominance est naturellement vérifiée, puisque c’est elle-méme qui nous
suggéré le choix de Spg(I’): un ensemble D optimum sur V(I', D) N Sps(I’) sera optimum
sur tout V(I’, D), la considération de sommets de V¥ ne pouvant, au mieux, que ne pas
dégrader la solution ¢

Notons que cette réduction, congue pour préserver les schéma d’approximation et prouver
la complétude de MinVC — B dans Max SN P, préserve également le rapport constant
classique (Byc(I) = Bps(I’) et de tout ensemble dominant D sur I’ on sait déduire en temps
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polynomial une couverture U de taille inférieure ou égale) ; en revanche, elle ne préserve pas
lapproximation différentielle (wps(I') = wyc(I) +m).

La LOC'-réduction

Souvent il est agréable de disposer de différents outils quant il s’agit de tenter de relier
les problémes entre-eux ; le chapitre 7 consacré aux réductions dans les classes GLO l'illustre
bien, les deux réductions LOC et LOC’ étant utilisées tour a tour. Pour construire notre
réduction de voisinage, nous imposons les trois propriétés de surjectivité, de stricte mono-
tonie et de surjectivité relativement aux voisinages h-bornés. En réalité, la LOC’-réduction
peut étre vue comme une LOC-réduction qui considére non plus un sous-ensemble de so-
lutions de l'instance image, mais ’ensemble entier Solry (f(I)). Ainsi, la surjectivité réduite
a St (f(I)) redevient la surjectivité classique, la monotonie partielle une stricte monotonie
des solutions de Solyy/(f(I)) a leur image par la fonction g dans Solr (1), la localité s’étend
de la restriction du voisinage d’une solutions & Si(f(I)) au voisinage entier devenant la
surjectivité de voisinage, et la propriété de dominance disparait. La motivation dans ce cas
d’une telle définition de réduction, plus exigeante que la précédente, tient simplement en la
simplicité relative qu’elle apporte et le lien plus intime qu’elle traduit entre les ensembles de
solutions, lien qu’il est toujours intéressant de mettre & jour.

Définition 3.10. Réduction strictement monotone
Une réduction (f,g) est strictement monotone si elle vérifie:

VI € Iy, Y(s',t') € Sol (f(1)),
miy (f(I),t") = mw (f(I),s") = mu(l,gt')) = mn(l,g(s").
Remarque 3.8. Si (f,g) est strictement monotone alors on a la propriété
“YI € Iy, VS' C Solpy (f(I)), V8" € S, g(5') optimum sur g(S") = § optimum sur S

Définition 3.11. Réduction voisinage-surjective
Une réduction (f,g) est voisinage-surjective si et seulement si

vV’ voisinage h’-borné pour II', IV voisinage h-borné pour II t.q.
VI € In, Vs € Solw(f(I)), g(V'(f(I),s)) CV(I,g(s)).

Remarque 3.9. C’est notamment le cas si la fonction g préserve les distances de l'instance
f(I) a linstance I en posant V = g(V').
Remarque 3.10. Si (f,g) est voisinage-surjective alors les solutions des problémes sont liées

par la relation :

“v§" € Soliy (f(I)), g(3") optimum sur V(I,g(3")) = g¢(3') optimum sur g(V'(f(I),5"))”.
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Définition 3.12. LOC’ - Réduction préservant la structure locale
Une LOC’-réduction d’un probléme IT & un probléme IT est une réduction R qui vérifie :

(1) R surjective, (79) R strictement monotone, (7i1) 'R voisinage-surjective.

Proposition 3.8. Une LOC’-réduction R entre deux problémes II et II' de N PO est une
réduction de voisinage.

Preuve

Soit V le voisinage h-borné induit sur II par la réduction R = (f, g) et un voisinage V'
h'-borné pour IT', et soit § un optimum local de I au sens de V; on sait par surjectivité de
R: “35 € Solry (f(I)) / 5= g(§")”. 1l vient alors:

§ optimum sur V(/, 5) 5 optimum sur
§=g(5) = g(V'(f(I),5) = § optimum sur V'(f(I), §")
remarque 3.10 remarque 3.8 < § optimum local de f([I) o

Nous avons, dans la définition méme des LOC’-réductions, cité explicitement la struc-
ture de voisinage h-borné, et cela dans 'unique but d’alléger la notation, étant donné que
nous ne travaillons pour l'instant qu’avec cette seule structure de voisinage. Cependant,
la LOC-réduction comme la LOC’-réduction aspirent a plus d’universalité que cela et on
voit facilement que de telles transformations peuvent étre définies pour toute structure de
voisinage considérée. Nous utiliserons notamment au chapitre 7 des LOC’-réduction sur des
structures de voisinages miroirs h-bornés, qui considérent conjointement les solutions au plus
h-distantes et auw moins n — h-distantes d'une solution donnée, si n désigne la taille de la
solution, et cela pour comparer des problémes du point de vue de leur appartenance aux
classes CGLO|[R], définies au chapitre 6, paragraphe 6.2.

Remarque 3.11. Toute LOC’-réduction est LOC-réduction.
Preuve : évident avec Sty (I') = Sol (I') pour toute instance I du probléme initial ¢

Remarque 3.12. En revanche, toute LOC-réduction n’est pas une LOC’-réduction.
Effectivement, les propriétés de monotonie, de surjectivité et de localité sont demandées
sur un sous-ensemble de I’ensemble des solutions de I'instance d’arrivée et non sur I’ensemble
entier, d’oil la propriété supplémentaire de dominance: on met en relation les ensembles
Solr(I) et Spy(I') au lieu des ensembles Solp(I) et Solr(I'). Cela permet de mettre de
coOté dans 'instance d’arrivée de mauvaises solutions qui pourraient mettre a défaut la stricte
monotonie et qui sont non pertinentes pour 1’établissement d’un rapport d’approximation.
Notons que ce raffinement de la réduction par rapport & une réduction de type LOC’ semble
malheureusement peu exploitable en différentiel du fait de la prise en compte de la pire
solution : les solutions évincées, justement parce qu’elles sont dominées, peuvent dégrader la
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pire solution, de sorte que la réduction entre les deux instances, si elle est une A-réduction,
ne sera que rarement une A[d]-réduction.

Remarque 3.13. La Stricte — PLS-réduction définie par Jonhson, Papadimitriou et Yanna-
kakis dans [55] pour transporter les algorithmes de recherche locale (LSA) d’un probléme
4 un autre est trés proche de la réduction de voisinage, avec toutefois la restriction que
les voisinages V et V' sont fixés: on ne s’intéresse pas alors seulement aux problémes mais
aux couples (problémes,voisinage); cette réduction et de facon plus globale les concepts
manipulés dans [55] seront présentés au chapitre 5.1.

3.5.2 La réduction dans GLO|R]

Pour obtenir une réduction qui préserve l'appartenance & GLO[R], il suffit maintenant
de coupler les propriétés d’une réduction structurelle de voisinage avec celles d’une réduction
de performance telle la A-réduction. Puisqu’il existe différentes facons de concevoir de telles
réductions (réductions continue et affine pour la performance, LOC- et LOC’-réductions
pour la localité), nous placerons ces différents outils sous le terme générique de G-réduction.
Définition 3.13. G-réduction
Soient II et I’ deux problémes de N PO, on dit que II se G-réduit & IT’ et on note II Ir

s'il existe trois fonctions f, g et ¢ qui vérifient pour deux mesures d’approximation R1 et
R2:

G[R1,R2]
X

(1) (f,g,c) est une A[R1, R2]-réduction,

(1)  (f,g9) est une réduction de voisinage.

Proposition 3.9.
V(II,11') € N PO,

, G[R1,R2]
(1) T "« II'etll'’e GLO[R2] = 1II € GLO[RI1]

G[R1,R2]
XX

si ¢ fonction continue (i) 1I II"et II ¢ GLO[R1] = 1II¢ GLO[R2]

Preuve

(i) II" appartient & GLO[R2] si, pour une certaine constante entiére h’ et un voisinage
V', il existe une constante strictement positive 7’ telle que tout optimum local § de toute
instance I’ de Ity admet un rapport d’approximation R2py (I, §") d’au moins /. Soit alors
V le voisinage h-borné induit sur II par la réduction de voisinage (f,g) et le voisinage )/,

d’aprés les propriétés de la réduction de voisinage et de la A-réduction, on a:

VI € I, V5e€ Soli(I), §optimum local de I relativement & V

= (réduction de voisinage) 35" optimum local de f(I) pour V' / my(I, ) = mp(I, g(5"))
= (A-réduction) R2r(f(I),8") > " = Rin(1,3) > Rig(I,g(3)) > c(r') >0 o2
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(74) Si II n’est pas dans GLO|[R1], c’est que l'on peut extraire pour toute constante h
une suite (I,,)y d’instances de Iy et une suite (8,)y d’optima h-locaux sur ces instances
vérifiant :

Rln(I,,5,) — 0.

n—-+o00
La réduction de voisinage (f,g) associe & toute constante h’ une constante h; la suite
- “ - a1 lati . . heborné , b
(8n)n de “mauvais ” optima locaux relativement au voisinage h-borné annoncée sur II peut

Y

alors étre transportée en une suite de “mauvais ” optima locaux relativement au voisinage

h/-borné sur II'. Par la réduction de voisinage, on déduit:
Vn € N, 38, optimum local de f(I,,) relativement a V' t.q. §, = g(3},) ;
la A-réduction et la continuité de la fonction ¢ permettent de conclure:

Rin(In,5,) — 0 = R2n(f(I1,),8,) — 0o
n—-+4oo n—-+00

Remarque 3.14. Attention, si pour un résultat positif d’appartenance aux classes GLO[R],
on peut s’intéresser a des voisinages qui sont des sous-ensembles du voisinage h-borné VI’-},
pour les résultats négatifs en revanche, et afin d’étre certain de transporter les suites de
mauvais optima locauz de I relativement a V sur f(I) relativement a V', il faut que par V',
on entende toujours, et pour toute constante h’, le voisinage complet (V' )1@[',

3.5.3 Exemples

Proposition 3.10. D’un probléme & un autre...

Maxz SP gc Max IS

Preuve

Considérons les problémes Max SP et Max IS et la structure de voisinages h-bornés;
le probléme de couplage dans un hypergraphe consiste, étant donnée une collection C de
sous-ensembles Cq, Co, ..., C,, d’un ensemble D de taille m, & extraire un nombre maximum

de sous-ensembles C'; d’intersection vide, soit & maximiser la quantité
p=|C|, C'= {C,,Cyy, ..., Ci,y C€C [ VE <l e {l,..,p}, Cj, NCj, =0.

La réduction naturelle de Max SP & Max IS consiste & construire & partir d'une instance

I = (D,C) du premier probléme une instance f(I) = G(V,E) du second en associant a

2. les mesures d’approximation étant toujours croissantes en la qualité de la solution!
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chaque sous-ensemble C; de la famille C un sommet v;, et en créant une aréte v;v; & chaque

fois que deux ensembles C; et Cjs correspondants comporteront des éléments communs:

V = {’Ul, ceey Un},

f: I:(Dv{claacn}) = f(I):G(‘/?E):{ E:{’Uj’l)j//j#j/ et ijCj’ 7&@}

2m? pour considérer les

La construction de linstance f(I) prend un temps au plus n
couples d’ensembles (C;,Cj/) et comparer leurs éléments. Les deux instance I et f(I) ont
le méme ensemble de solutions {0,1}" et une telle solution s sera interprétée de la fagon

suivante

s;=1 & (C; € pour l'instance 1 du probléme Max SP
si=1 & w; €U pourlinstance f(I) du probléme MazxIS.

Ainsi, la fonction g est la fonction identité :

g = Id : {0,1}" — {0,1}"
s o ogls) =5,
ce qui induit une réduction évidemment surjective. Par construction, la relation “s stable

dans G < s couplage dans C” est vérifiée:

s stable dans G & Vj<j, sjxsp=1 = vy ¢FE
& Vi<j, sjxsy=1 = C;jNCy=0 < s couplage dans C.

Les deux instances ont donc méme ensemble de solutions réalisables. De plus, toute solution

s a méme valeur sur les instances I et f(I):

Vs €{0,1}", mis(G,s) = mgp(C,s) = >, si,

ce qui est un cas caractérisé de monotonie et méme mieux, de A-réduction. Enfin, soit k
une constante, les voisins k-distants d’une solution s sont les mémes sur I et f(I) et en
proposant pour tout voisinage V'’ considéré pour Maz IS le voisinage g(V') pour Max SP,

on vérifie allégrement la surjectivité de voisinage puisque:
Vh, YV’ voisinage h-borné, Vs € {0,1}", g(V'(f(I),s)) =V(I,s) ¢
Proposition 3.11. ...d’une mesure & une autre

) optp = max
VII € NPO { (@) e } = %

(i7) optn = min et Ja € [1,+o00[ / VI, wn(I) < afu(l)
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Preuve

(i) : considérer simplement le fait que, pour un probléme de maximisation, les rapports

d’approximation vérifient la relation

VI € I, pu(I) =énu(l) + (1 —du(l))

wi(l)
Br(I)

~—

(i) : considérer maintenant le fait que, pour un probléme de minimisation, les rapports

d’approximation vérifient la relation

VI € I,

pr(1)

3.6 Récapitulatif des résultats

Pour clarifier la situation des problémes parcourus au cours de ce chapitre, nous pro-

posons un tableau synthétique traduisant la situation de ces problémes face aux classes

GLOI[R]. Les signes d’appartenance en caractére gras désignent notre contribution a ces

résultats, du moment que les preuves sont originales (I’établissement, par exemple, de 1’ap-

partenance des problémes MinVC — B et Min DS — B a la classe GLO[J] découle des

arguments ou résultats proposés dans [11]).

Probléme considéré GLO Rapport  Voisinage | GLO[J] Rapport  Voisinage
Min DS — B 0 1/B 1 —borné 0] 1/B 1 —borné
MinVC — B o) 1/B 1 — borné 0] 1/B 1 — borné
Max 1S — B 0] 1/B 1 —borné 0] 1/B 1 —borné
Mazx Cut 0) 1/2 1 — borné 0) 1/2 1 — borné
MinRVC — B3 o) 2/(B+1) 1—borné 0] 2/(B+1) 1—borné
Maz RIS — B3 o) 2/(B+1) 1-—borné 0] 2/(B+1) 1-—borné
Probléme considére | CGLO* Rapport  Voisinage | CGLO[§]* Rapport Voisinage
Min DS N (-APX) — — (0] 1/2 1 — borné

3. Min RVC—B et Min RI1S— B désignent les restrictions de Min VC et Max IS & des graphes réguliers

de degré B

4. les classes CGLO et CGLO[d], extensions des classes GLO[R| aux solutions complémentaires, sont

définies au chapitre 6
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Chapitre 4

Quelques résultats

Par la suite, on désigne par GLO|R](h) 1’ensemble des problémes qui garantissent la
qualité de leurs optima locaux pour la mesure d’approximation R relativement & une fonction
voisinage h-bornée. Nous nous intéressons dans ce chapitre & des problémes dont, & notre
connaissance, l’appartenance aux classes GLO[R| n’a pas encore fait 'objet d’étude, et nous

focalisons plus particuliérement sur le rapport différentiel et la classe GLOIJ].

4.1 Des voisinages 1-bornés

4.1.1 Problémes de partitionnement héréditaire

Définition 4.1. Propriété héréditaire
Une propriété P est héréditaire si elle vérifie

VX, VY C X, P(X)= P(Y).

Ezemples: stable, clique...

Définition 4.2. P-partition
Soit P une propriété et X un ensemble, une P-partition de X est un ensemble S =
{Vi,...,V4} de sous-ensembles de X qui vérifie les trois propriétés

UL Vi=X), (Vi,j=1,.,q, i#i=VinV;=0) et (Vi=1,...q, P(V})).
=1 J

Définition 4.3. Probléme de partitionnement héréditaire

Soit IT un probléme de N PO dont les instances sont la donnée d’un ensemble X et éventuel-
lement d’une valuation p : X — N des éléments de X ; II est un probléme de partitionnement
héréditaire s’il existe une propriété héréditaire P telle que toute instance I de II revient a
résoudre un probléme du type:

q
Bu(l) =min{) (Vi) | S = {4, ..., V;} P-partition de V}
=1
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ol « est une fonction d’évaluation des ensembles de type indicatrice notée ||, poids maximum,
poids moyen...

Ezemples: coloration (Min C), partition en cliques (Max P — Cl), bin-packing (Min BP)...
Le probléme de coloration partage les sommets en un nombre minimum de stables, celui
de partition en cliques en un nombre minimum de cliques, tandis que le probléme de bin-
packing reléve du rangement d’éléments dans un nombre minimum de boites, de sorte que
la somme des volumes des objets dans une boite n’excéde pas le volume de la boite. La

stabilité, la clique, la majoration, sont toutes trois des propriétés héréditaires.

Théoréme 4.1. Si II est un probléme de partitionnement héréditaire d’évaluation o =]|
alors II € GLOJJ].

Preuve : tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise un rapport différentiel de 1/2.

Soit IT un probléme de partitionnement héréditaire et X = {x1,...,z,} un ensemble a
n éléments. Voyant une partition comme une répartition des éléments de X sur au plus n
ensembles, on peut représenter toute solution Vi, V5, ..., V, par un vecteur s € {0, 1}”2 qu’il
faut interpréter selon :

(.

13
Sj

1 <= lélément z; est dans le sous-ensemble V”

et qui vérifie:

Vi=1,..,n, 2?21 s; =1 s est une partition

Vi=q+1,.,n, >, s; =0 seuls les q premiers indices sont utilisés.

La valeur d’une solution pour o =]| est le nombre de sous-ensembles formant la partition
et comme ce nombre ne peut excéder la cardinalité n de l'instance, il s’en suit que II est

évidemment polynomialement borné:
VX € I, wH(X) = ’X‘ =n.

Considérons le voisinage V qui consiste a passer d’une solution & une solution voisine en
ne changeant ’affectation que d’un élément et soit {V1, ..., V5 } un optimum local relativement
a ce voisinage. V est par définition 1-borné et I'optimalité de la partition {V1, ..., V,} signifie
qu’aucune affectation réalisable d’un élément & un autre sous-ensemble n’améliorerait la
solution actuelle: en d’autres termes, il n’est pas dans {Vi,...,V;} de singleton que l’on

puisse éliminer. Si la solution comporte & singletons, on suppose qu’il s’agit des k premiers
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sous-ensembles Vi = {v1}, ..., Vx = {vi} et 'on remarque:
V(i #j) € {1,....k}, "P({v;,vj}) = Vs € Soln(X), mu(X,s) >k = fn(X)>k
P étant héréditaire, les sommets vy, ..., v seront toujours dans k ensembles distincts.
Par ailleurs, les autres sous-ensembles Vj.1, ...,V contenant chacun au moins deux élé-
ments, ils vérifient
q
o WVil=n—-k>2(q—k) & q<(n+k)/2.
i=k+1
Et la conclusion s’impose

Su(X, {1, ... V,}) = wné;;())i)ﬁ—n&) . n—7(ln—+kk)/2 _ % .

Ce résultat, par 'apparente naiveté de la solution approchée, n’est cependant pas si

anodin puisqu’il égale le rapport obtenu pour le probléme de coloration minimum dans [31]
(monté & 3/4 depuis [46]) ; mais il laisse surtout augurer de meilleures approximations &

I’aide d’une analyse un peu plus fine, avec des voisinages un peu plus grands.
Corollaire 4.2. Les problémes de partitionnement héréditaire o taille bornée sont dans
GLO.
Preuve
Soient B une constante et II un probléme de partitionnement héréditaire, la version

B-bornée de II est le probléme IT' dont les instances consistent a résoudre le systéme
mbin mi(l,S)
S ={W,...,V,} P-partition
P () = ,
Vi=1,..,q, |Vi|] <B.
Comme cas particulier du probléme IT dont I'appartenance a la classe GLO[0] vient d’étre

établie, II' est également élément de la classe; or, on remarque facilement que les valeurs

d’une pire et d’une meilleure solutions de toute instance I de II' sont liées par la relation

“wrr (1) < Bpw/(1)”: X ;
VI € IH/aﬁH'(I) > % = WH’B( )

Par application immédiate de la proposition 3.11 pour un probléme de minimisation, on

déduit de cette relation la G[p, d]-réduction de II' & lui-méme, qui méne directement a la
conclusion : les optima 1-locaux § de toute instance de IT' garantissent un rapport classique
prr (I, §) vérifiant :

2

1 (1,8)<1/24+1/2B (I,8) >
[prv(1,3) <1/2+1/ ﬁpn(,S)_B+1

<&
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4.1.2 Couverture d’ensembles

Une instance I = (C, S) du probléme de couverture d’ensembles minimum est la donnée
de

C:{ci,co,..,cm} ensemble d’éléments & couvrir
S :{S1,59,....,5,} CP(C) famille de sous-ensembles d’éléments de C' d’union C.

Le but est de trouver un ensemble S C S de cardinalité minimum qui recouvre C. On
se restreint ici aux instances B-bornées, c’est-a-dire aux instances I = (C,S) dont tous les

sous-ensembles S; de la famille S vérifient |S;| < B.

Proposition 4.3. Min SC — B € GLOI{]

Preuve : tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise un rapport différentiel de
1/(B+1).

La valeur d’une solution S est donnée par mgc(I,S) = |S|. Il s’agit d’un probléme
polynomialement borné puisque la pire solution, consistant & sélectionner tout S, est de
valeur n. Le voisinage 1-borné désigne ici comme voisine d’une solution S toute sélection
S’ dont au plus un sous-ensemble différe de S; les optima locaux pour ce voisinage sont
simplement des solutions minimales.

Considérons une couverture S = {51,52,...,Sp} de taille p; S est une couverture mini-
male si elle vérifie

(sC1) Vi=1,..m, 3Fje{l,..,p} / cj €8
(8C2) Vji=1,.,p, Fije{l,.m} [/ (c;; €SNV #je{l,...p},ci;, & Sy).

(SC1) traduit la réalisabilité de la solution S, (SC2) sa minimalité. Par (SC2), on sait
qu’on peut construire un ensemble C' = {¢;,, ..., ¢i, } de p éléments distincts (un élément par

sous-ensemble S; de la couverture) qui vérifient :
Ve € C’, E“] S {1,...,p} / Cyr € Sj.

Si l'instance initiale est telle que tout élément ¢; € C apparait dans au moins deux sous-
ensembles S;, alors c’est en particulier vrai des éléments ¢}, ..., c;), ; ceux-ci ne pouvant, par
construction, appartenir & un second sous-ensemble de S, ils apparaissent donc dans les
sous-ensembles Sy 1, ...,.Sy, ce qui permet d’établir 'inclusion
n
CC S;.
+1

J=p
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Les sous-ensembles S; de S\SY étant de taille bornée par B, on en déduit sur p la relation:

B
< B(n — < .
p<B(n p)@zt_B+1n
Ce qui nous améne au rapport de performance:
~ I — — Bn/(B+1 B+1 1
el 5) — _@sc=p___m=Bn/(B+1) _n/B+Y) _ 1
WSC(I)_ﬁSC(I) n n B+1

Si un certain élément & couvrir ¢; n’apparait que dans un sous-ensemble S;, ce sous-
ensemble sera contenu dans toute solution. Aussi, pour se ramener au cas précédent, suffit-il
d’appliquer préalablement & l’instance I un processus qui permette d’isoler de tels sous-
ensembles et se ramener ainsi au cas précédent :

(PREPROCESS)
— input [I = (C,95)]
begin
-S=0,C=C, §=5;
- stop = faux;
- tant que (non stop) faire
- 8’il existe ce€ ' vérifiant 3lj / (S; € ')A (ce S;), faire
- So =5 U{sS;}, ¢'"=C"\S;, S"=5\{5;};
- VSr e S, S =SK\S;;
- sinon stop = vrai;
end
— output [I' = (C",5"), S

Le traitement (PREPROCESS) renvoie un ensemble Sy de sous-ensembles compris dans
toute solution réalisable et une instance I’ de Min SC — B pour laquelle tout élément ¢/;
est contenu dans au moins deux ensembles S’;. Les instances I et I’ sont étroitement liées

par les relations suivantes qui suffisent & terminer la preuve:

S € Solgo(I') < S'USy € Solsc(I)

- - :>5SCI,§,US :5501/’5'/0
et mgc(l,8'USy) = mgc(l’,S") + S| } ( 2 7. 5)

Corollaire 4.4. Si le nombre de sous-ensembles contenant un élément donné est borné par
une constante A, alors le rapport différentiel d’approrimation d’une solution minimale est
porté a

BA
(B+1)(BA—1)
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Preuve

La taille des sous-ensembles s; étant bornée par B, une solution optimale devra prendre,
pour couvrir les m éléments de C', au moins m/ B sous-ensembles. Par ailleurs, si tout élément
apparait dans au plus A sous-ensembles, la famille S ne peut disposer de plus de A x m
sous-ensembles. En conséquence, la valeur Ssc (/) d’une solution optimale sera d’au moins

m/B > n/(BA), ce qui conduit pour tout optimal 1-local S au résultat annoncé:

n—Bn/(B+1) 1 BA

9s0(1,5) n—n/BA  B+1 BA-1

Y

Corollaire 4.5. Si le nombre de sous-ensembles contenant un élément donné est borné par
une constante A, alors le sous-probléme de Min SC correspondant, noté Min SC — B — A,
est élément de GLO, avec un rapport classique d’approzimation de toute solution minimale

de (B +1)/(B%A).
Preuve: d’apreés la proposition 3.11, puisque wsc(I) < BABsc(I) pour toute instance I, il
existe une G|p, §]-réduction du probléme & lui-méme, garantissant pour tout optimum local
S un rapport classique:
1 - .

— < (550(1, S) + (1 — (550([, S))BA.

psc(1,S)
Cela nous donne:

1 BA BA[(B+1)(BA —1) — BA]

poL9) S(BIDBA-T) T (Bry(BA-D)

_ BA[(B+1)(BA-1)—(BA-1)] B?A

(B+1)(BA — 1) “By1°

Considérons a présent les instances pondérées du probléme, tout en se bornant & des poids

d’ordre constant : on notera Min W[K]SC les instances de Min SC pour lesquelles les sous-
ensembles s; de la famille S sont pondérés par des entiers p; < K, oit K est une constante.
Nous montrons que les preuves faites précédemment permettent en réalité d’établir la qualité
des optima 1-locaux, méme dans ce cas plus général: cela signifie qu'un optimum local
du probléme non pondéré est une bonne solution du probléme pondéré, la minimalité des

solutions qui désigne les optima 1-locaux étant indépendante d’une quelconque pondération.

Théoréme 4.6. Min W[K]SC — B € GLO|0]
Preuve

Le résultat vient des deux observations suivantes: la différence en valeur, dans le cas

pondéré, entre une pire solution et un optimum local S, est donnée par la somme des poids
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des sous-ensembles de S\g et les poids de ces sous-ensembles étant au moins de 1, on écrit
naturellement

wwso(I) = mwsc(I,8) > wse(I) —mse(I,S) ;
de méme, la différence en valeur, toujours dans le cas pondéré, entre une pire solution et un
optimum global S*, est donnée par la somme des poids des sous-ensembles de S\S* et les

poids de ces sous-ensembles étant d’au plus K, on déduit simplement

wwsc(I) — pwsc(I) < K(wsc(I) — Bsc(I)).

Ainsi vient la conclusion :

wwsc(l) —mwsc(l,5) _ wse(l) —msc(1,5) _ 1
wwsc(l) = pwsc(I) — K(wsc(I) —Bsc(l)) K

Remarque 4.1. Ce dernier résultat, on peut trivialement le généraliser en différentiel comme

swsc(I,S) = osc(1,8) o

en classique & tout probléme ensembliste IT dont la version non pondérée évalue ses solutions
par leur cardinalité (ex.: Max IS, MinVC, Min DS, Min FES). Soit II un tel probléme,
on note WII sa version pondérée; si ’on introduit des poids compris dans un intervalle
[k, K], on a toujours

jwwi(I) —mwn(l,s)] = klwn(I) —mu(/, s)]
pour toute solution réalisable s et
lww () = Bwn ()| < Klwn(!) — Bu(l)],

ce qui nous assure la préservation du rapport différentiel au facteur k/K prés; pour le
rapport classique, il suffit de considérer myr(Z,s) < K x my(1,s) et Syn(l) > k x Br(l)
si IT est un probléeme de minimisation, mgri(L,s) > kxmn(L,s) et Swn(l) < K x Br(I) si
IT est un probléme de mazimisation, pour s’assurer de préserver le rapport d’approximation,
au méme facteur k/K pres.

Corollaire 4.7. Min HS — B € GLO|J]

Preuve : par réduction immédiate & Min SC — B

Soient C' = {¢1,ca, ..., } un ensemble fini et S = {57, 59, ..., 5, } une famille de sous-
ensembles de C tels que tout élément c; apparait dans au plus B sous-ensembles S;, un
ensemble transversal est une sélection C' d’éléments de C' qui parcourt tout S dans le sens

ou tout sous-ensemble S; € S doit avoir au moins un élément dans C:
Vji=1,...n, S;NC#0.

La réduction qui consiste a intervertir les roles des éléments et des sous-ensembles est une

G-réduction ¢
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4.1.3 Ensemble minimum d’arétes retour

Théoréme 4.8. Min FES € GLO|J]

Preuve : tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise un rapport différentiel de 1/2.
Soit G(V, E) un graphe simple, le probléme consiste & déterminer un sous-ensemble

d’arétes F' C FE de taille minimum tel que tout cycle emprunte au moins une aréte de F.
De facon évidente, on a pour tout graphe G(V, E) wrps(G) = |E| et Brrps(G) > 0: clest
un probléme polynomialement borné. Considérons une fois de plus les solutions minimales,
optima locaux pour le voisinage 1-borné qui consiste & accepter comme solutions voisines
d’une solution F' tous les ensembles d’arétes obtenus par ’ajout ou le retrait d’une aréte
a lensemble F. Si I' = {~,...,7-} désigne l’ensemble des cycles élémentaires sur G, un
ensemble minimal F' = {ej, ez, ..., e, } d’arétes retour vérifie:

(FES1) VYi=1,..,r, Fje{l,..,p} / ej € F ensemble d’arétes retour

(FES2) Vj=1,..,p, Jije{l,...r} / vi; N F = {e;} F minimal.

Considérons la famille {~;, ..., Vi, ..., 7, } des cycles qui, selon (F'ES2), passent chacun
par une unique aréte e; = u;v; de F'; tout cycle v;; contenant au moins trois arétes, il em-
prunte deux arétes distinctes t;u; et vjw; (éventuellement t; = w;) de E\F incidentes a e;.
Soit F' = U_ {tjuj, vjw;} I'ensemble de ces arétes, comme 'ensemble V(F) = U_; {u;, v;}
des sommets engendrés par les arétes de F' est constitué d’au moins p sommets distincts,
I’ensemble F’, en tant qu’ensemble d’arétes d’extrémité les sommets de V (F'), contient éga-

lement au moins p arétes distinctes. D’ou la serie d’implications :
|F'|>pet ' CE\F = |E\F|>p = |E|—-p >p & p<|E|/2

dont le résultat nous permet de déduire et de conclure:

wres(G) —p S [E|-1E[/2 _1
wres(G) — Bres(G) — |E| 2

dres(G,F) =

4.1.4 Couplage maximum dans un hypergraphe

Corollaire 4.9. Max SP — B € GLOI¢]

Preuve : par réduction évidente a Max IS — B (cf. paragraphe 3.10) ¢

4.1.5 Les problémes d’ordonnancement

Nous considérons les problémes simples d’ordonnancement de taches sur des multiproces-

seurs, noté Min M S (Minimum Multiprocessor Scheduling) ; il sera intéressant de remarquer
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que sur ces problémes simples, les simples optima 1-locaux garantissent un excellent rapport

différentiel d’approximation.

Théoréme 4.10. Min MS(k) € GLO|S]

Preuve : tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise un rapport différentiel de
m/(m + 1) si m désigne le nombre de machines.

Une instance I du probléme d’ordonnancement de taches sur des multiprocesseurs consiste
en la donnée d’un nombre m de machine My, ..., M, et de n taches J1, ..., J,, de durées d’exé-
cution respectives p1, ..., p, (on suppose que la durée d’exécution d’une téche est indépen-
dante de la machine sur laquelle elle sera effectuée). Une solution consiste en la répartition
des taches sur les machines, de sorte & minimiser le temps d’exécution de la machine la plus
sollicitée (il n’y a pas de contraintes de précédence). Une solution sera représentée par le

iA

% non nulles correspondent a I’affectation de

vecteur x € {0,1}™ dont les composantes x
la tache j & la machine i. On se restreint, encore une fois, pour assurer la convergence en
temps raisonnable des algorithmes de recherche d’optima locaux, & des poids polynomiale-
ment bornés. La pire solution revient naturellement & placer toutes les tdches sur une méme
machine, de valeur wys(I) = Z?Zl Pj, quand une meilleure solution ne pourra jamais faire
moins que la durée moyenne d’exécution des taches sur m machines (optimum du probléme
relaxé), soit Oys(I) > 1/m X Z}l:l pj. Ainsi, pour des durées bornées par n* pour une
constante universelle k, le diameétre diamyy(/) de l'instance est bien borné par un polynoéme
(m —1)/m x n¥*! en la taille n de I'instance. Considérons un optimum local z relativement
au voisinage 1-borné qui accepte comme solution voisine d’une affectation des taches aux
machines toute répartition dont au plus 'affectation d’une tache différe, et supposons que
la premiére machine est la plus chargée, soit qu’elle vérifie, si p(M;) désigne la charge de la
machine M; :
n n
p(M;) = ;w} x p; = max{p(M;) = ;wé x pt}.

On note alors k I'indice de la téche de plus longue durée placée dans M, soit
k =argmax{p; : j/ 33]1 =1}
Si ’affectation x est un optimum 1-local, alors elle vérifie:

Vi=2,..,m, pr+p(M;) > p(Mp)

(S0 = (m=Up+ (Sjp—p(M) > (m—1p(0s)
< m x p(My) < (m—1)py+wms(I).
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La meilleure solution étant nécessairement supérieure ou égale & la durée de chaque

tache, on conclut

1 1
< _ = il
muyrs(I,x) < (1 m> Brms(I) + mst(I) o
Corollaire 4.11. MinMS(k) € GLO

Preuve
De la relation Bass(I) > 1/m x Z?Zl pj, on déduit wyrs(1) < mx Bas(I), ce qui permet

de conclure avec la preuve précédente :
1
mMS(I,m) S 2 — E ﬂMs(I) <&

La version du probléme d’ordonnancement de tiches sur des multiprocesseurs que nous
venons d’étudier est le premier probléme de GLO, GLOId] dont nous savons qu’il admet un

schéma d’approximation polynomial ([51]).

4.2 Le voyageur de commerce et le voisinage 2 — opt

Théoréme 4.12. MinTSP(k) € GLOI¢]

Preuve : tout optimum local pour le voisinage 2 — opt réalise un rapport différentiel de 1/2.

Soit I une instance constituée d’un graphe complet G(V, E') & n sommets et d'une valua-
tion d : E — N des arétes de G. On cherche un tour sur V' de cotit minimum, le cofit d’un tour
étant donné par la somme des cotts des arétes qui le constituent: mgsp([,t) = >, d(e).
On se limite aux instances pour lesquelles dyq; = maxecp{d(e)} < nk pour s’assurer
de manipuler les instances d’un probléme polynomialement borné et ainsi étre en mesure
de déterminer des optima locaux en temps polynomial: avec wrsp < n.max.cp{d(e)} et
Brsp > n.mingep{d(e)} > 0, il vient |wrsp — Brsp| < n*+1. Pour plus de clarté, on note
comme en 3.1.2 [u,v] laréte d’extrémités u et v et d(u,v) le cott associé.

Nous montrons que le probléme MinTSP(k) garantit la qualité de ses optima locaux
pour le voisinage 2 — opt présenté en 3.1.2. Un tour n’étant autre qu’'une permutation sur
les sommets, nous nous permettons d’utiliser une notation fonctionnelle. Soient ¢ : i — ¢(7)
un optimum local et s : i — s(i) un optimum global ; pour deux entiers i et k de ’ensemble
{1,...,n}, t*(i) désigne le kiéme successeur du sommet i dans le tour ¢ (ainsi ¢ (i) = i), tandis

que t; . désigne le tour voisin de ¢ obtenu en échangeant les arétes [i,¢(i)] et [t* (i), t*+1(i)]
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contre le couple d’arétes ( [i, % ()], [t(), *T1(i)] ) :
Vie{l,..,n}, Vke{l,..,n—1},

t = (4, 8(3), 2(0), o, tF1 (D), 88 (3), #FFL(8), £9F2(3), o, 471 (), )

ok = (4,80 (4), (), .., 2(0), £(2), EFTL(R), R PR(), ., L (0), )
L’optimalité locale de ¢ se traduit par les inégalités :

Vie{l,...,n}, Vke{l,..,n—1},
d(i,t(3)) +d (t5(3), tF1(4)) < d(i,t%(0) +d (t(), tFT1(4)),
qui impliquent en particulier
Vie{l,..,n}, d(i,t(@)) + d(s(i),t(s(2))) < d(i,s(i)) + d(t(i),t(s(2)))
= i d(@t(0) + 3250 d(s(6),1(s(4) = DLy d (i, s(i) + D0, d(t(i), t(s(d))-

Sachant

s d (@ t(@) = YLy d(s(i), t(s(i)) = mrsp(l,1),
> i d(i,s(i) = mrsp(l,S) = Prsp(l),
et Y0 d(t(i),t(s(i))) = mrsp(I,u) ot uest le tour (i — tosot (i),

il ne reste plus qu’a conclure

Brsp(I) +mrsp(l,u) Brsp(I) +wrsp(l)

2mrsp(l,t) <
1/25TSP(I)+1/2WTSP(I) = 5Tgp(f,t) > 1/20

<
& mrsp(lt) <

Corollaire 4.13. MaxTSP(k) € GLOI¢]

Preuve: la preuve tient en ’équivalence, sous le formalisme du rapport différentiel, des deux
versions du probléme (cf. chapitre 8) ¢

Corollaire 4.14. Pour toute constante k, pour tout intervalle discret [a,b] tel que b < k x a,
MinTSPla,b] € GLO.

Preuve

D’apres les relations, établies au chapitre 8, qu’entretiennent les évaluations classique
et différentielle des problémes T'SP[a,b] (restriction & des arétes valuées sur l'intervalle
discret [a,b]), on déduit de I’approximation différentielle & 1/2 par les optima locaux de

MinTSPla,b] un rapport classique p vérifiant :
1 < 1 n 10 o> 2a
p- 2 2a P=5 +0b

<o
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4.3 Reésultats négatifs

Nous proposons maintenant des cas de non appartenance aux classes GLO[R]; il faut
cependant considérer ces résultats avec prudence, la notion de voisinage h-borné pouvant
étre fortement dépendante du codage choisi des solutions. Nous pensons notamment & l'in-
tégration, dans le voisinage, des solutions complémentaires: par exemple, nous verrons au
chapitre 6 que Max 2CCSP ne garantit pas la qualité de ses optima locaux pour les voi-
sinages h-bornés au sens usuel de tels voisinage, alors que si 'on considére simplement
I’affectation complémentaire, le voisinage 1-borné augmenté de cette solution garanti pour
ses optima locaux un rapport classique de 1/3. En terme de distances, pour le codage naturel
qui considére sur une instance & n variables un vecteur binaire de taille n, deux affectations
complémentaires T et T sont effectivement n-distantes et ne peuvent ainsi étre considérées
comme voisines dans le cadre de voisinages h-bornés; cependant, il suffit d’ajouter un bit
supplémentaire seulement au vecteur 7' (ce qui demeure un codage raisonnable) pour rendre
cela possible: il s’agit d’interpréter ce bit comme le sens de lecture des n bits suivants.
Alors, le passage d’une solution & son complémentaire ne réclame plus n, mais un unique
changement et les solutions T et T se retrouvent voisines pour tout voisinage h-borné.

Pour lever I'ambiguité afférente au codage des solutions, il faudra comprendre les résul-
tats négatifs proposés comme étant édictés pour une interprétation “physique” et non plus

mathématique des voisinages h-bornés.

4.3.1 Satisfaisabilité maximum

La preuve de 'appartenance du probléme Max Sat & la classe GLO a été faite dans [11],
pour le voisinage 1-borné et un rapport 1/2; nous montrons qu’il n’en est pas de méme pour

le rapport différentiel.

Théoréme 4.15. Max Sat ¢ GLO[J]

Preuve : on montre que pour tout h, Max Sat ¢ GLO[0](h).

Considérons la famille d’instances (Iy)r>1, Ix = (Xk, Ck) Vk, définie par:

(i) Xp= {:1:1,:1:2, ,xk} = L= {xl,l’g, ,a:k} U {.fl,.fg, ,fk}
(i) Cr = Prp(Le)\{(Z1, T2, .., Tk) }

ot Py (Ly) désigne 'ensemble des parties de taille k& de I’ensemble L;, des littéraux qui ne

sont pas des tautologies.
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Toutes les clauses de taille k, sauf la clause composée des k littéraux négatifs (z1, Zo, ..., Tk),
sont donc générées. Toute clause contenant au moins un littéral positif, ’affectation (1,1, ...,1)
satisfait les |Cy| clauses; d’autre part, toute autre affectation satisfait |Cy| — 1 clauses. Ef-
fectivement, soit ¢ une affectation, on note t° I’ensemble des indices des composantes nuls

det:
t9 =iy, .ipy ={i € {1,..,n} / t; =0} ;

t avére toutes les clauses, sauf la clause ¢’ dans laquelle les variables d’indice dans t° appa-

raissent sous forme positive et les autres variables sous forme négative:

= (Z1, ey Biy 1, Ty Tiy 15 ey Tiy—1, Ty Ty 415 ooy Tiy—15 Ty Tip 1 --os T
Or, " existe toujours dans Cy sit # (1,1, ..., 1). On a ainsi pour k quelconque w(I;) = |Ck|—1
et B(I;) = |Ck|: quels que soient la constante h et le voisinage h-borné associé, il existe avec
C, pour k > h une instance du probléme Maz Sat pour laquelle I’affectation (0,0, ...,0) est &
la fois optimum local et pire solution (puisqu’il faudrait changer k valeurs pour augmenter la
performance, soit plus de h changements) et de fait, cette affectation constitue un optimum
local de rapport différentiel nul. On en conclut la non appartenance de Max Sat & la classe
GLO[}]

Cette démonstration nous permet de déduire une information importante sur les fameuses
sous-classes Max k — Sat des instances de satisfaisabilité formées de clauses d’au plus k

littéraux:

Corollaire 4.16. Vk, Vh < k, Maxk — Sat ¢ GLO[d](h).

4.3.2 Ensemble minimum de sommets retour

Soit G(V, E) un graphe quelconque, il ne s’agit plus comme pour le probléme Min FES
de couvrir les cycles de G par les arétes, mais par les sommets: une solution est un sous-
ensemble U C V de sommets tel que tout cycle de G emprunte au moins un sommet de U.
Malgré leur grande similarité, ces deux problémes ont un comportement fortement divergent
quant & leur approximation par des optima locaux puisque Min FNS, contrairement &
Min FES, n’assure pas dans le cas général la qualité de ses optima locaux relativement aux

voisinages h-bornés.

Théoréme 4.17. Min FNS ¢ GLOI¢]
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Preuve : on montre pour tout h MinEF'NS ¢ GLO[S](h).
Considérons la famille des graphes bipartis complets G,(X, UY), E,) définis pour tout
entier p > 1 par:

Xp={z1,..,2p}, Yp={y1,..,yn}t et E,=X,xY,.

Les cycles élémentaires de G étant de la forme (@i, Uiy, Tiys Yigs s Tis s Yijy -0 Tigs Yin> Tiy )
une solution U sera réalisable si et seulement si elle contient & un sommet pres tout X, ou

tout Y, :

YU C X, UY,, U estsolution <« min{|X,\U|,|Y,\U|} <1
sinon Hx;, # i} € Xp\Uv a{yjl # yjz} = Y;U\U / (xilyyj1;$i2,yj2’$i1) nNU=10.

Alors les solutions X,\{z1} et U, = Y,\{y1} sont non seulement réalisables, mais aussi
remarquables: la premiére est un optimum global de valeur p — 1, la seconde un optimum
local de valeur p? — 1 pour tout voisinage h-borné, h < 2p — 1, puisqu’il faudrait intégrer
a la solution p — 1 sommets de X,, puis retirer p sommets de U, NY),, pour commencer &
I’améliorer strictement. La pire solution consiste quant a elle & sélectionner tous les sommets
Xp,UY,.

La solution U, pour tout entier p > 1, constitue donc un optimum local réalisant le
rapport différentiel :

wrns(Gp) — Uyl p+p*—(®*—1)  p+1

(S G ,U == = = —_ .
#s (G, Up) wrns(Gp) — Brns(Gp)  p+p2P—(p—1)  p?+1potoo

Ainsi, quelle que soit la constante h, on peut créer la famille d’instances (Gp)psp pour
lesquelles une suite d’optima locaux (Up)p>1 relativement a tout voisinage h-borné réalise
un rapport de performance asymptotiquement nul ¢

Il faut se restreindre au cas de graphes & degré borné par une constante B pour assurer

par les optima 1-locaux un rapport différentiel d’approximation constant.

Proposition 4.18. Min FNS — B € GLOI/]
Preuve
La preuve est semblable & celle qui nous a permis d’établir 'appartenance de Min F'ES

a la classe. Considérons dans un graphe G(V, E)) un sous-ensemble U de sommets incident

a tout cycle de G, de taille minimale; cela signifie:

Vx € U, 3y cycle élémentaire / yNU = {z}.
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Si U est constitué de p sommets u, ..., up, alors on peut a chacun d’entre-eux associer un
cycle élémentaire ~y; qui n’intersecte U qu’en le sommet u;. Notons a; et b; les sommets
adjacents a u; dans 7;, a; et b; sont bien distincts (tout cycle étant de taille au moins deux)
et appartiennent (par minimalité) au complémentaire U de U. Un sommet ne pouvant étre
adjacent & plus de B sommets, il y a parmi 'ensemble {a1, ..., ap, b1, ...,by} au moins 2p/B

sommets distincts, et on conclut

_ 2 2
> — —+1) < <
T2 2 e U5+ <n e U] <

wrns(I) < wrns(I) + Brns(l)o

B+2 B+ 2 B+ 2

4.3.3 Le sac-a-dos

Le probléme du sac-a-dos entier ou bivalent, pourtant fort bien résolu tant en classique
qu’en différentiel puisqu’il admet des schémas complets, n’appartient pas a la classe GLO.
Ses instances forment une sous-classe de problémes de programmation linéaire en nombres
entiers pour lesquels la matrice des contraintes se réduit & un seul vecteur. Pour considérer
Pappartenance & GLO[R], nous nous limiterons au sous-probléme Max K S(k) qui regroupe
les instances pour lesquelles la plus grande valeur numérique en valeur absolue est bornée
par la quantité n”* ot n désigne la dimension de I’espace de I’instance ; le probléme de sac-a-
dos, limité & cette famille d’instances, est polynomial puisque le probléme global admet un
schéma d’approximation complet. Or, nous montrons qu’un cas particulier de cette famille
de problémes polynomiaux, celui du sac-a4-dos bivalent qui consiste & considérer les variables
a valeur dans {0, 1} et que 'on note Maz KS(k){0,1}, n’est méme pas dans GLO.
Théoréme 4.19. Max KS(k){0,1} ¢ GLO UGLO[J]

Preuve : on montre pour tout h “Mazx KS(k){0,1} ¢ GLOI[d](h)”.

Soit une instance du probléme de sac-a-dos bivalent polynomialement borné :

maxc-x c € (N)" et max{c} <nF
I a-x<b avec a € (N*)" et max{a;} <nF
xz e {0,1}" b € N~*

Avec wig(I) = 0 pour x = 0 et Brs(I) < Y% ¢ < n*t! pour z = T, la valeur de

I'instance I est bornée par le polynéme n*+1.

Considérons maintenant la famille d’instances (I, )n>0 définie par:
a = (n—1,1,1,...,1)
V>0, In,={ c (h—1,1,1,...,1)
b = n—1
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Le vecteur optimal z,* = (0,1,...,1) qui consiste & prendre tous les objets sauf le premier
apporte une utilité de n — 1, quand la solution complémentaire x,, = (1,0, 0, ...,0) n’apporte
qu’une utilité de h — 1; or, c’est un optimum local pour tout voisinage h'-borné, h/ <
h, puisqu’il faudrait pour améliorer la composition du sac-a-doc x,, Oter le premier objet
d’utilité A — 1, puis ajouter au moins h objets d’utilité unitaire. Les optima locaux z,, des
instances Iy, , réalisent ainsi un rapport de performance asymptotiquement nul:

h—1 o
n — 1 n—+oo

Vn, 5K5’(Ih,n7 $n) =

Ces instances I}, ,, montrent que le probléme général non borné ne garantit pas la qualité de
ses optima locaux vis-&-vis de voisinages h-bornés, et ce quelle que soit la constante h ¢
En fait, il faudrait borner les poids a; comme les utilités ¢; pour obtenir quelque chose:
si pour tout ¢, a; < A et ¢; < C, bétement, un optimum ne fera jamais mieux que b x C
(si tout élément est de poids 1 et d’utilité C') et un optimum local, une solution maximale
simplement, jamais moins que |b/A| > (b— A+ 1)/A (si tout élément est de poids A et
d’utilité 1), assurant un rapport d’approximation (en considérant b > A):
b—A+1: b A-1 >L_E:L
AbC AbC  AC T AC  A2C A2CT

Ce résultat n’est cependant pas satisfaisant; une autre piste serait de se reporter sur
un sous-probléme tel Max S Sum (Mazimum Subset Sum) pour lequel les vecteurs a et ¢
coincident : il s’agit, étant donné un entier b et n entiers cy, ..., ¢, de N, de trouver le meilleur
minorant de b possible par une combinaison d’éléments c;. Il se trouve malheureusement
que de nouveau sur ce probléme, on peut exhiber pour toute constante h une famille Jj, ,,
d’instances qui mette a défaut la qualité des optima h-locaux: pour tout n, on définit
c=(n%n?%1,..,1) vecteur de N et b = n?; la solution z* = (1,0, ...,0) est optimum global
de valeur n? et la solution = = (0, 1,...,1), de valeur n — 2, est optimum h-local pour tout
n/h < n — 2 puisqu’il faudrait, pour 'améliorer, retirer tous les n — 2 éléments contenus
dans = avant de pouvoir éventuellement mettre x; ou x3 & 1. Or, le rapport réalisé par z,

de (n — 2)/n, tend indubitablement vers 0 quand n tend vers l'infini.

4.4 Ou les classes GLOI[R] se situent-elles?

Autant on sait & peu prés ce qui ce passe pour GLO, autant les choses sont un peu plus
floues concernant GLO[J]: de fagon plus générale, on connait mal encore les frontiéres des

classes d’approximation sous le rapport différentiel.



75

4.4.1 GLOI[R] et les classes d’approximation

Comme nous venons de 'illustrer avec Max K S(k), un probléme peut étre “facile” au

sens de la résolution en temps polynomial et admettre de mauvais optima locaux:
P ¢ GLO et P € GLOI4).

Tout optimum local garantit un rapport constant et par définition, GLO[R] renferme des
problémes sur lesquels les algorithmes de recherche locale obtiennent un optimum local en
temps polynomial: ainsi les LSA sont, sur les problémes des classes GLO[R], des PT AA
particuliers. En revanche, puisque tout probléme polynomial (qui est a fortiori APX[R])

n’est pas nécessairement GLO|R], il s’agit d’une inclusion stricte:
GLO C APX et GLO[6] C APX[0].

Par ailleurs, nous I’avons vu avec le probléme d’ordonnancement multiprocesseur ou encore
le probléme de Bin Packing, les classes GLO[R] intersectent la classe PT'AS des problémes

admettant un schéma d’approximation:
I € GLO /Il € PTAS et 31 € GLO[d] / I € PT AS[J].

La figure 4.1 offre une illustration des relations qu’entretiennent les classes GLO[R] avec
les classes d’approximation (par ezemple, pour GLOIS|, Min PB € GLOI[d] N PTAS|d],
MinTSP(k) € GLO[S]\PTAS[}] et Max KS(k){0,1} € P\GLOId]). Concernant GLO et
APX, Ausiello et Protasi montrent dans [10] que la fermeture de GLO sous P-réductions

coincide avec APX :

GLO" = APX.

Pour cela, ils font appel & des problémes particuliers de satisfaisabilité variables-pondérés
qui sont AP X-complets pour la P-réduction. Une instance de Max W Sat (Probléme de Sa-
tisfaisabilité mazimum pondéré avec borne) est la donnée d’une instance (X, C) de Max Sat,
d’un jeu de poids p1, ..., p, sur les variables x1, ..., ,, et d’'un entier B € N* tels que la somme

des poids p; est comprise dans l'intervalle [B,2B]:

n
B < Z p; <2B (B pouvant étre arbitrairement grand).
i=1
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APX APX[ 3]
PTASJ]

ST
Max k-Sat-dense

Min MS(K)

GLO[3]

F1G. 4.1: Les classes GLO[R)] et les classes d’approzimation

Une affectation 7" des valeurs de vérité, si elle satisfait toutes les clauses, sera évaluée par la

somme des poids des variables mises & 1 par T'; sinon, T est évaluée a4 B :

n
; x T'(x;) siT affectation valide,
VT € {0,117, mywsa(1T) = { 57T

B sinon.

Ce probléme a été montré dans [28] 1/2-approximable (une affectation non valide faisant
B quand Uoptimum ne pourra jamais excéder 2B) et AP X-complet. Sur toute instance, on
sait construire en temps polynomial une affectation 7° non valide : il suffit de prendre la pre-
miére clause c; et d’affecter les variables intervenant dans ¢y de sorte a ce que tous ses litté-
raux soient faux (on rappelle qu’on suppose toujours disposer d’instances qui ne comportent
pas de tautologie). Alors il est équivalent du point de vue de I’approximation classique de
considérer pour les affectations valides la fonction: myyga: (I, T) = max{B, Xn: pi X T(zi)}.
Effectivement, la valeur optimale est inchangée (Byysqt(I) > W) et pour pazs:sler d’une éva-
luation a l'autre, il suffit de substituer a toute affectation valide T" dont la somme des poids
des variables mises & 1 est strictement inférieure & B la solution 7°. Considérons donc le pro-
bléme Maz W Sat doté d'une telle fonction objectif, il est toujours 1/2-approximable (par
toute affectation des valeurs de vérité, toute solution faisant au moins B quand Bysq: reste

borné par 2B) et APX-complet ([28]). Pour démontrer ’égalité GLO" = APX , Ausiello et

Protasi se raménent au cadre polynomialement borné avec le probléme Max W Sat — PB
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dont ’objectif est le suivant :

at(I,T)— B

B

Avec cette fonction objectif, on s’assure que la valeur de toute solution sera comprise entre n
et 2n, la différence myygq:(I,T) — B étant toujours comprise entre 0 et B. Ainsi, le probléme
Maz VW Sat — PB est clairement dans GLO, étant polynomialement borné (on est donc as-
suré de trouver par LS A un optimum local en temps polynomial), et garantissant trivialement
un rapport 1/2 pour tout optimum local (comme c’est déja le cas de toute solution). Or, il
est montré dans [29] que Max W Sat est P-réductible a sa restriction Maz W Sat — PB et
cela suffit & conclure:

APX&MamWSat&MamWSat — PB e GLO } . TIO" — APX o
GLO C APX

Cette égalité induit notamment q'un probléme APX qui n’est pas GLO (et nous avons
vu que de tels problémes existent) se réduit au moins par P-réduction & un probléme de
GLO. Notons au passage que ce probléme, Max W Sat — PB, n’est pas approximable en
différentiel & moins que P n’égale NP : nous montrons par réduction & partir de Sat que
toute approximation différentielle non nulle de ce probléme permettrait de décider Sat.
Théoréme 4.20. Tout algorithme polynomial A approché pour Max VW Sat — PB établit
un rapport différentiel de performance nul :0

OMaz W Sat—pB = 0.

Preuve
Pour ce, considérons une instance I = (X, C') de Sat constituée de n variables booléennes
X1, ..., Ty €t m clauses ci, ..., ¢y ; on introduit un ensemble Y = {yi,...,y,} de n variables

booléennes et les deux ensembles C’ et D de clauses suivants:

n n

¢ = U U{c, ouc;=cVy;
i=1j=1
n—1 n

D = U U {(yj17yj2)}‘
Jj1=1j2=j1+1

En associant alors par exemple & chaque variable x; un poids pZX =1, & chaque variable
y; un poids p}/ = 3, et en posant B = 2n, on obtient une instance I’ de Max WV Sat donnée
par ’ensemble de variables X UY, I’ensemble de clauses C’ U D, les jeux de poids p~ et p¥

et la constante B. Effectivement, les poids vérifient bien comme il se doit :

n n
STpF+Y p =n+3n=4dn¢€[B=2n2B=4n].
=1 Jj=1
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Une affectation T’ non satisfaisable réalisera une performance de B ; par ailleurs, pour
satisfaire I’ensemble D de clauses, une affectation 7" devra mettre au moins n — 1 variables
y;j & 1 (sinon une clause (y;,,y;,) ne sera pas vérifiée) et ainsi, sera évaluée par la somme
des poids des variables mises a 1, cette somme valant au moins 3(n — 1) > B. Cela signifie
aussi qu’une affectation 7", pour étre satisfaisable sur I’, devra impérativement 1’étre tout
autant pour I : pour une variable y; affectée & 1 (et on vient de voir que c’était le cas d’au
moins n — 1 variables), la clause c;,j = ¢; V y; ne sera avérée qu’a condition que la clause
initiale ¢; le soit elle-méme. Ainsi, une affectation satisfaisable sera toujours & valeur dans
[3(n — 1),4n] quand toute autre solution fera, nous ’avons dit, B = 2n. Si un algorithme
approché pour Maxz W Sat assure un rapport différentiel non nul il permettra, sur I’, de
renvoyer une solution satisfaisable §’il en existe, et donc de reconnaitre si oui ou non I est
satisfaisable. Il en est de méme pour Max VW Sat — PB ol toute affectation non satisfaisable
sera évaluée a n et toute solution satisfaisable & au moins n + 1 (on peut supposer n > 5 et
ainsi, n(mwsa(I,T) — B)/B>n(3(n—1) —2n)/2n=(n—-3)/2>1) ¢

La construction que nous venons de proposer produit des clauses de taille 2 sur I’ensemble
D constitué des couples (y;,,yj,) et des clauses de méme taille que celle des clauses de
I'instance initiale, & un littéral prés; aussi, la réduction proposée peut trés bien étre vue pour
transformer une instance de k — Sat pour k > 3 en une instance de Maz W (k + 1) — Sat,
induisant sur ce dernier probléme les méme résultat négatif d’approximabilité différentielle

que sur le probléme général.

Corollaire 4.21. Tout algorithme polynomial A approché pour Max W k— Sat— PB établit
un rapport différentiel de performance nul, et ce quelle que soit la constante k > 4 considérée :

Vk >4, 0rpazwk—Sat—PB = 0.

4.4.2 GLO[R] et les classes logiques

GLO NGLO[S) N Max SNP # 0

Par exemple, Max IS — B € GLO[R] pour R = p,J; par ailleurs, si on se restreint au
cas classique, le probléme Max 3 — Sat semble jouer un roéle clef puisque non seulement il

appartient & GLO mais en plus, tout probléme de Max SN P s’y réduit par LO P-réduction

([11]) -
VII € Maz SNP, 18" Maz3 — Sat.
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Max {/Sat-PB
Max TSP(K)

GLO GLO[8]

F1a. 4.2: Les classes GLO|R] et les classes logiques

La LOP-réduction est une réduction définie dans [11| qui préserve pour 'approximation
les schéma d’approximation par L-réduction, pour la structure les optima locaux par LOC-

réduction.
Il € (GLONGLO))\Max NP, 3l € Max SNP\ (GLO U GLOId))

Pour R € {p,d}, la classe GLO|R] et les classes Max SNP, Max NP s’intersectent bien
str, puisque GLO[R] comporte des problémes de Max SN P, mais il n’y a pas de relation
d’inclusion : il est des problémes de Max SN P qui ne garantissent pas la qualité de leurs
optima locaux (Maxk — CSP Vk > 2 [2], Max2 — CCSP [59] pour GLO, donc pour
GLOId]), des problémes de GLO[R] qui ne sont pas Max NP (MaxTSP(k) pour GLO et
GLO[5], MinC pour GLO[S)). Enfin, des égalités Maz NP = APX et GLO' = APX),
on déduit Maz NP = GLOP; en particulier, tout probléme de GLO se P-réduit a un
probléeme de Max NP, tout probléme de Max NP se P-réduit & un probléme de GLO.

Nous proposons au travers la figure 4.2 une représentation de ces résultats (par exemple,
pour GLO, Max Cut € GLO N Max SNPy, Max Sat € GLO N Max NPy\Max SN Py,
MaxTSP(k) € GLO\Max NPy et Max2CCSP € Max SN Py\GLO,).

4.4.3 Quelle unité dans tout ¢ca?

La diversité des problémes se situant dans ou hors des classes GLO semble rendre peu

plausible I’établissement d’une caractérisation unifiée des problémes garantissant la qualité
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GLO GLO[J]

Max IS-B
Min VC-B

Min DSB
Max Cut
Max TSP(K)

Min MS(K)

Max 2-CCSP Min FNS Max KS(K){ 0,1}

Fi1c. 4.3: GLO et GLOI¢]

de leurs optima locaux. Par exemple, les problémes Min F'ES et Min FNS sont si proches
qu’il est délicat d’expliquer pourquoi leur expression induit-elle 'appartenance pour le pre-
mier, la non appartenance pour le second, & GLO[d]. Nous n’avons pas, sur la syntaxe méme
des problémes, mis a jour de moyen de décision d’appartenance & GLO ni GLOI]. Que l'on
regarde sous ’angle de la formulation logique ou de la programmation linéaire pas exemple,
rien ne vient d’évidence. C’est cependant une voie & explorer, mais de facon fine et précise,
de méme que la structure radiale des problémes dont nous parlons au prochain chapitre. Une
autre observation qui pourrait paraitre surprenante, c’est que souvent, ce sont les solutions
les plus simples, les optima 1-locaux, qui nous ont permis d’établir des rapports d’approxi-
mation ; le fait le plus remarquable est que parfois méme, il est possible de montrer (ce sera
notamment le cas a propos de certains problémes de satisfaisabilité au chapitre 6) qu’ils sont
aussi bons que les optima h-locaux pour tout entier h-bornés.

En guise de conclusion de cette section, nous proposons par la figure 4.3 ’observation
relative des classes GLO et GLOI]| par les problémes que nous avons, jusqu’ici, été en

mesure de situer relativement a ces classes (par exemple, Maxk — Sat € GLO\GLOIJ],
Maz TSP(k) € GLO N GLOS] et MinTSP(k) € GLOP\GLO).

4.5 Récapitulatif des résultats

De méme qu’au chapitre précédent, nous parcourons les problémes évoqués par I’entre-
mise d’un tableau qui résume leur situation face aux classes GLO[R]; une fois de plus, les

résultats originaux sont mis en avant.
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Probléme considéré GLO Rapport Voisinage | GLO[6]  Rapport  Voisinage
Problémes de partitionnement héréditaire

cas général N (mAPX) - - 0] 3 1 — borné
cas B-borné 0] BLH 1 —borné 0] % 1 —borné
Probléme de couverture d’ensemble

MinSC — B ? ? ? 0] %H 1 — borné
MinSC — B - A 0] % 1 — borné o % 1 — borné
Probléme d’ensemble transversal : idem

Min FES ? ? ? o 3 1 — borné
Min MS(k) o 1 1 — borné o 1—1/m  1—Dborné
Probléme du voyageur de commerce

MinTSP(k) N (-mAPX) - - o 3 4 — borné
MaxTSP(k) O[41] i 4—borné¢| O 3 4 — borné
MinTSPJa, ka] o kLH 4 — borné o 3 4 — borné
Problémes de satisfaisabilité

Max Sat ) 2 [11] 11— borné N — Vh e N
Maxk — Sat 0 25 [47 1—-bomé¢| N - Vh < k
Min FNS N — Vh € N N — Vh € N
Min FNS — B ? ? ? 0] BL” 1 — borné
Maz S Sum N — Vh € N N — Vh e N
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Chapitre 5

Changeons ’angle de vue

Dans ce chapitre, nous oublions quelques temps la qualité des optima locaux pour reve-
nir sur la détermination méme de telles solutions. Nous nous sommes au paragraphe 3.1.1
contentés de donner quelques conditions triviales de déroulement polynomial d’un algorithme
de recherche locale générique, survolant la question cruciale : sur quel probléme, et pour quel
type de voisinage, pourra étre déterminé un optimum local relativement & ce voisinage en
temps polynomial ? Evaluer la performance, comme nous I’avons fait jusqu’ici, est une chose
étre en mesure de déterminer une solution en est une autre, que nous abordons ici du point
de vue de la classe PLS et des problémes radiauz; cette présentation a pour motivation de
mieux cerner (sans se prétendre d’exhaustivité) le champ de recherches et de difficultés po-
sées par les optima locaux en approximation polynomiale. Son role est purement informatif

et n’a pas l'ambition d’exposer & proprement parler de résultat nouveau.

5.1 La classe PLS des problémes de recherche locale

La question “Sur quel probléme vais-je étre capable de déterminer des optima locauz”,
Jonhson, Papadimitriou et Yannakakis se la posent dans [55] en terme de la classe PLS
(Polynomial-time Local Search) des problémes de recherche d’optima locaux. Un tel probléme
est la donnée d’un probléme II = (I, Solr, mr, optrr) de N PO et d’une fonction voisinage
V pour lequel on connait un algorithme Cy qui, pour tout couple (I,s) de Iy x Soly(I),
sait déterminer en temps polynomial en |I| si s est optimum local relativement & V et le
cas échéant, renvoie une solution s’ € V(I,s) strictement meilleure que s au sens de myy
et de optyy. L’idée est de restreindre la notion d’optima locaux & des voisinages calculables

en temps polynomial, condition nécessaire au déroulement polynomial des LSA. Une fois la
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classe posée, tout reste a faire: savoir quels couples (probléme, voisinage) permettront-ils de
déterminer rapidement des optima locaux. C’est 1a toute la richesse apportée a la discipline
par les travaux de Yannakakis et al. dans [55], [77], [82], montrant combien la question
prend son sens par une profusion de résultats positifs et négatifs, de résultats cruciaux de
complétude, connaissance & laquelle les contributions de Krentel dans [66] et Klauck dans

[61] sont notamment & signaler.

5.1.1 De la difficulté de détermination des optima locaux

Quelques notions indispensables

Définition 5.1. PLS
Un couple (I1, V) o II est un probléme de N PO et V une fonction voisinage sur II est un
probléme de PLS s’il existe un algorithme Cp qui vérifie:
PLS1 3p, polynéme / Cri(1,s) de complexité au pire des cas py(|I]) ;
s si s optimum sur V(I, s),

PLS2 VI € Iy, Vs € Solii(I), Cn(1,s) =
I, Vs olri(I) n(Z,s) {teV(I,s)/mn(f,t)>mH(I75)Sin0n'

Pour comparer maintenant le déroulement de LS A entre problémes de la classe, les au-
teurs définissent naturellement la PLS-réduction. Contrairement a la réduction de voisinage,
la PLS-réduction cherche explicitement a transporter par réduction les optima locauz de f(I)
vers I, mais pas nécessairement a rattacher tout optimum local de I & un optimum local
de f(I); par ailleurs, dans la classe PLS, le voisinage est partie intégrante de la définition
des problémes, faisant ainsi partie des objets a réduire, tandis que la réduction de voisinage
tente d’associer a tout voisinage d’une certaine structure sur I' un voisinage de structure
semblable sur II. Les voisinages considérés sont au demeurant de toute sorte, éventuelle-
ment résultant d’algorithmes sophistiqués, méme si les voisinages h-bornés ont toujours une
grande part & jouer.

Définition 5.2. PLS-réduction

Soient (II,V) et (I, V") deux problémes de PLS, une PLS-réduction R = (f, g) de (IL, V)

a (IT', V"), notée (11, V) POLCS(H/, V'), est une réduction de IT & II' qui vérifie:

PLS VI € I, Vs’ € Solw (f(I)),
s optimum sur V'(f(I),s') = g(s’) optimum sur V(I, g(s")).

. PLS . .
Si (I, V) o (IT', V') et que l'on peut déterminer par LSA, en temps polynomial, un
optimum local s d’une instance f(I) de IT, alors on a directement par g, qui est également

de complexité polynomiale en |I|, un optimum local s = g(s’) de I.
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Maz et Min Circuit pour le voisinage 1-borné ont été les premiers problémes montrés
PLS-complets; une instance du probléme de Circuit est la donnée d’un circuit booléen
(sans boucle) sur les portes “et” (A), “ou” (V) et “non” (=) qui prend en entrée un mot
binaire o de longueur m (o € {0,1}"™) et renvoie en sortie un mot binaire 7 de longueur n
(1 € {0,1}"); selon la version considérée, il s’agit de trouver un input o dont la sortie 7 mazi-
mise ou minimise le nombre Z?:_Ol 7;2¢ d’écriture binaire 7. D’autres problémes ont ensuite
été montrés PLS-complets (souvent par des constructions fastidieuses), citons notamment
Min TSP pour le voisinage k — opt o k est une certaine constante [66] (le voisinage k — opt
fait I’échange, d’un tour & un tour voisin, entre deux paquets de k arétes), Max WCut [77],
Max W2 — Sat et Max WPos NAE — 3 — Sat ([66] et [77]) pour le voisinage 1-borné, ou le
dernier probléme est la restriction du probléme Max WNAE — 3 — Sat & des ensembles de
clauses constituées uniquement de littéraux positifs.

Ces résultats, bien que précieux, ne sont qu’intermédiaires : nous ne sommes pas encore
en mesure d’en déduire des résultats négatifs, ce que permettent généralement de faire des
résultats de complétude. Les chercheurs se focalisent alors sur le déroulement des LSA ou
plus exactement, leur navigation dans ’ensemble des solutions, pour définir une réduction

qui établisse une relation plus forte encore entre les deux instances mises en rapport.

Le graphe de transition

La fonction objectif ordonne les solutions d’un probléme, de sorte que ’on peut toujours
représenter ’espace des solutions & l'aide d’un graphe orienté dont les sommets sont les
solutions réalisables et les arcs les couples de solutions (x,y) tels que la solution y est
meilleure que z. De fagon plus fine et dans l'esprit de la recherche d’optima locaux, il serait
intéressant de se limiter aux couples (z,y) de solutions voisines (au sens d'une certaine
structure de voisinage) telles que y est strictement meilleure que z ; dans cette représentation
de Soly;(I), les sommets qui n’ont pas d’arc sortant, que nous qualifierons d’absorbants, sont
les optima locaux du probléme. Dans [77], il est question pour une probléme (II,V) de PLS
de graphe de transition et note TG (I) = (V7, Ar) le graphe orienté défini par:

Vi = Soln(I) et Ar = {(s,t) € Solu(I) / t € V(I,s) Amu(I,t) = mnu(l,s)}.

La hauteur d’un sommet v est définie dans T'Gy(I) par la longueur d’un plus court chemin
de v vers un sommet absorbant, la hauteur de TGy (I) est la hauteur du sommet de plus

grande hauteur. Ces définitions sont sans ambiguité, T'G([) étant clairement rendu sans
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circuit par la nécessité d’améliorer strictement la valeur des solutions d’'une extrémité a
I’autre de chaque arc. Un chemin d’une solution s & une solution ¢, puisque qu’il améliore la
fonction objectif & chaque passage d’une solution & une solution voisine, est appelé dans [39]
chemin améliorant. Le déroulement d’un LSA se lit aisément sur ce graphe: partant d’une
solution initiale (par exemple trivp(I), au pire des cas une pire solution zyy ), chaque itération
consiste en le choix d’un sommet descendant par le parcours d’un arc, jusqu’a tomber sur
un sommet absorbant, optimum local du probléme désigné par V. Ainsi, la complexité d’'un
LS A est minorée (au facteur polynomial prés du choix du voisin & chaque itération) par
la hauteur de T'Gr(I). Pour rapprocher deux problémes de PLS du point de vue de leur
résolution locale, il faut donc définir une réduction qui rapproche leur graphe de transition.
Un peu comme 'ont fait Ausiello et Protasi dans [11], Yannakakis s’intéresse a un sous-
ensemble de solutions de I'instance image, solutions qu’il qualifie de raisonnables et qui, en
quelque sorte, est la partie pertinente de Solyy (f(I)) pour représenter Solr(/) du point de
vue traité de la résolution locale. La Stricte — PLS-réduction a de stricte la proximité plus
grande qu’elle met en évidence entre les deux instances comparées.

Définition 5.3. stricte-PLS-réduction

Une PLS-réduction R = (f,g) entre deux problémes (II,V) et (IT',V’) de PLS est une

. . —PLS o )
stricte-PLS-réduction, notée (I1,V)° o~ (I, V'), s'il existe pour toute instance I de I un

sous-ensemble St/ (f(I)) de Solm(f(I)) et une fonction ¢' : Soly(I) — Sm(f(I)) polyno-
miale en |I| tels que:

s—PLS1 Sw/(f(I)) contient tous les optima locaux de f(I) ;
s—PLS2 Vse Soli(I), gog'(s) =s;

s—PLS3 pour tout chemin Cyy de s a ¢’ dans TGy (f(I)) dont les extrémités s et ¢/
sont dans Sr(f(I)) et tous ses sommets intermeédiaires dans Solry (f(1))\Sw (f(I)),

alors dans Soly(I), soit g(s') = g(t'), soit (g(s’), g(¢')) est un arc de TG (I).

. . . —PLS .
On voit facilement que, si (I, V)" o (I, V') et quun LSA cherchant un optimum

local relativement & V sur I doit emprunter au moins k arcs dans T'Gri([), alors un LSA
cherchant un optimum local relativement & V' sur f(I) devra emprunter également au moins
k arcs dans TGy (f(I)), un arc sur Soly(I) correspondant & un chemin dans Soly (f(1)): la
hauteur de toute solution v de Sty (f(I)) dans TGy (f(I)) est au moins aussi importante que
la hauteur de la solution g(v) dans TG ([). Le temps est alors venu d’énoncer les résultats
négatifs : il ne suffit plus pour cela que de construire, artificiellement, un probléme de PLS

dont l'algorithme de recherche locale soit de complexité exponentielle (un probléme dont
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Parbre de transition est un chemin unique sur un nombre exponentiel de solutions) et de
reprendre les preuves de PLS-complétude sous I’angle de la stricte — PLS-réduction. Ainsi,
notamment pour les problémes suivants, le déroulement d’'un LSA est exponentiel, et ce

indépendamment de la stratégie de choiz du voisin a chaque itération:

Min TSP et le voisinage k — opt (pour une certaine constante k),
Mazx et Min Circuit,

Max W Cut,

MaxW?2 — Sat,
Max W Pos NAE — 3 — Sat

et le voisinage 1-borné.

Ces résultats peuvent surprendre : pour le probléeme Max W C'ut par exemple, cela signifie
qu’un sommet au moins du graphe sera, au cours du déroulement du LS A, ajouté et retiré a
la solution courante un nombre exponentiel de fois. Plus précisément encore, et plus éloquent
strement quant & la difficulté de détermination d’optima locaux, pour tous ces couples
(probléeme,voisinage), le probléme standard d’optimum local associé (savoir, partant d'une
solution initiale, déterminer la solution que retournerait I’heuristique de recherche locale
considérée) est montré PSP AC E-difficile [82|. La classe PSPACE regroupe ’ensemble des
problémes de décision que l'on sait résoudre dans en encombrement mémoire polynomial,
et la conjecture est forte de penser que N P soit un sous-ensemble propre de PSPACE, ce
qui fait des problémes PSPAC E-difficiles des problémes encore plus durs que les problémes
N P-difficiles.

Heureusement cependant, il est des problémes et des voisinages dont les optima locaux
s’obtiennent en temps polynomial, mais il faut pour cela se contenter d’instances poly-
nomialement bornées: la détermination d’optima 1-locaux pour les problémes Maz Cut,
Max 2 — Sat et Max Pos NAE — 3 — Sat a par exemple été montrée P-compléte ; du coup,
le probléme standard d’optimum local associé a ces problémes devient également P-complet.

Pour conclure sur ce point et illustrer combien la tiche peut étre ardue que d’appré-
hender seulement la complexité de détermination d’un optimum local, notons les recherches
de Fisher [40] qui, étant donnés un probléme II de NPO, une fonction voisinage V, une
solution initiale so(/) et un entier z pose le probléme de décision II* suivant: “soit I une
instance de I, existe-t-il dans TGi(I) un chemin améliorant de so(I) a un optimum local
au sens de V de taille inférieure ou égale a4 z 7’ Fischer prouve par exemple que les pro-
bléemes Maxz W Cut*, Max WE —2—Sat*, Max W Pos NAFE Sat* pour le voisinage 1-borné,
Min TS P* pour le voisinage 2 — opt, sont tous N P-complets.
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5.1.2 Approximation des optima locaux

La recherche d’optima locaux semblant si difficile pour certains problémes, Klauck se
demande dans [61] s’il n’est pas au moins possible de les approcher i.e. de déterminer des
solutions s qui soient au moins aussi bonnes que le pire des optima locaux, & un facteur
multiplicatif r €]0, 1] prés. Pour lier les problémes entre-eux, Klauck définit un nouvel outil
nommé forte-PLS-réduction qui ajoute & la stricte-PLS-réduction, dont le role est de
préserver la structure, un aspect de performance dont le role est de préserver le niveau
d’approximation relativement au pire optimum local. Notons qu’on se rapproche de plus en
plus des G-réductions, toujours a la nuance prés qu’ici les voisinages sont définis a priori. Il
n’en demeure pas moins qu’il s’agit 14 d’un outil intéressant & regarder sous l'angle GLO, en
exigeant toutefois comme préservation du niveau de performance, celle de la qualité globale
des optima locaux. Les résultats négatifs seront de portée moindre, simplement plus précis
(on ne dira plus que II ne garantit pas la qualité de ses optima locaux pour tout voisinage
h-borné, mais pour une fonction voisinage particuliére). La complétude par forte-PLS-

réduction dans PLS des problémes suivants est établie dans [61]:

MinW4 — CCSP — B, voisinage 1-borné, pour une constante B ;
MinWIDS — B, voisinage k-borné, pour deux constantes B et k;
Min et Max PL{0,1}, voisinage k-borné, pour une constante k

et MinTSP, voisinage k — opt, pour une constante k.

Le probléme Min IDS (Independent Dominating Set, Min WIDS pour sa version pon-
dérée), consiste & déterminer un ensemble dominant qui soit stable et de plus petite taille
possible. Cette nouvelle complétude apporte comme enseignement supplémentaire la dif-
ficulté non plus simplement d’obtention d’un optimum local mais d’approximation d’une
telle solution : on ne peut approcher un probléme II PLS-difficile au sens de la forte-PLS-
réduction & 27" de l'optimum global & moins que P n’égale NP, ni méme de l’optimum
local pour € > 0 & moins que P n’égale PLS [61].

La forte-PLS-réduction préservant les schémas d’approximation, et comme la classe
PLS contient des problémes N PO-difficiles au sens de la P-réduction (MinTSP par
exemple), I'établissement de la difficulté d’un probléme vis-a-vis de cette réduction dans
la classe PLS permet de déduire la N PO-difficulté de ce probléme; par ailleurs, en regar-
dant les réductions proposées sous 1’angle de la F-réduction, Klauck démontre notamment le

fait remarquable que le probléme Min 3 — CCSP — 3 est complet pour la classe NPO — PB.
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5.2 Les problémes radiaux

On s’intéresse ici & des problémes dont le graphe de transition est exploitable pour une
certaine structure de voisinage, évoquant dans un premier temps les travaux effectués a ce
propos dans le cadre du rapport différentiel, reprenant ces travaux dans un second temps a
I’avantage de ’approche GLO. La représentation de I’ensemble des solutions sous forme d’un
graphe n’a pas été l'unique inspiration des chevaliers de 'optimalité locale; dans [32], on
exploite la possibilité qu’offrent certains problémes de représenter leur ensemble de solution
sous forme d’un arbre: c’est le cas des problémes radiauz. La structure de tels problémes
permet de déployer 'ensemble de solutions de chacune de leurs instances sous forme d’un
arbre de racine une pire solution, de sorte que toute solution et en particulier une solution
optimale soit déductible de cette pire solution par une succession unique de solutions qui
améliorent chacune strictement la valeur objective. Pour comprendre 'intérét de la chose, il
faut porter attention & la remarque suivante : selon la nature du probléme traité, le graphe de
transition n’est pas forcément connexe. Pour le probléme de stable, toute solution est issue
du méme point de départ, le vide, par des ajouts successifs de sommets; pour d’autres pro-
blémes cependant, il n’y a pas nécessairement de solution mére de toutes au sens des chemins
améliorants dans le graphe de transition, et toute solution n’est pas nécessairement dégra-
dable dans son voisinage : nous pensons notamment & Min T'S P avec le voisinage 2 — opt et
donnons un exemple pour Max Sat avec le voisinage 1-borné. Considérons I’ensemble de six
clauses {(x1,Z2), (x3,%4), (x2,Z3), (x4, 1), (Z1,T3), (T2,Z4)} et Vaffectation T = (1,1,1,1)
qui met toutes les variables & 1; T valide 4 clauses, ainsi que toutes ses affectations voisines
(1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1) et (0,1,1,1). De sorte, T est un point isolé dans le graphe
de transition, non déductible & partir d’une pire solution (1,0,1,0) ou (0,1,0,1) le long
d’une chaine ameéliorante. Dans le graphe de transition d'un couple (probléeme, voisinage),
si toute solution méne par un chemin & un sommet absorbant optimum local, en revanche
tout optimum local n’est pas nécessairement accessible & partir d’une solution de départ.
Avec les problémes radiauz, on se restreint aux problémes dont les ensembles de solutions
peuvent étre représentés par un arbre, qui couvre toutes les solutions, et dont la fonction
pere correspond & une dégradation & définir de chaque solution. Il s’agit donc de problémes
dont le graphe de transition de toute instance est conneze et descriptible a priori, par la
connaissance conjointe d’une pire solution et d’'une fonction de transition de toute solution &

une solution voisine dégradante. Nous étendrons ensuite la représentation sous forme d’arbre
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® O solutions

Fi1G. 5.1: Arborescence de l’ensemble des solutions d’un probléme radial

au graphe de transition tel qu’il est défini dans [77], en essayant d’exploiter les propriétés

mises en avant par la structure radiale du probléme. Car la représentation de l'espace des

solutions sous de telles formes, quand cela est possible, permet de décrire toujours les optima

1-locaux et parfois, des cas d’appartenance & GLO[d].

5.2.1 Qu’est-ce que radial?

Les auteurs introduisent dans [32] une famille de problémes qui admettent des espaces

de solutions dans lesquels il est facile de naviguer, celle des probléemes radiauz.

Définition

Définition 5.4. Un probléme II de N PO est dit radial s’il vérifie pour deux polynémes p
et q et deux familles (77)ser, et (¢1)rer, de fonctions polynomiales en |I| les propriétés *:

VI € Iy,

71 Soln(I) — Solr(I) et ¢y : Soly(I) — P(Soly(I))

(RAD1) la pire solution wy est unique et constructible en temps p(|I|)
(RAD2) 3k <q(|I]) €N / mf(s) = wr

Vs € Soln(I), { (RAD3) mu(I,s) = mu(I,m(s))
(RAD4)  ¢1(s) = m; ' (s) = {t € Solu(I) / mr(t) = s}

Pour un probléme radial, ’ensemble des solutions d'une instance I peut ainsi se représen-

ter sous forme d’un arbre A; = (wy,n7) = (wr, ¢5) de racine wy, défini de fagon équivalente

1. ot P(X) désigne 'ensemble des parties de X
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par les fonctions pére et fils 77 et ¢r (cf. figure 5.1). De fils en pére, d’aprés la propriété
(RAD3), la solution se dégrade et toute solution réalisable qui ne soit pas de pire valeur
trouve d’aprés (RAD2) sa place dans 'arborescence, sur un chemin d’une feuille & w;; de
pére en fils, la solution se bonifie, et toute solution peut étre vue comme le fruit d’une
suite d’améliorations infligées & la solution w;. Ainsi les optima, locaux comme globaux, se
situent sur les feuilles: s est une feuille s’il n’est pas de solution ¢ dans Soly(I) telle que s
se trouverait sur le chemin de ¢ & w; qui remonte la fonction pére 7;. Dans un arbre, il est
facile de circuler et plus précisément ici, on sait déterminer des solutions intéressantes en
temps polynomial : 'entrée dans l’arbre par w; est polynomiale par (RAD1) puis le suivi
de la fonction ¢; de pére en fils jusqu’a arriver en une feuille est également polynomial,
la hauteur H; de l'arbre (longueur d’un plus long chemin dans Aj) étant de l'ordre d'un

polynéme en la taille de 'instance par la propriété (RAD?2).

Remarque 5.1. Quite & fusionner les pires solutions en un sommet, on peut supposer sans
perte de généralité que la pire solution est unique.

Remarque 5.2. Dans [32], w; n’est pas nécessairement une pire solution mais une solution
donnée; I'idée est de disposer d’une solution approchée accessible en temps polynomial &
partir de laquelle on puisse développer l'arborescence des solutions réalisables de sorte de
pouvoir déduire toute solution meilleure que wy (dont les solutions optimales) & partir de
wy par une suite de transformations simples amenant & des améliorations successives de la
fonction objectif. Cela sous-entend donc que les solutions éventuellement non représentées
dans l'arborescence sont toutes dominées par wy.

Si nous introduisons ce modéle, c’est que parmi les problémes que nous abordons au cours
de ce document, certains, a I'image de Maxz IS, Min SC, Min C ou encore Maz K S, sont
de tels problémes ; les considérer alors sous cet angle offre la possibilité de mieux cerner leur
structure, celle-1a méme qui nous a permis d’établir le rapport différentiel constant garanti

par les solutions maximales ou minimales de certaines instances de ces problémes.

Illustration

Considérons par exemple le probléme Max IS et 'une de ses instances I = G(V, E)
ou V = {wy,...,u,}; pour tout sous-ensemble U C V de taille ¢, on ordonne ses sommets
par ordre d’indice croissant o(1) < 0(2) < ... < 0(q). Max IS est radial avec pour pire

solution constructible en temps polynomial la solution w; = () et pour fonctions pére et fils
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F1a. 5.2: Arborescence pour un probléme de stable

les fonctions 77 et ¢; définies par:

7TI(U) - U\{Ua(q)}
VU stable dans G, n
or(U) = U {W=UuU{v;} / W stable}.
j=o(q)

La figure 5.2 offre une illustration du modéle que nous venons de proposer pour le probléme
de stable avec comme instance le graphe G(V,E) défini par V = {1,2,3,4,5} et £ =
{{1,2},{2,3},{2,4},{3,4}{3,5}}.

Remarque 5.3. on a choisi, étant donné un stable U = {ua(l), ...,ug(q_l),ua(q)}, de donner
paternité & 1’ensemble {ua(l),...,ua(q,l)} déduit de U en lui retirant le sommet de plus
grand indice ; cependant, toute fonction pére déterministe formant un stable de cardinalité
inférieure par le retrait d’'un sommet & U est acceptable.

Soit maintenant I = (C,S) une instance du probléme de couverture d’ensemble de
famille S = {51, ..., S, } ; la pire solution consistant & prendre la famille entiére, on a toujours
wy = S. Pour toute sous-famille S” C S de taille ¢, on ordonne les sous-ensembles de S\S’
par ordre d’indice croissant: 0(1) < 0(2) < ... < o(n—¢). On définit alors les fonctions pére
et fils

71—[(‘9/) = S'u {Sa(n—q)}
VS" couverture

or(S") = U {T = 5"\{S,} / T couverture}.

j>o(n—q)/S;€8'
Dans les deux cas, il s’agit bien de problémes radiaux puisque les fonctions ¢ et 7 pro-
posées sont de complexité polynomiale: 7 construit en parcourant les sommets de V' (resp.
les sous-ensembles de S) au plus n péres, de taille au plus n; de son coté, ¢y parcourt ’en-

semble des sommets (resp. des sous-ensembles) et vérifie la réalisabilité d’au pire n solutions
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constructibles a partir de U (resp. S’). Autrement, les propriétés (RAD2) et (RAD3) sont
trivialement vérifiées: par I’ajout d’un sommet (resp. la suppression d'un sous-ensemble),
on améliore strictement la valeur de la solution (RAD3); enfin, tout ensemble de sommets
U peut étre vu comme l'union de ses éléments, toute sous-famille S’ comme la résultante de

suppressions successives des éléments de la famille S (RAD?2).

Motivation

La notion de problémes radiaux a été introduite dans [32] pour deux choses : tout d’abord,
établir I’équivalence entre I’approximation au sens usuel et ’approximation asymptotique de
problémes radiaux sous le rapport différentiel ; ensuite, on remarque que pour tout probléme
radial, si la profondeur de l'arbre qui borne la longueur du plus long chemin de w; & une
solution optimale est d’ordre constant, alors ce probléme est polynomial! Parallélement &
ces travaux, Monnot exploite la radialité dans [68] pour isoler une famille de problémes
A-simples & diameétre traitable: un probléme II est A-simple si pour toute constante k, on
sait résoudre en temps polynomial les instances I de diamétre borné par k (i.e. telles que
|n(I) —wn(I)] < k); II est & diamétre traitable si pour toute constante k, on sait décider
en temps polynomial si, oui ou non, on a la relation diamy(/) < k. Cela est utile car si
un probléme est & la fois A-simple et & diameétre traitable, alors pour toute constante k et
tout algorithme A approché pour 11, le rapport de performance pour la mesure différentielle
établi par A sur Ity est donné par la performance de A sur la famille d’instances I¥ = {I €
It / diamp(I) > k} (notion d’instances critiques définie par Monnot). C’est cependant
dans un tout autre cadre d’étude que nous souhaitons exploiter la formulation radiale des

problémes, celui de la garantie de performance par les optima locaux.

5.2.2 Les problémes T—radiaux

L’idée du probléme radial est ’exhibition d’une fonction qui permette a la fois de générer
tout l'ensemble Sol,(I) a partir de w; et d’ordonner ses solutions. Nous avons déja remarqué
que les optima d’une instance d’un probléme radial se situaient sur les feuilles de ’arbre Ay,
mais quelles feuilles? Sur la figure 5.2, les ensembles stables {1,3}, {1,4,5}, {1,5}, {2,5},
{3}, {4,5} et {5} correspondant aux feuilles de ’arbre A; sont de statuts bien contrastés:
par exemple, {1,3} est un stable maximal, {1,4,5} un stable maximum, tandis que {5}
n’est pas méme maximal! Ainsi, la structure d’arbre découlant des fonctions 7 et ¢; n’est

pas si lisible qu'on pourrait le souhaiter si 'on s’intéresse en réalité & la description non



94

pas d’une fagon de générer une solution quelconque & partir de la pire solution wy, mais de
toutes les fagons de le faire. Pour cela, nous allons prendre explicitement en considération la
transformation sous-jacente aux fonctions pére et fils et considérer pour chaque solution non
pas une dégradation possible, mais toutes les dégradations pouvant mener & une pire solution
par cette transformation. Dans le graphe G, le stable {1,4,5} est autant la résultante de
lajout du sommet 1 au stable {4,5} que la conséquence de l'intégration du sommet 5 au
stable {1,4}. Déclarer la radialité d’un probléme, c’est établir la possibilité de déduction
de toute solution d’une pire solution par ameéliorations successives; une fois cette structure
mise & jour commence son exploitation par la représentation exhaustive de la constitution
des solutions.

Nous nous concentrons donc sur les propriétés sous-jacentes a la radialité: d’'une part, la
possibilité de construire en temps polynomial ["unique pire solution de toute instance, d’autre
part, la possibilité de déduction de toute solution par une chaine améliorante & partir de
cette pire solution. Rares sont les problémes dont le graphe de transition prend naturellement
la forme d’un arbre et comme nous ’avons vu pour les quelques exemples proposés, la
représentation sous la forme d’arbre force a restreindre arbitrairement la représentation des
arcs entre solutions voisines (ce qui revient a faire des coupes dans le voisinage), engendrant
éventuellement des feuilles non optimales: ¢’est ce que nous voulons éviter maintenant. Nous
travaillerons donc sur le graphe de transition complet de problémes radiaux particuliers dits

T—radiaux qui nous intéressent plus précisément pour ’approche GLO.

Définition

Définition 5.5. Un probléme II de VPO est dit T7—radial 8’1l existe deux polynoémes p et
q et une famille de fonctions multivoques (77 : Soln (1) — P(Soln(I))) e, polynomiale en
1] telles que II et (77) ¢, vérifient pour toute instance I de Iyy les propriétés:

(T — RAD1) la pire solution w; est unique et constructible en temps p(|1])

3k < q(l) € N/ 7}(s) = {wr} (2.1)

Vk €N, wr € TF(s) = 7F(s) = {wr} (2.1)

(r— RAD3) Vs # wr € Solu(I), Vt € 11(s), mu(l,s) > mu(l,t)

(1 — RAD4) la fonction 0y : s € Soli(I) — 0;(s) = {t € Soln(I) / s € 77(t)}
est polynomiale en |I|

(r — RAD2) Vs € Soln(I), {

Le graphe de transition d’un probléme T—radial permet de se déplacer facilement de
solutions en solutions voisines a la recherche d’optima locaux: une solution s a par exemple

pour voisins directs (ou 1-locaux vis-a-vis d’une certaine transformation) les ensembles 7;7(s)
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Fi1G. 5.3: Le graphe de transition pour un probléme de stable

de solutions qui sont toutes strictement pires que s et 0;(s) de solutions qui lui sont toutes
strictement meilleures. Cette fois, optima locauz et sommets absorbants coincident.

Ezxemple 5.1. Le probléme de stable est bien T—radial avec pour transformation élémentaire
le retrait unitaire de sommet (cf. figure 5.3):

Vs e {01}, mi(s) = | {te{0,117/(Vj i, t; = s;) At = 0)}.

1/ si=1

A T’évidence, il en est de méme du probléme de couverture d’ensemble, en considérant
naturellement comme transformation élémentaire le retrait unitaire de sous-ensemble.

Nous avons déja parlé de hauteur dans le graphe de transition, nous parlerons maintenant
de niveau: si pour l'estimation de la complexité d’un LS A, on s’intéresse a la longueur d'une
chaine améliorante de toute solution & un sommet absorbant, pour l’estimation de la qualité
des optima locaux en différentiel, on s’intéresse & la longueur d’une chaine améliorante de
la pire solution & toute solution, et en particulier & un sommet absorbant. La propriété
(1 — RAD2.2) permet, en imposant pour toute solution s que les chemins de w; a s soient
de longueur unique, de définir une telle notion de niveau. Effectivement, considérons une
solution s et deux chemins C et Cs de wy & s de longueur respective ky et ks ; cela signifie
que wy € Tfl(s) et wy € T}” (s), ce dont on déduit par (1 — RAD?2.2) Tfl (s) = T;Q(S) ={wr}.
Si jamais C5 était plus long que C4, le kjiéme sommet rencontré en remontant Cy a partir
de s serait une solution ¢ différente de wy, contredisant ainsi (7 — RAD2.2). Appelons donc
niveau d’un sommet s dans T'Gr(I) et notons n(s) la longueur d’un chemin de w; a s; de
plus, nous désignerons par Ny la longueur d'un plus long chemin de la racine & un sommet

absorbant et par Ly le plus grand demi-degré extérieur (le demi-degré extérieur d’un sommet
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s compte le nombre se sommets ¢ extrémité terminale d'un arc d’extrémité initiale s):

Vs € Solir(I), n(s) = min{k e N/ Tf(s) = {wr}}

P i oD = gy 1O

Notons que, par définition des problémes T—radiaux, les quantités Ny (7 — RAD2.1) et

L; (1 — RAD4) sont bornées par des polynomes en la taille de I'instance.

Problémes 7—radiaux et optima locaux

Pour une transformation 7; adéquate (ez. ajout/supression unitaire d’éléments d’une
structure considérée), les ensembles de solutions 77(s) et 6;(s) forment les voisinages 1-bornés
qui nous ont permis d’établir 'appartenance des problémes & GLO[R], et les solutions qui
se situent sur les sommets absorbants de TG (I) ne sont autres que les optima 1-locaux
relativement & ces voisinages. Le nombre de solutions de niveau k est borné par la quantité
L"Ig ; ainsi, il y a dans TGrr(I) au pire L}VI sommets absorbants, optima 1-locaux relativement
& la transformation 77: si s est absorbant, c’est qu’il n’est pas de solution ¢ meilleure que
s telle que s = 77(t); parmi ces solutions se trouvent des optima globaux. Combien de
temps faut-il, partant de wy, pour atteindre un sommet absorbant? Au plus C(0;) x Ny si
C(0r) désigne la complexité de 05, soit une quantité bornée par un polynome en la taille de
I'instance, C(6;) étant supposée polynomiale, N étant bornée par ¢(|I|) (1 — RAD2.1). La
pire solution w; étant elle-méme constructible en temps polynomial, elle permet de garantir
I’obtention d’une solution 7—maximale ou 7—minimale, selon qu’il s’agisse d’un probléme

de maximisation ou de minimisation, en temps polynomial.

Propriété 5.1. Si un probléme 11 de NPO est T—radial, alors on sait déterminer des
solutions T—mazimales si 11 probléme de mazimisation, T—minimales si I1 probléeme de mi-
nimisation en temps polynomial.

Au-dela des solutions maximales et minimales, saurait-t-on déterminer des optima lo-
caux h-bornés sur le graphe T'Gr(1)? On définit comme voisins h-distants d’une solution s
I’ensemble des solutions que ’on peut atteindre & partir de s en appliquant au plus h fois
alternativement les fonctions 77 et 07, désignant ainsi pour tout entier naturel A le voisinage

h-borné V" suivant :

h=0 VI,s)={s}

et { Vh>1, Vi(I,s)=V""YI,s)ur (VI s)) Ul (VN s)).
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La détermination d’un optimum local relativement au voisinage V" n’est pas polyno-
miale dans le cas général pour h > 2: les retours en arriére (dégradation de la solution)
étant autorisés par 'utilisation de la transformation 77, il est possible que la recherche d’un
optimum local méne au parcours “en largeur” du graphe TG (I); or, le déroulement d’un
tel parcours n’a aucune raison d’étre polynomial puisque ’exploration de toutes les solu-
tions de niveau k pourrait revenir a considérer de ’ordre de L’IC solutions, k£ pouvant étre
une puissance de n. Par la suite, nous nous restreindrons & une famille de problémes au
support polynomialement borné, ce qui, nous ’avons vu en 3.1.1, assure le déroulement
polynomial des algorithmes de recherche locale: il s’agit des problémes T—radiaux dont la
transformation 77 engendre entre une solution et l’une de ses images un saut constant de la
fonction objectif. Cette classe renferme les familles remarquables des problémes héréditaires
(resp. anti-héréditaires) tels Max IS (resp. Min SC) et des problémes de partitionnement
héréditaires tels Min C' et Min BP.

5.2.3 Une sous-famille remarquable

Les problémes réguliers

Dans [9], les auteurs qualifient de conveze tout probléme pour lequel, entre les per-
formances wri(I) et Br(I) d’une pire et d’une meilleure solutions, toutes les valeurs sont

atteintes par des solutions réalisables de l'instance considérée :
VI € I, {mn(l,s), s € Soln(I)} = [Bu(I),wn(l)] NN.

Cette notion a été élargie dans [32] au cas d’un saut constant (mais non plus nécessairement

unitaire) entre deux valeurs consécutives:

Vs € Soln(s), mu(I,s) = 0[K/]

VI €Iy, 3Ky e N* /
et {mH(I, S), s e SOlH(I)} = [ﬁH(I)/K],wH(I)/K[] N N.
Dans le cadre de la radialité, de tels problémes seront qualifiés de réguliers.

Définition 5.6. Un probléme II 7—radial de NPO est dit régulier §’il vérifie pour toute
instance I :

dK; /VS 75 wy € SOlH(I), Vit € T[(S), \mH(I, S) — mH(I,t)| = Kj.

Si IT est régulier, alors la valeur de ses solutions se lit aisément dans le graphe T'G(1),

chaque arc faisant évoluer de son extrémité initiale & son extrémité finale la fonction objectif
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d’exactement K unités; ainsi, la valeur de toute solution s sera donnée par:

opti(I) =max = mn(l,s) =wn(l)+ (K1 x n(s)),
optii(I) =min = mn(l,s) =wn(l) — (K1 x n(s)).

En particulier, on a

optii(I) =max = pp(l) =
opt(l) =min = Bu(l) =

On en déduit le rapport différentiel de performance donné par toute solution s par le rapport

des niveaux:

n(s)
om(l,s) = —=.
Pour le théoréme qui suit, h; désigne la hauteur de w; (longueur d’un plus court chemin

de wr & un sommet absorbant) dans le graphe T'Gr(1).

Théoréme 5.2. Si Il probléme de N PO est T—radial et régulier alors on a Uimplication :

h
L > =T1ecLop.
Ny

Preuve : pour toute instance I, les optima 1-locaux sont les solutions s associées aux sommet
absorbants de TGri(I), dont la valeur réalise le rapport n(s)/N; > hy /Nt

Remarque 5.4. : plus précisément, quand un probléme II est 7—radial régulier, on a méme
I’équivalence
II € GLO[(S](l) & dr / VI € Iy, h[/N[ > .

Les problémes héréditaires et anti-héréditaires

Il est aisé de voir que, par exemple, Max IS et Min SC sont réguliers avec pour toute
instance I Kj; = 1, mais c’est en réalité le fait de la famille plus large formée des problémes
héréditaires et anti-héréditaires. Une propriété P sur un ensemble X est héréditaire si dés
lors qu’elle est vraie pour un ensemble Y C X, alors elle ’est sur tout sous-ensemble Z de
Y ; de fagon symétrique, on dira d’une propriété qu’elle est anti-héréditaire si étant vérifiée
pour un ensemble Y C X, elle le sera également pour tout ensemble Z vérifiant Y C Z C X.
Remarquons qu’une propriété P héréditaire (resp. anti-héréditaire), pour étre définie sur un
ensemble X, devra nécessairement vérifier P(0)) (resp. P(X)) (sinon P ne sera vraie sur aucun
sous-ensemble de X ). Par exemple, la stabilité comme la clique sur I’ensemble V' des sommets

d’un graphe est une propriété héréditaire, tandis que la couverture de sommets comme la
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dominance, toujours sur l’ensemble V' des sommets d’un graphe, sont des propriétés anti-
héréditaires. De ces propriétés découlent des problémes naturels d’optimisation: on appelle
probléeme héréditaire tout probléme II qui cherche & maximiser sur un ensemble X la taille
d’un ensemble vérifiant une certaine propriété héréditaire P (Max IS, Max Clique); un
probléme II sera qualifié de probléme anti-héréditaire dés lors qu’il faudra pour le résoudre
minimiser la taille d’'un ensemble qui avére une propriété anti-héréditaire P sur un ensemble
X (les problémes de couverture Min V C sur un ensemble d’arétes, Min SC' sur un ensemble,
Min FNS et Min FES sur les cycles d’un graphe). Bien entendu, le critére d’optimisation
peut étre étendu, dans le cas d’instances pondérées, & la somme des poids des éléments du
sous-ensemble solution considéré (Min WV C, Max K S), au poids de I’élément le plus lourd
ou au poids moyen pour des propriétés anti-héréditaires etc... Dans ce cadre, on retrouve
notamment la classe des problémes de sac-a-dos Mazimum Knapsack qui est dans F'PTAS
et dont on connait, pour de nombreuses variantes, des conditions nécessaires et suffisantes
d’admission de schémas standards et complets [44].
Définition 5.7. Problémes héréditaire et anti-héréditaire
Soit II un probléme de NPO; II est un probléme héréditaire (resp. anti-héréditaire) s’il
existe une propriété héréditaire (resp. anti-héréditaire) P telle que toute instance I de II
revient & résoudre un probléme du type:
Or(l) = max{a(Y),Y C X/P(Y)} si P héréditaire,
Br(I) =min{a(Y),Y C X/P(Y)} si P anti-héréditaire.
ol « est une fonction d’évaluation des ensembles de type cardinalité, somme des poids,

poids maximum, poids moyen...

Ezemple 5.2. Quels sont les problémes 7—radiaux & rapport de niveaux constant? Max IS —
B est de ceux-1a, & 'instar du probléme général Max IS, garantissant ainsi la qualité de ses
optima locaux. Nous démontrons de nouveau l'appartenance du probléme Max IS — B ala
classe GLOI¢] par l'exploitation du graphe T'Gy(I); ce résultat, déja établi, n’a d’intérét
que dans l'aisance et le caractére constructif de sa démonstration : en se promenant dans le
graphe de transition, pour évaluer le rapport des hauteurs d’un optimum local et d’optimum
global, on explicite la facon dont se construit la solution optimale & partir de la solution
optimum locale. Cela encourage a regarder, quand cela est possible, les problémes de N PO
au travers les graphes de transition quand ceux-1a ont de bonnes propriétés.

Soit I = G(V, E) un graphe a n sommets, situons-nous sur un sommet absorbant s du
graphe T'Gri(I) et soit s* une solution optimale; on appelle a le vecteur correspondant &
I’intersection de s et s*, solution de plus grand niveau se trouvant & l'intersection d’un
chemin de wy & s et de wy & s* (cf. figure 5.4). La solution s est optimum local si on ne peut
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+(n(sD-n(s)) sommets -(n(s)-n(a)) sommets

F1G. 5.4: Les hauteurs de Max 1S — B

lui incorporer de sommet sans violer la stabilité: les n — n(s) sommets restants sont donc
interdits. Pour construire s* & partir de s, il aura fallu enlever n(s) — n(a) sommets a s puis
en ajouter n(s*) —n(a). Si A est le degré maximum d’un sommet de G, alors en enlevant
n(s) — n(a) sommets a s, on a pu lever jusqu’en la solution a U'interdiction d’incorporation
d’au plus A x (n(s) —n(a)) sommets; on en déduit n(s*) — n(a) < A x (n(s) —n(a)) et
ainsi:

o) 1
n(s*) — A

Si A est borné par une constante B, on retrouve le résultat annoncé a l'occasion du théoréme
3.1.

n(s*) <n(a) + A x (n(s) —n(a)) & An(s) > n(s*) + (A = 1)n(a) =

Les problémes de partitionnement héréditaire

Les problémes de partitionnement héréditaire consistent, étant donné un ensemble X et
une propriété P, & partager X en un minimum de sous-ensembles vérifiant la propriété P
(¢f. paragraphe 4.1.1). Soit donc IT un tel probléme et I une instance de IT; la pire solution
wr consiste & isoler les éléments de X en n = | X| sous-ensembles. Notant S = {V1, ...,V } les
partitions de X, on définit la transformation 77 qui consiste, d’une partition S, & considérer
toute partition obtenue & partir de S en isolant un sommet de I'un de ses sous-ensembles :

pour toute instance I et tout partition S = {V1,...,V,} sur I :

(8= U U {S'=8\{Vi}u{{z}, Vi\{z}}}.

i€{1,...q} z€V;
La transformation 77 désigne en réalité les mémes optima 1-locaux que ceux qui ont
permis au paragraphe 4.1.1 d’établir I’appartenance des problémes de partitionnement hé-

réditaire & GLO|J].
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5.3 Conclusion

Les optima locaux, leur recherche comme leur degré de performance, sont un vaste sujet
d’étude dont nous avons présenté seulement quelques aspects, approfondis mais éloquents ;
’idée, le principe est si naif, et pourtant déterminer un optimum local en temps raisonnable
peut se trouver trés ambitieux, et pourtant parfois ils suffisent & assurer un bon rapport
d’approximation. Ce chapitre n’a pas proposé de résultat, seulement une ouverture sur une
voie déja empruntée et combien exploitée par d’autres, celle qui plonge & l'intérieur de la
structure méme du probléme, 'organisation de son ensemble de solutions. Cela va dans le
sens de I’ambition, toujours présente, d’une structuration de I’éclectique classe N PO et de

la mise en regard de la définissabilité des problémes et de leur approzimabilité.
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Chapitre 6

Les problémes de satisfaisabilité et
leurs optima locaux

Dans ce chapitre, nous nous concentrons exclusivement sur les problémes de satisfaisa-
bilité; d’abord parce qu’ils jouent un réle clef dans le cadre de 1’approximation classique,
ensuite parce qu’ils permettent d’appréhender la richesse de la notion d’optima locaux a
rapport garanti en envisageant différentes interprétations ou élargissement de ce concept :
optimum local par rapport & quel voisinage, optimum local par rapport & quel critére d’op-
timalité? Les résultats proposés, qui permettent d’illustrer parfaitement les classes de pro-
blémes sous-jacentes a la définition d’optimalité locale considérée, concernent essentiellement
le rapport classique ; nous verrons effectivement & quel point ces problémes, méme dans leurs

versions les plus simples, semblent difficiles & approximer en différentiel.

6.1 Les problémes de satisfaisabilité entre eux
6.1.1 Présentation

Soit X = {z1, ..., x5} un ensemble de variables booléennes, L = {z1, ..., } U{Z1, ..., Tn}
I’ensemble des littéraux issus de X et C' = {c1, ..., ¢} € P’(L) un ensemble de clauses sur L
ou P'(L) désigne ’ensemble des parties de L qui ne sont pas des tautologies ; une affectation

des valeurs de vérité est un vecteur 7" € {0,1}"™ dont la signification est la suivante:

Vi=1,..,n, (I; =1 < z; vrai) et (T; = 0 < &; vraie).
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On appelle solution complémentaire d’une affectation T I’affectation notée T constituée des

valeurs opposées des composantes de 1':
VI €{0,1}", Vi=1,...,n, T; =1-"Tj.

Les problémes de la famille Max Sat (resp. Min Sat) consistent & maximiser (resp.
minimiser) le nombre de clauses contenant au moins un littéral vrai, tandis que les problémes
de la famille Max CCSP (resp. Min CCSP) consistent a maximiser (resp. minimiser) le
nombre de clauses avérées par tous ses littéraux. Les problémes Max k — Sat, Min k — Sat,
Maxk — CCSP et Mink — CCSP sont les restrictions de ces problémes aux instances
composées exclusivement de clauses de taille au plus k, tandis que Max E—k—Sat, Min E—
k—Sat, Max E—k—CCSP et Min E—k—CCSP désignent les restrictions des ces derniers
aux instances composées de clauses de taille exactement k, qualifiées de k-clauses.

Les tautologies qualifient les clauses qui sont toujours vraies, indépendantes de ’affec-
tation des valeurs de vérité: une clause c est une tautologie si ¢ contient simultanément
les littéraux [ et [, pour un littéral [ de L. Une telle clause sera toujours vraie pour Sat,
toujours fausse pour CCSP; c’est pourquoi nous choisissons de travailler sur des instances
qui n’en comportent pas. L’élimination de ces clauses n’ont pas d’incidence ni quant a la
performance relative de solutions, ni quant & ’approximation: pour CC'SP, c’est évident
puisqu’une solution sur l'instance contenant des tautologies ou sur l'instances lavée de ses
tautologies aura méme valeur ; pour Max Sat (resp. Min Sat), il suffit de remarquer qu’un
rapport classique mgq:(I,T)/B(I) > r ou B(I)/mgqt(I,T) > r sur 'instance sans tautologie

induit le méme niveau d’approximation sur 'instance augmentée de k tautologies:

mSat(I7T) +k > mSat(I7T) et 6(1) +k > ﬂ(I) .
ﬂ([) +k - ﬂ([) mgat(I,T) +k mgat(I,T) ’

quant au rapport différentiel, on sait bien qu’il n’est pas a une constante prés, quel que soit

le probléme II, I'instance I, la solution 7" et ’entier relatif & considérés:

w)+k—(mu(I,T)+k) w(I)—mH(I,T)'

wI)+k—Bu)+k) — w) - pu)

Pour ces raisons, on se placera donc toujours dans le cadre de clauses constituées sur P’(L),

ensemble des parties de L qui ne sont pas des tautologies.
Soit C' un ensemble de m clauses sur un ensemble X de n variables; on note X la
négation des variables de X, L = X U X l'ensemble des littéraux et CL = P’(L) I’ensemble

des clauses que 'on peut former sur ’ensemble des littéraux de L. Dans le cas particulier
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d’instances composées de k-clauses, CL coincide avec 'ensemble P} (L) des clauses de taille
k que ’on peut construire sur L, et dans celui d’instances composées de clauses de taille
au plus k, CL coincide avec l’ensemble U’fLZOP;L(L) de 'union des parties de taille au plus
k de L; dans un cas comme dans l'autre, la cardinalité |CL| de ’ensemble CL est toujours
bornée par m*+1. Enfin, soit ¢ = (f1, s, ..., {;) une clause, ¢ désigne la clause (¢1, /s, ..., {x)
formée des littéraux opposés. Considérons alors les transformations f et fC qui, & partir
d’une instance I = (X, C) d’un probléme de satisfaisabilité, construisent respectivement les

instances I et I¢ définies comme suit :

foo s — Isa /I — I = (X,C) ou C= gc{é},
¢
f¢r Ie-sat — Ix-sat |/ I = ¢ = (X,CL\C).
Afin de pouvoir exploiter ces deux transformations dans le cadre de réductions, il nous faut
vérifier qu’elles se déroulent bien en temps polynomial. La premiére, f, consiste & recopier
les paramétres de l'instance I en inversant seulement le sens des littéraux dans les clauses,
ce qui demande n + m opérations. La seconde, dans le cas de k-clauses uniquement, recopie
Pensemble des variables puis génére toutes les clauses possibles, le tout en n+|CL| opérations ;
chaque clause ayant due étre comparée aux clauses de I'instance initiale pour ne prendre que

2 comparaisons.

les clauses qui n’y figurent pas, il aura fallu procéder a, au pire, |CL| x m x n
Ces deux fonctions sur I’ensemble des instances des problémes de satisfaisabilité, I'une dans
le cas général, ’autre dans le cas de clauses de taille bornée par une constante, ont donc un
déroulement en temps qui est polynomial en la taille max{m,n} de I'instance initiale.
Nous allons & présent mettre & jour les relations qu’entretient l'instance I avec les ins-
tances I et I¢. Soit T une affectation des valeurs de vérité, on passe des problémes Sat et

CCSP au travers des instances I et I de la facon suivante :

c est satisfaite pour CCSP < tous les littéraux de ¢ sont vrais pour T’

) )

¢ non satisfaite pour Sat < tous les littéraux de ¢ sont faux pour 7.

Ce qui se traduit en terme de fonctions d’évaluation par la relation :

msar(1,T) =m —meesp(I,T) (i)
Bornons a présent le nombre de littéraux par k et notons v le nombre de clauses que ’on peut
construire sur n littéraux : selon que ’on se limite ou non & des clauses de taille exactement

k, on aura v = C* ou v = 22:0 Ch. Toute affectation T des valeurs de vérité permet alors
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d’avérer v clauses de CL pour CCSP puisque c’est 14 le nombre de clauses que 1’on peut
construire sur les n littéraux avérés par 7. De méme pour le probléme Sat, seules les v
clauses intégralement constitués de littéraux faux pour 7T ne seront pas avérées, autrement
dit toute affectation des valeurs de vérité satisfera |CL| — v clauses. Toute clause de CL se
trouvant soit dans C, soit dans CL\C, on en déduit entre les instances I et I¢ les relations:

mecsp(I,T) = v—meesp(19,T) (i)
(i) A (i1) = msu([,T) = (|CL| —v) —msa(I€,T) (iii)

6.1.2 Tous dans le méme sac

Nous montrons simplement que les relations que 'on vient d’évoquer ne sont que 'ex-
pression de la forte équivalence qui lie les problémes Sat et CCSP dans leurs versions
maximisation et minimisation puisqu’il s’agit 14 d’équivalence affine; nous rappelons que
sous le formalisme du rapport différentiel, deux problémes liés de telle sorte sont totalement

équivalents du point de vue de leur approximation.
Théoréme 6.1.

(a) les problémes Max CCSP et Min Sat sont affinement équivalents
(b) les problémes Max Sat et Min CCSP sont affinement équivalents
Preuve
D’aprés (i) : la réduction (f, Id) est bien une réduction affine de Max Sat & Min CCSP
et de MinCCSP a Max Sat, de Max CCSP a Min Sat et de Min Sat & Max CCSP,
avec k= —-let Kj=mo
Théoréme 6.2. Pour tout entier k > 2, les problémes Max k — Sat, Max EE — k — Sat,

Mink — Sat, MinE — k — Sat Maxk — CCSP, Max E —k—CCSP, Mink —CCSP et
MinE — k— CCSP admettent le méme degré d’approximation différentielle.

Pour montrer ce théoréme, nous allons mettre & jour certaines équivalences affines entre

ces problémes.

Lemme 6.3.

Vk € N,
) Mazk— Sat ¥ Mink - CcCSP et MarE—k— Sat ¥ MinE — k- coSP
b))  Mazk—COSPE Mink—Sat et MazE—k—CCSPYE MinE -k — Sat
) Maz k — Sat % Mink — Sat et Maz E — k — Sat & Min E — k — Sat
) Mazk—CCSPE Mink —CCSP et MarE —k—CCSPYE MinE — k- CCSP
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Preuve :

Pour (a) et (b), on utilise argument du théoréme 6.1. Pour ¢, d’apreés (i) : la réduction
(f¢, Id) est bien une réduction fortement affine de Maxk — CCSP a Mink — CCSP et de
Mink — CCSP a Maxk — CCSP,de Max E —k —CCSP a MinE — k — CCSP et de
MinE—k—CCSP a Max E—k—CCSP avec k; = —1 et K; = v. Pour (d), d’apreés (i) :
la réduction (f¢, Id) est une réduction fortement affine de Max k — Sat & Min k — Sat et de
Mink— Sat & Maxk — Sat,de Maxr E —k — Sat & Min E —k — Sat et de Min E —k — Sat
a MaxE —k — Sat avec kf = —let Kf=[CL|—v o

Lemme 6.4.
Vk €N, Mazk — CCSP Maz E — k — CCSP

Preuve
Soient k une constante entiére, on considére la transformation ¢ qui & toute instance

I =(X,C) de k — CCSP associe I'instance I’ = (X', C") du méme probléme définie par

D={ceC/|e|<k} = X =XU{yletC'=(C\D)UDpU Dy

avec Dp= |J{cU{y}t} et Dy = U {cU{y}}.
ceD ceD

I’ est bien une instance de k — CCSP puisque son ensemble de clauses reprend celui de
I pour 'ensemble C\D et construit deux ensembles Dp et Dy en ajoutant le littéral y ou
7 & des clauses de taille au plus & — 1. Notant pour toute affection T” des valeurs de vérité
sur X' par T"X la restriction de 7" & ’ensemble X, on remarque entre les instances I et I’

la relation :
V(T,T') € {0,13" x {0, 1}"*" / Ty =T, meosp(I',T') = mocsp(I,T) (iv)

puisque tous les littéraux d’une clause ¢ sont vrais si et seulement si tous les littéraux de c
et y ou tous les littéraux de c et y sont vrais!

En appliquant itérativement k& — 1 fois la transformation ¢, on obtient, en temps poly-
nomial, une instance de £ — k — CCSP: la plus petite clause de I contenant au moins un
littéral, il faut au plus k£ — 1 itérations pour que toute clause soit transformée en une famille
de k-clauses. Au pire, C' contient m singletons et t* aura construit 2¥~'m clauses. Si on
note pour h de 0 & k — 1 X" I’ensemble des variables de I'instance t"(I), alors la relation

(iv) permet de déduire pour tout couple T et T' d’affectations sur X et X*~! telles que
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T"X:T:

Vh=1,..,k-1, mccsp(th(f)aT"Xh) = mcesp(thH(I), xn-1)
= mcosp(I""1,T') = mccsp(I,T).

Ainsi, t* constitue bien une réduction affine de Maxk — CCSP a4 Max E — k — CCSP
et de Mink — CCSP a MinE — k — CCSP avec k;f = 1 et K;=0, ce qui suffit, puisque
le second probléme est toujours un cas particulier du premier, & établir ’équivalence affine.
Notons que, comme la relation obtenue sur la valeur des solutions entre les deux instances
est linéaire, cette équivalence particuliére vaut également pour le rapport classique. Ainsi,
lorsque ’on traite en approximation les problémes Mink — CCSP (resp. Max k — CCSP)
et MinE — k — CCSP (resp. Max E — k — CCSP), que ce soit sous l'angle classique ou
différentiel, tout résultat établi pour 'une de ces deux familles de problémes le sera par
réduction pour 'autre. Ceci achéve la démonstration du théoréme 6.2 ©

Plus généralement, ces réductions permettent de traiter comme un seul toutes ces va-
riations autour de la satisfaisabilité de clauses, conjonctives ou disjonctives, version mini-
misation ou maximisation, quand on le fait sous ’angle du rapport différentiel, et ce non
seulement du point du vue de leur degré d’approximabilité mais aussi selon leurs optima
h-locaux : les réductions proposées établissent une bijection entre les ensembles de solutions,
de sorte que ’on peut considérer tous ces problémes comme structurellement équivalents.
Avec la mesure classique cependant, ces problémes apparaissent soudainement, de par leurs
différents degrés d’approximation, comme bien différents; c’est pourquoi nous présentons
par la suite des résultats d’approximation locale pour les problémes de la famille Maz Sat
dans un premier temps, de la famille Max CCSP dans un second temps. Pour ce faire, nous
présentons au préalable un apercu de la notion d’optimalité locale a taille bornée proposée
par [3] et [59] qui enrichit considérablement les concepts fondateurs des classes GLO[R].
Grace aux extensions des classes GLO[R] suggérées par ces travaux, nous pourrons plus en
dire quant aux relations qu’entretiennent les problémes de la famille Max E — k — Sat avec

leurs optima locaux en terme de garantie d’approximation.

6.2 GLO et associés
6.2.1 Voisinages miroirs et la classe CGLOI[R)]

Quel que soit le probléme traité et l'instance considérée, lorsque 1’on se proméne dans

I’ensemble des solutions réalisables et que I’on se situe en une solution s, la vision que ’'on a de
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I’ensemble des solutions est locale et non globale: on ne peut déduire de s n’importe quelle
solution. En réalité, seul nous est visible un nombre polynomial de solutions, déductibles
de s & partir de transformations simples. C’est le cas notamment des voisins h-bornés qui
s’obtiennent en changeant au plus h composantes du vecteur s pour une constante h. D’autres
solutions cependant sont visibles a partir de s, tout en restant dans un voisinage de taille
constante : par exemple, la solution complémentaire et ses voisins h-bornés. L’idée est que
pour certains problémes, comme nous ’avons vu pour Min DS, s ou 5 est toujours une
bonne solution au sens de I’approximation polynomiale. Ainsi, & partir d’une solution s, on
se permet de changer au plus h ou au moins n — h composantes. Si s est un vecteur de
{0,1}", cela revient & considérer simultanément 2(2?:0 C*) < 2n"*2 solutions. L’extension
de la notion d’optimalité locale aux classes CGLO|[R] (Complementary-GLO) reste donc h-
bornée, mais étendue aux solutions complémentaires : on regarde simultanément la solution
s et sa solution complémentaire s, ainsi que toute solution h-distante de s ou de 3.

Soit II un probléme de N PO, I une de ses instances et s une solution de I, on note s la
solution complémentaire de s définie par s = T-son 1 désigne le vecteur unitaire dans

R

Définition 6.1. Un voisinage V : Iy X Sol;p — Soly est un voisinage miroir h-borné s’il
existe un voisinage h-borné W tel que

VI € Iy, Vs € Soln(I), V(I,s) = W(I,s) UW(I, 3).

CGLO[R] désigne alors la classe des problémes garantissant la qualité de leurs optima

locaux relativement a des voisinages miroir h-bornés.

Définition 6.2. Soit R une mesure d’approximation, un probléme II de N PO est dans la
classe CGLO[R] s'il existe une constante h, une constante r € |0, 1] et un voisinage V miroir
h-borné pour II vérifiant :

VI € It1, Vs € Solr(I), § optimum local relativement & V = Rp(I,§) > r.

Alimonti montre par exemple dans [3] que le probléme Max 2 — C'CSP n’appartient pas
a la classe GLO mais qu’en revanche, tout optimum local miroir 1-borné garantit un rapport
classique de 1/4. Souvent, c’est I’ajout de la solution complémentaire s qui permet a lui seul
I’amélioration d’un rapport, et non pas ’observation de toutes les solutions de V(I, s) ; pour

désigner ces voisinages, Alimonti parle de voisinages relazés (puisqu’on relaxe la contrainte
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de limitation de la vision que I'on pourrait avoir de ’ensemble des solutions & une distance
de h).

Remarque 6.1. Comme nous 'avons dit au paragraphe 4.3, la notion de voisinage h-borné est
fortement dépendante du codage des solutions: pour un probléme & n variables, si I’on code
une affectation 7" non plus sur n mais sur n+1 variables binaires en indiquant dans le premier
bit Tp le sens de lecture des n suivants (si Ty = 1 l’affectation considérée est 17, ..., T),, si Ty =
0 il faut considérer la solution 1 —1T1,..., 1 —1T,,), deux solutions complémentaires deviennent
1-distantes puisqu’il suffit de modifier Ty pour opérer le passage au complémentaire. Ainsi
les classes CGLO[R] ne sont autre que les classes GLO[R] pour ce nouveau codage. C’est
donc toujours avec prudence qu’il faut lire les résultats négatifs et limites que nous donnons
car ils sous-entendent des voisinages h-bornés particuliers, disons “naturels” au sens de
I’interprétation physique que l'on fait des solutions.

6.2.2 Optima altérés et GGLO[R)]

Avec la classe GGLO[R] (Generalized-GLO), on s’intéresse toujours aux optima locaux
pour les voisinages h-bornés, mais vis-a-vis d’une fonction objectif autre que I’objectif du pro-
bléme, que nous qualifierons d’objectif altéré: ce sont les optima locaux vis-a-vis de ce nouvel
objectif qui devront garantir un rapport d’approximation constant pour le probléme initial.
Cette définition a notamment permis dans [3] de démontrer I’approximation de Max k—CSP
a4 27" par des optima 1-locaux altérés aprés avoir établi le mauvais comportement des optima
h-locaux pour toute constante h. Les instances de ce probléme pour une certaine constante
k sont la donnée d’un ensemble X de variables et d’'un ensemble C' de contraintes booléennes
k-aires sur X, chaque contrainte ¢; consistant en 1'évaluation d’un prédicat P; de {0, 1}* dans
{0,1} sur un sous-ensemble X;, |X;| = k de X. Une solution est une affectation des valeurs
de vérité et I’objectif est de maximiser le nombre de contraintes conjointement satisfaisables.
La preuve proposée montre tout d’abord pour le cas particulier Max k — CCSP qu’avec cet
objectif qui ne compte que les clauses avérées par k littéraux, les optima locaux pour des
voisinages h-bornés ne garantissent aucun rapport d’approximation; en revanche, si ’on
pondére judicieusement les clauses selon le nombre de littéraux vrais qu’elles contiennent,
alors les optima 1-locaux relativement & cet objectif altéré valident au moins 27%|C| clauses.
Pour étendre ce résultat au probléme Max k — CSP, il suffit de remplacer chaque contrainte
¢; par la disjonction des k-clauses conjonctives correspondant aux différentes affectations des
variables de X; qui permettent de vérifier ¢; (par exemple, a la contrainte ¢; = (z V' y) sera
associée la disjonction (x ANy)V (z Ay)V (Z Ay)). La transformation est bien polynomiale

puisqu’au plus 2F clauses peuvent étre associées a chaque contrainte et sur cette instance
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I' = (X,C") de Maxk — CCSP, si un optimum local pour le probléme altéré valide au
moins 27%|C’| clauses, alors il vérifiera a fortiori au moins 27%|C| contraintes du probléme
initial.
Définition 6.3. Soient IT = (optm, Itr, Soli, mir) un probléme de NPO et mj; : I %
Solir(I) — N une fonction objectif altérée pour II, on dénote par II' = (opti, Itt, Solr, myy)
le probléme altéré associé a II et mj;.

Soit R une mesure d’approximation, un probléme IT de N PO est dans la classe GGLO[R]

sl existe une constante h, une constante r € 0, 1], un voisinage V h-borné pour II et une
fonction mj; qui vérifient :

GGLO1 1II' e NPO,
GGLO2 VI € I,
§ € Solr(I) optimum local relativement & V du probléme altéré II' = Ry (I,5) > r.

Indépendamment des travaux de Alimonti, Khanna, Motwani, Sudan et Vazirani ont eu
dans [59] la méme approche de résolution de problémes altérés; ils obtiennent des résultats
plus qu’éloquents quant & la pertinence d’une telle stratégie de recherche locale, dont nous

donnons quelques morceaux choisis dans le théoréme suivant :

Théoréme 6.5. [59]

1-Max2—-CCSP ¢ GLO;

2 - pour le probléme Max 2 — Sat, le rapport (classique) de performance d’un LSA selon le
critére objectif standard est de 2/3 pour tout voisinage d-borné, d = O(n), tandis que celui
d’un LS A selon un certain objectif altéré et relativement au voisinage 1-borné est de 3/4 ;

3-Max SNP C GGLO.

Indications

1 - Considérer la famille d’instances I}, constituées de n variables x1,...,2;, ..., T, des
n(n —1)/2 clauses (Z;,%;) pour i # j € {1,..n} et des n x h — h(h + 1)/2 clauses (x;,z;)
pour i # j, i € {1,...,h}, j € {1,...,n}; Daffectation T est un optimum local h-borné de
valeur h x n —h(h+1)/2 ~ h x n quand 0 est optimum global de valeur n(n —1)/2 ~ n?!

2 - Pour la seconde partie du point 2 du théoréme, prendre comme objectif altéré
mls,,(I,T) = 3ma + 4my (au liew de mgq (I, T) = mo + 4m1) (se référer aur notations
introduites au paragraphe 6.3.3).

3 - Les auteurs montrent que Maxk — CSP, qui est GGLO, est un probléme de
Max SN P ; or, les arguments de représentation de toute instance d’un probléme de Max SN P

sous forme d’une conjonction de contraintes k-aires sont donnés dans [74], I'idée étant de
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déployer le prédicat k-aire ¢ sur les entrées plausibles (clauses pour un probléme de satis-

faisabilité, listes d’adjacence des sommets du graphe pour Max IS — B...).

Corollaire 6.6. Aucun des problémes Max2 — CCSP et Min2— CCSP, Max?2 — Sat et
Min2 — Sat ne peut étre dans GLO[J].

Preuve : s’il existe pour toute constante h une suite d’instances et de mauvais optima h-
locaux de ces instances pour Max 2—CCS P au sens du rapport classique, alors cette suite est
a fortiori mauvaise au sens du rapport différentiel ; on en déduit Max2 — CCSP ¢ GLOIJ]
et par les équivalences qui lient les versions Min et Max des familles Sat et CCSP, on

transporte ce résultat négatif de Max 2 — CCSP a l'ensemble de ces autres problémes ¢

6.2.3 Mixage ou CGGLO|[R]

On déduit naturellement ce qui se cache derriére les classes GCGLO[R] (Generalized-
Complementary-GLO) pour un rapport R d’approximation : la classe des problémes garan-
tissant la qualité de leurs optima locaux pour un voisinage miroir h-borné (s au moins aussi
bonne que § au sens de 'objectif myy) et un objectif altéré (s au moins aussi bonne que toute
solution s” au plus h-distance de s au sens d’un objectif mf;). Effectivement, il peut parfois
s’avérer intéressant de considérer conjointement un ensemble étendu de solutions voisines et
une fonction objective altérée. C’'est notamment le cas du probléeme Max 2 — CCSP : le rap-
port d’approximation d’un optimum miroir 1-local pour ce probléme n’est que de 1/4 quand
celui d’'un optimum 1-local miroir relativement & une certaine fonction objective altérée

monte a 2/5.

Définition 6.4. Soit R une mesure d’approximation, un probléme II de NPO est dans
la classe GCGLO[R] s’il existe une constante h, une constante r € ]0,1], un voisinage V
h-borné pour II et une fonction my; qui vérifient :

' e NPO et WIeln, V3e Soln(l),
mu (1, 8) = mu(1,5) et mig(1,3) = miy(I,s")Vs' € V(I,s) = Rnu(l,3) >r.

La partie qui suit propose une illustration de ces différentes visions de 'optimalité lo-
cale a taille bornée par le biais de I’étude des problémes des familles Max E — k — Sat
et Max NAE k — Sat. Nous parlerons d’optima miroirs h-locaux pour se référer au voi-
sinage miroir h-borné et d’optima h-locaux altérés pour se référer & un voisinage h-borné

relativement & un certain objectif altéré.
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6.3 Déclinaison des problémes de satisfaisabilité maximum en

GLO

6.3.1 Une opposition de plus entre rapports classique et différentiel

C’est un état de fait: en classique, Max E — k — Sat est facile dans le sens ou tout
optimum 1-local, comme nous le montrons dans ce chapitre, est une k/(k+1)-approximation
(cf. théoreme 6.8). Plus éloquent peut-étre encore, pour Max Sat, on peut trouver une 1/2-
approximation en comparant seulement les performances des solutions Tet0 (cf. théoréeme
6.7)! Du point de vue de approximation différentielle, les choses semblent beaucoup moins
aisées: il faudrait par exemple considérer des voisinages h-bornés h > k pour seulement
espérer établir ’appartenance de Max E — k — Sat & GLO|J]. Cette difficulté, pour un
probléme de maximisation, provient simplement du fait que le rapport classique situe la

valeur d’une solution entre 0 et 5 quand le rapport différentiel la situe entre w et 3:
v(T) 2 pB+ (1 = plw = o(T) = pp.

Or, il n’y a, a priori, aucune raison pour que la pire solution soit de valeur nulle en général ;
il n’y a, dans le cas particulier des problémes de satisfaisabilité, aucune raison d’affirmer a

priori ’existence d’une affectation des valeurs de vérité qui n’avére aucune clause.

6.3.2 Max Sat et CGLO

Théoréme 6.7.
Mazx Sat € CGLO, 1/2

Preuve
VT € {Ovl}na mSat(I>T) +mSat(IaT)
= max{mgq:(I,T), msa(I,T)} m/2 o

6.3.3 Maxk — Sat et GLO

Dans [11], Ausiello et Protasi ont prouvé I’appartenance de tout probléme de satisfai-
sabilité maximum & la classe GLO par le biais du probléme général Max Sat pour lequel
tout optimum 1-local de toute instance garantit un rapport d’approximation classique de
1/2. Pour les sous-problémes Max E — k — Sat, nous montrons que de tels optima locaux

garantissent en réalité un rapport k/(k + 1).



114

Soit I = (X, C) une instance de E —k — Sat et T une affectation des valeurs de vérité, on
peut toujours supposer, quite & échanger pour toute variable z; telle que 7; = 0 les occur-
rences des littéraux z; et T;, que T' = 1. Etant donnée une telle affectation T, la quantité
m, désignera pour tout entier a entre 0 et k le nombre de clauses contenant exactement a
littéraux vrais pour T, les quantités mq(i) et mq(i) désigneront quant & elles pour i de 1 &
n le nombre de clauses, parmi les clauses avérées par a littéraux, qui contiennent respecti-
vement les littéraux x; et z;; bien sir Z];:o mg, = m. Nous associons ainsi a toute solution

T et pour a de 0 & k les ensembles et quantités suivantes:

Co={ceC/lcNX|=a} et mg =|C4l,
Vi=0,..,n, Cu(i) ={c e Cy/z; € C} et my(i) = |Cq(7)|,
Vi=0,...,n, Co(i) ={ce€ Cy/T; € C} et my(i) = |Cu(i)|.

Les problémes Sat (resp. CCSP) consistant & maximiser ou minimiser le nombre de
clauses avérées par au moins un littéral (resp. tous ses littéraux), on a :
VI = (X,C), VT € {0,1}1X],
k
msat(1,T) = > mqg=m—mg, mccsp(l,T) = my.
a=1
Par ailleurs, si I’on considére 'affectation complémentaire 7', on remarque entre ces deux

problémes les relations:

k—1

msat(I,T) = > mg=m—m =m—mccsp(I,T), (1)
. a=0
mcecosp(I,T) =mo=m —mgu(I,T) (2)

Enfin, les quantités m, (i) et m, (i) vérifient les relations:
Va € [0,k], Y. ma(i) =am, (3) et > mu(i)=(k—a)m, (4)
i=1 i=1

Nous pouvons & présent énoncer le résultat suivant :

Lemme 6.8.

Vk >2, Max E —k — Sat € GLO, L
E+1

Preuve
Soit T une affectation des valeurs de vérité, T" est un optimum local relativement au

voisinage 1-borné si elle satisfait au moins autant de clauses que toute solution obtenue a
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partir de 7" en ne changeant la valeur que d’une composante. Pour i de 1 & n, on note 7" la

solution voisine de T' définie par

Wj=1,.m, Ti=d 11 s1I=0
T} sinon.

De T a T%, lorsque seule change I’affectation de la variable z;, les clauses non avérées
par T' qui contiennent le littéral z; deviennent vraies, les clauses avérées pour 7' par 'unique

littéral x; deviennent fausses:
Vi=1,..,n, mSat(Ia TZ) = mSat(I? T) + mO(%) - ml(l)

Notant pour tout i A? = mg(i) — m; (i) la différence de valeur entre les solutions T et
T, V'optimalité locale de T' s’exprime comme suit :
Vi=1,.,n, A'<0 = > mi(i) > > mo(i) & my>kmog=k(m—mg.(I,T))
= i=1

i=1
& kmgat(I,T) +mq > km.

Les relations mgq:(I,T) > mq et Bsqe(I) < m permettent alors de conclure:

k

(k+1Vmga(I,T) > km = pga(L,T) > T

o

Notons que ce résultat a déja été démontré dans [47], et ce pour le probléme plus général
Mazx k* — Sat des problémes de satisfaisabilité dont les clauses sont constituées non plus

d’eractement k littéraux, mais d’au moins k littéraux:

Théoréme 6.9. [47]

k
Vk>2, Maxk™ — Sat € GLO, ——
k+1

Preuve : résultat exposé dans [13]
11 faut juste remarquer que, dans le cas de clauses de taille supérieure ou égale a k,1’égalité
St mo(i) = kmg devient une inégalité Y 1 mq(i) > kmy, suffisante & P’établissement du

résultat ¢

6.3.4 Maxk — Sat et CGLO

Lemme 6.10.
Vk> 2, MazE —k— Sat € CGLO, P11
Ft2
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Preuve
Soit I = (X,C) une instance de E — k — Sat & m clauses et n variables, on suppose
disposer d’un optimum local pour le voisinage miroir 1-borné 7' = T. L’optimalité locale de

T améne les expressions suivantes :
Vi=1,..,n, A"<0 = my+kmge(I,T)

>
mSat(IpT) > mSat(IaT) S mp2>2my = mk+mSat(IaT) >

Or, on a toujours mgq(I,T) > my + my, ce qui permet de conclure en sommant les expres-
sions (5) et (6):
k+1
(k + 2)mgat(I,T) > (m1 +myg) + (k + Dmsa(L,T) > (k+1)m = psa(l,T) > ir2
Selon les mémes arguments que dans GLO, on remarque que la portée de ce résultat

s’étend aux instances constituées de clauses de taille au moins k :

Théoréme 6.11.

k> 2. Mazk® — Sat € CGLO, * L
k2

Preuve

Les relations (5) et (6), ainsi que 'argument de conclusion mgq:(I,T) > mq + my, sont
toujours vrais en remplacant la quantité my par la quantité my+, nombre des clauses dont
tous les littéraus sont vrais: T est au moins aussi bonne que T si my+ > myo et les clauses

vraies pour tous leurs littéraux comportant au moins k littéraux, mgq: (1, T) > mq + my+ ©

6.3.5 Max NAEEk — Sat et GLO

Une instance de Max Not All Equal Sat (resp. Max Not All Equal — k — Sat) est la
donnée d’un ensemble C' de clauses (resp. de k-clauses) sur un ensemble X de variables et
pour ce probléme, une clause c est validée par une affectation T des valeurs de vérité si elle
contient au moins un littéral rendu vrai et un littéral rendu faux par 7'. Ainsi, il s’agit de
trouver une affectation T qui maximise le nombre des clauses conjointement avérées par 7'

et son complémentaire T :

m+myap(I,T) =mga(I,T) +mga(1,T).

Remarque 6.2. Pour NAE Sat, deux clauses ¢ = ({1,03...,0,) et ¢ = ({1,0s...,{,) ont la
méme signification, sont une seule et méme entrée ; aussi supposons-nous ne jamais disposer
dans une instance, et ce quel que soit ’ensemble ¢ de littéraux considéré, conjointement des
formules équivalentes c et ¢, & moins de se placer dans le cas pondéré.
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Lemme 6.12.
Vk >3 Maxr NAEk — Sat € GLO, k/(k+1)

Maz NAE?2 — Sat € GLO, 1/2

Preuve

Soit I = (X,C) la donnée d'un ensemble C' de m k-clauses sur un ensemble X de n
variables; on cherche & trouver une affectation 7' des valeurs de vérité qui maximise la
quantité Z’;;i mg = m — (mo + my), nombre des clauses dont tous les littéraux ne sont
pas affectés & méme valeur. Remarquons que pour NAFE k — Sat, les classes GLO et CGLO
coincident puisque deux affectations complémentaires 7' et T vont valider exactement les
mémes clauses !

De T a T", les clauses ne comportant que des littéraux vrais ou que des littéraux faux

peuvent étre validées, tandis que les clauses avérées par un unique ou k — 1 littéraux peuvent

se trouver invalidées. Ainsi, 7" est un optimum 1-local s’il vérifie:

Vi=1,...,n, mynap([,T)>mynag(l,T%

& Vi=1,..,n, my(i)+mg_1(2) > mo(i) + mg(i).

En sommant sur 7:

iml(i) + imkl(z) > imo(z) + imk<i)

= mi + Mg_1 > k(mo—i—mk) = k(m—mNAE(I,T)) (7)

pour k >3, myap(L,T)>mi+my_1 :
(7) = (k’ + 1)mNAE(I,T) > km = PNAE(LT) > k/(k-i- 1)

pour k =2, myap(I,T) =mi =mj_1 :
(7) < 2myap(I,T)>2(m —myap(l,T)) < myap(I,T)>m/2 o
Une fois encore, 'argumentation s’applique également aux instances constituées de clauses

de taille au moins k:

Théoréme 6.13.

Wk >3 Maz NAE k™ — Sat € GLO, k/(k+1)
Max NAE 2" — Sat € GLO, 1/2

Preuve
Si on note m_; le nombre des clauses constituées de littéraux “tous vrais, sauf un’ et
m_1(i) le nombre de ces clauses contenant le littéral z;, optimalité locale de T' s’exprime

alors par la relation: Vi = 1,....,n, m1(i) + m_1(i) > mo(i) + my+ (i) ; en sommant sur 1,
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on obtient les nouvelles relations Y, m1(i) = my et >, m_1(i) = m_1, >, mo(i) > kmg
et Y . my+ (i) > kmy+. 11 suffit alors pour conclure de remarquer myag({,T) > mi +m_;

pour k > 3 et myag(I,T) > max{m;,m_1} pour k =2 ¢

6.3.6 Maxk — Sat et GCGLO

Lemme 6.14.
2k

Vk >3, Max E — k — Sat € GCGLO,
2k +1

Preuve : une solution T qui est optimum 1-local du probléme Max NAFE Sat et au moins
aussi bonne, au sens de Max Sat, que son complémentaire T assure un rapport classique
psat(I,T) > 2k/(2k + 1).

Effectivement, la preuve précédente nous donnait pour un optimum 1-local de Max N AE Sat
Iexpression (7):

mi +myg—1 > k(m—myap(I,T)) ;

or, les valeurs d’une affectation 7" aux sens de Sat et de NAFE Sat sont liées par la relation :
mnap(l,T) =mga(I,T) +mgat(I,T) — m.

On déduit alors:

(7) = mi+mg_1 >k (2m —mgat(L,T) — mSat(I7T))
S my+me_1+k (ms(lt(I,T) + mSCLt(I,T)) > 2km.

Ce qui méne, en remarquant mgq (I, T) > mi + mg_1 et mga([,T) > msat(I,T), 4 la
conclusion :

(2k‘+1)m5at(I,T) > m1—i—mk,l—i—k(mgat(I,T)—i—msat(I,T)) > 2km ¢

Dans le cadre plus général de Max k* — Sat:

Théoréme 6.15.
2k

2k+1

Vk >3, Maxk™ — Sat € GCGLO,

Preuve
En utilisant les mémes notations qu’au cours du théoréme précédent, on déduit le résultat
des relations mq +m_1 > k(mo + my+), mo + my+ = 2m — (mgat (L, T) + msa:(I,T)) et

mgat(L,T) > mi +m_q ©
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6.4 Les problémes de satisfaction de contraintes conjonctives
6.4.1 Un probléme difficile

En classique, le probléme général n’est pas approximable & rapport constant, il I’est donc
encore moins en différentiel ! Nous montrons ici que sa restriction, notée Max CCSP(H),
aux clauses contenant au plus un littéral positif (clauses de Horn dans le cas de clauses
disjonctives), n’est toujours pas approximable & rapport différentiel constant, puisque le
probléme de stable maximum s’y réduit de fagon assez naturelle.

Proposition 6.16.
Max CCSP(H) ¢ APX|[0]
Prewve : Maz IS & Mazx CCSP(H)

Soit G(V, E) un graphe a n sommets et m arétes, I'(u) désigne pour tout sommet u de

V sa liste d’adjacence:

VueV, T(u) = | J{v /uw € E}.
veV
On associe alors & chaque sommet v une variable binaire x,, et la clause ¢, définie par

cu=(zu, N\ Tv).
vel(u)

L’instance I de Max CCSP ainsi obtenue est bien construite en temps polynomial puisqu’il
suffit pour ce faire de parcourir la matrice d’adjacence sommets-sommets de taille n? du
graphe G, et chaque clause ¢, contient 1'unique littéral positif x,. Soit maintenant une
affectation T des valeurs de vérité, on lui associe ’ensemble Ur des sommets v € V pour
lesquels la clause ¢, est avérée par T'; alors 1" valide k clauses si et seulement si Ur est un
stable de taille k. Or, il s’agit bien 13 d’une réduction surjective puisque tout ensemble stable
U peut étre déduit de ’affectation dans I qui met & 1 les variables z,, associées aux sommets
u de U et a 0 les variables restantes qui correspondent aux sommets non sélectionnés par
U : la transformation proposée est une réduction affine de Max IS & Max CCSP ¢

Considérons a présent la restriction Min Sat(H) de Min Sat aux instances constituées
de clauses de Horn, clauses disjonctives contenant au plus un littéral positif; la forte relation
qui unit les problémes Max CCSP et Min Sat en différentiel reste vraie pour les restrictions
Max CCSP(H) et Min Sat(H) que nous venons d’évoquer et nous permet de déduire pour
ce dernier probléme le méme résultat d’inapproximation différentielle :

Proposition 6.17.
Min Sat(H) ¢ APX|0]
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Preuve:

VI =(X,C) € Iccsp), I € Lsatm)

" _ = Mazx CCSP(H)gMinSat(H)
vT € {0, 1} X mocsp(I,T) = |C| — msa (I, T)

(Maa: 1S & MazccspH) 4 Min Sat(H)) = MazIS & MinSat(H) o

Ce résultat est d’autant plus intéressant que la famille d’instances de Min Sat(H) que
I’on déduit du probléme de stable semble regrouper les instances les plus “faciles” & approcher
en différentiel, car elles sont de la forme UM, {(u; A @i, ..., @)} o0 up, ..., Uy sont les m
variables deux-a-deux distinctes correspondant aux sommets du graphe initial : toutes ces
formules sont satisfaisables par ’affectation 17" = T. Ceci revient a dire que la valeur d’une
pire solution, avec w = m, est le pire que l'on puisse espérer dans 1’absolu, ce qui place
I’évaluation différentielle dans le cas le plus favorable qu’il soit. La difficulté d’approcher ces
instances “faciles” est exprimée par le corollaire suivant.

Corollaire 6.18. Le probléme de satisfaisabilité minimum avec des clauses de Horn, méme

restreint auz instances satisfaisables, est non approzimable a rapport n°~! Ve > 0 pour le
rapport différentiel.

Tant que nous en sommes & ’observation de problémes difficiles pour 'approximation
constante différentielle, considérons, méme §’il ne s’agit pas 1a d’un probléme de satisfaisabi-
lité, la programmation linéaire en nombre entiers et plus précisément, en variables bivalentes
Min PL{0,1}; nous en parlons ici car on sait montrer qu’il n’est pas possible, & moins que
P ne coincide avec NP, d’approcher ce probléme & mieux que 0 & ’aide d’une réduction
a partir de Sat. Notons que ce probléme est également difficile en classique puisqu’il est
N PO-complet (au sens d'une réduction préservant ’approximation & rapport constant), par
réduction & partir d’une version variables-pondérée de Min 3 — Sat ([72]).

Théoréme 6.19. Tout algorithme polynomial A approché pour Min PL{0,1} établit un
rapport différentiel de performance nul :

Opin P01y = 0.

Preuve: par réduction & partir de Sat.

Précisons au préalable qu’une instance de Min PL{0,1} est la donnée d’une matrice
A m x n a coefficients dans Z (matrice des contraintes), d'un vecteur b de Z™ (membre
droit) et d’un vecteur ¢ de N (fonction objectif) ; le but est de trouver, parmi les vecteurs

x € {0,1}" qui vérifient les contraintes Az > b, un qui minimise la fonction ¢ - z. La preuve
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que nous proposons consiste a transformer une instance du probléme de décision Sat en une
instance de Min PL{0,1} dont la valeur & l'optimum permet de décider l'instance de Sat
initiale. Soit donc I = (X, () une instance de Sat & n variables et m clauses, il s’agit de
savoir §’il existe ou non une affectation des valeurs de vérité qui satisfasse les m clauses de

C. Pour i de 1 & m, on désigne par n; le nombre de littéraux négatifs apparaissant dans c; :
Vi=1,..,m, n; =|c; N X|.

L’instance I’ de PL{0,1} que l'on construit a pour variables de décision deux vecteurs
y € {0,1}™ et z € {0,1}™ associés respectivement aux ensembles X et C et s’exprime de la
facon suivante:

—

(I B'=min 1., 2
y?z
(1) 2y, + 2z > 1 V(i1 <i2) € {1,...,m}
5.C. 2 Tpzt 3 yi— > y; = m-—n; Yie{l,..,m}

j/a?jGCi j/ijCi

I’ contient m(m — 1)/2 contraintes de type (1) et m contraintes de type (2) que 'on
construit facilement, en temps polynomial en la taille max{n, m} de I. On remarque que
toute solution qui affecte le vecteur z a Tm est réalisable: les contraintes de type 1 sont

trivialement vérifiées et pour tout ¢, la 7iéme contrainte de type 2 s’écrit alors
doowitmi— Y y) =0,
Jlzi€c J/Tj€c

ce qui est tout aussi trivialement vrai. On remarque de plus que toute solution réalisable
satisfait les contraintes de type 1 si et seulement si au moins m — 1 composantes du vecteur

z sont non nulles:
Hil#ig/zil = Zj, =0 & 3i1#i2/2i1+2i2 =0.

Ainsi, toute instance I’ & pour pire valeur m et pour valeur optimale m ou m — 1. Nous

montrons pour achever la preuve que l'on a en fait 1’équivalence :
C satisfaisable < [ =m — 1.

Si C est satisfaisable, c’est qu’il existe une affectation 7" € {0,1}" des valeurs de vérité qui

satisfait chaque clause ¢; de C'; posons alors y = T, ¢; est vérifiée par 1" signifie que 1" affecte



122

au moins une variable positive de ¢; & 1 (3z; € ¢; AT} = 1) ou une variable négative de ¢; &
0 (3z; € ¢; ANTj =0). Ceci se traduit en terme de variables y; par la relation:
Ri = > yit > (I-y)=1
j/zj€c; /3 €ci
Ainsi, en posant y = T pour T satisfaisant C' et pour n’importe quelle affectation du vecteur
z a exactement m — 1 composantes non nulles, on obtient une solution de valeur m — 1

réalisable pour I’ puisqu’elle vérifie bien chaque contrainte de type (2):

Ri < X Y- X oy o2 1-m
j/LIJ]'ECi j/i‘jECi

S m-1)4+ > yi— XY y = m—n;
j/Z]‘ECi j/:fjeci

Réciproquement, si 3 = m — 1, c’est qu'il suffit d’affecter m — 1 variables z; & 1 pour
satisfaire les contraintes de type 2, autrement dit pour tout 4, la relation R; est vérifiée: on
sait alors par 'affectation T' = y que ’ensemble C' de clauses est satisfaisable.

Un algorithme approché pour PL{0, 1}, pour garantir un rapport différentiel  non nul (r
dépendant éventuellement des parameétres de l'instance), devrait sur I'instance particuliére
I’ toujours renvoyer la valeur optimale et ce faisant, permettre la décision polynomiale de

1, quelqu’instance de Sat qu’elle soit ¢

Revenons & présent a 'approximation du probléme qui fait I’objet de cette section,
Max CCSP; nous nous cantonnerons a ’étude d’un des problémes les plus simples de la
classe, Max2—CCSP, qui n’en demeure par moins APX —complet (|21]). Alimonti montre
dans [3] que pour toute constante k et toute instance du probléme Maz k — CCSP, tout
optimum local pour un certain voisinage altéré 1-borné garantit un rapport 1/(2¥ —1). Dans
le cas particulier £ = 2, un optimum local miroir 1-borné garantit un rapport de 1/4, qui
monte & 2/5 lorsque ’on considére le voisinage miroir altéré 1-borné. Nous proposons dans
cette section une amélioration de ’estimation du rapport classique obtenu par un optimum

miroir 1-local de 1/4 a4 1/3.

6.4.2 Vers le 1/4 différentiel...

Malheureusement, nous n’avons pas encore de résultat établi pour le probléme général en
différentiel ; aussi le rapport d’approximation que nous proposons ici n’est valable que si ’on

s'intéresse uniquement & des instances “faciles” dans le sens ou elles admettent une mauvaise
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pire solution, dont il peut, en conséquence, étre plus aisé de s’éloigner. Effectivement, nous
nous limitons & la famille des problémes Max 2—CCSP—/ qui désignent, pour une constante
universelle £ donnée, la restriction de Max 2—CCSP aux familles de 2-clauses pour lesquelles

une pire affectation des valeurs de vérité réalise au plus £ clauses:

Iy_cosp—¢=1{I € In_ccsp | wecesp(I) < 4}.

Avant toute chose, assurons-nous que ce nouveau probléme est bien dans N PO : il faut
pour cela pouvoir déterminer en temps polynomial s’il existe une affectation des valeurs de
vérité qui valide au plus /¢ clauses pour CCSP, ce qui est équivalent & décider 'existence
d’une affectation qui place un littéral faux dans au moins m — ¢ clauses. Transformant [
en I, puisque par (i) wcosp(I) = m — Bsa(I), il s’agit donc de savoir décider en temps
polynomial si Bgq¢(I) > m — £. Pour cela, il suffit de générer toutes les sous-familles de I
de taille m — ¢ et de décider pour chacune d’entre-elles, puisque 2 — Sat est polynomial,
si la sous-famille est satisfaisable. Une pire solution valide au plus ¢ clauses du probleme
initial si et seulement s’il existe, parmi ces anfz instances de 2 — Sat, au moins une formule

satisfaisable et nous savons décider cela en temps polynomial !

Théoréme 6.20.

V¢ constante, Max2 — CCSP —{ € CGLOI¢], 1/4

Preuve : voisinage miroir 1-borné
Soit £ une constante et I une instance de Max 2 — CCSP — {; par définition, la valeur
d’une pire solution satisfait la condition wocsp—¢(I) < £. Nous étudions alors deux cas selon

la valeur Bcosp—¢(I) d’une solution optimale.

Cas focsp—e(I) <m — 3¢

On déduit alors la relation:

Bocsp—e(I) + 3wecsp—e(I) <m  (8)

Exploitons la solution 7; si pour tout i de 1 & n, T* désigne la solution qui ne différe de T
que sur la iéme variable et A = mecsp (I, T) —mccosp (I, T) la différence des performances

réalisées par ces deux affectations, 'optimalité 1-locale de T se traduit alors de la sorte:

Vi, mcosp(I,T) > mecsp(I,TY) < Vi, A" = mi(i) —ma(i) <0

— S (m1(i) = ma(i)) < 0 o my < 2ms (9)

=1
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De plus, la considération de la solution complémentaire nous améne &

ma = mecesp(L,T) = mecsp(1,T) = mg < mo < ma (10)
Il reste & composer les expressions (8), (9) et (10) pour conclure:

1 3
m=mo+mi+ma < (1+2+4+1)mg < mg >m/4> ZﬂCCSP(I) + chcsp(f).

Cas fcocsp—e(I) > m — 3¢

Si la valeur optimale vérifie cette relation, alors on sait résoudre le probléme & ’optimum !

Effectivement, soit 1 = (f€ o f(I)), on a [I¢] = 2% x C¥ —m et d’aprés (i) et (ii):
mocsp(I,T) = Ch = (2% x Ck = m) = msa(I9, 1)) = m = (2 = 1)CE + msa(I°, T).

Pour le cas k = 2 qui nous intéresse, notons K = (2 — 1)C2, on déduit de I’équivalence
affine unissant les deux instances:

Beesp(I) =m — K + Bsar(I€)
= fBeesp(I) =m =30 & Bsu(I€) > K —3L.

Ceci nous apprend qu'il est équivalent de savoir résoudre & l'optimum les instances 1€ et I
des problémes Max Sat et Max CCSP. Or, nous savons trouver une solution optimale de
I¢, parce que Max 2— Sat est décidable en temps polynomial et quune solution optimale de
I¢ satisfait au moins K — 3¢ clauses. Effectivement, on teste d’abord si I¢ est satisfaisable;
si oui, on a 'optimum, et sinon, on teste toute sous-famille de K — 1 clauses et ainsi de
suite, jusqu’a trouver une sous-famille satisfaisable. Il aura fallu au pire tester toutes les
sous-familles de K — h clauses pour h de 0 & 3¢, soit un nombre ; d’instances & considérer

d’au plus:
j=3¢ '
o= Z CE—J < K31
j=0

Ainsi, le cas Boosp—e¢(I) > m — 3¢ est bien résolu a 'optimum en temps polynomial ¢

Proposition 6.21.
Maz2 - CCSP € CGLO, 1/4

Preuve : tout optimum local vérifie d’aprés la preuve précédente my > m/4

Remarque 6.3. En toute rigueur, nous aurions da parler du probléme Max F — 2 — CCSP
puisque les instances considérées étaient composées exclusivement de 2-clauses, et non de
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clauses de taille au plus 2 ; cependant, on voit facilement que les arguments utilisés & 1’établis-
sement du précédent résultat sont également valides pour le cas plus général Max2—CCSP.
Si on note m_1 (resp. m_1(i)) le nombre des clauses qui, pour l’affectation 7', comportent
exactement 1 littéral faux (resp. 'unique littéral faux z;) et mqy- (resp. mo—(i)) le nombre
des clauses dont tous les littéraux sont vrais pour 7' (resp. dont tous les littéraux sont vrais
pour T et qui comportent le littéral x;), 'optimalité locale de T induit alors pour tout i la

relation mqy- (i) > m_1(i), et en sommant ces inégalités sur i :

n n
2my- > ngf(i) 2 Zm—l@ =m-_1 (9).
i=1 i=1
Ainsi, avec mocsp(I,T) = my—, meosp(I,T) = mg et meosp(I,T) > meocsp(I,T) on
obtient bien:

dmeesp(I,T) > mcosp(I,T) + 2mceosp(I,T) + mcosp(I,T)
> Mo-— + m_i + mo = m.

Les résultats obtenus par réductions, tant pour ’appartenance de la restriction Mazx 2 —
CCSP —1 a NPO que pour la résolution polynomiale & 'optimum du cas Sccsp—e(I) >
m — 3¢, restent tout aussi valables: la premiére ne fait aucunement mention de ’exactitude
de la taille des clauses; pour la seconde, si I est constituée de M7 1-clauses et My 2-
clauses, 'instance de Max 2 — Sat construite fera apparaitre un ensemble complémentaire
de (2n — My) + (2n(n—1) — My) = 2n% —m clauses, quantité toujours polynomiale de méme
ordre O(n?), et la constante K qui relie les valeurs optimales des deux instances ne sera plus
2k x O2 — C2 mais 2n? — (n+ C2) (la différence entre le nombre de 2-clauses et de 1-clauses,
hors tautologies, que ’on peut construire sur n variables, et le nombre de ces clauses qui
sont fausses pour une affectation donnée des valeurs de vérité).

Cette qualité, & moins d’un quart de 'optimum, des optima locaux de Maxz 2 — CCSP a

déja été montrée dans [3]; cependant, nous allons voir que les optima 1-locaux sont encore

meilleurs que cela, puisqu’ils garantissent, toujours en classique, un rapport de 1/3.

6.4.3 Approximation a 1/3

Théoréme 6.22.
Max2 - CCSP € CGLO, 1/3

Preuve

On montre que les optima locaux pour le voisinage miroir 1-borné garantissent en réalité
un rapport d’approximation classique de 1/3. Soit I = (X,C) une instance du probléme
Max2—CCSP am = |C| clauses et n = | X| variables; on considére deux solutions T = T

optimum local pour le voisinage miroir 1-borné et 7 optimum global. Soient P = {i =
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1,...,n / T; = T} I'ensemble des indices des variables dont ’affectation coincide sur 7" et
T*, de cardinalité p; on peut toujours supposer P = {1,...,p} et on note Q@ = {p+1,...,n}

son complémentaire. Considérons alors les notations suivantes pour deux ensembles d’indices

Ie{P,Q}et Je{PQ}:

IJ = {(zi,zj)€eCy/ (i,5) €Il xJ} et mpy=|IJ|
IJ = {(x,2;)€Cy/ (i,j) €I xJ} et myy=|IJ]|
IJ = {(&,z;)€Cy/ (i,j)eIxJ} et mp;=|1J]
IJ = {(#,7)eCo/ (i,j) €l xJ} et mpy=|IJ|
I = {(z;) e Cy Jiel} et  my=|I|
I = {(zi)eCy /iel} et m[:’ﬂ

Nous reprenons par ailleurs les notations de la remarque 6.3 ; les quantités mpp, mpq,

mQQ, Mpp, Mpg, Mpg, Mog, MPE, PG, Mg, MP> MQ, Mp et M ainsi définies vérifient

naturellement :
Mo- = mp+mqg+mpp+ mpg+ mqq
nombre des clauses dont tous les littéraux sont vrais
m-_p = mp+ mé—i— mpp + mpQ + mpg + maog
nombre des clauses dont un littéral exactement est fauz
mo = mp+mg+mpp+Mpg + Mg

nombre des clauses dont tous les littéraux sont faux ;

et les valeurs des solutions 7', T* et T sont données par:
mccosp(I,T) = my-, mocsp(I, T*) = mp+mg+mpp+mpg+mgg et meosp(I,T) = mo.

L’optimalité locale de T nous indique notamment les relations:

(1-local) Vi€ Q, A'<0 & Vie Qm_1(i) —my- (i) <0
(X)) = mg+mpg+mgg < mq + mpq + 2mqgq
i€Q
(miroir) Mmg- > Mo <
mp +mqg +mpp +mpq +mqq = mp + Mg+ Mpp + Mpg + Mgg,

qui nous permettent de conclure:

3mccesp(I,T)

= mccsp(L,T) + (mg+mpg+2mgg) + (2mp+mg+2mpp+mpg)
> Mmpp+mMmpg+ Mgg + Mpg + Moo + mp -+ mpp
> mccsp(L,T*)
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6.5 Limites de approche GLO
6.5.1 1/3, le meilleur de CGLO pour Mazx2 — CCSP

Le rapport précédent, relativement facile & obtenir, présente le fait surprenant d’étre
aussi bon que celui réalisé par tout optimum local d’un voisinage miroir h-borné pour toute
constante h: 1/3 est donc non seulement une borne pour les optima 1-locaux mais aussi
pour le voisinage miroir h-borné; nous montrons maintenant que cette borne est asympto-
tiquement atteinte.

Théoréme 6.23. Pour toute constante h € N et tout voisinage V miroir h-borné pour
CCSP, il existe une suite (I,,)n>0 d’instances de Max E —2 — CCSP et une suite (5,)n>0
d’optima locauz relativement a V de ces instances qui vérifient

pccsp(In,5,) — 1/3.
n—4o0o

Preuve

Tout optimum miroir h-local est a fortiori optimum miroir 1-local et garantit donc d’aprés
le théoréme 6.22 un rapport classique de 1/3. Sur la base des notations de la démonstration
du théoréme précédent, on note Xp = {z1,...,zp} 'ensemble des variables d’indice dans
P et Xg = {&pt1,Tpt2, ..., Tptq} I'ensemble des variables d’indice dans @ (n = p+ ¢ et
X = Xp U Xg). Soient h > 2 une constante entiére et ¢ un entier suffisamment grand
(¢ > h?), on pose p = q(q — h) et on construit I'instance I = (Xp U X, QQ U PQ U QQ)

suivante:
q
Xp = UXpi/|Xpil=q—hpourtoutiet XpiNXp; AD=1i=
i=1

Xp partition de g ensembles de variables X pi de méme taille ¢ — h
QR = Pa(Xq) = meq=aqlg—1)/2
QQ = PoAXQ)—E, [El|=h = mgg=ql¢g—1)/2=h

ol E ensemble quelconque de h clauses composées de littéraux de YQ

_ q
PQ = 1XP¢ X {Zprit = mpg=qlg—h)

1=

Considérons la solution 7" qui consiste & prendre pour vrais les littéraux de Xp et Xg;
'optimum est quant & lui atteint en affectant a un les littéraux de Xp et X¢. Ces deux
solutions sont respectivement de valeur mecosp(I,T) = mgg = q(¢ — 1)/2 et Becsp(I) =
mpg +Mgg = q(q—h)+q(q—1)/2 — h. La solution T réalise donc un rapport classique de

qlg—1)/2 a2 13
q(g—h)+q(qg—1)/2 —hg-to03¢2/2 7
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Il nous reste & prouver que T est un optimum miroir h-borné pour tout ¢ > h? pour

démontrer le théoréme.

T est au moins aussi bonne que son complémentaire

mcesp(1,T) = mgg = a(a —1)/2 = h = mcecsp(I,T) = h < mccsp(I,T)

T est au moins aussi bonne que toute solution obtenue a partir de 7' en changeant
au plus ’affectation de h variables

Si on change 'affectation des variables d'un sous-ensemble Lg de X de taille £g < h:
on avére £g x (q — h) clauses de PQ et au plus (¢ — 1)/2 clauses de QQ; en revanche,
lo(q—1Lg) +Llo(lg —1)/2 clauses de QQ) deviennent fausses ({g(q — ) clauses constituées
d’un littéral de Lg et d’un littéral de Xo\Lg, lo(fg — 1)/2 clauses constituées de deux

littéraux de Lq). Ainsi, la valeur de la solution voisine 7" considérée est d’au plus

mocsp(I,T') < meosp(I,T)+ (Lolg —h) +Lo(lg —1)/2) — (Lo(qg — Lg) + Lol —1)/2)
= mCCSP(I,T) + KQ(q —h—q+ EQ) = mC’CSP(IyT) -+ fQ(gQ — h)
< meesp(L,T), V¢ /0 < lo < h.

T est au moins aussi bonne que toute solution obtenue a partir de 7 en changeant
au plus ’affectation de h variables

Soient Lp C Xp et Lg C X deux sous-ensembles de variables dont les cardinalités
{p = |Lp| et Ly = |Lg| veérifient £p 4+ £g < h; on considére alors la solution 7" obtenue a
partir de I’affectation T = 0 en mettant & 1 toutes les variables contenues dans les ensembles
Lp et Lg. Parmi les clauses de I'ensemble PQ, au plus /p vont étre avérées (une par littéral
de Lp) et parmi les clauses de 'ensemble QQ), exactement fg(¢g — 1)/2 vont étre avérées.
En revanche, peuvent devenir fausses max{({g(q — {g) + lo(lg — 1)/2) — h,0} clauses de
QQ. Ainsi, la valeur de T" vérifie

mCCSP(LT/) < mCCSP(I,T) + (fp +€Q(€Q — 1)/2)
— max{(lo(q — Q) +lo(lg —1)/2) — h,0}
= mcosp(I,T)=h + (lp+Lq(lg—1)/2)
)

— max{(lg(q — L) + lo(lg —1)/2) — h,0}

Sifg = 0, on déduit directement de I'inégalité précédente

mecsp(I, T <meesp(I, T)+ (€p —h) <meesp(I,T) ;
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sinon, g > 1, et on déduit des hypotheses ¢ > h?, h > 2 et £p < h les relations

lolg—1Lg) = (¢ —1) = {lgqg —Lo) + lq(lg —1)/2 = h et Lq(q — Lg) = Lp}
qui permettent de conclure:

mCCSP(I,T/) < mCCSp(I, T) —h+/p+ gQ(ﬁQ — 1)/2 — €Q(q — KQ) — KQ(EQ — 1)/2 +h
= mecesp([,T) + (lp —Lo(qg—1Lg)) < meesp(I,T) o

6.5.2 1/5, le meilleur espoir de CGLOI6| pour Maz2 — CCSP

Effectivement, par le biais d’optima locaux miroirs h-bornés, on ne peut espérer mieux
que 1/5, limite du rapport différentiel obtenu par la suite des optima locaux de la famille
d’instances que nous venons de construire. Prenons cependant garde & relativiser la portée
de ce résultat en se rappelant que nous ne savons toujours pas pour l’'instant s’il existe une
approximation & rapport différentiel constant pour ce probléme!

Corollaire 6.24. Pour toute constante h € N et tout voisinage V miroir h-borné pour

CCSP, il existe une suite (I,)n>0 d’instances de Max E —2 — CCSP et une suite (5,)n>0
d’optima locaux relativement 6 )V de ces instances qui vérifient

dccsp(In,3n) — 1/5.

n—-4o00

Preuve

Reprenons la famille d’instances précédente et tentons d’évaluer la valeur d’une pire
solution ; tout d’abord, une telle solution, pour ne satisfaire aucune clause de PQ, affectera
nécessairement les variables de ’ensemble Xp & 0. Quant a X¢, une affectation 7' des
valeurs de vérité qui affecte k variables z/, ..., 2} de X a 1 vérifie toujours dans QQ les C’g
clauses de l'ensemble Py ({z},...,z}}), dans QQ au moins C’g_k — h clauses de l'ensemble
Po({Z) s - T })\E'; la somme, k(k —1)/2+ (¢ — k)(g—k —1)/2 — h = 1/2(¢* + 2k* —
q(2k+1)) — h, est minimum pour k = ¢/2. Ainsi, méme une pire solution vérifiera au moins

(203/21 —h=1q/2(q/2 —1)] — h clauses:

weesp() = q/2(q/2 —1) = h,
et le rapport différentiel de I'optimum miroir 1-local T est bien borné supérieurement par
1/5:

q/2(¢ —1) —[q/2(¢q/2 = 1) = }] ¢/2+h

) S GG a2l ) (o221 B 5R/2 e

1/5¢
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6.5.3 1/2, le meilleur de GLO pour Max NAE 2 — Sat

Nous montrons que pour le probléeme Max NAE 2 — Sat, le rapport classique de 1/2
obtenu par les optima 1-locaux de facon assez naive est pourtant le meilleur rapport que
I’on puisse espérer garantir par des optima locaux pour des voisinages h-bornés.
Théoréme 6.25. Pour toute constante h € N et tout voisinage V h-borné pour NAE Sat, il

eziste une suite (I,,)n>0 d’instances de Maxr NAE E —2— Sat et une suite (5,)n>0 d’optima
locaux relativement a V de ces instances qui vérifient

pNAE(Ina gn) - 1/2‘

n—-+00
Preuve
Toujours avec les notations précédentes, on propose pour une constante h donnée et tout

entier n I'instance I = (Xp U Xg, PP UQQ U PQ) suivante de NAE 2 — Sat:
Xp={r1,...,z,} et Xgo={al, . 2"}

PP = U U {(n, 7)) et QQ=U ur,, {(af,37)}
= mpp =mqgq =n(n—1)/2

PQ = UL UL {(ma)))
L’affectation 7 = 1 satisfait les n(n — 1) clauses de PP et QQ tandis que la solution

optimale 7™ qui met respectivement & 1 et 0 les variables des ensembles Xp et X satisfait
toutes les clauses, soit n(n—1)+(n—h)? clauses. Ainsi, T réalise un rapport d’approximation

classique
n(n—1) n?
n(n —1) + (n — h)? n—+oo 2n2

Or, nous allons montrer que la solution 7" est bien un optimum h-borné pour tout n > h

pnae(l,T) = =1/2.

qui satisfait au moins autant de clauses que toute affectation déduite de T' en changeant la
valeur d’au plus h variables. Soient Lp C Xp et Ly C X deux sous-ensembles de variables
de cardinalités respectives {p et {g vérifiant {p +£g < h, on note T’ la solution qui coincide
avec T sur (Xp\Lp) U (Xg\Lg), avec T sur Lp U Lg. T’ ne vérifie plus alors dans PP
les p(n — £p) clauses dont une variable est issue de Lp et autre de Xp\Lp; de méme,
lo(n — L) clauses de QQ vérifiées par T ne le sont plus par 7”. En revanche, T” satisfait
peut-étre des clauses de P(Q) construites sur les ensembles Lp x (Xg\Lqg) et (Xp\Lp) x Xq,
qui sont au plus au nombre de (¢p + £g)(n — h). La valeur de T” vérifie ainsi

myap(l,T) —myap(I,T) < ({p+Lg)(n—nh)—Lp(n—1Lp)—Lo(n—Lg)
= ﬁp(ﬁp—h)—l—ﬁQ(fQ—h)SO o
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6.5.4 1/3, le meilleur espoir de GLOI[d| pour Max NAE2 — Sat

Regardons la famille d’instances que nous venons de construire et tentons d’évaluer le

—
rapport différentiel réalisé par la solution 7' = 1 ; nous obtiendrons alors une borne pour le
meilleur rapport que l'on pourrait espérer étre en mesure de garantir par des optima locaux

relativement aux voisinages h-bornés.

Corollaire 6.26. Pour toute constante h € N et tout voisinage V h-borné pour NAFE Sat, il
ezxiste une suite (I,,)n>0 d’instances de Max NAE E —2— Sat et une suite (5,)n>0 d’optima
locauz relativement a )V de ces instances qui vérifient

5NAE(In7§n) - 1/3'

n—-—+o0o

Preuve

Il s’agit bien ici d’estimer la valeur wyap(I) d’une pire solution, du moins d’en donner
un minorant, puisque le rapport différentiel est, pour un probléme de maximisation, fonction
décroissante de la valeur wyag(I). On note toujours Lp et Lg les ensembles de variables

de Xp et X mises & 0 par la solution 7" considérée. T" satisfait
n(n—1) —Llp(n—Lp) —lgo(n —Lq)

clauses de PP et QQ, soit un minimum de n(n/2 — 1) clauses quand £p = lg =n/2. Par
ailleurs, sur PQ, toute solution vérifie au moins... 0 clause! Le minimum de la somme étant

minorée par la somme des minima, on en déduit wyag(I) > n(n/2 — 1), et la conclusion

nn—1)—n(n/2 —1) N n?/2
n(n—1)+ (n —h)2 —n(n/2 — 1) n>+oo 3n?/2

onap(I,T) < =1/30

6.6 Reécapitulatif des résultats

Une fois de plus, nous listons & I'aide d’un tableau les différents résultats évoqués a

I’occasion de ce chapitre.
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Probléme considéré Classe Rapport Voisinage
Résultats antérieurs
Maz Sat™ Sat [47] GLO k/(k+1) 1 — borné
Maxz2= — CCSP [3] CGLO 1/4 1 — borné
Notre contribution
Mazx Sat CGLO 1/2 1 — borné
Mazx k+ — Sat, k> 2 CGLO | (k+1)/(k+2) 1 — borné
Max NAEkt — Sat, k>3 | CGLO k/(k+1) 1 — borné
Max NAE 2" — Sat CGLO 1/2 Vh € N : wvaleur limite
Max k* — Sat, k > 2 GCGLO | 2k/(2k+1) 1 —borné
(objectif altéré Max NAE Sat)
Max2 - CCSP CGLO 1/3 Vh € N : wvaleur limite
Max2 - CCSP, CGLOId] 1/4 1 — borné
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Chapitre 7

Réductions dans GLO|d| et APX|J]

Nous proposons dans ce chapitre de comparer le degré d’approximation différentiel d'une
part, la garantie de qualité des optima locaux d’autre part, de problémes en les confrontant
par réductions. Les réductions impliquées pour l'appartenance aux classes GLO|R] sont de
différents types (réductions affines, fortement affines, continues, LOC" ou LOC-réductions) ;
aussi, pour plus de lisibilité, introduisons-nous au préalable quelques notations. Une réduc-
tion préservant ’appartenance & GLO (resp. CGLO) d’un probléme IT & un probléme IT’ sera

Glé](r,o(h CGlé|(r,o i i
[ ](o< ( ))H’ (resp. 10 [o]c( )H’) quand, pour toute constante h, si les optima h-

notée I1I
locaux (resp. h-locaux miroirs) de II' garantissent un rapport différentiel r d’approximation
alors tout optimum o(h)-local (resp. o(h)-local miroir) de II garantit un rapport différentiel
7 x r d’approximation.

Les preuves de ce chapitre s’appuieront le plus souvent sur des réductions affines, qui la
plupart du temps, sont aussi et bien que nous ne ’explicitions pas, des réductions continues ;
or, c’est souvent ce dernier aspect qui permet, en reliant les optima locaux du probléme

initial aux solutions du probléme image, d’établir la préservation de l'appartenance aux
classes GLO.

7.1 Dans les graphes

Les réductions considérées dans cette section ne sont pas nouvelles ; simplement, en les
revisitant, nous exhibons une richesse non exploitée & jour : toutes sont des réductions conti-
nues proposées pour préserver le rapport classique d’approximation, nous montrons qu’elles
préservent, modulo quelques arrangements parfois, non seulement aussi le rapport différen-

tiel d’approximation, mais également les structures de voisinage. Ces réductions concernent
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notamment les problémes Min VC, Max IS et Min SC que nous avons déja eu I'occasion
d’aborder du point de vue des classes GLO[R] aux chapitres 3 et 4, ainsi qu'un nouveau
probléme, Max CB.

7.1.1 Régularisation pour la couverture d’ensembles

Min RSSC (pour Regular Set-size Set Cover) désigne la restriction du probléme de
couverture d’ensemble & des instances (C,.S) dont les sous-ensembles s; de la famille S sont
tous de méme taille.

Proposition 7.1.
G[8](1,h)

MinSC <"~ Min RSSC
Preuve: s’inspirant de la réduction continue proposée dans [76], on congoit une nouvelle
réduction qui est a la fois fortement affine et LOC’-réduction.
Soit I = (C,S) une instance de Min SC, on note ~y (resp. I') la taille du plus petit (resp.
du plus grand) sous-ensemble de S'; on associe alors & I 'instance I= (C~’, §) suivante de

Min RSSC :

C = CUDUE avec D={dy,...dr_}et E={e1,....e,}

S = Su {50} avec S = {81,..,8n} Vi =1,...,n, § =s; U{dy, ...,dl"_‘sﬂ}
et S=DUFE.

Avant toute chose, notons que la construction de I'instance I’ se fait en temps polyno-
mial en la taille max{n,m} de l'instance initiale, puisqu’elle consiste essentiellement en le
parcours, le dénombrement puis la complétion des m sous-ensembles de 1. Nous établissons
a présent la forte affinité de cette réduction en prenant pour transformation (également po-
lynomiale en |I|) d’'une couverture S’ de C' en une couverture de C' la construction g(S)
suivante :

VS’ € Solrssc(I), 9(S) = |J {si}
j#0/3;€8
Le sous-ensemble 5y étant nécessaire & la couverture des éléments de E et suffisant & celle
des éléments de D, la transformation proposée entre les ensembles de solutions des instances

I et I' est clairement bijective, d’inverse la transformation inverse g~! définie par:

VS € Solsc(I), g7 () = |J {8} U{s}

i/ s;€8’
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De plus, g lie les valeurs des solutions par une relation affine de parameétres K; = —1 et
kr=1:
VS’ € Solrssc(I'), lg(S)] = |S'| - 1.

La réduction fortement affine assure toujours les propriétés de surjectivité et de stricte
monotonie, et dans ce cas particulier, la surjectivité de voisinage, puisque les distances sont
préservées d’une instance a 1’autre, si la distance entre deux couvertures est mesurée sur [

comme sur I’ par leur différence symétrique:
vV S, T € Solrssc(I'), d(S',T") = d(g(S),d(T")).

Cette préservation des distances nous assure pour toute constante h et tout voisinage h-borné

Y sur I’ de vérifier, en prenant sur I le méme voisinage:
VS € Solrssc(I'), g(V(I',S") = V(I, g(S")).

La réduction combinant les vertus d’une A[d]- et d’une LOC’-réduction, elle est une G-

réduction ¢

7.1.2 Dépondération pour la couverture d’ensemble

Derriere Min W SC' (pour Weighted Set Cover) se cachent les instances (C, S, p) du pro-
bléme de couverture d’ensemble dont les sous-ensembles s; de la famille S sont pondérés par
p: S — N*;il ne s’agit plus alors de recouvrir C' par un nombre minimum de sous-ensembles
(équipondération), mais par une famille de sous-ensembles dont la somme des poids est mi-
nimum. On note Min W SC(k) la restriction a des poids au plus n* et MinWSC — A la
restriction & instances telles que chaque élément ¢; apparait dans au plus A sous-ensembles ;
enfin, pour une instance donnée contenant n sous-ensembles s;, ppin désigne le plus petit

des poids p1, ..., Pn-
Proposition 7.2.

G[é](lu Lh/menJ)
0.8

MinWSC(k) — A MinSC — A

Preuve: on montre que la réduction continue proposée dans [76] préserve le rapport diffé-
rentiel et la localité par LOC-réduction.
Soit I = (C,S,p) (|C] = m et |S| = n), une instance de Min WSC (k) — A ; pour tout

élément & couvrir ¢; (¢ = 1,...,m), on note d; = |[{j = 1,...,n / ¢; € s;}| le nombre des
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sous-ensembles le contenant et I'(¢;) = {sj,,..., Sj,, ., S di} la liste de ces sous-ensembles.
On associe & chaque sous-ensemble s; pour j de 1 & n p; sous-ensembles 5]1-, e s?, e s?j et
4 chaque élément ¢; un ensemble C; de Hf;l pj, €léments c¢;(x1, ..., 2y, ..., 4,) indexés par
d; indices x1,...,2,...,24; ; I'indice xy, qui représente le /iéme sous-ensemble s;, contenant c;,
est & valeur dans [1,p;,]. On note Ci 'ensemble des copies de I’élément c;.

Les caractéristiques de l'instance I = (C, S) ainsi construite sont donc les suivantes:

. m o d; Pip . m d;

cC = Uca, Ci= U {ci(@1, sty 0oy za)} = |C] = 3 Tlpj, <m xnk*a
i=1 I=1xz,=1 i=11=1

~ n Pj ~ n

S = U U{s) = I8 = Y pj<nxnt
j=1k=1 J=1

Pour achever la construction, il reste & déterminer, étant donné un couple (c;, sj,), com-

. . y ~ . . pj

ment sont répartis les éléments de C; parmi les p;j, copies sjl-e, ...,s?g, ...,sjze de ’ensemble
. Pi, . . .y

sj, ; cela est fait de sorte que les sous-ensembles 3}/, - s?p, ey § jf induisent une partition de

¢; (i.e. de sorte que chaque copie ¢;(x1, ..., 2, ..., xq,) de ¢; soit contenue dans une unique
. k . .
copie s}, de sj,):
VZ = 1, e, m, Vl = 1, ~--;di7 Vk = 1, "'7pj27

Piy,

5%05‘];@ = U U {Ci(xl,...,l’l_l,k,CCH_l,...,fEdi)}.
h#L xp=1

Chaque copie s, de s;, contient donc autant de copies de ¢; que le produit des poids dans
) £

I'instance initiale des autres sous-ensembles contenant ¢;. Comme chaque élément c¢; de s,

induisant ainsi pj; X ... X pj,_, X pj,; X ... X Pja, éléments ¢;(x1, ..., x1-1, k, Ti41, ..., xq,) dans

s?@, la taille de tout sous-ensemble s;?é est donnée par:

]sfe = Z H o < om ox nfXAD,

Ci€sj sp#s; €L (¢;)

Enfin, le nombre de sous-ensembles contenant un élément ¢;(z1, ..., &j—1, T¢, Ti41, ..., Tq;) €St
le méme que le nombre d; de sous-ensembles contenant 1’élément originel ¢; puisque chaque

Spj

famille 3}, e 8 induit une partition des ¢;(x1, ...,z ..., Zq;)

Vi=1,..,n, Vl=1,...,d;, Vx; € [1,pjl], d(ci(xl,...,xl, ...,(L‘di)) =d; <A.

Ainsi, pour des poids bornés par n* et des degrés (nombre de sous-ensembles contenant un
méme sommet) bornés par une constante A, la construction proposée se fait bien en temps

polynomial en la taille max{m,n} de I'instance initiale. D’une solution S’ = {s;,,...,s;,} de
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1 Pjq1 1 Pjp
o S U U s; N I

de méme valeur sur [ ; réciproquement, nous allons montrer que toute solution minimale sur

valeur Y 7 _, pj;, sur I, on peut déduire la solution ¢'(S’) = {s

I contient, pour toute famille {sjl, v sz;j }, soit tout soit aucun élément de la famille: alors de
toute solution S sur I de valeur mgc (I, S") on saurait déduire une solution g(S’) de valeur
inférieure ou égale sur I, en plagant simplement dans g(g’ ) tous les sous-ensembles s; dont la
famille associée {s}, o s?j } est totalement incorporée a la solution S’ En effet, la répartition
des ¢;i(z1,...,zq4;) entre les sous-ensembles s?g d’une famille nous assure que toute solution
réalisable sur I doit prendre au moins une famille compléte par élément. Supposons, par
exemple, que ¢ ne soit couvert que par des familles incomplétes ; supposons, par exemple,
qu’il manque le premier élément de chaque famille, soit que la solution S ne contient aucun
des sous-ensembles s}l, ...,sjl-z, ...,sjl-d1 pour couvrir les éléments de I associés & €1 ; mais
alors, nul ne couvrirait ’élément ¢1(1, ..., 1, ..., 1) ! Toute solution réalisable devant associer &
chaque élément une famille compléte, et cela suffisant a I’obtention d’une solution réalisable,
toute famille incompléte serait superflue. On vérifie aisément les relations:

V5" € Solsc(T), mwsc(T9(5") < msc(l, ) } = Bso() = fwseld)

VS" € Solsc(I), msc(L,9'(S")) =mwsc(,5')

o Do) =Bwse(d) } = VS € Solsc(D), dwsc(l,g(8") > dsc(I,5).
wsc(I) = wwse(I)

Le rapport d’approximation est préservé par réduction continue, qu’en est-il des optima
locaux ? Nous montrons qu’il s’agit bien 14 d’une LOC-réduction, en posant SSC(T ) =
g (Solws(I)) (pour se limiter sur I auz solutions constituées de familles complétes), avec une
“expansion”’ de voisinage de 'ordre de pym = miny’:l{pj}, puisque changer ’appartenance
d’un seul sous-ensemble s; & la solution sur I revient a considérer l’appartenance des p;
sous-ensembles s]l, ey s?j a la solution sur I’. La fonction go ¢’ étant 'identité sur Soly s (1),
la. condition (i) de surjectivité est vérifiée; encore sur Sgc(I), toute solution S’ est lice a
sa projection par g sur Solyg(I) par la relation affine “mgc (I, ") = mwsc(I, g(S"))”, qui
meéne directement & la vérification de (i) de monotonie partielle. Soit h une constante, on
considére respectivement sur Tet I les voisinages h- et | h/pmin |-bornés; si deux solutions S’
et 7" de Sso(I) sont au plus h-distantes (moins de (h+ 1) sous-ensembles les séparent), alors
les solutions ¢(S’) et g(T") sont au plus h/pmin-distantes sur I, le retrait ou I'ajout d'un
sous-ensemble sur I correspondant au retrait ou & l'ajout d’au moins p,,;, sous-ensembles
constitutifs d’une famille sur I: c’est la localité (iii); reste a vérifier la condition (iv) de

dominance, mais nous ’avons déja dit, les solutions minimales ne comportent pas de famille
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partielle et ainsi, un optimum h-local sur Sgc (1) est a fortiori optimum h-local sur Solsc(1).
Nous avons prouvé que la réduction continue proposée dans [76] préservait simultanément
le rapport d’approximation différentiel et 'optimalité locale, elle est une G[d]-réduction ©

Remarque 7.1. Cete réduction permet de déduire du rapport garanti par les optima 1-locaux
de Min SC sur I’ un rapport constant des optima 1-locaux de Min W SC sur I, pour autant
que la taille des sous-ensembles s; de I'instance initiale et leur poids p; soient bornés par
deux constantes B et K ; toutefois, ce rapport obtenu par réduction est dominé par celui
donné par le théoréme 4.6 : les solutions minimales de I’ garantissent alors d’aprés le méme
théoréme un rapport différentiel de

BKAfl
(BKA—T + 1)(BKATA — 1)

quand ceux de I nous assurent déja un rapport de

BA
K(B+1)(BA-1)

7.1.3 Dépondération pour la couverture de sommets

Les versions pondérée et non pondérée de la couverture de sommets ont le méme compor-
tement vis-a-vis de leur appartenance & GLO(d], & une constante de voisinage prés. Connais-
sant cependant la difficulté d’approximation différentielle de ce probléme, nous exploitons la
transformation dans la limite d’instances dont le degré des sommets comme la pondération
sont respectivement bornés par les quantités A et K (A et K éventuellement dépendantes
de la taille de l’instance). Par ailleurs, pour transporter les structures de voisinage il faudra

prendre comme repére supplémentaire la valeur du poids minimum, notée pin.
Proposition 7.3.

G[(S](lv Lh/pmznj)
X

MinW[AlVC — K MinVC — (A x K)

Preuve : la réduction continue proposée par Simon [79] préserve I’approximation différentielle
et la localité par LOC-réduction.

Soit I = (G(V, E),p) une instance de W[K]|VC, on lui associe l'instance G'(V', E’) de
VC en dupliquant dans V'’ chaque sommet de V en autant de copies que son poids, en

répétant chaque aréte de E entre tout couple de copies de ses extrémités:

n ) n
Vi= UV /Vi=1n, Vi={v}, .. ol . 0 S|V |=Yp<nxK
j=1 j=1

m m
E = UEI/VZ:L,T)’L, €i:Ui1Ui2:>Ei:V;‘1X‘/Z'2 :>‘E/’:ijl><pj2§n2XK2.
=1 i=1
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Si K = O(n*) (poids bornés par un polynéme en n d’ordre k), la construction est
polynomiale et permet d’associer & toute couverture U des arétes de E la couverture ¢'(U) =
Uy;euV; des arétes de E’, de valeur

myo(I',g(U)) = Y Vil = > pj = mwve(l,U).
v; €U v; €U
Inversement, & toute solution U’ sur I’, on peut associer la solution g(U’) = Uy, cpr{v;} sur
I, de valeur inférieure ou égale a la valeur de U’ : effectivement, pour toute aréte e; = v;, v;,,
U’ doit contenir au moins tout V;, ou tout V;, pour étre réalisable (sinon l’aréte v'ijv'is
par exemple n’est pas couverte) ; on peut donc évincer de toute solution les sous-ensembles
de sommets qui n’y sont pas complétement, tout en restant réalisable. Les pires solutions,
sur I comme sur I’, consistent & prendre tous les sommets, et leur valeur coincide; a ’aide
des fonctions g et ¢’ on déduit alors les relations:
Bwve(l) = pvel’), wwve(l) =wyve(l’

U € Sol(vga/), mI(A/V)C(I,g(UE))) < mvc(U’), v') } = dwvelhgU) = dve (i),

Le lien mis en évidence entre les solutions des deux instances nous suggére de consi-
dérer un voisinage |h/pmin|-borné sur I quand un voisinage h-borné est envisagé sur I’:
quand sur I on fait évoluer une solution courante en bougeant un seul sommet v;, sur I’
c’est tout un sous-ensemble V; de sommets qu’il faut déplacer. La LOC-réduction s’établit
avec mes mémes arguments que la LOC-réduction précédente (poser cette fois Syco(I') =
g (Solwvyc(I))). Sur la foi de cette derniére allégation, la réduction de Simon [79] est bien
une G[d]-réduction o

Les problémes de stable et de couverture de sommets étant affinement identiques, il vient
naturellement du résultat précédent le corollaire suivant :

Corollaire 7.4.

G[é](lv \.h/pminj)
X

Maz W[A]IS — K Maz 1S — (A x K).

Remarque 7.2. Siles bornes K et A des poids et des degrés des sommets sont des constantes,
alors le degré des sommets de I'instance I’ est également borné, par la constante A x K ; un
optimum 1-local assurant un rapport 1/(A x K) sur I’, il en est de méme de tout optimum
Pmin-local et on en déduit un rapport différentiel de 1/(A x K) pour tout optimum 1-local
sur I. Ce résultat égale celui que l'on pouvait déduire du rapport 1/A garanti par toute
couverture minimale pour le probléme non pondéré et de la remarque 4.1 faite au chapitre
4 qui indique que 'on peut déduire sur de tels problémes d’un rapport (classique comme
différentiel) d’approximation r sur l'instance non pondérée un rapport r/K sur Uinstance
non pondérée.
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7.1.4 Autres problémes simples dans les graphes

Nous allons aborder deux nouveaux problémes : I'un, noté Max C' B (Mazimum Complete
Bipartite-graph), a pour but de déterminer dans un graphe un sous-graphe biparti complet
Ky, n, le plus grand possible, la taille d’un tel graphe étant mesurée par la somme n; +
ng (Kn, n, désigne un graphe constitué de deux ensembles de sommets, 'un de taille nq
Dautre de taille na, et de toute aréte reliant deuz sommets de chacun de ces ensembles); le
second, Max RIS (Mazimum Regular Independent Set), désigne simplement une restriction

2

du probléme de stable a des graphes réguliers (dont tous les sommets ont méme degré)

Proposition 7.5.
GIs h
Maz 0B Mz RIS

Preuve: la réduction continue proposée dans [79] est non seulement fortement affine, mais
aussi LOC'-réduction.

Soit I = G(V,E) (|[V| = n et |E| = m) une instance de Max CB, on lui associe pour
instance de Max RIS le graphe I' = G'(V', E’) obtenu & partir de G en dupliquant G en
deux copies G1(V!, E1) et G2(V?2, E?), puis en reliant un sommet vjl de G! & un sommet v}
de G? a chaque fois que les sommets v; et vy, ne sont pas reliés par une aréte dans le graphe
initial G' (en particulier, pour j de 1 a n, Ujl-UJQ- € E'). De facon plus rigoureuse, le graphe G’
peut étre décrit de la sorte:

VI =viuv? Vi={v} .., ol}, V2= {v} .., 02},
E'=E'UE*UEs, E'= {v}v}l | vjo, € B}, E?= {0]2-1),21 | vju, € E},
et B3 = {v]lv,%,v}zvjz, |1<j<h<nuvu,¢E} .

Dans G’, tout sommet est de degré n, tout sommet vjl- (resp. vjl) étant relié a d(v;)
sommets dans E'! (resp. E?) et n—d(v;) sommets dans E® : le graphe construit est régulier, de
degré n. Soit U = U'UU? un stable de G/, on note V; = {v; | vjl- €U et Vo= {v;| 1)]2- cU%
les ensembles de sommets correspondants sur G ; par construction de G’, si U est un stable,
alors V1 NVy = 0, V7 et V5 sont stables, et toute aréte d’un sommet de V7 & un sommet de V5
existe dans G: g(U) = (Vi, Vo, Vi x V3) forme un graphe biparti complet sur |Vi|+|Va2| = |U]
sommets. Réciproquement, tout graphe biparti complet (Vi, Vo, Vi x V) sur G correspond a
un stable U = g~ 1(V1, Va, V1 x V) sur G’ en posant U' = {U]1 |v; e i}, Vo = {vjz | vj € Va}
et U = U' UU?. La transformation g est une bijection qui relie les deux ensembles de

solutions Solcp(I) et Solrrs(I’) par la relation:

YU € SOZR[S(I/), mCB(I,g(U)) = ijs(I/, U),
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assurant une réduction fortement affine de paramétres K; = 0 et k; = 1. Il suffit maintenant
pour vérifier la préservation des optima locaux de remarquer que, d’'une instance a l'autre,
la mesure des distances est la méme, consistant en le comptage du nombre de sommets
que l'on va ajouter ou retirer aux ensembles U' et U? (resp. V4 et V3): il n’en faut pas
plus pour assurer la coincidence par g et ¢g—' des optima h-locaux sur les ensembles de
solutions Solcp(I) et Solrrs(I'), et ce quels que soient la constante h et le voisinage h-

borné considérés. La LOC’-réduction est vérifiée, permettant d’affirmer la G[d]-réduction o

7.2 Les problémes de logique

Nous abordons & présent les problémes de logique, certains tels Max k—Sat, Max CCSP
ou encore Max NAE k — Sat déja largement étudiés a l'occasion du chapitre 6 et d’autres,
tels Min EQ et Min E —k — LIN2, qui n’ont pas encore subi I’épreuve de GLOIR). 1 sera
particuliérement intéressant de voir comment, au contraire du cas classique, 'approximation

différentiel est neutre vis-a-vis de la densité des instances des problémes considérées.

7.2.1 Autour de Min EQ

Nous introduisons ici le probléme Min E( dont les instances sont la donnée d’un en-
semble E d’équivalences x = y sur un ensemble X de variables binaires, et l'objectif, étant
donné une instance (X, F), de trouver une affectation des valeurs de vérité sur X qui mini-
mise le nombre d’équivalences de F satisfaites. Pour la version pondérée, les instances sont
munies d’un systéme de poids p € NIZ| et il s’agit alors de minimiser la somme des poids
des équivalences satisfaites. Pour relier étroitement les structures de voisinage des deux pro-
blémes, on se place dans CGLOIR] et non plus dans GLO[R]. Notons que pour Min EQ,
deux affectations complémentaires 7' et T sont toujours équivalentes, et de fait considérer
lappartenance & CGLO[R] ou CGLOJR)] est une seule et méme chose. Conventionnellement,
la version pondérée du probléme d’équivalences par des poids bornés par o(n) ot n désigne
le nombre de variables seront notés Min W (1) EQ, la restriction & des poids au plus 2 (resp.
A) par Min W [2] EQ (resp. Min W[A] EQ).

Proposition 7.6.

CG[o)(1,h+1)
X

Min E —2 — Sat MinW (1) EQ

Preuve : nous exploitons la réduction proposée dans [14] entre Min E — 2 — Sat et Min EQ

pour montrer qu’elle est aussi une réduction affine et LOC’-réduction de Min E — 2 — Sat
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a MinW(1) EQ.

Nombre des notations utilisées ici ont été introduites en section 6.1.1 ; aussi invitons-nous
le lecteur & s’y référer sans retenue.

Soit I = (X, C) une instance de Min E — 2 — Sat & m clauses sur n variables, on lui

associe U'instance I’ = (X', E,p) de Min W (1) EQ suivante:

X' = XU{y}

E = U {t=-b, L=y, b=y}
(51,52)60
V. I € XUX, pt=-y) = |{ceC/led}
p

V li#0l € XUX, plty=—/ = _
17& ? (1 2) 2 si (61,62) et (fl,fg) cc 1.

{ 1si (51,52) ou (Zl,EQ) €c

Il s’agit bien d’une instance de Min W (1) EQ, chaque littéral pouvant apparaitre dans
au plus 2(n — 1) < 2|X’| = o(n) clauses de l'instance initiale. Pour toute affectation S des
valeurs de vérité sur X, (S]0) (resp. (S]1)) désigne l'extension de S a {y} qui affecte y 4 0
(resp. 1). Considérons deux affectations T' et 77 = (7'|0) sur les ensembles de variables X et

X', on montre que les valeurs de ces deux solutions sur I et I’ sont liées par la relation :
mEQ(I/,T,) =2mga(I,T).

Effectivement, soit (¢1,¢2) une clause de C': elle peut étre vérifiée avec 1 = ¢y = 1, alors
f1 = —ly sera fausse tandis que /1 = —y et fo = —y seront vraies; elle peut encore étre
vérifiée avec {1 = 1 et ly = 0 (resp. {1 = 0 et lo = 1), alors {1 = —ly et lo = —y (resp.
{1 = —y) seront vérifiées au contraire de ¢1 = —y (resp. f2 = —y) ; elle peut enfin ne pas étre
satisfaite si £1 = ¢o = 0: comme alors les valeurs des trois littéraux ¢, 2 et y coincident,
aucune des équivalences {1 = —fy, {1 = —y et o = —y ne saurait étre vérifiée. Ainsi, & toute
affectation 7' sur X on peut associer une affectation 7" sur X’ de valeur 2mgy(I,T), en
posant simplement y = 0; réciproquement, & toute affectation 7" sur X’ on peut associer
une affectation g(7”) sur X de valeur mgg(I’,7")/2 sur I en posant g(T’) = T"X si T
affecte y 4 0, g(7") = T?X sinon: comme nous l'avons déja remarqué, deux affectations
complémentaires valident les mémes équivalences.

Toute solution T pouvant étre obtenue par g & partir par exemple de la solution (7'0), g

est surjective; le fait que de surcroit les valeurs de deux solutions 7" et g(7") soient toujours

1. les équivalences ¢, = —f2 et ~f; = {5 étant bien entendu considérées comme une seule sur I’
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liées par la relation mgq: (1, 9(1")) = mpqg(I’,T")/2 nous assure I'affinité de la réduction,
dont on déduit la propriété de stricte monotonie. Il nous reste une fois de plus, pour établir 1a
LOC'-réduction, a vérifier la propriété de surjectivité de voisinage pour les voisinages miroirs
h-bornés, qui consistent, sur I comme sur I’ & considérer comme voisines deux affectations
qui différent sur au plus h, ou au moins n — h, variables. Pour ce faire, considérons une
constante h et une solution 7" de I’: il s’agit alors de vérifier que pour tout couple de
solutions S’ et 7" de I’ voisines au sens du voisinage miroir h-borné, les solutions de I g(S”)
et g(T") sont également voisines, au sens du méme voisinage miroir (h+ 1)-borné. Si S’ et T”
affectent identiquement y, alors g(S’) = S|/X et g(T") = T"X ou g(5") = EIX et g(T") = TIX;
dans les deux cas les distances vérifient :

d(S',T') = d(S|y, T/x) = d(S|x, T|x)
. { d(S'\ T <h <« d(g(S),9(T") <h

ds’, Ty >n—-h < d(g(5),9(T") >n—h.
Sinon, supposons par exemple g(S’) = S" et g(T') = T‘/X, et alors:
(S T) = (n+1) —d(S".T') = n — d(S/x. Tlx) = d(S/x, T|x)
d(S", T < h < d(g(S8),9(T")>n—h+1
=
A"\ T") zn—h & d(g(s),9(T") <h+1.

La réduction proposée de Min E — 2 — Sat & MinW (1) EQ, a la fois affine et LOC’-
réduction pour les voisinages h-bornés complémentaires, préserve donc bien la garantie de
qualité des optima locaux pour ces voisinages ¢

Notons que si le nombre d’occurrences d’une variable est bornée par une quantité A

éventuellement dépendante de la taille de l'instance), les poids associés aux équivalences

seront également bornés par A; c’est ce qu’exprime le corollaire suivant :

Corollaire 7.7. S
1 1
MinE -2 — Sat — AU pinwia) EQ

Nous envisageons a présent le probléme Min Paired Bisection (noté Min PB) de coupe
défini comme suit: une instance I est la donnée d'un graphe G(U U V, E) composé de
deux ensembles de sommets U = {uy,...,up} et V= {v1,...,v,} de méme cardinalité; une
bisection est un partage de U UV en deux sous-ensembles W et W de méme taille; une

bisection W sera réalisable si elle sépare les couples {u;,v;} i.e. si elle vérifie:

Vi=1,..,n, uj € W & v cw.
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(On rappelle qu’étant donné deuz ensembles Vi et Vo de sommets sur un graphe G(V, E),
< V1, Vo > désigne l’ensemble des arétes de E ayant une extrémité dans Vi et l'autre dans
V5). Le but est de trouver une bisection W réalisable qui minimise la cardinalité de la coupe

< W, W >.

Proposition 7.8.
Min £2Q “°5M ain PB

Preuve: nous montrons que la L-réduction proposée dans [14] entre les deux problémes
posséde également les qualités d’une réduction fortement affine et d'une LOC’-réduction.

Soit I = (X, E) une instance de Min EQ & n variables, nous associons a chacune de
ses variables x; les sommets u; (représentant x; dans I) et v; (représentant Z; dans I);
I'instance I’ = G(U UV, F) que l'on construit pour le probléeme Min PB est ainsi munie
des ensembles de sommets U = {uq,...,un} et V= {v1,...,v,} et de 'ensemble d’arétes F

défini comme suit :
“v; = 2,7 € E = {wu;,viv;} CF, “z; =x;” € E = {uvj,vu;} CF.

Soit W une bisection réalisable sur I’; on lui fait correspondre 'affectation g(W) des
variables de X qui place & 1 les variables z; dont le représentant u; est élément de W, a 0
les autres (variables x; dont le représentant u; est élément de W) ; la réalisabilité de W assure
la cohérence de l'affectation g(W). Cette affectation valide une équivalence “x; = x;” (z; et
xj ont méme valeur) si et seulement si les sommets u; et u; sont tous deux dans W ou tous
deux dans W, soit quand les arétes u;v; et v;u; sont dans la coupe; elle valide une équivalence
“z; = Z;” (x; et x; ont valeurs opposées) si et seulement si les sommets u; et u; se situent, I'un
dans W, Pautre dans W, soit quand les arétes u;u; et v;v; sont dans la coupe. Ainsi, g(W)
vérifie mpg (L, g(W)) = mpp(I’,W)/2 équivalences. Inversement, soit 7' une affectation
des valeurs de vérité sur I, la bisection g~!(T) constituée des variables mises & 1 par T
est non seulement réalisable, mais aussi de valeur mpg(I’, g1 (T)) = 2mpg(I,T). Ainsi, il
s’agit bien la d’une réduction fortement affine (donc surjective et strictement monotone) de
paramétres kr = 1/2 et K; = 0. Cette réduction préserve clairement les optima h-locaux
par LOC'-réduction, les distances étant les mémes sur les deux instances: deux solutions
W et W' sont au plus h-distantes sur I’ (différant d’au plus h sommets) si et seulement si
les affectations g(W') et g(W') le sont également sur I (différant d’au plus h composantes).

L’affinité et la localité maintenant établies nous assurent qu’elle est une G-réduction ©
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Proposition 7.9.
G[o](1,h)

MinPB o ~MinW|2| EQ
Preuve : une fois de plus, en étudiant sous l’angle qui nous intéresse la L-réduction proposée
dans [14] de Min PB a Min EQ, nous montrons qu’elle est une réduction simultanément
fortement affine et LOC’-réduction de Min PB a Min W|[2] EQ.

Soit I = G(V, E) une instance de Min PB sur un graphe a 2n sommets et considérons
I'instance I’ de MinW|[2] EQ constituée d'un ensemble X = {z1,...,x,} de n variables,
d’un ensemble F' d’équivalences “x; = x;” (resp. “x; = ;") pour toute aréte u;v; ou u;v;
(resp. u;uj ou v;v;) de E, et d’'une pondération p de ces équivalences qui place un poids 2
sur une équivalence “x; = x;” (resp. “r; = Z;”) quand les arétes u;v; et w;jv; (resp. u;u;
et v;v;) sont toutes deux élément de E, un poids 1 sur toute autre équivalence. Les mémes
transformations que celles proposées lors de la précédente preuve, par les mémes arguments,

assurent la forte affinité et la localité de la réduction ¢

7.2.2 Autour de Maxz NAF Sat

Nous avons déja considéré au paragraphe 6.1.1 les liens qui pouvaient unir, du point
de vue de 'approximation différentiel d’une part et de la conservation des optima locaux
d’autre part, différentes versions du probléme de satisfaisabilité de clauses conjonctives et
disjonctives ; nous en faisons de méme ici avec le probléme Max NAFE Sat, tentant par
la méme occasion de situer le degré d’approximabilité de ses variantes par rapport & ces

derniers.

Proposition 7.10.

Vk > 2, Maz NAEE — Sat "™ Maz NAEE — k — Sat
Preuve: nous construisons une réduction de Max NAE k — Sat & Max NAEE — k — Sat
qui posséde les propriétés d'une réduction affine et d'une LOC’-réduction.

La construction est la méme que celle proposée a l’occasion du lemme 6.4 pour les
versions de CCSP: si les clauses d'une instance I ne sont pas toutes de taille k, on introduit
une nouvelle variable y et I'on remplace chaque clause ¢ = ({1, ..., ¢,) de taille p strictement
inférieure & k par les deux clauses ({1, ...,¢p,y) et (¢1,...,¢p,y) (transformation t) ; s’il reste
encore des clauses de moins de k littéraux, on recommence et ainsi de suite (au plus k—1 fois),

jusqu’a ce que 'instance obtenue I’ = t*(I) (k < k—1) soit une instance de Max NAE E —
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k—Sat. Nous avons déja argumenté quant & la complexité d’une telle transformation, il nous
reste ici & comparer les valeurs des solutions de l'instance initiale I et de I’instance image
I'. Pour ce faire, on montre que deux instances I et ¢(I) sont toujours intimement liées en
observant simplement qu’une clause ¢ = ({1, ..., {},) est validée (resp. rejetée) pour NAE Sat
par une affectation des valeurs de vérité si et seulement si les deux clauses (resp. exactement
I'une des deux clauses) (41, ...,%¢p,y) et ({1,....€p,y) le sont (resp. l'est) également, et cela
quelle que soit l'extension faite & y de I'affectation des valeurs de vérité. On voit aisément
que la relation entre deux instances I et ¢(I) de NAE Sat est si étroite qu’elle permet de
préserver les optima locaux: 7' optimum h-local sur I si et seulement si (7|0) et (77]1)2
optima h-locaux sur ¢(I). La relation des instances I et t(I) se transporte alors aisément

par récurrence aux instances I et t*(I) o

Proposition 7.11.

Vk e N, Max NAEk — Sat G[(s]o(cl’h) Mazk — Sat

Preuve : nous exhibons une réduction de Max NAE k — Sat & Max k — Sat dont les qualités
sont conjointement celles d’une réduction fortement affine et d’'une LOC’-réduction.

Une clause est validée (resp. rejetée) pour NAFE Sat si tous ses littéraux ne sont pas
identiquement affectés; ainsi, une affectation 7" des valeurs vérité valide une clause c si et
seulement si les deux clauses (resp. exactement 'une des deux clauses) ¢ et ¢ le sont pour
Sat. Associons donc & une instance I = (X, C) de NAE Sat I'instance I’ = (X,C U C) de
Mazx k — Sat; toute affectation T' € {0,1}" des valeurs de vérité veérifie:

mSat(I,7T) = m+mNAE(IvT)'

Attention : pour NAFE Sat, les clauses c et ¢ ont la méme signification, aussi supposons-nous
ne jamais disposer dans une instance, et ce quel que soit ’ensemble ¢ = (41, ¢5..., ;) de litté-
raux considéré, conjointement des ensembles c et ¢ (sinon on aurait seulement mgq(I',T) <
m+myap(l,T), il faudrait pondérer I' pour retrouver une équivalence entre les mesures
sur I et I'). Sous cette hypothese, la transformation proposée est une réduction fortement
affine de coefficients K;=|m| et k; = 1. Cette réduction fortement affine vérifie allégrement

les exigences d'une LOC'-réduction: les ensembles de solutions de I et I’ étant les mémes,

2. On rappelle que si T' désigne une affectation des valeurs de vérité sur X, (7'|0) (resp. (T|1)) désigne
Pextension de T' & X U {y} qui affecte y & 0 (resp. 1).
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les voisins au plus h-distants coincident également ¢

Proposition 7.12.

CGI5)(1,h+1)
X

Vk € N, Maxk — Sat Max NAE (k+1) — Sat

Preuwve: de Max k— Sat & Max NAE (k+1) — Sat, il existe une réduction bien connue que
nous présentons ici comme réduction a la fois affine et LOC’-réduction.

Soit I = (X,C) une instance de k — Sat & m clauses sur n variables, on construit
Iinstance I’ = (X U{y},C x {y}) de NAE (k + 1) — Sat. Pour toute affectation T des
variables de X, la solution (7'|0) de I’ satisfait au sens de NAFE Sat exactement les mémes
clauses que T'3: seules ne seront pas vérifiées dans I’ les clauses contenant des littéraux
(dont y) tous nuls. Soit 7" une affectation des variables X N {y}, on peut lui associer une
solution ¢(T") de I de valeur mgu(I,g(T")) = myap(I',T") en posant g(T") = T|’X si T
affecte y 4 0, g(T") = TTX sinon. g est évidemment surjective, toute affectation 7" sur X
pouvant étre déduite, notamment, de l'affectation (7°]0) sur X U {y}; de plus, les couples
de solutions (77, g(T")) sont toujours liés en valeur par une relation affine de parameétres
kr = 1 et K; = 0: la réduction proposée est bien une réduction affine de Max k — Sat
a Max NAE (k + 1) — Sat. Posséde-t-elle également les propriétés d'une LOC’-réduction
pour la structure de voisinage miroir h-borné? Soient S’ et T” deux affectations au plus
h-, au moins n — h-distantes sur X U {y}, nous voulons vérifier pour assurer la surjectivité
de voisinage que les solutions g(S’) et g(7”) sont au plus (h + 1)-, au moins [n — (h + 1)]-
distantes sur I. Si S" et T” coincident sur y, alors les distances d(g(S’), g(T")) et d(S',T")

sont identiques ; sinon, supposons que 1" affecte y & 1, alors les distances vérifient

d(g(S8"),9(T")) = |X| — d(g(5"), g(T")) et d(S",T") = d(g(S"), g(T")) + 1,
ce dont on déduit:
d(S",T") <h=d(g(5),9(T") >n—h+1,d(S",T") >n—h = d(g(5),g9(T")) < h+ 1.

Une fois de plus, la combinaison des avantages d’une réduction affine et d’'une LOC'-

réductions ménent & la C'G-réduction ¢

Lemme 7.13.

0 ;
Maz Cut " Max NAEE2 — Sat

3. (T0), (T|1) € {0, 1}™*" deéfinis par (T]0);x = (T|1);x =T et (T|0)y} =0, (T|1)|(y} = 1
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Preuve: on montre que la relation qui lie ces deux problémes est simultanément fortement

affine et LOC’-réduction, entre les deux problémes.

Soit G(V, E) une instance de Max Cut, on peut trés bien l'interpréter comme une ins-
tance de Max NAFE F 2 — Sat en considérant les sommets comme des variables et les arétes
comme des clauses: une aréte (resp. une clause) est dans la coupe (resp. valide au sens de
NAE — Sat) si l'une de ses extrémités (resp. I'un de ses littéraux) est dans la coupe (resp.
vrai) et l'autre dans le complémentaire (resp. faux). Il ne s’agit ici que de la fagon de le
regarder, la réalité que I'on préfére préter au modéle mathématique formulé. On remarquera
que les instances de Max NAE E 2 — Sat que l'on obtient sont tout de méme fort spéciales,
puisqu’elles sont un cas particulier de pire solution nulle. La restriction de NAE — Sat a
des clauses composées exclusivement de littéraux positifs est notée Pos NAE — Sat ; si I'on
considére cette restriction, les problémes Max Cut et Max Pos NAFE 2— Sat sont affinement
identiques. Cette forme particuliére des instances images ne permet pas, a priori, de revenir
en arriére et d’interpréter une instance quelconque du probléme Max NAE E 2— Sat comme
une instance de Maxz Cut ; cependant, il est possible de I'exprimer comme une instance d’un
probléme de coupe plus sophistiqué, Max PB. Effectivement, la transformation proposée il
y a de cela quelques propositions de Min EQ a Min PB permet tout aussi bien de transfor-
mer des instances de Max NAFE E 2 — Sat en des instances affinement liées de Max PB: il
suffit d’associer & chaque variable x; un couple de sommets (u;, vj) qui devront étre séparés
par une bisection valide, et & chaque clause ¢; = (z;,x) (resp. (xj, %), (T;,7))) laréte
e; = ujuy (resp. ujvy, vjvy); une affectation 7' des valeurs de vérité sur I est une bisection
sur I', et chaque clause validée par T' au sens de NAFE Sat est une aréte de la coupe. Dans
I’autre sens, pour se ramener facilement d’une instance de Max PB & Max NAE E—2—Sat
de facon similaire & celle opérée pour les versions minimisation de 2 — EQ et PB, il faut
pondérer les clauses associées aux arétes du graphe initial, NAF Sat ne différenciant pas

deux clauses ({1, £2) et (f1,03) ©

Proposition 7.14.

Max Cut G[E&’h) Max Pos NAE E2 — Sat

G[6](1,h G[6](1,h G[d](1,h
Maz Cut %™ Maz NAE E2 — Sat “X™ Maw PBCK Maz NAEW[2]2 — Sat
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7.2.3 Dense ou pas dense?

Ce paragraphe s’intéresse aux instances denses des problémes de Satisfaisabilité (Max et
Mink—Sat, Max et Mink—CCSP, Max et Min E—k—Sat, Max et Min E—k—CCSP),
d’ Equivalences (Max et Min EQ) et d’ Equations binaires (Max et Min k— Lin2) ; la densité
s’exprime en fonction du nombre d’occurrences des variables du probléme dans les expres-
sions (clauses, équivalences, équations). L’intérét de la considération de telles instances réside
en la possibilité qu’elle offre d’utiliser des outils probabilistes, fort précieux pour 1’établis-
sement de rapports d’approximation. Les résultats sont évocateurs: les instances denses
(ensemble d’expressions au plus k-aires de cardinalité de l’ordre du nombre de variables a
la puissance k — 1, cf. définition 7.1) des problémes Mink — Sat [15], Max k — Sat [§],
Max E — k — CCSP [4] et Min E — k — LIN2 [15] admettent des PT AS, alors que, pris
dans leur version générale, ces problémes sont tous AP X-difficiles. Arora, Karger et Kar-
pinski montrent méme que les instances denses de tout probléme de Max SN P admettent
un schéma d’approximation polynomial ([8]); pour une information plus compléte sur les

résultats permis & ce jour par la densité des problémes AP X-difficiles, se référer a [58].

Si nous avons déja, parfois & maintes reprises, évoqué les problémes Sat, CCSP et EQ,
c’est en revanche la premiére fois que nous abordons les problémes Lin2 d’équations binaires :
il s’agit, étant donnée une instance I = (X, E) composée d'un ensemble X de variables
binaires et d’un ensemble E d’équations linéaires sur X U X, de trouver une affectation qui
satisfasse un mazimum ou un minimum (selon qu’on se situe dans les versions mazrimisation
ou minimisation de ce probléme) de ces équations, définies modulo 2. Plus précisément, une
équation de E sera de la forme x;, ® x;, @ ...... ® x;, = b avec b & valeurs dans {0,1} et
sont des variables binaires de X ; une telle équation sera satisfaite si b = 1 et

xi1,$i2,...,xip

un nombre impair des arguments z;, ,%;,,...,Z;, sont affectés & 1, si b = 0 et un nombre pair

P

des arguments x;,,%;,,...,z;, sont affectés a 1. La restriction de ce probléme a des équations

P
sur au plus k variables sera notée k — Lin2; dans tous les cas, le 2 indique que ’on travaille

sur Z/27.

Par la suite, on entendra par instance d’un probléme de k-Satisfaisabilité (resp. E — k-
Satisfaisabilité) tout ensemble C' de clauses, disjonctives ou conjonctives, de taille au plus
k (resp. exactement k) sur un ensemble X de variables. Le nombre d’occurrences d'une
variable z; d'un probléme de Satisfaisabilité ou d’une instance de Min ou Max EQ), noté

d(x;), calcule le nombre de clauses ou d’équivalence faisant apparaitre les littéraux x; ou @; ;
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le nombre d’occurrences d’une variable x; d’un probléme d’ Equations binaires sera également

noté d(z;) et comptera naturellement le nombre d’équations faisant intervenir la variable x;.

Définition 7.1. Densité d’une instance

Pour une constante 6 > 0, une instance I = (X, E) a m clauses (resp. équivalences,
équations binaires) sur n variables d’un probléme de k-Satisfaisabilité (resp. d’ Equivalences,
de k-Equations binaires) sera dite 5-dense si le nombre d(z;) d’occurrences de chaque variable

k=1 (resp. § x n, § x n*71), et 5-dense en moyenne si ’ensemble

z; de X est d’au moins d x n
E est composé d’au moins & x n¥ (resp. § x n?, § x n¥) expressions; elle sera dite dense si
elle est J-dense pour un certain § > 0, et dense en moyenne si elle est §-dense en moyenne

pour un certain § > 0.

Remarque 7.3. Siune instance I = (X, E') d’un probléme de k-Satisfaisabilité, d’ Equivalences
ou de k-Equations binaires est 6-dense, elle est également §/k-dense en moyenne :
1
Vee X, dz)>dxn* 1= |E > = Zd(w) > —nk,
k zeX

IS

Nous allons voir que, dans le cadre de ’approximation différentielle comme dans celui
des optima locaux, les versions denses des problémes sont aussi difficiles que le probléme
général. Pour ce, nous nous inspirerons le plus souvent de réductions proposées dans [15]
que nous compléterons pour les adapter au cadre différentiel.

Remarque 7.4. Dans les constructions qui suivent ot L = X U X désigne un ensemble de
littéraux sur un ensemble X de variables, on parlera souvent de la restriction P.(L) de
I’ensemble P.(L) des parties de taille r de L aux expressions qui ne contiennent pas de

tautologie de la forme (I,1):
PU(L)={ceP. (L) /VIEL, lcc=1¢c}.

Si n désigne le nombre de variables, la cardinalité de P..(L), fonction du choix de r variables
parmi n puis de h variables & mettre sous forme négative parmi r pour h de 0 & r, est donnée
par:

[PH(L)| = Cp x Y O =2C = |PUL)| = O(n").

h=0
Proposition 7.15.
G[6](1,h
(1) Max k — Sat | 2)((1 ) Max Dense k — Sat
Vk e N, Glo)(1,k)

(11) Max Densek — Sat x Max Dense E — k — Sat

Preuve: inspirée de [15].
(i) Soit I = (X,C) une instance de Max k — Sat sur |X| = n variables; on introduit

un ensemble Y de n variables et on considére toutes les k-clauses que ’on peut construire
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en associant un littéral de X U X a k — 1 littéraux de Y UY, construisant Iinstance I’ de
Max k — Sat suivante :
I'=(X",C"
avec X' =XUY
et C'=CUD, D=(XUX)xP_1(YUY).

I’ est ainsi constituée de 2n variables et de m + @(nkil) clauses; chaque variable x;
apparait dans au moins 2|Px_1(Y UY)| = ©(nF~!) clauses et chaque variable 7; dans
exactement 2n x 2|Pr_o((Y\{y:}) U (Y \{7:}))| = ©(n*~!) clauses : I'instance, construite en
temps polynomial en max{n, m}, est donc 4 la fois dense et dense en moyenne (|C’| > O(n")).
Considérons maintenant une affectation 7" des valeurs de vérité sur X’ et I’ensemble de
clauses D; T satisfera toujours toutes les clauses de D, sauf les clauses formées sur les
n littéraux faux de X U X et les n littéraux faux de Y U Y : telle que D est construite,
cela concerne n x CF~! clauses. Ainsi, toute affectation T’ sur X’ satisfera exactement

K = |D| —n x C*k~1 clauses de D. On en déduit de cette observation les relations suivantes :
V(T,T") € {0,1}" x {0,1}*" / T/ = T, mgar(I', T') = msat(C, T') + K = mgar(I,T) + K.

Cette propriété étant I’expression du fait que seules les variables de X sont pertinentes sur
I’ et ce seulement pour la satisfaction des clauses de C, elle nous assure, plus que la simple
affinité de la réduction, que toute extension 7" d'un optimum h-local T sur I sera optimum
h-local sur X', et ce quelle que soit la constante h considérée: la G[d](1, h)-réduction est
vérifiée.

(73) Soit I = (X, C) une instance de Max Densek — Sat a |C| = m clauses et | X| =n
variables; nous savons la transformer en une instance de Max E — k — Sat de sorte a
préserver ’approximation différentielle et les optima locaux (cf. paragraphe 6.1.1), mais la
densité? Reprenons la construction proposée alors et agrémentons la de quelques clauses
supplémentaires. On introduit de nouveau un ensemble de variables Y = {yi1,...,y,} de
méme taille que X, et & chaque clause ¢; = (41, ...,£,) de C' d’au plus k littéraux, on associe
I’ensemble C; de clauses suivant, qui consiste & compléter ¢; de toutes les fagons possibles &

partir des k — p premier littéraux de Y et Y :

Vi=1,..,m, C; =¢ X Pk_p({yl, ...,yk_p} U{y, ...,Qk_p}).

A une clause ¢; de taille p < k, on aura ainsi associé | P* P ({y1, ..., Yk—p }U{Y1, -, Yk—p})| =

2k—P clauses. Sur chacune de ces familles C;, une affectation 7" des valeurs de vérité 7" sur
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X U{y1, ..., yx } vérifiera toutes ses clauses, sauf peut-étre une si 7" ne satisfait pas ¢; : sup-
posons par exemple que 1" affecte & 0 les variables y1, ..., Y, de toutes les combinaisons des
littéraux y1, ..., Yk, J1, ---» Uk, la seule rendue fausse par 17" sera (y1, ..., yx ), toute autre com-
binaison comportant au moins une négation ; ainsi, la clause ¢; U {y1, ..., yr} sera satisfaite
si et seulement si 7" satisfait ¢;. Notons D = U ;C; I'union de ces clauses et K = |D| —m,

la réflexion précédente nous inspire la relation :
V(T,T') € {0,1}" x {0, 1}"** / T/ = T, mgar(D,T') = msar(I,T) + K.

Nous avons régularisé la taille des clauses, il faut maintenant densifier; pour ce, on
introduit toutes les clauses de taille k& possible que ’on peut former sur les littéraux de
Y UY, ce qui conduit & considérer 'instance I’ de Max E — k — Sat suivante:

I'=(X',C") avec X'=XUY et C'=DUE, E=PLYUY)
= 1 X'| =2n |C'| = |D|+|E|, |D|<mx2t1 |E|=06(n").

La construction est bien polynomiale en la taille max{n,m} de linstance initiale, la
taille de I’ensemble C’ de clauses considéré étant d’ordre ©(m +n*). De plus, il s’agit d’'une
instance de Max F — k — Sat dense et dense en moyenne, chaque variable y; apparaissant
dans |Pr_1 (Y\ {1 }UY'\{%:})| = ©(n*~1) clauses (on rappelle que O(n") = O((2n)")). Toute
affectation des variables de I’ensemble Y satisfera exactement |E|—C%, clauses de E (toutes
les clauses de E, sauf celles formées sur les littérauz de Y UY rendus fauz par laffectation
considérée). Ainsi, si on note K’ = K + |E| — C% | les valeurs des solutions sur les instances

I et I’ sont liées par la relation affine:
V(T,T') € {0,1}" x {0,1}*" / T|/X =T, msat(I',T) = msat(I, T) + K.

Cette réduction affine préserve-t-elle les optima locaux relativement & une fonction voi-
sinage ) donnée? Soit T une solution de I optimale sur V(I,T), nous prétendons qu’alors
toute extension 7" de T' aux variables de ’ensemble Y est également optimale sur V(I',7").
Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que seule l'affectation des variables de X a
une incidence sur la valeur d’une solution de I': si S’ est voisine de 1" au sens de V, la
restriction S de S’ & X est a fortiori voisine de 7' au sens de V; si on note S Texten-
sion de S aux variables de ’ensemble Y qui coincide avec 1" (§|y = Tv‘y), de l'optima-
litée locale de T (mgq:(I,T) > mga(I,S)) et de la relation affine liant les instances I et
I' (msat(I, T) — msa(I,S) = mgae(I',T') — mgat(I’,g), on conclut alors mge (I, 5") =
msat(I',S) < msa(I', T'). La G[8](1, h)-réduction est établie o
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Les mémes transformations permettent d’établir ces équivalences :

Corollaire 7.16.

( [0

—_

]

(1,h)

Mink — Sat ¢ FAN Min Densek — Sat
) G[d](1,h) )
et Min Densek — Sat X Min Dense E — k — Sat
VE € N Maxk — CCSP G[(Z](—}’h) Max Densek — CCSP
9 ) ,
et Max Densek — CCSP ¢l 23((1 & Max Dense E — k — CCSP
Mink—ccsp PS8 win Densek — cCSP
et Min Densek — CCSP G[a]o(cl’h) Min Dense E — k — CCSP.

Proposition 7.17.

. G[o](1,h) )
Mink — LIN2 x Min Densek — LIN?2
Gl
Maxk — LIN2 [g(cl’h) Max Densek — LIN?2

Vk € N,

Preuve: inspirée de [15].

Soit I = (X, E) une instance de Maxz k — LIN2 composée de |E| = m équations sur
|X| = n variables binaires, on densifie I en introduisant, une fois encore, un ensemble
Y = {y1,...,yn} de variables de méme taille que X, ainsi que l’ensemble F' d’équations
défini par:

Vi=1,...,n, VJ ={j1, ..., jrk—1} C {1,...,n},
2, DY, .0y, =leFetx; Qy;, ... 0yYy;, , =0€ L.

On a ainsi crée |F’| = 2nCH~! = ©(n*) équations, dont exactement une sur deux sera
vérifiée pour toute affectation des variables de X et de Y. F” fait intervenir chaque x; dans
2Ck=1 = ©(n*~1) équations et chaque variable y; dans 2nC*¥~2 = ©(n*~1) équations:
I'instance I’ = (X', E’) définie par X' = X UY et E/ = E U F est dans a la fois dense et
dens en moyenne. De plus, toute solution 7" de I’ vérifie nCX~! + mprno(I,T) équations:
les valeurs des solutions d’une instance & ’autre sont conservées & un facteur constant pres,
et les optima locaux sur I sont transformés en optima locaux sur I’ par n’importe quelle
extension de l'affectation aux variables de l’ensemble Y, la valeur d'une solution sur I’
dépendant exclusivement de la performance réalisée par ’affectation des variables de X sur
I’ensemble E des équations originelles: il s’agit clairement d’une réduction polynomiale qui
préserve la qualité des optima locaux, pour toute structure de voisinage, relativement a

la mesure différentielle. On remarquera que si 'instance antécédent I est une instance de
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E — k — Lin2 (composée d’équations sur exactement k arguments), il en sera de méme de

I'instance image I’ ¢

Proposition 7.18.

GPBI(1,h) . G[5)(1,h
Min EQ [g( )MmDenseEQet Max EQ [!)(( )MamDenseEQ

Preuve: de facon semblable aux preuves précédentes, la réduction que nous concevons
consiste & “grossir” l'instance initiale par 'introduction de nouvelles variables et relations.

Soit I = (X, E) une instance de Min EQ composée de |E| = m équivalences sur | X| =n
variables binaires, on densifie I en introduisant, une fois derniére, 'ensemble Y = {y1, ..., yn}

de variables de méme taille que X, couplé de I’ensemble F' d’équivalences défini par:
Vi=1,.,n, Vi=1,.,n, 2, =y; € Fetx; =y; € F.

F est constitué de 2n? = ©(n?) équivalences qui font intervenir chaque variable z;,
chaque variable y;, 2n = ©(n) fois chacune. L’instance I’ = (X', E’), X’ = XUY, E' = EUF
ainsi construite, en temps évidemment polynomial en max{m,n}, est bien dense et dense en
moyenne. Il est par ailleurs facile de constater que tout couple (7',7”) de solutions sur I et
I’ qui coincident sur X vérifie la relation: mpg(I',T') = mpq(I,T) + n?, toute affectation
T’ sur X' satisfaisant toujours exactement n’ équivalences de F. Cette derniére réflexion
suffit & se convaincre que la réduction proposée préserve les optima locaux et leur qualité

différentielle, soit qu’elle est une G[0](1, h)-réduction o

Théoréme 7.19. Les problemes suivants, dans leurs version maximisation comme minimi-
sation, mémes restreints a leurs ensembles d’instances denses, n’admettent pas de schéma
d’approximation polynomiale différentiel & moins que P n’égale NP :

E—k—SatVk>2, E—k—COSPYk>2, k—LIN2VE>2 et EQ.

Preuve: d’aprés les propositions 7.15, 7.17 et 7.18, pour chacun de ces problémes, un schéma
différentiel sur les instances denses induirait un schéma différentiel sur le probléme général,
dont on pourrait déduire par le biais de leur version mazximisation un schéma classique
d’approximation, ce qui ne peut étre s’agissant de problémes AP X -difficiles, & moins que P

et NP ne coincident ¢
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7.3 Conclusion

Les réductions proposées dans ce chapitre ne nous ont pas permis de déduire du probléme
auquel on se réduit de qualité d’approximation intéressante des optima locaux du probléme
initial ; inversement, nous n’avons pas été en mesure de déduire le mauvais comportement
des optima locaux de l'instance image d’un mauvais comportement connu des optima locaux
de l'instance initiale; cela s’explique simplement par le fait que nous n’avons pas, jusqu’ici,
réussi & évaluer la qualité des optima locaux des problémes concernés. Il serait cependant bon
de le faire, nous pensons notamment a Min RSSC pour Min SC, Max RIS pour Max CB
(avec des rapports d’approximation dépendant éventuellement de la taille de 'instance) dans
Pespoir de résultats positifs, & Min E — 2 — Sat pour Min W (1)EQ dans ’hypothése de
résultats négatifs, & 1’étude approfondie de problémes comme Min PB, Min EQ) et surtout
Max NAE — 2 — Sat qui, comme probléme le plus simple au sens de la réduction des
problémes de satisfaisabilité, nous donnerait une bonne idée de ’espoir que ’on pourrait
nourrir d’approcher ou non de tels problémes par leurs optima locaux en différentiel.

Néanmoins, profitons de ’occasion de cette conclusion pour présenter une synthése des
relations qu’entretiennent par G-réduction certains des problémes que nous avons observés

au cours de ce chapitre:

(1) Min EQ X" arin PBEX" Min w2 EQ

(2) Max NAE k — Sat CG&Lh) Max k — Sat CG(&hH) Max NAE (k +1) — Sat

(3) Max Cut LM Moz Pos NAE E2 — Sat

(4) Maz Cut %™ Maz NAEE2 — Sat “°%™ Maw PBPK" Max NAEW[2]2 - Sat

Le premier point provient des propositions 7.8 et 7.9, les points (3) et (4) de la proposi-
tion 7.14; pour la deuxiéme ligne, il faut juste revenir & la réduction proposée pour appuyer
la proposition 7.11 pour se rendre compte qu’elle est, de par la forme des instances images

de Sat produites, interprétable de la méme facon aux sens de GLO[R] et CGLO[R].

Concernant la densité, il faut peut-étre juste remarquer que le rapport différentiel n’étant
pas sensible & une transformation affine, il considére indifféremment les instances denses et
non denses des problémes du moment que la “denseification” de I'instance permet de conser-

ver 'ordre relatif des solutions du probléme initial ; or pour les problémes de satisfaisabilité,
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il semble facile d’introduire des variables et des clauses ou formules indépendantes de 1’éva-
luation restreinte & 1’ensemble initial de clauses ou formules qui nous intéresse en premier

lieu.
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Deuxiéme partie

Le probléme du voyageur de
comierce
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Chapitre 8

Le voyageur de commerce

Sous le rapport différentiel, les sous-classes du probléme de voyageur de commerce ne
se comportent pas entre-elles comme avec le rapport classique: par exemple, la relative
facilité du cas métrique par rapport au cas général n’est plus vraie ; qui plus est, les versions
minimisation et maximisation deviennent totalement équivalentes.

Nous verrons dans ce chapitre les relations entre différentes familles de problémes de

voyageur de commerce d’une part et les deux mesures d’approximation d’autre part.

8.1 Equivalences sous le rapport différentiel

Une instance I du probléme de voyageur de commerce est la donnée d’un graphe complet
G(V, E) a n sommets et d’une fonction d : F — N de cott sur E. Le but est de trouver sur
G un tour de valeur minimum ou maximum, le colit d’'un tour étant donné par la somme
du colt des arétes qu’il traverse. Nous mettons en évidence certaines équivalences entre
différentes versions du probléme de voyageur de commerce basées sur des réductions affines
particuliéres qui, d’une instance initiale & 'instance image, ne transforment que le cofit des
arétes.

Soit I une fonction qui & une instance I du voyageur de commerce associe le couple de
réels (kr, K1) € R x R*, on considére alors la réduction R = (fic, Idsol,gp) définie par:

frc(l) = (G, dx) avec dic = krd + K

VI = (G,d) € Irgp, ion i i
(G,d) € Irsp { Idsoi,s, fonction identité sur Solrsp.

Si une réduction Rx entre deux versions IT et II' du probléme du voyageur de commerce

vérifie

(VI € Ipsp, kr > 0 A optry = optyy) ou (VI € Irsp, k1 <0Aopty = O_ptn) ,
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alors elle est une réduction affine de IT a II'. Effectivement, soit I = (G, d) une instance de

II, tout tour s sur G vérifie:

mrsp(fic(I),s) = di(e) =Y (krd(e) + K1) = kymzsp(I,s) +n x K.

ecs eEs

Ainsi, nous montrons 1’équivalence de différentes versions du probléme de voyageur de
commerce en explicitant simplement la fonction K qui permet de passer d’une version a
I’autre. Notons que ce cas particulier d’équivalence affine entre deux instances d’un probléme
valué qui ne se distinguent que par une transformation affine de leur fonction de valuation
reste vraie de tout probléme valué dont les solutions sont de taille constante (tels, par
exemple, les problémes de chaine hamiltonienne et d’arbre couvrant dont les solutions sur

un graphe & n sommets sont de taille n — 1).

8.1.1 Le cas métrique

Une instance (G,d) du probléme de voyageur de commerce est une instance du cas

métrique si les distances sur les arétes vérifient l'inégalité triangulaire:
Définition 8.1. ATSP

(G,d) € Inrsp < (G,d) € Irsp N Y(x,y,2) €V, d(zy) + d(yz) > d(xz).
Proposition 8.1. Equivalence entre TSP et T'SP métrique

MinTSP 2L MinATSP et Maz TSP 45 MaxATSP

Preuve
Considérons la fonction K; : (G,d) — (1,dmaz) 00 dpmer = maxecp{d(e)}; la réduction
Ric, est une réduction du T'SP général au T'SP métrique puisque les instances construites

vérifient bien 'inégalité triangulaire:
Vi, j, k € V. di (i) + dic(jk) = 2dmaz + d(ij) + d(jk) = dxc(ik) o

8.1.2 Ses acolytes

Si le T'S P métrique vérifie I'inégalité triangulaire, deux nouvelles versions du probléme
de voyageur de commerce issues de AT'SP la vérifient presque ou la vérifient ¢rop: certains
chercheurs ont introduit ces problémes appelés métrigue stricte et métrique relaxé en paramé-

trant simplement l'exigence d’inégalité triangulaire. Soit o > 0 un rationnel, on ne demande
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plus au systéme d de distances de vérifier pour trois sommets z, y et z du graphe consi-
déré la relation d(zz) < d(xy) + d(yz) mais d(zz) < a (d(zy) + d(yz)). Si « est strictement
inférieur & 1 (on le prendra alors dans l'intervalle ]1/2,1[!), la relation est plus exigeante
puisque I'inégalité devient stricte, et on note A, S TSP (S pour Stricte) I’ensemble des ins-
tances dont les distances vérifient cette relation ; si en revanche « est strictement plus grand
que 1, c’est que l'on relache quelque peu la contrainte et I’on note alors A, RTSP (R pour
Relazé) 'ensemble des instances qui vérifient I'inégalité paramétrée. A,S TSP étant le plus
exigeant et A, R TSP le moins exigeant, on remarque que les instances des trois familles de

problémes ATSP, A,STSP et A,RTSP sont liées par la relation :

In,sTsp € Iarsp € In RTSP-

Aussi, tout résultat d’approximation pour le T'SP métrique relazé peut étre transporté aux
TSP métrigue stricte et métrique, tout résultat d’approximation pour le T'SP méirique
peut étre transporté aux T'SP métrique stricte, et ce quelle que soit le type d’approximation
considéré. Les versions minimisation de ces problémes ont été étudiées et naturellement, le
meilleur résultat classique d’approximation de la famille vaut pour la version stricte, avec un
rapport de 1 — (2a—1)/(2—«) pour a € [1/2,2/3] et de 1 —2a/(3a%+1) pour a > 2/3 [18],
le second rapport est, nous 'avons déja évoqué, de 2/3 [25] pour la version classique, tandis
que la version relaxée a été montrée approximable & 2/(3a?) [17]. Or, nous allons voir qu’une

fois de plus, le rapport différentiel lisse les problémes pour faire taire leurs divergences.

Proposition 8.2. Les problémes Min AoRTSP, Min ATSP et Min AoRTSP d’'une
part, Max AoRTSP, Max ATSP et Max A, RTSP d’autre part, sont équivalents du point
de vue de leur approximation différentielle.

Preuve: nous montrons les deux séries de réductions affines

Min ALRTSP ‘& MinATSP ‘& MinA,STSP,

Maz ALRTSP ‘S Max ATSP ‘& MaxAySTSP.

Le principe reste le méme, il consiste a transformer le jeu de distances d en un jeu d’' par
une transformation affine. De A,RTSP a ATSP pour commencer, il s’agit de trouver une

transformation telle que les distances d et d’ vérifient :

d(zz) < a(d(zy) +d(yz)) = d'(v2) < d'(zy) + d'(y2).

1. pour @ = 1/2, la seule valuation possible consiste a mettre le valuer identiquement toutes les arétes
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Tentons I’expérience avec d’ défini comme étant, sur chaque aréte e, la somme de la dis-
tance initiale d(e) et d’une constante k, a déterminer; ainsi d'(zz) < d'(zy) + d'(yz)
& d(zz) + k < d(zy) + d(yz) + 2k. Nous voulons donc pouvoir déduire de la relation
d(z,z) < a(d(zy) + d(yz)) Vinégalité d(xz) < d(xy) + d(yz) + k, ce que nous permettrait
de faire la relation « (d(zy) + d(yz)) < d(zy) + d(yz) + k. Ainsi k doit vérifier pour tout
triplet {z,y,z}:

k= (o= 1)(d(xy) + d(yz)).

En posant k = 2(av — 1)daz, On est assuré du résultat.
De ATSP a A,STSP a présent : selon le méme principe, nous cherchons une constante

h telle que la relation d(z,z) < d(zy) + d(yz) induise 'inégalité :
d'(zz) < o (d(zy) + d'(y2)) & d(zz) + h < a(d(zy) + d(yz) + 2h) .
Cela consiste & demander
d(zy) + d(yz) < a(d(zy) + d(yz)) + 2ha — h < d(zy) + d(yz)(1 — @) < h(2a — 1).
En posant h = 2d,,4,(1 — @)/(2cc — 1), on obtient bien ce que l'on cherchait ¢

8.1.3 Le cas bivalué

Pour les problémes de type (T'SPab a < b), les arétes du graphes ne peuvent prendre
que les valeurs a et b. Dans le cadre du rapport différentiel, tous les problémes de voyageur
de commerce bivalués se raménent au cas T'SP12 pour lequel le parcours d’une aréte cotite
soit 1, soit 2. En classique, ce cas particulier du cas métrique a fait I’objet de nombreuses

études.

Proposition 8.3.
. AF . AF
MinTSPab MinTSP12 et MaxTSPab— MaxTSP12

Preuve: évident avec la transformation Ky : (G, d) — (ﬁ, b=2a) o

8.1.4 Le cas général

Désignons par T'S P1 la restriction du probléme de voyageur de commerce aux instances
pour lesquelles d,,;, = minecg{d(e)} = 1; la proposition suivante, en établissant ’équiva-

lence entre Min TSP (resp. MaxTSP) et MinTSP1 (resp. MaxTSP1), nous permettra
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de toujours supposer d,in = 1.

Proposition 8.4.

MinTSPE MinTSP1 et MaxzTSP 2L MazTSP1

Preuve: considérer K3 : (G,d) — (1,1 — dpin) OU dpin = mingcg{d(e)} ¢
Proposition 8.5.

MinTSPE Max TSP et MinTSPab“: MaxTSPab.
Preuve: avec Ky : (G,d) — (=1, dpmin + dmaz) ©

8.1.5 Du TSP classique au T'SP différentiel

Comme pour tout probléme de maximisation, si une solution réalise un certain rapport
différentiel r, alors elle réalise un rapport classique d’au moins r, le rapport différentiel étant

dans le cas opty; = max fonction décroissante de wrr(7):
VIl € NPO,VI € I, wH(I) >0=Vse SOZH(I),(SH(I, S) < pH(I, S).

Ce que inspire la proposition suivante:

Proposition 8.6. Soit II un probléme de maximisation de N PO, on a pour tout algorithme
A approché pour II la relation :
ptt > ot

En particulier, A PTAA pour Max TSP = pj\‘}mTSp > 5ﬁaITSP.

Plus générale que T'S P ab, la restriction non plus au doublon {a, b} mais a tout ’ensemble
{a,a+1,...,b} notée TSP [a,b] permet, par des encadrements bien que naifs des valeurs 3(I)
et w(l), de déduire des résultats de la mesure différentielle & la mesure classique de fagon
un peu plus fine. Soit A un PT'AA quelconque, on déduit d’un rapport différentiel constant
r les rapports classiques suivants pour Maxz T'SP[a,b] et MinTSPJa,b]:

. Aa(T) w(I) a
MaxTSPla,b] : Aa(I) >rB(I)+ (1—r)w(l) & 300 2T+(1fr)ﬁ(l) 27“+(1—7“)g
) ) . .y Aa(l) . . w(I) . P
MznTSP[a,b] : )\A(I) < ﬁ([)—l—(l ) (I)<:> ﬁ([) < —l—(l )ﬁ(I) < +(1 )a
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Cependant, ces relations entrent dans le cadre plus général des problémes pour lesquels
le rapport de la pire a la meilleure solution est borné par une constante strictement positive
(le lecteur est invité a se référer aux preuves des propositions 3.11).

Proposition 8.7. Soient II un probléme de maximisation de NPO et A un algorithme
approché pour II, on a pour toute constante o € [0, 1]:

I
VIeIH,“H( ) >a = pff >0 +a(l—0).
Bu(I)
Pour a = 0, on revient a la proposition précédente.
En particulier, A PTAA pour TSPla,b A >0+ 21— ot
particulier, pour [a,b] = pff >0 + b(l 011)-

Proposition 8.8. Soient II un probléme de minimisation de NPO et A un algorithme
approché pour II, les rapports classique et différentiel vérifient la relation suivante:

I 1 1
o €10,1[ / VI € Iy, (/) a = — <0+
w

/A7 (1 _ sA
"k o ~(1-54).

1 b
En particulier, A PTAA pour TSPla,b] = — < 5+ —(1 = 64).
P a

En application directe de cette relation entre rapports classique et différentiel, on déduit
du résultat négatif proposé dans [73] stipulant qu’on ne peut approximer MinTSP[1,10] a
mieux de 128/129 & moins que P = NP qu’il n’est pas possible d’approcher en différentiel
ce méme probléme a moins de 1151/1152. Par équivalence affine, ce résultat vaut pour toute
restriction des problémes Min TSP et Max TSP & des poids contenus dans des intervalles
du type [a,a+ 9] pour tout entier a. Par ailleurs, si l’on se restreint a 'intervalle [a, 2a], qui
pour a suffisamment grand permet de refléter des cas pratiques, les optima locaux définis par
le voisinage 2opt sont non seulement déterminés en temps polynomial, mais de plus assurent
comme cela est montré au paragraphe 4.2 un rapport différentiel de 1/2 qui, en approxima-
tion classique, revient a un rapport de 2/3, meilleure approximation connue jusqu’ici pour
TSP métrique. Enfin, cette correspondance entre les deux rapports nous permettra dans le
cas bivalent Maz T'S Pab de déduire un rapport classique de 7/8 & partir de I’approximation
différentielle de 3/4 proposée au chapitre suivant. Ces relations ne présentent cependant pas
grand intérét du fait de la perte de performance due & la différence d’information prise en
compte dans chacun des deux cadres d’approximation : il est intéressant de déterminer des
résultats pour chacun de ces rapports, par des algorithmes et des analyses spécifiques, mais
la transposition de résultats de I'un & ’autre permet tout au plus la comparaison de ceux-ci,

pour autant que ’on soit assuré de la pertinence d’une telle démarche.
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8.2 Résultats d’approximation
8.2.1 Approximation différentielle du cas général a 1/2

Nous l’avons vu en 4.2, les optima locaux pour le voisinage 2 — opt garantissent un
rapport 1/2; cela nous offre une 1/2-approximation polynomiale du probléme pour le rapport
différentiel, & condition que l’algorithme de recherche locale s’aréte effectivement de fagon
certaine en temps polynomial. C’est notamment vrai dans le cas d’'un optimum d’ordre
polynomial puisqu’on peut alors se placer & distance polynomiale de 'optimum gréace, par
exemple, & I’algorithme de Christofides [25] et dans celui d’un nombre polynomial de valeurs
possibles pour les tours du graphe. Ce dernier cas n’est malheureusement pas vérifiable en
temps polynomial ; notons tout de méme deux circonstances favorables : disposer de distances
bornées (d;q,; d’ordre polynomial) ou d’un nombre limité par une constante de valuations

distinctes sur les arétes.

Les cas de déroulement polynomial d’un algorithme de recherche locale sont certaine-
ment plus vastes que la seule borne & des poids polynomialement bornés; cependant, il est
& noter que la détermination d’optima locaux par le voisinage 6 — opt est exponentielle
(indépendamment de la facon dont on choisit les solutions voisines améliorantes a chaque
itération) (par un résultat de PLS-complétude, [66] et [82]); pour k = 2 ou k = 3, la preuve
du déroulement exponentiel des LSA n’a pas (du moins & notre connaissance) été faite,
mais le fait semble fort probable. Lueker [67] est tout de méme parvenu a construire des
instances du T'S P métrique pour lesquelles le voisinage 2 — opt, pour une certaine régle de
choix du meilleur voisin & chaque itération, ne permettait pas d’atteindre un optimum local
en moins d’un nombre exponentiel d’itérations. Un autre résultat de Fischer stipule que le
probléme de décision suivant: “étant données une instance I de Min TSP, un tour Ty de
Solrsp(I) et une constante z € N, peut-on déterminer un optimum local relativement au
voisinage 2 — opt en moins de z itérations ¥’ est N P-complet ; or, il consiste simplement &
demander si Tj est de hauteur au plus z dans le graphe de transition. Remarquons que ¢a
n’est d’ailleurs pas parce qu’un tel chemin existe que l'algorithme de recherche locale fera

les choix qui le méneront sur ce chemin.

Le rapport d’approximation de ’algorithme 2—opt en mesure différentielle est exactement
1/2 puisque cette borne est atteinte pour la famille d’instances (I,,),>2 définie par (on reprend

les notations déja introduites aur paragraphes 3.1.2 et 4.2):
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1 2
. optimumloca T = (1,2 3,4,5,6,7,8, 1)
8 3 | solution ogimaeT"
pire solution Ty,
7 4
aréte de oot 2
6 5

FiG. 8.1: Instance limite pour 2 — opt

Vp > 1, I, = (Kup,dy) avec pour arétes de poids 1

T — ZQ_ {[2i +2,2i + 1]}19)_ {[2i + 1,2 + 4]} U {[49p — 1,2]},

toutes les autres arétes étant de poids 2 (K, désigne un graphe complet & n sommets).
On voit facilement que ’ensemble des arétes de poids 1 forme pour toute valeur de p
un tour réalisable: c’est I'unique solution optimale de valeur 5(I,) = 4p. Par ailleurs, en

prenant par exemple le tour

i=2p—1 i=2p—2
Tw = J {[2i.2i+ 1} u{[4p, 1]} |J {[26,2i + 3]} U{[4p — 2, 1]} U {[4p, 3]},
=1 =1

on obtient une pire solution de valeur w(/,) = 8p. Enfin, la solution T, »=11,2,...,4p, 1} al-
terne arétes de poids 1 et arétes de poids 2: c’est un optimum local de valeur mrpgp(Ip, fp) =
6p (cf. figure 8.1).

Effectivement, considérons deux arétes non adjacentes, I'une [2i + 1,2i 4 2] de poids 1
et 'autre [27,27 + 1] de poids 2; échanger ces deux arétes contre les arétes [2i + 1,2j] et
[2i+1,2j + 2] ne nous apporterait rien puisqu’au moins l'une de ces deux arétes est de poids
2:d2i+1,2j) =1l j=i+louj=i+2ed2j+1,20+2)=1<i=j+1ou
i = j+ 2! De méme, deux arétes de poids 2 [27,2i + 1] et [27,2j + 1] ne peuvent faire l'objet
d’un échange bénéfique puisque toute aréte reliant des sommets de méme parité est de poids

2.

Les solutions (7,),>2 constituent ainsi une suite d’optima locaux pour le voisinage 2 —opt

qui réalisent un rapport différentiel d’exactement 1/2:
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=~ w(ly) —mrsp(lp,T,) 8p—6p 1
oo = ==y = ) sp—dp 2

8.2.2 Approximation des cas stricte et relaxé métriques

Nous proposons quelques résultats d’approximation, classique et différentiel, pour la
version maximisation des cas métrique stricte et métrique relaxé du probléme de voyageur
de commerce. Effectivement, autant la version minimisation de ces problémes a fait 1’ob-
jet d’études productives (notamment dans [5], [20], [17] pour Min A,RTSP, [18] pour
Min A,STSP), autant la version mazimisation, & notre connaissance, n’a dés lors pas été
explorée.

Théoréme 8.9. Si un algorihtme A garantit un rapport classique r > 0 pour Max ATSP,
alors Max A,S TSP est approzimable, toujours en classique, a v + (1 —7)[(1 — a)/a)?.

Preuve

Soit I = (G, d) une instance de Max A,S TSP, on lui associe U'instance I’ = (G, d’) de
Max ATSP en posant, pour toute aréte e du graphe G, d'(e) = d(e) — 2(1 — @)dmin; la
plus petite distance sur I’ est alors d/ . =dmin — 2(1 — @)dmin=(2c — 1)d . Le systéme de

distances d’ vérifie bien l'inégalité triangulaire pour tout trio de sommets x, y et z:

d(r2) < ald(ey) + d(y) & @(@2)+2(1 — Q)dmin < ald(2) +&(y2) + 41 — )i
& d(zz) < ad(zy)+ d’(yz)] + (1 — a)dmin (4 — 2)
& d(zz) < ofd(zy)+d(y2)]+ 1 —a)d,;, +d..]
= d'(zz) < d(vy)+d(yz).

Pour plus de clareté, on note pour un tour 7 sur G respectivement d(T) et d'(T) sa
valeur sur I et I’, et respectivement 3 et 3’ les valeurs optimales sur I et I’; ces valeurs,

d’une instance & ’autre, sont naturellement liées par la relation affine:
VT tour, d'(T) = d(T) — 2n(1 — @)dmin = 3 = B — 2n(1 — a)dmin.

Soit T" un tour qui soit sur I’ d’un rapport constant r & "optimum, on écrit :
d(T)>rp < d(T)—2n(1— a)dmin > r[8—2n(1 — a)dmin)
< dT)>rB+ (1 —7r)2n(1 — a)dmin-
Or, il est prouvé dans [18] que les distances d’une instance de A,S TSP vérifient toujours:

l—«

dmin > deax-
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Sachant que 'optimum [ sur I ne pourra jamais excéder nd,,q., on conclut:

d(T)2rﬁ+(1—r)n<1;“>2dmzrﬁ+(1—r) <1;0‘>25<>

Corollaire 8.10. Max A,STSP est approzimable a 3/4+ 1/4[(1 — )/a]? pour le rapport
classique.

Preuve: directe d’apreés le résultat précédent et 'approximation & 3/4 de Max ATSP pro-
posée dans [78].

Corollaire 8.11. Max A RTSP est approzimable a 1/2 pour le rapport classique.

Preuve : I'approximation différentielle & 1/2 que nous proposons pour Maxz T'SP restant va-
lide dans le cas particulier métrigue relaxé, il suffit alors de rappeler que l'approximation
différentielle assure toujours pour les problémes de mazimisation le méme niveau d’approxi-

mation classique.

8.2.3 Le T'SP aujourd’hui

Nous l'avons déja dit, la version minimisation du probléme de voyageur de commerce
est NPO-complet (au sens d’une réduction préservant I’approximation a rapport constant)
[72], et donc non approximable & rapport constant & moins que P = N P. En revanche, le cas
métrique dans le cadre duquel les distances vérifient 'inégalité triangulaire est approximable
a 3/2 [25] et on ne peut approximer & moins de 41/40 — ¢ pour aucun ¢ strictement positif
dans le cas asymétrique, & moins de 129/128 — ¢ dans le cas symétrique [73]. Dans [75],
il est prouvé que la restriction de ce dernier cas aux distances 1 et 2 est AP X-complet,
approximable & 7/6; on ne peut cependant pas ’approcher & mieux de 5381/5380 [36]. Si
les distances sont asymétriques, Min T'SP12 est approximable & 17/12 [81] mais on ne peut
atteindre 2805/2804 — ¢ pour aucun ¢ strictement positif [36]. Enfin, méme si on se réduit
aux graphes denses, MinTSP12 n’admet pas de PTAS [38]; il faut effectivement passer au
cas géométrique pour lequel la fonction de distance sur les arétes est la distance euclidienne
pour obtenir un schéma d’approximation: Min Euclidean TSP € PTAS [7]. Plus facile
du point de vue de ’approximation classique, la version maximisation est approximable 3
rapport constant de 3/4 [78] pour le cas non orienté, 38/63 dans le cas orienté [65].

Pour plus de précisons encore ou pour des résultats plus récents, consulter & ’adresse
http://www.nada.kth.se/~viggo/problemlist/ le compendium édité par Crescenzi et

Kann.



169

8.3 Récapitulatif des principaux résultats

Tout d’abord, les équivalences affines: en rapprochant les problémes deux & deux par
réductions affines, nous avons établi ’équivalence, du poin de vue de leur degré d’approxi-
mation différentielle, de nombreuses versions du probléme de voyageur de commerce qu’il

est temps de mettre & jour maintenant.

Théoréme 8.12. Probléme général, T'SP métrique

Les problémes et familles de problemes Min TSP, Max TSP, MinTSP1, MaxTSP1,
Min AgyRTSP, Max AoRTSP, Min ATSP, Max ATSP, Min A,STSP, et Max A,STSP
sont tous totalement équivalents quant a leur degré d’approzimation différentielle.

Preuve - 11 suffit de suivre le chemin indiqué par les équivalences affines proposées au para-

graphe 8.1:

Min Ao STSP
!

MinTSP1 < MinTSP <+  MinATSP <+ MinA,RTSP

!

MaxTSP1 < MaxTSP <<  MaxATSP <+ MarA,RTSP.

!
Max A,STSP

Théoréme 8.13. Problémes bivalents
Les problémes et familles de problémes MinT'SPab, Max T SPab, MinTSP12 et MaxTSP12
sont tous totalement équivalents quant a leur degré d’approzimation différentielle.

Preuve - Méme cause, mémes effets, il suffit de se référer au paragraphe 8.1:

MinTSPab <+ MinTSP12

! !

MaxTSPab <+~ MaxTSP12.

Enfin, (nous éludons les relations entre rapports différentiel et classique car, si elles
nous seront utiles au prochain chapitre pour le probléme spécifique de T'SP bivalent, elles
n’en demeurent pas moins d’un point de vue conceptuel qu’'une manifestation particuliére
d’un phénomeéne plus général déja mentionné & plusieurs reprises), nous évoquons la famille
d’instances limites pour les optima 4-locaux de Min ou MaxT'SP: nous montrons d’une
part que le rapport différentiel garanti par de tels optima locaux est atteint, mais d’autre
part qu’elles le sont pour des instances non anodines de T'S P puisqu’il s’agit du cas réduit

a des poids bivalents. Pour un LSA cherchant un optimum local relativement au voisinage
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20pt, des instances qui sont pourtant parmi les plus simples ne se comportent donc pas mieuz

que le probléme général.
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Chapitre 9

d—approximation du T'SPab & 3/4

L’algorithme que nous proposons s’inspire de 1'idée proposée et exploitée par C. Pa-
padimitriou et Yannakakis dans [75] qui consiste & partir d’une solution sur-optimale en la
présence d’un 2-couplage de poids minimum, puis de regrouper les cycles de ce 2-couplage de
sorte & former un tour de moindre cotit. Par solution sur-optimale d’'un probléme, on entend
solution optimale d’un probléme relaxé: dans le cas d’une instance I = (G, d) de Min TSP,
un 2-couplage optimal est une solution de Solrgpi2(I) du probléme de voyageur de com-
merce pour lequel on aurait reldché la contrainte d’'unicité du cycle; alors, comme étant
défini sur un ensemble plus grand de solutions réalisables, cette solution sera naturellement

de cofit au plus le cotit Brgpi2(l) d’une solution optimale du probléme initial.
p p

9.1 L’algorithme

Nous ’avons vu, sous la mesure différentielle, on peut se restreindre & I’étude du cas
(1,2). Soit donc G(V, E) un graphe complet & n sommets et d : E — {1,2} une fonction
distance bivalente sur les arétes. L’objectif du probléme est de déterminer un tour sur les
sommets de colit minimum, soit un tour qui emprunte un minimum d’arétes de poids 2. Si
& désigne un ensemble d’arétes, on notera V() le sous-ensemble de sommets incidents &
Eet d(€) =) .ced(e) le cott ou poids associé & £. Par la suite, concernant les quantités
Brspi2(), wrspi2(I) et drspia(1,s), pour simplifier I’écriture et parce que cela n’induit
aucune confusion, nous omettrons la référence explicite au probléme : nous utiliserons donc
les notations B(1), w(I) et 6(1,s).

Le résultat que nous exposons maintenant doit plus & I'analyse de 1’algorithme proposé

et de la structure de la solution qu’a la finesse de ’algorithme lui-méme.
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9.1.1 Le 2-couplage initial

Dans un graphe simple G(V, E), un 2-couplage est un ensemble £ d’arétes tel que tout
sommet v de G est de degré au plus deux dans £; un 2-couplage est dit parfait si tout
sommet est de degré exactement deux et constitue donc une partition des sommets en cycles.
Déterminer un 2-couplage de taille maximum dans un graphe simple est équivalent & trouver
une partition des sommets en cycles de poids minimum dans le graphe complet bivalué de
sorte a ce que les arétes présentes dans le graphe initial portent un coft unitaire tandis que
les arétes absentes du graphe initial portent un cotit de deux. Par abus de langage, on parlera
alors de 2-couplage de poids minimum. Nous partirons, pour construire notre solution du
probléme de voyageur de commerce, d’'une telle partition, que nous transformerons en un
tour par regroupement des cycles qui la constituent. Aussi prenons-nous le soin au préalable
de diminuer au maximum le nombre de ses cycles, suivant le principe selon lequel plus les
cycles sont grands, moins ils sont nombreuz, et moins le risque de perte lors de regroupements
est fort.

Tout d’abord, on exploite un résultat d’Hartvigsen qui a montré dans [48] qu’il était
possible dans un graphe simple de déterminer en temps polynomial un 2-couplage de taille
maximum parmi les 2-couplages sans triangle. Comme nous ’avons dit, cela revient & déter-
miner un 2-couplage de poids minimum dans un graphe complet : aussi partirons-nous, sur
le graphe complet bivalué, d’une telle solution, c’est-a-dire d’une partition M des sommets
en cycles de taille au moins 4 de poids minimum. La solution M de départ vérifie donc la
propriété :

P1 vI'e M, |V(I)| > 4.

Dans un deuxiéme temps, on cherche & obtenir & partir de M une solution minimale
vis-a-vis d’une certaine fagon de regrouper les cycles deux par deux par 2-échange, procédé
que nous baptisons 2-fusion.

Définition 9.1. 2-échange
Soient I'; et I's deux cycles, un 2-échange est tout échange de deux arétes wjv; € I'y et
ugve € I'y contre le couple d’arétes (ujug, viv2).

Définition 9.2. 2-fusion
La 2-fusion de deux cycles I'; et I's est tout cycle I' résultant d’un 2-échange sur I'y et I's &
partir de deux arétes ujv, de 'y et ugvy de T'g (cf. figure 9.1):

I = (Fl U Fg)\{ulvl, UQ’UQ} U {U1UQ, U1U2}
pour tout couple d’arétes (ujvy, ugva) € I'y x I'y.
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Fi1G. 9.1: 2-échange entre deux cycles I'y et I's

Une solution minimale vis-a-vis du 2-échange est qualifiée de 2-minimale:

Définition 9.3. Couplage 2-minimal
Un couplage M est 2-minimal s’il vérifie la propriété

P2 VI 75 T, Yuivy € T'y, Vusvy €19, d(UﬂLQ) + d(Ulvg) > d(ulvl) + d(UQUQ).

De la solution M est ainsi déterminé un 2-couplage sans triangle M de poids minimum 2-
minimal, soit une solution telle que tout regroupement de 2 cycles au travers d'un 2-échange
serait sanctionné par une augmentation stricte du coflit de la solution. Cette solution n’est
autre qu’'un optimum local relativement au voisinage 2-borné défini par la 2-fusion pour le
probléme de 2-couplage de poids minimum de taille minimum : puisque ce probléme est évi-
demment polynomialement borné, la solution M est donc déterminée en temps polynomial.

Proposition 9.1. Si M est un couplage 2-minimal alors au plus un de ses cycle contient
des arétes de poids 2.

Preuve

Par I’absurde : supposons que deux arétes uiv] et uove de deux cycles distincts I'; et 'y
soient de poids 2, on aurait alors “d(ujuz) + d(vive) < 47 et “d(ujvr) + d(ugve) = 47, ce qui
contredirait la 2-minimalité ¢

Si M est un cycle unique, alors on est & 'optimum, un tour étant un 2-couplage sans
triangle particulier. Aussi supposerons-nous par la suite disposer d’une solution M de taille
au moins 2:

P3 |M|>2.

9.1.2 Préparation a la construction du tour

M est un ensemble de cycles {I'1,T'g,...,I'p,Tg} qui vérifie les propriétés P1, P2 et P3
avec au plus un cycle I'y contenant des arétes de poids 2. En vue du regroupement des
cycles de M en un tour, nous faisons apparaitre des arétes inter-cycles de poids 1 qu’il serait

avantageux d’emprunter pour former un tour de coit raisonnable.



174

Dans un premier temps, on cherche & former un maximum de couples de cycles reliés
par au moins une aréte de poids 1. Cela revient & déterminer un couplage maximum dans
le graphe H suivant (un couplage est un ensemble d’arétes disjointes):

H = Wy, Fg)
Wy = {wi,ws,...,wp} on associe & chaque cycle I'; pour i de 1 & p un sommet w;
Vi# j, wiwj € Fg & Juv eIy x T [/ d(uv) = 1.
Soit Cy un tel couplage, de taille |[Cy| = q (H et Cy sont bien entendu construits en temps
polynomial en n), on associe & chaque aréte w; w;, de Cy le couple de cycles (I';,,I';,)
correspondants. Pour simplifier la description de M , on renumérote les cycles en désignant
les 2¢ cycles couplés par (I';,T'5) pour s de 1 & ¢ et les cycles restants par I'; pour ¢ de 1 &

r,r=p—2q. A ce stade, on sait de la solution :
Vs=1,..,q, Je* € V(I]) x V() /de®)=1.

Dans un second temps, on essaie de relier un couple & un cycle restant en mettant en
évidence des arétes de poids 1 entre I’ensemble V; des sommets des cycles I'] et I'5 adjacents
aux sommets extrémités des arétes de poids 1 e® et les cycles I'y. Il suffit pour ce faire de
construire le graphe biparti B suivant:

B=(WLUW3, Fg)

Wé = {wy,wa, ..., w,} on associe a chaque cycle T'y restant un sommet wy

W32 = {w!,w?, ...,w?} on associe a chaque couple (I'j,T5) un sommet w®

Vt, Vs, wpw® € Fp < Juely, JveVy /duw) =1
et de déterminer sur B un nouveau couplage maximum Cg, de taille |Cg| = ¢’ (B et Cp sont
bien évidemment construits en temps polynomial en n). A chaque couple (wy, w*) de Cp est
associé le triplet (I';,I'5,T";) correspondant. Toujours dans le soucis d’une description claire
de M , on renumérote les cycles en désignant les 3¢’ cycles groupés par trois par (I'j,T'5,I'5)
pour s de 1 & ¢’ de sorte que 'aréte de poids 1 mise en évidence par le couplage Cp relie
les cycles I'§ et I'§ ; les 2(q — ¢') couples non couverts par Cp sont notés (I'f,I'5) pour s de
¢+ 1 a q et les cycles restants par I'; pour t de 1 & 7/ (' =7 — ¢'). A présent, on sait de la
solution :

Vs =1,.d, 3f* € Vi x V(T3) / d(f*) = 1.

Ce second couplage, en faisant apparaitre de nouvelles arétes de poids 1 entre les cycles,
permet certainement d’obtenir un tour encore meilleur dans le cas général. Malheureusement,

il ne nous permet pas d’améliorer le rapport d’approximation puisque ce second couplage
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n’intervient pas dans les instances limites pour lesquelles le rapport 3/4 est atteint (cf.
paragraphe 9.2).

Finalement, ces remaniements suggérent la description suivante de M :

! /

q q r
M:U( i? §7F§) U ( ivFg)UFtUFO-
s=1 s=q’'+1 t=1

9.1.3 La solution approchée

Le principe est trés simple: on utilise les arétes de poids 1 €® et f* mises en évidence par
les couplages Cy et Cp, on retire des arétes de sorte a éliminer tout cyclage et on rattache
les chaines élémentaires résultantes en un tour!

Définition 9.4. e.c.e.d.: ensemble de chaines élémentaires deux-a-deux disjointes
Un ensemble £ de chaines est un e.c.e.d. s’il vérifie

(i) toute chaine C de &€ passe au plus une fois par un sommet donné;
(73) deux chaines distinctes C et D de € n’ont pas de sommet commun.

Ci-suit le déroulement détaillé de 1’algorithme
(A7)

— input M

begin

e.c.e.d. £€=10;

(1) pour s de 1 & ¢ faire

soit dans I'] 1’aréte g adjacente & e° et f*;

choisir dans I'5 une aréte g5 adjacente a e°;

choisir dans I'j une aréte g3 adjacente & f°;
£=&EUTTUlUT3\{gi, 93,93} U{e’ f°}5
(2) pour s de ¢ +1 & g faire

- choisir dans I'] une aréte gi adjacente a e°;
- choisir dans I'§ une aréte g5 adjacente a e°;
- E=E8UTTUb\{g1, 93} U{e’};

(83) pour t de 1 & 7’ faire
- choisir dans Iy une aréte g;;
- E=EUTNN\{gt}s

(4) sur ['y faire

- s8’il existe dans I'y une aréte de poids 1, choisir une aréte gg
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rt rt r? r?
[ et o' 9, & 9’
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q+2 q+1 q+1
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e r+2 1qurl M+

9, %
r, r, o
aréte du couplage initial aréteretirée alasolution aréte intégrée ala solution

(de poids 1 sauf g,)

F1G. 9.2: La solution approchée

de poids 2 adjacente a une aréte de poids 1;
sinon choisir une aréte go quelconque;
- £€=8UTo\{g0};
(5) compléter £ de fagon & obtenir un tour T sur V;
end
< output T
Les étapes (1) a (4) sont clairement polynomiales, et il en est de méme pour la complétion

de £ en un tour puisqu’il suffit de choisir un ordre aléatoire sur les ¢ + r’ + 1 composantes
de &, puis quel sommet parmi deux de la k£ + 1éme composante du tour sera relié a la kéme

composante (cf. figure 9.2).

9.1.4 Evaluation de la solution 7

Proposition 9.2. Le tour T produit par I’algorithme A contient au plus d(M) —n+q+7
arétes de cotit deux:

d(T) <d(M)+q+1'.
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Preuve

On voit facilement que durant les étapes (1) a (4), ’ensemble £ demeure bien un e.c.e.d.,
puisque chaque itération ajoute & £ une chaine élémentaire disjointe des sommets déja
présents dans £. Cet ensemble contient alors les n arétes du 2-couplage initial desquelles
ont été d'une part déduites les 3¢’ + 2(¢ — ¢') + ' = ¢ + 2q + ' arétes de poids 1
Ug;l{gf, 95, g§}Ug:q,+1 {95,953 U_, {g+} ainsi qu’une éventuelle aréte gy de poids 2 si T # 0,
d’autre part ajoutées les 2¢' + (¢ — ¢') = ¢’ + ¢ arétes de poids 1 Uz;l{ef, SYUL_ i {e):
& est ainsi un e.c.e.d. de taille n — (¢ + ') — Ip,2p et de valeur d(M) — (¢ + ') — 2 I, 20-
Pour compléter £ en un tour sur V, il faut donc introduire exactement ¢4 1'+ 1|p,p arétes,

soit au plus autant d’arétes de poids 2:
dT) < dM)~(q+7"+2rez0) + 2a+r"+lrgpe) = dM)+g+r o

9.1.5 Evaluation de ’optimum

Proposition 9.3.
B(G.d) = d(M).
Preuve
Nous l'avons dit, un tour optimal étant un 2-couplage sans triangle particulier, un 2-
couplage sans triangle optimal est une solution sur-optimale dans le sens ot c’est une solution
non réalisable, de colit au moins aussi bon que la solution optimale, pour le probléme de

tournée ¢

9.1.6 Evaluation d’une pire solution

Nous avons évalué T et B(G,d), il nous reste & estimer la valeur w(G, d) d’une pire so-
lution. Pour ce, nous allons par ’exploitation de la 2-minimalité de M mettre en évidence
des chaines d’arétes de colt deux entre les cycles de ce 2-couplage; ces résultats nous per-
mettront alors de construire une mauvaise solution et d’achever la preuve du rapport de 3/4

assuré par toute solution de l'algorithme Az.

Théoréme 9.4.
VI = (G,d) S ITSP12a 5(],147:(])) > 3/4

Cas particulier d’optimalité

On note I'2 ’ensemble des arétes de poids 2 du cycle T'g. Si ¢ est nul (Cy = () et que

le cycle I'g n’est qu’une succession d’arétes de colit deux, le tour T produit par l’algorithme
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est optimal.
Lemme 9.5. (q=0)A(To=12) = 6(I,T)=1

Preuve

Effectivement, soit k = |V(I'g)| = d(M) — n le nombre de sommets du cycle Ty, ces
sommets a1, a9, ...,a; ne sont par 2-minimalité adjacents a aucune aréte de poids 1; par
ailleurs, les cycles I'1,I's, ...,I")—,» du 2-couplage M ne sont reliés entre eux que par des
arétes de poids 2. Cela signifie que si l’on considére la famille de sous-ensembles de sommets
F ={{a1},{az}, ..., {ar}, V(I'1),V(IT2),..., V(I},)}, alors toute aréte reliant des sommets de
deux composantes distinctes de F est de colit deux. Or, tout tour sur V' forme un cycle sur
ces k + p sous-ensembles, empruntant pour ce faire au moins autant d’arétes reliant deux de
ces composantes : ainsi, tout tour devra utiliser au moins k + p arétes de colit deux, et c’est

ce que fait notre solution f, qui est donc optimale ¢

Dorénavant, on supposera toujours vérifier la condition “¢ =0 = [y #I'2”.

Construction d’un 2-e.c.e.d. de taille d(M) +4(g+1)—n
On appelle 2-e.c.e.d. tout e.c.e.d. qui n’est constitué que d’arétes de coiit deux. La
démonstration du cas général se fonde sur la mise en évidence de 2-e.c.e.d. W de taille

d(M)+4(g+r) —n.

Proposition 9.6. Chaine entre deux cycles
Entre deux cycles distincts de taille au moins k, on peut toujours faire passer une chaine
contenant au moins k arétes de poids 2.

Preuve

Soient respectivement {a1,as,...,apt1} et {b1,b2,...,bp11} k + 1 sommets successifs de
deux cycles distincts I', et I', de taille au moins k (éventuellement a; = ag41 si |V(Iy)| =k
et by = b1 si |V (I'y)| = k) ; on montre que ’on peut toujours faire passer entre ces sommets
une chaine de longueur 2k — 1 de valeur au moins 3k — 1. Pour cela, il suffit de considérer

les deux chaines C et D définies comme suit

k k—1 k+1 k—1
C:iL:Jl{{%bi}}iL:Jl{{azabm}} et D:i92{{ai7bi}}iyl{{ai+1,bi}}'
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\\ a4| 1 M4 //
~-@® -
ads b5

FiG. 9.3: Chaine inter-cycles de valeur au moins 11

Effectivement, la 2-minimalité nous permet d’écrire:

Vi = 1, ceey k, max{d(aibi), d(ai+1bi+1)} =2 = d(azbz) + d(ai+1bi+1) 3
et Vi = 1, cevy k— 1, max{d(a,-bi+1), d(ai+1bi)} =2 = d(aibi_H) + d(ai+1bi) 3

= S d(aiby) + S8 d(airibivr) + 30 d(aiab) + S0 d(agbisr) > 6k — 3
o dC)+d(D)>6k—3 = max{d(C),d(D)} > [(6k—13)/2] = 3k—11o

>
>

En choisissant de facon adéquate les sommets a1 et by, on déduit directement de la preuve
précédente la propriété 9.7 (cf. figure 9.3).
Propriété 9.7.

Vs =1,...,q, 3C° 2-e.c.e.d de taille 4 entre les cycles I'] et I'
qui laisse au moins un sommet de V, de degré au plus un dans C*2.

Preuve: prendre par exemple les sommets a1 et by dans V.
Propriété 9.8.

Vs=1,..,¢, Vt=1,..,7,
3C; 2-e.c.e.d de taille 8 entre les cycles I'], '3, I'3 et T'y.

Preuve: considérer C; = C5 U C'} ou C'] est une chaine quelconque de longueur 4 entre les

cycles I'y et I'3, ces deux cycles n’étant par optimalité du couplage Cy reliés entre eux que

par des arétes de colt deux (cf. figure 9.4) ¢
Propriété 9.9.

Vs=q¢ +1,...,q, Vt =1,...,1,
dC; 2-e.c.e.d de taille 8 entre les cycles I'], 1'5 et I'y.

1. Va € R, [2] = minpen{n > =}
2. On rappelle que pour s = 1,...,q, Vs désigne 'ensemble des sommets des cycles I'{ et I's adjacents aux
sommets extrémités de I’aréte de poids 1 es mise en évidence par le couplage Cr.
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............ chaine démentaire d’ arétes de poids deux

chaine ¢*de valeur au moins onze

F1G. 9.4: 2-e.c.e.d. de taille 8 entre quatre cycles

Preuve

Soient uf,v] et u3, vy les sommets des cycles I'{ et I'S de l’ensemble Vi, e et e les
extrémités dans I'] et I'j de ’aréte de poids 1 e*, et ay, by, c; et d; quatre sommets quelconques
de I';; on sait d’une part que tout sommet du cycle I'y est, du fait de I'optimalité du
couplage Cp, relié a chaque sommet uj, v{, uj et vj par une aréte de poids 2, et d’autre
part que l'une au moins des arétes ujes et ejuj est de poids 2, par 2-minimalité du 2-
couplage M ; on peut toujours supposer d(ujej) = 2 et poser alors par exemple C; =

{(e5,uf, ar,vi, b, us, ct,v5,d)} (cf. figure 9.5) ©
Propriété 9.10.
(r' >2) = 3E 2-e.c.e.d de taille 4’ — 1 entre les cycles Ty, t =1,...,7".
Preuve
Les cycles résiduels I'y, ..., I';» n’étant reliés entre eux que par des arétes de poids 2, tout
chemin de longueur 47" — 1 entre ces cycles constitue un 2-e.c.e.d. de méme taille ; or, chaque

cycle I'; contenant au moins quatre sommets distincts a;, by, ¢ et dy, il est facile de faire

passer un tel chemin par ces sommets, par exemple
&= (al,ag, ceeny Ay ...,arl,bl,bg, ....,bt, ...7b7~/,Cl,C27 N ) ...,Cr/,dl,dg,...,dt, ...,dr/)

(cf. figure 9.6) ©

Lemme 9.11. (¢>1)V (Do #T2Ar#1) = 4&(T) > 3/4.
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,,,,,, aréte € de poids un

2-e.c.e.d. detaill e huit

Fi1G. 9.5: 2-e.c.e.d. de taille 8 entre trois cycles

Preuve

On rappelle la forme du 2-couplage M = UZ/:I( $.085,T5) Ul (T%,T3) Ui, T UTy.

s=q'+1
Pour construire sur V\V(I'y) le 2-e.c.e.d. Wr qui argumentera la preuve, nous utilisons les

chaines mises en évidence lors de I’établissement des propriétés 9.7, 9.8, 9.9 et 9.10:

q
Wr = Ue U ¢ sir'<gq  detaille & +4(q—1r') = 4(qg+1')
s=1 s=r'+1

q
Wr = UCUEU} sir' >q>0, detailledg+4r' —1+1=4(q+7
s=1
Wr = & sinon, de taille 47/ — 1 =4(q+ ') — 1.

Dans le deuxiéme cas (' > ¢ et ¢ > 1), v désigne une aréte entre un sommet de degré
un dans £ et un sommet de degré au plus un dans Wr, pris dans V(I'}) si ¢/ > 1, dans V,
sinon : par I'optimalité des couplages Cy et Cp, v est toujours de poids 2. Ainsi, nous avons
mis en évidence un 2-e.c.e.d. Wt de taille 4(q + ') ou 4(¢ + ') — 1 si ¢ = 0.

Par ailleurs, soit go = ugvp I’aréte de poids 2 retirée au cycle I'g par l’algorithme (A7) ;
si g # I'2, go a été choisie de sorte & ce que 'une de ses extrémités, disons vg, soit adjacente
dans I'y & une aréte de poids 1. Soit 7/ une aréte liant le sommet vy & un sommet de degré
au plus un dans Wr (un tel sommet existe puisque Wt est sans cycle) ; par 2-minimalité,
v est de poids 2 et on pose Wy = I'y)\{go} U {7/} si Iy = I'2, Wy = I's U {+'} sinon. Wy
constitue ainsi un 2-e.c.e.d. de taille |V (I'2)| = d(M) — n si Tg =I'2, d(M) — n + 1 sinon.

En posant W = W U W, on obtient un 2-e.c.e.d. dont toute complétion en un tour Ty

constituerait une solution de valeur au moins d(M) + 4(q + 1) :

|W| = 4(g+7")—1lg=0 +d(M) —n+lrgzr2 > d(M) —n+4(qg+r')
car on ne peut avoir simultanément ¢ =0 et I'g = I'2.
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e aréte de poids deux

Fic. 9.6: Chaine de valeur 2 x (40" — 1)

Ainsi w(I) > d(M) + 4(q + ') et les propositions 9.2 et 9.3 aménent la conclusion :

~ w(Gd)—d(T) _dM)+4q+r)— dM)+q+r) 3
5(G,d, T) = SC.d) —BCd) > 207 < 2la ") — 4D =70

Lemme 9.12. (¢=0), (r=1), (To #12) = &(T) > 3/4.

Preuve (cf. figure 9.7)

Soient trois sommets ug, u; et ug de I'g tels que d(upui) = 1 et d(ujug) = 2. On
note us et ug les successeurs de uy dans I'g (éventuellement uy = ugp). Soient a, b, ¢ et
d quatre sommets quelconques de I'y et soient respectivement W, et W,, les ensembles
d’arétes {auq,u1b, bug, usc} et {ujus}. Si us est adjacent & deux arétes de colit un, on
pose W), = W, U {e}; si 'une seulement des arétes ugus et uzus adjacentes a ug est de
cott deux, W, = W, U {cus, uzd} et Wy, = Wy, U {arg max{d(ugus), d(usus)}}; enfin, si
d(ugug) = d(uguyg) = 2, Wy, U {cus, usd, dus }, Wy, = Wy, U {ugus, usus }. Dans tous les cas,
on pose Wz = I'2U W),\W,,, de taille d(M) —n+4=d(M)—n+ 4.

La conclusion est la méme que pour le lemme précédent :
w(G,d) > d(M)+4r', B>dM) et d(T)<d(M)+r =6G,d,T)>3/4 o

Ceci achéve la démonstration du théoréme 9.4.

9.2 Instance limite

Il existe une famille de graphes pour laquelle le rapport 3/4 est atteint, celle des instances

I, = (G,(UUVy, Ey),dy)n>4 définies par:

U = {u1,ug,us,uqs}, Vo = {v1,v2,...,0i, ..., 0}
Vi=2,4, Vj=1,...,n, d(uv;) =2 toutes les autres arétes étant de poids 1.
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Mo f Mo / Mo /

o Uo » Lo » Uo
M M $ M $
Uz e < U e = Uy
b Uz b Uz b Uz
c o U3 c Us c Us
d* { a ‘{ d te
—W, Win

F1G. 9.7: Cas q=0, r=1, I'g # 12

solution approchée solution oftimale pire solution

Lesarétesnon cessnées ont de poids 2

fffffffffff aréte de poids 1 empruntée par le tour considéré
—  arétedepoids 2 empruntée par le tour considéré

FiG. 9.8: Instance limite
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Considérons le 2-couplage
AT U v
Mn = {F = (ul,ug,U3,u4,u1),Fn = (1}1,’02, ) ...,Un,’l)l)}

il est sans triangle, de poids minimum 4(n + 1), et 2-minimal. Effectivement, toute 2-fusion
des deux cycles fait intervenir une aréte de I'* et une aréte est nécessairement constituée d’'un
sommet d’indice impair, relié aux sommets de I'” par des arétes de colit un, et un sommet
d’indice pair, relié aux sommets de ['” par des arétes de colit deux. Notre algorithme, en
voulant emprunter une aréte de poids un wujv; ou usv;, fera ainsi apparaitre une aréte de
poids 2 usv; 11 ou ugv; 11 dans la solution Tvn: d(Tn) =4(n+ 1)+ 1. Or, B8(I,) = 4(n+1)
et w(l,) = 4(n + 1) + 4 avec par exemple T* = (uy,ug, Ug, U3, Up, Vp—1, ..., V2, V1, u1) €t

TW — (u13027u27v37v47 ...,’Un727U3,Un717U4,Un,7)1,U1) (Cf ﬁgure 98) <&
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Chapitre 10

Perspectives

Zoom sur un algorithme: 7'SPab
De 3/4 a 4/5 différentiel ?

L’analyse que nous faisons semble ne pas exploiter au maximum, tant les propriétés du
2-couplage initial que celles des deux couplages C'p et C'y mis en évidence pour la résolution
proposée, et il semblerait qu’une meilleure exploitation nous meénerait & un rapport de 4/5;

cependant, & I’état actuel de nos recherches, cela ne reste qu'une conjecture.

Problémes connexes

L’exploitation méme du résultat 3/4-différentiel n’est pas optimale puisque celui-ci pour-
rait étre transporté par réduction & des problémes proches tels les problémes de chaine ha-
miltonienne de colit minimum, & extrémités fixées ou non pour lesquels on ne cherche plus un
cycle mais une chaine traversant une et une fois chaque sommet, en imposant éventuellement

certaines sous-chaines.

Classe GLOI¢]

Types de problémes

Il paraitrait pertinent d’essayer de mettre en évidence certaines conditions d’appar-
tenance & GLO|J] selon I’expression du probléme, de sa structure. On pourrait par exemple
tenter d’isoler des familles de problémes bien approximables comme nous ’avons fait avec
les problemes de partitionnement héréditaire. Nous pensons notamment, en restant dans le

méme ordre d’idée, aux problémes de partitionnement héréditaire valorisant leur solution
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par une autre fonction de colt (poids maximum, poids moyen...) que la fonction indicatrice
ainsi qu’aux problémes de partitionnement 1-héréditaire. Une propriété P sur un ensemble
X est dite 1-héréditaire si elle n’est avérée sur un sous-ensemble S qu’a condition de vérifier
pour un élément zp du sous-ensemble S:“VS’ C S, P(S" U {zo})”. D’autres caractérisations
des problémes se situant dans ou hors GLO[0] devraient cependant étre envisagées, comme
nous avons essayé de le faire par l'exploitation de la structure radiale des ensembles de
solution.

Par ailleurs, plutét que d’exhiber un trait caractéristique de tel ou tel probléme par
exemple par leur formulation logique ou la propriété de son ensemble de solutions, il est
souvent intéressant de lier les problémes entre-eux de maniére & dessiner des sous-classes
de problémes relativement a la G-réduction, éventuellement les hiérarchiser (toujours par
G-réduction) et, pourquoi pas, parvenir par ce biais & tracer les limites des classes GLO|R)

en établissant la complétude de certains problémes.

Types d’optima locaux

Nous en avons proposé une illustration au cours du chapitre 6 avec les problémes de satis-
faisabilité, la définition méme de I'optimum local, que ce soit par le critére d’optimalité ou de
localité, ouvre un éventail d’étude plus riche qu’il n’y parait, permettant d’élargir les classes
d’approximation locale & rapport constant & de nouveaux problémes, ou encore de comparer
le comportement d’un méme probléme vis-a-vis de ces différentes stratégies d’approximation.
Ces optima locaux peuvent étre, comme il est proposé dans [3], le fruit de U'intégration dans
les voisinages considérés de solutions complémentaires ou encore d’une altération du critére
d’optimisation ; citons de nouveau pour illustration I’exemple du probléme Max 2 — CCSP,
parce qu’il est parlant: il est d’abord démontré que Max2 — CCSP n’appartient pas a
GLO pour des voisinages h-bornés naturels; puis qu’en revanche, les optima locaux, pour
le voisinage 1-borné mais relativement & une autre fonction objectif, garantissent pour la
fonction objectif initiale un rapport d’approximation classique de 1/4; de méme pour les
optima locaux définis par le voisinage miroir 1-borné qui prend en compte comme voisin
de toute solution la solution complémentaire; enfin, la combinaison de la prise en compte
d’une fonction objectif altérée et d’un voisinage miroir 1-borné désigne des optima locaux qui
garantissent un rapport classique de 2/5. C’est tout un champ d’investigation ouvert pour
la désignation d’optima locaux d’un probléme et 1’étude de la qualité de ceux-ci en terme de

rapport d’approximation, classique comme différentiel. Ce champ peut étre vaste, tout en
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restant dans un cadre de stratégies simples de conception et de mise-en-ceuvre: c’est 1a la
motivation de ces recherches, voir comment structurellement 1’ensemble des solutions d’un
probléme admet un ensemble de bonnes solutions que 'on est en mesure de décrire a priori.
Les optima locaux ne sont pas décrits comme le résultat du déroulement d’un algorithme

mais par certaines propriétés qui leurs sont intrinséques.

Ezemple 10.1. Le probléme de sac-a-dos
Nous avons vu au paragraphe 4.3.3 que ni le probléme de sac-a-dos, ni le sous-probléme
Mazx Subset Sum ne garantissaient la qualité de leurs optima locaux, en mettant en avant
des familles d’instances qui admettaient de mauvais optima locaux. Devant ces échecs, peut-
étre ferions-nous mieux d’affiner la notion d’optima locaux de ces problémes. Pour Max K.S
notamment, il pourrait sembler opportun de rechercher les optima locaux vis-a-vis d’'un
objectif altéré qui inciterait & sélectionner les objets de meilleur rapport “qualité-priz” :
considérer comme critére de sélection des éléments le choix du meilleur rapport ¢;/a; pourrait
s’avérer profitable, tant pertinent semble ce critére (qui, en réalité, définit ['optimum réel),
aux vues des algorithmes approchés et autres schémas dédiés a ce probléme qui l'utilisent
également. Il s’agirait ici de tenter 'approche introduite dans [2] et [59] pour les problémes
de satisfaisabilité, celle des optima locaux altérés: peut-étre qu’une solution du probléme qui
est optimum local relativement a une autre fonction objective dite objectif altéré, pourrait-
elle garantir de meilleurs rapports qu’un optimum local relativement & la fonction initiale
(GGLO)? Effectivement, si on regarde de plus prés les mauvais optima locaux exhibés pour
le probléme de sac-a4-dos, on remarque qu’ils peuvent sembler peu pertinents, puisqu’ils
auraient choisi un élément de piétre rapport “qualité-priz” (h+1)/(n—1) quand bien méme
tous les autres éléments ont un tel rapport de 1; ainsi pourrait-il s’avérer intéressant pour
approcher le probléme initial
max Z?:l C; X X;

a-r<b

x; < b; Vi

r e N

d’évaluer la qualité d’optima h-locaux du probléme altéré:

max y . ¢i/a; X x;
a-r<b
x € N™.

Une autre approche, pour Max K.S comme pour M ax Subset Sum, pourrait étre de cher-
cher un optimum local dans l’ensemble d’objets complémentaire. Notamment avec I’ensemble
dominant au paragraphe 3.4, nous avons parlé de 'intérét d’élargir le voisinage h-borné aux
solutions complémentaires (CGLO); la nouvelle démarche que nous évoquons ici consiste-
rait & chercher deux optima locaux: le premier de facon quelconque, puis le second dans
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I’ensemble complémentaire d’objets de la premiére. Ceci n’est autre qu’une fagon adaptée
au probléme de sac-a-dos d’élargir le voisinage d’une solution & ’ensemble complémentaire :
si dans un probléme de satisfaisabilité, deux affectations complémentaires peuvent étre com-
parées & tout instant, ou encore pour le probléme d’ensemble dominant, I’ensemble complé-
mentaire de sommets d’une solution minimale est lui-méme solution admissible, ¢a n’est pas
le cas ici (en général) puisqu’il n’y a, a priori, aucune raison que I’ensemble complémentaire
d’une solution constitue une solution réalisable.

Déja quatre idées ont été évoqueées: les optima h-locaux ([11]), les optima h-locaux mi-
roirs ([3]), les optima h-locaux altérés ([2] et [59]) et les optima h-locaux dans deux ensembles
complémentaires oil il s’agirait, étant donné un optimum local, de le comparer a un optimum
local de ’ensemble complémentaire de solutions et de renvoyer naturellement le meilleur de
ces deux optima. Certains problémes suggérent une notion encore différente d’optima locaux,
pas tant par la définition de ’optimalité locale que dans la définition méme du probléme,
dans le sens de la restriction de ’ensemble de ses solutions & des solutions que l'on pourrait
qualifier de non dominées. Nous pensons & des problémes, tels le probléme de localisation
ou encore d’arbre couvrant de profondeur 2, dont la résolution fait apparaitre une dépen-
dance entre deux types de décision. Pour le premier, on dispose d’un certain nombre de sites
sur lesquels peuvent étre placés des concentrateurs et de terminaux a relier aux concentra-
teurs ; l'installation d’un concentrateur engendre un colt fixe, puis la liaison d’un terminal
4 un concentrateur engendre un colt généralement proportionnel & la distance les séparant,
sachant qu’a un concentrateur installé on peut, dans le cas le moins restreint, raccorder
autant de terminaux que l'on veut: I’enjeu du probléme est alors de décider quels concen-
trateurs et quelles liaisons terminal-concentrateur installer de sorte que chaque terminal soit
raccordé & un concentrateur, et ce & moindre colit. Le second probléme cherche, dans un
graphe complet arétes-valué et étant donné un sommet r de ce graphe, a en recouvrir les
sommets par un arbre de racine r et de profondeur 2 qui soit de moindre cotit. En toute
rigueur, deux solutions sont h-distantes si elle différent pour le probléme de localisation de
h choix de concentrateurs et de liaisons terminal-concentrateur, pour le probléme d’arbre
couvrant de profondeur 2 de h choix du pére des sommets. Or, cela se fait sans exploiter
la structure en deuz temps de ces problémes: une fois qu’un ensemble de concentrateurs a
installer est arrété, on sait leur raccorder les terminaux & moindre coiit en temps polyno-
mial ; une fois les sommets de premier niveau (ayant pour pére la racine r) déterminés, on
sait leur raccorder les sommets restants, de niveau deux dans l’arbre, & moindre cofit en

temps polynomial. Cela traduit le fait que toutes les décisions n’ont pas méme valeur: le
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choix des concentrateurs pour le premier probléme, celui des sommets de premier niveau
pour le second suffisent & déterminer entiérement la solution. Considérant le raccordement
des terminaux aux concentrateurs ou des sommets de second niveau aux sommets de niveau
1 comme des sous-problémes du probléme global, on aurait ainsi envie de définir, comme
ensemble de solutions, les combinaisons de concentrateurs et de sommets de premier niveau,
de sorte que deux solutions sont h-distantes si elles différent du choix de h concentrateurs,
de h sommets de premier niveau : des solutions qui auraient pu paraitre éloignées de premier
abord sont en réalité voisines si 'on restreint la description de 1’ensemble des solutions aux

choix réellement décisifs dans la constitution des solutions.

Rapport différentiel et classes de problémes

La recherche en terme de rapport différentiel est encore jeune, et les liens entre les dif-
férentes classes d’approximation classiques, différentielles et logiques, leur positionnement
relatif dans la hiérarchie des problémes de N PO, ne sont pas encore bien établis, contrastant
avec la connaissance que 'on en a en approximation classique. Or, nous avons a plusieurs
reprises insisté sur cet aspect au cours de ce document, de tels résultats sont fort riches d’en-
seignement quant & la structure de N PO. Il serait notamment intéressant de savoir comment
se situent sur 1’échelle différentielle certains problémes clef en approximation classique tels
Max Sat et Max 3— Sat, mais aussi de déterminer des problémes clef dans le cadre différen-
tiel, problémes complets dessinant les frontiéres, “pour autant que P soit différent de N P”,
entre les classes d’approximation différentielles. Concernant les problémes de satisfaisabilité,
les limites que nous avons tracées jusqu’ici sont pour le moins grossiéres : nous avons, d’un
coté dans AP X[4], le probléme Maxz2—CCSP—/ (instances de Max 2—CCSP dont la pire
solution vérifie au plus ¢ clauses) par la démonstration que l'on a faite de son appartenance
a CGLOI¢], et de Vautre, Maxz W k — Sat — PB pour k > 4 dont on a montré qu’il ne pou-
vait en différentiel étre approché d’aucun rapport non nul: entre les deux, divers problémes
de satisfaisabilité restent & situer, et l'on peut espérer qu’ils atteindront différents degrés
d’approximation différentielle. Si ces problémes nous intéressent tout particuliérement, c’est
qu’ils renferment en eux et permettent de lier entre-eux, nous l’avons vu par le biais de
quelques réductions, nombre de problémes de N PO.

Les rapports étant différents, ils n’expriment forcément pas la méme description de N P

et de la difficulté relative des problémes vis-a-vis de leur degré d’approximabilité; il est
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cependant instructif de voir comment une réduction classique entre deux problémes II et
IT" se traduit parfois en différentiel par une réduction de II & une version plus difficile de
IT': nous pensons notamment, mais cela reste & démontrer, que la L-réduction générique
proposée dans [74] par Papadimitriou et Yannakakis de tout probléme de Max SNP a
Max 3 — Sat pourrait étre vue, sous I’angle différentiel, comme une réduction affine de tout
probléme IT de Max SNP a Max Maximal(k)3— Sat ot Max Maximal(k)3— Sat désigne
la restriction de Max 3 — Sat aux optima k-locaux du probléme, k& dépendant du nombre
d’opérateurs du prédicat ¢ descriptif des éléments des solutions de II. Les réductions mettent
pour l'analyse classique en relation les solutions de l'instance initiale I avec des “bonnes”
solutions de l'instance image f(I). Il est courant que la transformation f “grossisse” le
probléme en y introduisant des “mauvaises’ solutions, la preuve en est la restriction de
I’ensemble Solyy(f(I)) que font certains chercheurs a un sous-ensemble Siy(f(I)) qui soit
plus représentatif de 'ensemble initial de solutions Solr(I) ([11] et [82]); or, en différentiel,
la prise en compte de la pire solution interdit d’éluder ces mauvaises solutions: la réduction
exhibe dans le cas différentiel une homothétie entre les deux ensembles de solutions Solr(I) et
Solyy (f(I)) qui doit considérer des solutions dans toute ’envergure de Solyy (f(I)), quand le
rapport classique se contente de translater Solr(/) sur une partie pertinente de Soly (f(1)),
se permettant ainsi d’en délaisser toute une partie. Donnons pour illustration deux preuves
de complétude dans Max SN P proposées dans [74] que nous nous sommes amusés a regarder
sous ’angle différentiel : les L-réductions de Max IS & Max2— Sat et de Max k—Sat—B a
Max 1S — (B+k—2) se transforment en réductions affines de Max IS & Max Mazimal 2 —
Sat (on entend par Maximal la restriction de ’ensemble des solutions aux affectations
qui sont optima 1-locaux), de Mazk — Sat — B & Max Mazximal IS — (B + k — 2) (on
entend par Maximal la restriction de l’ensemble des solutions aux stables maximaux).
Ces réflexions et les réductions abordées dans ce document peuvent donner l'impression
qu’en différentiel, deux problémes sont soit affinement liés, soit non comparables; cette
impression est bien évidemment fausse, de nombreuses réductions, notamment des réductions
continues, ayant déja été établies ([32],[35]) ; il s’agit cependant bien d’une mise en avant du
degré supérieur de difficulté de rapprochement non trivial de deux problémes en différentiel,
parce que ce rapport exige une proximité plus forte qu’en classique entre les espaces de
solutions. Ainsi, il est possible que 'on fasse, sous I'angle de ce rapport, apparaitre plus
de familles de problémes, sans nécessairement étre en mesure de rapprocher et regrouper

ces familles en terme de classes. Un obstacle essentiel & 1’établissement d’un résultat de
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complétude en approximation différentielle, est le fait que pour certains problémes de NP,
la notion méme de pire solution est mal définie: prenons pour exemple le probléme CDF A
(Consistent Deterministic Finite Automata), décrit par exemple dans [79]; il s’agit, sur
un alphabet ¥ = {0,1} et étant donnés deux ensembles de mots P C ¥* et N C X*,
de concevoir un automate déterministe fini capable d’accepter les mots de P, mais pas
ceux de N, a l'aide d’'un minimum d’états (tout autre mot de X* pouvant étre accepté
ou non). Qui pourrait donner en toute rigueur et sans équivoque le nombre d’états d’un
automate déterministe fini acceptant P et non N avec le plus d’états possible? Ce que 'on
veut exprimer ici, c¢’est I'idée que la définition (ou la connaissance qu’on en a) des problémes
IT = (max, I, Solir, mi) ou II = (min, Iry, Solrr, mrr) de N PO est parfois trop faible ou trop
imprécise pour permettre d’appréhender la réalité cachée derriére les solutions optimales du
probléme II = (min, Ir;, Solr, mp) ou II = (max, Iy, Solry, mi).

Ces difficultés (et la surprenante frilosité de la communauté scientifique & l’égard de cette
ouverture du champ d’investigation de la discipline) ne doivent pourtant pas décourager les
recherches sur cette voie. D’une part, ’approche différentielle se justifie d’elle-méme dans le
cadre de la résolution approchée avec garantie de performance: pour certaines décision, se
savoir aussi loin de la pire solution que proche de la solution optimale (r1(Z,7") > wr(l)/2+
Br(I)/2) peut étre plus crucial que de se savoir & moitié de 'optimum (prr(Z,T) > Bu(1)/2).
D’autre part, s’il était besoin de la défendre, il suffirait pour y parvenir de se remémorer
nombre d’algorithmes approchés pour ce rapport qui ont été trouvés ([32]), certains se basant
sur la définition syntaxique des problémes ([69]), certains égalant et améliorant méme les
meilleurs résultats classiques connus pour les problémes concernés (Max TSP :[70],[71]),
d’autres permettant d’en approcher qui sont non-approximables 3 moins que P n’égale NP
en classique (Min C': [31]), d’autres encore parvenant méme & des schémas différentiels ([33]).
Par ailleurs, la réduction affine est un outil qui, en établissant des classes d’équivalence,
permet de regarder comme un seul des problémes qu’on aurait pu croire comme différents,
réduisant en quelque sorte la taille de N PO, sous le regard différentiel.

Il faudrait ainsi réfléchir & une définition de NPO qui soit non pas artificielle, mais
cohérente avec ’approche différentielle au sens de la caractérisation de la pire solution,
pour élargir comme il se doit la perspective différentielle d’un simple outil d’évaluation des
algorithmes et des problémes & une vision compléte de I’approximation polynomiale et de
I’appréhension de N PO.
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Annexe A

Guide des problémes rencontrés

Nous présentons ici les différents problémes évoqués au cours de ce travail par le biais
d’une définition accompagnée de certains résultats d’approximation, en se limitant tou-
tefois & ’approximation & rapport constant. Aussi invitons-nous fortement le lecteur a
consulter le trés complet et toujours & jour compendium de Crescenzi et Kann a ’adresse
http://www.nada.kth.se/“viggo/problemlist/ pour plus de précisions concernant ces
problémes et les références des différents résultats qui s’y rapportent. Tous les résultats né-
gatifs énoncés sont conditionnés par une hypothése forte de complexité de type P # NP.
Attention, les résultats donnés pour les rapports classique et différentiel, pour les problémes
de maximisation comme de minimisation, considérent les rapports p’ et §’ inverses des rap-
ports p et ¢ pris comme référence dans ce document, et ceci dans un but de cohérence avec

le compendium :

, B ) (I) sioptrp = min,
Pl Aall)) = { Aa(D)/Bu(I) sioptp = max

oL, Aa(l)) = (wn() = Bu(l)) / (wn(l) = Aa(l))

S’agissant de la mesure classique, on dira qu’un probléme II est p-approximable & rapport r
et s’agissant du rapport différentiel, que II est é-approximable & rapport r. On parlera, pour
le rapport R classique ou différentiel, de N PO[R] (resp. d’AP X [R])-complétude ou difficulté
vis-a-vis d'une réduction préservant les schémas d’approximation (resp. ’approximation a
rapport constant). Pour exprimer la non approximabilité & rapport constant au sens de
la mesure r, on notera "APX|[R]; '’hypothése de complexité (généralement P # NP)
conditonnant cette assertion sera toujours omise.

Nous séparons les problémes en les trois catégories “problémes dans les graphes”, “problémes
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de programmation linéaire” et “problémes de logique”, selon la facon dont il est le plus na-
turel ou le plus courant de les représenter (chaque probléme ayant plusieurs représentations

pertinentes envisageables et envisagées pour leur résolution).

Problémes dans les graphes
Min DS

Minimum Dominating Set, ensemble dominant, ~APX, APX|J]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V vérifiant pour tout sommet v de V :
“weUou <{v},U>#0"!

Solution optimale : ensemble dominant U de taille minimum

Déclinaison

Min DS — B: degrés bornés par B, §-approximable & B par LSA

A noter

p- et d-approximable & 2 par LSA (optima miroirs 1-locaux, chapitre 3)?2

MinVC

Minimum Vertex Cover, couverture de sommets, APX — ¢, “APX|[0]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V tel que £ =<U,V >

Solution optimale : couverture de taille minimum

Déclinaisons

MinVC— B : degrés bornés par B, p- et d-approximable & B par LS A (optima 1-locaux, [11],
chapitre 3), APX — c pour B > 3 [74]

Max IS

Mazimum Independant Set, stable maximum, ~APX, ~APX]|J]

Description

1. on rappelle la notation pour deux sous-ensembles de sommets X et YV, < XY >= {zy € E/x €
XetyeY}
2. un LSA (Local Search Algorithm) est un algorithme de recherche local (cf. paragraphe 3.1.1)
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Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V tel que <U,U >= ()

Solution optimale : ensemble stable de taille maximum

Déclinaisons

Max IS — B: degrés bornés par B, p- et d-approximable & B par LSA (optima 1-locaux,
[11], chapitre 3), APX — ¢ pour B > 3 [74]

Max RIS : Max Regular-degree IS, probléme de stable dans un graphe régulier i.e. dont les
sommets sont tous de méme degré A

Max WIS: Max Weighted 1S, sommets pondérés, il faut maximiser la somme des poids des

sommets d’un stable dans G

Max Cl1

Mazimum Clique, clique maximum

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V tel que <U,U>=U x U
Solution optimale : clique de taille maximum

A noter

approximation identique & celle de Max IS sous tout rapport

Max SP

Mazimum Set Packing, couverture dans un hypergraphe

Description

Instance : une famille C = {¢y, ..., ¢;, ..., ¢, } d’ensembles finis

Solution réalisable : sous-ensemble D C C' d’ensembles ¢; deux & deux disjoints
Solution optimale : sous-ensemble d’ensembles disjoints de taille maximum

A noter

approximation identique & celle de Max IS sous tout rapport

Min IDS

Minimum Independant Dominating Set, ensemble dominant stable minimum, N PO — ¢ [45]
et [57]), ~APX[)]

Description
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Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets & la fois stable et dominant

Solution optimale : solution réalisable de taille minimum

Déclinaison

MinWIDS : Min Weighted IDS, sommets pondérés, il faut minimiser la somme des poids
des sommets d’un ensemble dominant stable dans G

A noter

également appelé Min Mal IS Minimum Mazimal Independent Set, stable maximal mini-

mum (tout stable maximal étant dominant); non d-approximable & mieux que 0 [16]

Max CB

Mazimum Complete Bipartite-graph, sous-graphe biparti complet

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : deux sous-ensembles disjoints U; et U de V' qui forment un graphe
biparti complet i.e. tels que < Uy, Us >= Uy X U et < Uy, Uy >=< Uy, Uy >= 10

Solution optimale : sous-graphe biparti complet sur U; et Uy qui maximise |Uy| + |Us)|

Max Cut

Mazimum Cut, coupe maximum, APX — ¢ [74], APX 0]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V

Solution optimale : ensemble U de sommets qui maximise | <U, V\U > |
A noter

p- et d-approximable & 2 par LSA (optima 1-locaux, [11], chapitre 3)

Min FES

Minimum Feedback Edge Set, ensemble minimum d’arétes retour, APX ]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble d’arétes F' C E tel que tout cycle de G emprunte au

moins une aréte de I
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Solution optimale : ensemble d’arétes retour F' de taille minimum
Déclinaison

Min D FES (Min Directed FES): graphe orienté, APX — h [56]
A noter

d-approximable & 2 par LSA (optima 1-locaux, chapitre 4)

Min FNS

Minimum Feedback Node Set, ensemble minimum de sommets retour, APX — ¢ [12]
Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V tel que tout cycle de G emprunte au
moins un sommet de U

Solution optimale : ensemble de sommets retour F' de taille minimum

Déclinaisons

Min FNS — B: sommets de degré borné par B, J-approximable & (B + 2)/2 par LSA
(optima 1-locaux, chapitre 4)

Min D FNS (Min Directed FNS): graphe orienté, APX — h [56]

A noter

n’est pas ni dans GLO, ni dans GLO[d] (chapitre 4)

Min SC

Minimum Set Cover, couverture d’ensemble, “APX, -APX 0]

Description

Instance : une famille S = {s1, ..., s, ..., Sp} de sous-ensembles d'un ensemble fini C
Solution réalisable : une couverture de 'ensemble C' (i.e. un sous-ensemble S’ C S de sous-
ensembles d'union C')

Solution optimale : une couverture de taille minimum

Déclinaison

Min SC — B sous-ensembles s; de taille au plus B, d-approximable & B + 1 par LSA (op-
tima 1-locaux, chapitre 4)

Min SC — A les éléments ¢; apparaissent dans au plus A sous-ensembles

Min RSSC': les sous-ensembles s; sont tous de méme taille
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Min W SC': les sous-ensembles s; sont pondérés par des entiers pi, ..., py, il s’agit de déter-
miner une couverture S’ qui minimise la somme des poids des sous-ensemble dont elle est

constituée

Min HS

Minimum Hitting Set, ensemble transversal

Description

Instance : une famille C' = {cy, ..., ¢;, ..., ¢, } de sous-ensembles d’un ensemble fini S
Solution réalisable : un ensemble transversal (i.e. un sous-ensemble 7' C S qui contient un
élément au moins de chaque sous-ensemble ¢;)

Solution optimale : un transversal de taille minimum

A noter

approximation identique a celle de Min SC' sous tout rapport

Min C

Coloration Minimum, ~APX, APX[J]\PT AS[J] |32]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : une partition S = {Vi,...,V,} de I'ensemble V' des sommets en sous-
ensembles stables

Solution optimale : partition de taille minimum

A noter

d—approximable par LSA & 2 comme probléme de partitionnement héréditaire (optima 1-

locaux, chapitre 4)

Min TSP

Minimum Traveling Salesman Problem, voyageur de commerce, N PO — ¢ [72], APX[d] [70]
Description

Instance : (G(V, E),d) graphe simple arétes-valué

Solution réalisable : T' C E tel que T forme un tour sur V', de valeur la somme des distances
des arétes qui le constituent

Solution optimale : tour de colit minimum

Déclinaison
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MinATSP: les distances vérifient 'inégalité triangulaire, approximable & rapport 3/2,
APX —c [75]

MinTSPab: distances a valeur dans {a, b} pour deux réels a < b, approximable & 7/6 pour
a=1et b=2, d-approximable & 4/3 (chapitre 9)

A noter

d-approximable & 2 par LS A (voisinage 2 — opt, chapitre 4 et chapitre 8), d—approximable
a 3/2 [70]

Max TSP

Version maximisation du probléme précédent, APX, APX]IJ]

Approximation

Approximable & rapport 4/3 pour le cas non orienté, 63/38 pour le cas orienté, & 7/8 pour
le cas particulier bivalué Max T'SPab; p-approximable a 2 par LSA (voisinage 2 — opt,

chapitre 4) ; résultats différentiels identiques & ceux donnés pour la version minimisation

Problémes de programmation linéaire
Min PL{0,1}

Progammation Linéaire en {0,1}, NPO — ¢ [72], ~APX 0]

Description

Instance : une matrice A m x n a coeflicients dans Z, un vecteur b de N, un vecteur ¢ de
NG

Solution réalisable : un vecteur x de {0,1}" qui vérifie Az > b

Solution optimale : une solution z qui minimise ¢ - x

Version mazisation Min PL{0,1}: il faut maximiser ¢ - = sous contrainte Az < b; NPO —
c [21]; équivalent & Min PL{0, 1} en différentiel

A noter

non d-approximable & mieux que 0 (chapitre 6)

Max KS

Mazimum KnapSack, probléme de sac-a-dos, FPTAS [52], FPT AS[0]
Description

Instance : un ensemble X d’objets a valeur dans N¥|, pour chaque objet 2 un volume unitaire
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a, € N, une utilité unitaire ¢, € N et éventuellement une borne b, € N; une capacité b € N
(capacité du sac)

Solution réalisable : une affectation entiére des variables z telle que er x 0z < b

Solution optimale : une affectation réalisable qui maximise l'utilité ) ¢,

Déclinaison

Mazx KS(k): poids et utilités bornées par | X |¥ pour k constante universelle

Max KS{0,1} : les variables sont & valeur dans {0,1}

Version minisation Min K.S: il faut minimiser ¢ - x sous contrainte a - x > b; équivalent a

Mazx K S en différentiel.

Max S Sum

Mazimum Subset Sum, probléme de plus grand minorant, F'PT AS, FPT AS[0] (comme cas
particulier du probléme de sac-a-dos)

Description

Instance : une collection de n entiers aq, ..., a,, un entier b

Solution réalisable : une sélection = € {0,1}" des entiers a,...,a, dont la valeur totale
Yoy a; X x; n’excéde pas b

Solution optimale : une sélection réalisable qui se rapproche le plus de b

Version minimisation Min S Sum, probléme du plus petit majorant : il faut minimiser ¢ - x
sous contrainte a-x > b; admet également un schéma complet d’approximation en classique

[44], équivalent & Max S Sum en différentiel.

Problémes de logique
Max Sat

Mazimum Satisfiability, probléme de satisfaisabilité maximum, APX — ¢ [74]
Description

Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille C' = {cy,...,¢,,} de clauses
disjonctives sur l’ensemble des littéraux {z1,...,x,} U{Z1, ..., Tn}

Solution réalisable : une affectation des valeurs de vérité

Solution optimale : une affectation qui rende vraies un nombre maximum de clauses

A noter

p—approximable & 2 par LSA (optima 1-locaux [11], chapitre 6)
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Déclinaisons

Max k — Sat: chaque clause contient au plus k littéraux; APX — c [74], admet un PTAS
pour ses instances denses [8];

Max E — k — Sat : chaque clause contient eractement k littéraux, APX — ¢ (par réduction
4 partir de Max k — Sat), p-approximable a 1/(1 — 27%) [53], et ce ratio n’est améliorable
par aucune constante ¢ > 0 [49]

Max k* — Sat: chaque clause contient au moins k littéraux; approximable par LSA a
(2k+1)/2k (optima 1-locaux altérés, selon le critére Max N AE Sat, chapitre 6) pour k > 3,
par LSA & 4/3 pour k = 2 (optima miroirs 1-locaux chapitre 6, optima 1-locaux altérés [59])
Max W Sat: les clauses sont pondérées par des entiers pi, ..., oy, et il s’agit de trouver une
affectation T des valeurs de vérité qui maximise la somme des poids des clauses vérifiées par
T

Max W Sat : les variables sont pondérées par des entiers pq, ..., p, dont la somme est comprise
dans un intervalle [B,2B] (B dépendant éventuellement de n) et il s’agit de trouver une
affectation 7" des valeurs de vérité qui maximise la somme des poids des variables mises & 1
par T si T satisfait la formule, B sinon; APX — ¢ [28]; non d-approximable & mieux que 0,
indépendamment de ’ordre de grandeur des poids, et méme pour des ensembles de clauses
de taille k& pour k > 4 (chapitre 4.4.1)

Min Sat (il faut vérifier un nombre minimum de clauses) p-approximable & 2 [22], non J-
approximable & mieux que 0 (chapitre 6)

Mink — Sat (il faut vérifier un nombre minimum de k-clauses) est APX — ¢ [62] et p-
approximable & 2(1 — 1/2F) [22] pour k > 2; admet un PTAS pour ses instances denses
pour k = 2 [14]

Max k-NAE-Sat

Mazimum Not-All-Equal k-Satisfiability, APX — c pour k = 3 [74]

Description

Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille C' = {cy, ..., ¢} de clauses
disjonctives de taille k& sur I’ensemble des littéraux {x1,...,z,} U {Z1, ..., Zpn}

Solution réalisable : une affectation des valeurs de vérité

Solution optimale : une affectation qui place au moins un littéral vrai et un littéral faux dans
un nombre maximum de clauses

Déclinaisons
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Max Pos NAE — k — Sat: seuls les littéraux positifs x1, ..., x,, interviennent, équivalent &

Max C'ut sous tout rapport

Max k-CCSP

Mazimum k-ary Conjunctive Constraint Satisfaction, probléme de satisfaction de k-conjonc-
tions maximum, APX — ¢ [21]

Description

Instance: un ensemble X de variables bivalentes, une famille C' = {¢y,..., ¢} de clauses
conjonctives de taille k sur ’ensemble des littéraux {z1,...,z,} U{Z1,...,Tn}

Solution réalisable : une affectation des valeurs de vérité

Solution optimale : une affectation qui rende vraies un nombre maximum de clauses
Approximation

2k=1 pour toute constante k [80], & 1.165 pour k = 2 et & 2 pour k = 3;

p-approximable &
p-approximable par LSA 4 2¥ —1 (optima 1-locaux altérés [3]) pour k > 3, 4 2/3 pour k = 2
(optima miroirs 1-locaux altérés, chapitre 6) ;

Déclinaisons

Max E —k — CCSP : chaque clause contient ezactement k littéraux, admet un PT AS pour
ses instances denses [4]

Min3 — CCSP — 3: version minimisation et le nombre des occurences de chaque variable
est borné par 3, NPO — PB-complet pour la E-réduction et ne peut étre approché a n!'—¢

pour toute constante ¢ > 0 [61]

Min EQ

Minimum EQuivalence, probléme de satisfaction d’équivalences, APX — h [43]
Description

Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille £ = {ey, ..., €, } d’équivalences
du type l; = I; sur 'ensemble des littéraux {z1,...,x,} U{Z1,...,Zn}

Solution réalisable : une affectation des valeurs de vérité

Solution optimale : une affectation qui rende vraies un nombre minimum d’équivalences

A noter

approximable en O(logn) [43]; admet un PT'AS pour ses intances denses [14]
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Min E-k-Lin2

Minimum kary-Equations2, probléme d’équations k-aires sur Z/27Z

Description

Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille E' = {ey, ..., e,,} d’équations
linéaires k-aires & coefficients binaires sur X (du type x;, ® ... Dz, = b, p < k, b € {0,1})
Solution réalisable : une affectation des variables de l’ensemble X

Solution optimale : une affectation qui rende vraies un nombre minimum d’équations

A noter

admet un PT'AS pour ses intances denses [14]

Autres problémes

Min BP

Minimum Bin Packing, probléme de rangement en un nombre minimum de boites, APX,
PTAS[O]\FPTAS|0] [33]

Description

Instance : une collection de n objets x1, ..., x,, de volumes entiers ay, ..., an, n boites by, ..., b,
de méme capacité entiére b

Solution réalisable : une affectation x € {1,...,n}" des objets x; aux boites b; de sorte que
la somme > -7 | a;, des volumes des objets x;,, ..., zj, Places dans chaque boite b; n’excéde
pas la capacité b de la boite

Solution optimale : une affectation réalisable qui minimise le nombre de boites utilisées

A noter

d—approximable par LSA & 2 comme probléme de partitionnement héréditaire (optima 1-

locaux, chapitre 4)

Min MS

Minimum Multiprocessor Scheduling, probléme d’ordonnancement multiprocesseurs, PT AS [51]
Description

Instance : n taches z1, ..., z, de durées d’exécution entiéres pi, ..., p, (durées indépendantes
de la machine sur laquelle les taches sont exécutées), m machines My, ..., M,

Solution réalisable : toute répartition « € {1, ..., m}" des taches x; sur les machines Mj, ..., My,

de sorte que chaque tache soit exécutée une et une seule fois
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Solution optimale : une répartition qui minimise le plus long temps d’exécution des ma-
chines, le temps d’exécution d’une machine étant donné par la somme Zf 7, pj; des temps
d’exécution des taches z;,, ..., Tj, qui lui ont été confiées

A noter

p—approximable par LSA & 2 — 1/m et d—approximable par LSA a m/(m — 1) (optima

1-locaux, chapitre 4)
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Annexe B

Guide des définitions

B.1 Les fondements

NPO (paragraphe 2.1.1) - un probléme II de N PO est un quadruplet (I1y, Solry, myr, optrr)
qui vérifie:

(1) Iy est reconnaissable en temps polynomial en |I|
ii') 3 pr polynoéme t.q. VI € Iy, Soly(I) C {0, 1}n(iD),

.
(iii

) VI, Vs, décider si s est réalisable pour I est polynomial en || ;
(iv) mp : In x Solp — N est calculable en temps polynomial en |/] ;
)

(v

(vi

optyy € {min, max}.
VI € Iy1, on sait déterminer une solution ¢riv(I) en temps polynomial en |I|.
Valeurs remarquables (51;(7) et wi(I) (paragraphe 2.1.2) - soient IT un probléme de N PO

et I I'une de ses instances:

valeur optimale Bu(l) = optusesonnimu(l,s)}

valeur d’une pire solution wn(I) = optyego,pnimu(l, s)H1

Quantités remarquables suppy; (/) et diamy(I) (paragraphe 2.1.2) - soit IT un probléme

de NPO et I 'une de ses instances:

le support suppp(I) = |[{mn(l,s) : s € Sol(I)}|
le diamétre diamp(I) = lwir (L) — Bu(1)].

Problémes polynomialement bornés NPO-PB (paragraphe 2.1.2) - un probléme II de
N PO est dans la classe N PO — PB s’il existe un polynome ¢y tel que:

VI € I, max{wn(f),ﬂn(f)} < qn(|f|)

1. VIl € NPO, (optn = max = opt; = min) A (optnm = min = opt; = max)
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Rapports d’évaluation (paragraphe 2.3) - la performance d'un algorithme approché A
sur une instance I d’un probléme II de N PO est donnée par les rapports, respectivement
classique p{i(I) et différentiel 63 (I):

et 64 (I) =

oy = [ PaDaD) s optn = ma. |
1 Br(l)/Aa(l) si  optg = min wii(I) = ()’

la performance de A pour II, en classique pﬁ et différentiel 6%, est alors donnée par:
A _ A A _ 3 A
P = Ilenlfn{PH(I)} et o (IT) = 1161112{511 (1)}

Limites des classes (paragraphes 2.6.2 et 2.6.3) - soient X et Y deux classes de problémes

de NPO et X une réduction préservant ’appartenance & X, on définit les trois classes

suivantes :
problémes Y-complets Y-c = {[leY /VII' €Y, II' x* I},
problémes Y -difficiles Y-h = {I1 /VII' €Y, II' oV 1T},
fermeture de Y Y o= {le NPO /3" € Y, Hxx*IT'}.

B.2 Les classes
B.2.1 Classes d’approximation

PO - un probléeme II de NPO est dans PO s’il existe un algorithme polynomial A qui

résoud II & 'optimum.

A PX][R] (paragraphe 2.4) - un probléme II de NPO est dans APX|[R] s’il existe un algo-

rithme polynomial approché A pour II et une constante ¢ dans |0, 1] tels que “R4(IT) > r(”.

Schéma d’approximation (paragraphe 2.4) - un schéma d’approximation pour II est une

famille d’algorithmes approchés (A, )o<r<1 qui vérifie “Vr € [0,1[, R4, (II) > 7.

PTAS|R] (paragraphe 2.4) - un probléme Il de NPO est dans PTAS[R] s’il admet un

schéma d’approximation (A;)o<,<1 dont la complexité C vérifie:

VI, ¥r, C(A-(I)) = pr(|I]) (le degré de p, dépend de r).
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B.2.2 Classes définies par la logique

Max NPy (paragraphe 2.5) - un probléme II de maximisation de NP est dans Max N Py s'il
existe deux types similaires finis 7 et S, une formule ¢ du premier ordre sans quantificateur

et deux constantes k et £, tels que les optima de II peuvent étre exprimés sous la forme:
Bu(l) = max|{z € UM / 3y € U", 6(1,8,,9)}]

ol [ est une Z-structure finie d’univers U et S une S-structure finie de méme univers U.

Mazx SNP (paragraphe 2.5) - un probléme II de maximisation de N PO est dans Max SN Py
s'il existe deux types similaires finis 7 et S, une formule ¢ du premier ordre sans quantifi-

cateur et une constante k, tels que les optima de II peuvent étre exprimés sous la forme:

ﬂH(I) = mSE}XH.T eU* / ¢(Iv va)}’

ou I et S sont respectivement une Z et une S-structures finies d’univers U.

Max SNP et Max NP (paragraphe 2.5) :

Maz NP = Maz NPy et Maz SNP = Maz SNP,.

B.2.3 Classes d’approximation locale

GLOIR] (paragraphe 3.2) - soit R une mesure d’approximation, un probléme I de N PO est
dans la classe GLO[R] s'il existe une constante h, une constante r € ]0,1] et un voisinage
V h-borné pour Il tels que 1’on sait pour toute instance déterminer des optima locaux

relativement & V en temps polynomial et qui vérifient :
VI € Iyy, Vs € Soli(I), § optimum local relativement & V = Rp([,3) > r.

CGLOIR)] (paragraphe 6.2) - soit R une mesure d’approximation, un probléme IT de N PO
est dans la classe CGLOIR] §'il existe une constante h, une constante r € |0,1] et un
voisinage V miroir h-borné pour Il tels que 1’on sait pour toute instance déterminer des

optima locaux relativement & V en temps polynomial et qui vérifient :
VI € Iy, Vs € Soli(I), § optimum local relativement & V = Rp([,$) > r.

G GLO|R] (paragraphe 6.2) - soient II = (opt, I, Solir, mir) un probléme de N PO et une

fonction my; : Iy x Solp(I) — N, on dénote par II' = (optr, It1, Solyr, my;) le probléme
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altéré associé a Il et mj;; soit R une mesure d’approximation, un probléme II de N PO
est dans la classe GGLO|R)] §'il existe une constante h, une constante r € ]0, 1], un voisinage
V h-borné pour II et une fonction my; calculable en temps polynomiale en |I| pour I € Ity
tels que 'on sait pour toute instance I déterminer des optima locaux relativement a V et

mj; en temps polynomial et qui vérifient :
VI € I, § € Solr(I) optimum local de II' relativement &4 V = Rp(I,3) > r.

GCGLO|R] (paragraphe 6.2) - soit R une mesure d’approximation, un probléme II de
NPO est dans la classe GCGLO[R] sl existe une constante h, une constante r € ]0, 1], un
voisinage V h-borné pour II et une fonction my; calculable en temps polynomial en |I| pour
I € Ir1 tels que 'on sait pour toute instance I déterminer des optima locaux relativement a

V et m{; en temps polynomial et qui vérifient :

. ~
VI € In, Vs € SolH(I),{ m(1, 5) - mu (1, 5)

Do
vs' € V(I,s) miy(I,3) }:‘ Bn(,5) =7

PLS (paragraphe 5.1) - un couple (II,V) ou II est un probléme de N PO et V une fonction

voisinage sur II est un probléme de PLS §’il existe un algorithme Cp; qui vérifie:

PLS1 dpy polynoéme / Cr(I,s) de complexité au pire des cas p(|I]) ;
s si s optimum sur V(I, s),

PLS2 VI € I, Vs € Soln(I), Cn(l,s) =
o 7 € SolnD), Cull, <) {tGV(IaS)/mH(I,t)>-mH(I,s)sinon.

B.3 Réductions

Réduction polynomiale (paragraphe 2.6.1) - une réduction polynomiale d'un probléme IT
a un probléme II' de N PO est la donnée d'un couple R = (f, g) de fonctions polynomiales
en |I| pour I € Iy définies par:

f: In — oIy, g Solyy (f(Ir)) — Soly,
I — T s e Soly (f(I)) — s € Solp(I).

B.3.1 Propriétés remarquables

Réduction monotone (paragraphe 2.6.1) - une réduction R = (f, g) est monotone si elle

vérifie pour toute instance I € Iy et tout couple de solutions (s, s5) € Solyy (f(I)):

v (£(1),81) = v (f(I), 85) = vn(l, 9(s1)) = vn(Z, g(s5))-
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Réduction surjective (paragraphe 2.6.1) - une réduction R = (f,g) est surjective si elle

vérifie pour toute instance I € Iy “Solr(I) = g(Solw (f(1)))”.

Réduction bijective (paragraphe 2.7.2) - une réduction R = (f, g) est bijective si et seule-

ment si pour toute instance I € I, 9|50, (f(1)) €St une bijection de Solyy (f(I)) sur Soln(1).

Réduction de voisinage (paragraphe 3.5.1) - une réduction R = (f,g) entre deux pro-

blémes II et II' de N PO est une réduction de voisinage si elle vérifie:

Vh' € N, VYV’ voisinage h'-borné sur f(I), 3h € N, 3V voisinage h-borné sur I /
VI € I, V5 optimum sur V(I,§), 3§ optimum sur V'(f(I)§) t.q. mn(Z,3) = mu(I, g(3)).

Réduction strictement monotone (paragraphe 3.5.1) - une réduction (f,g) est stric-

tement monotone si elle vérifie pour toute instance I € Iy et tout couple de solutions

(s',t) € Sol (f(I)):
muy (f(1), ') = muw (f(I),s') = mu(l,g(t") = mn(l,g(s)).

Réduction voisinage-surjective (paragraphe 3.5.1) - une réduction (f,g) est voisinage-

surjective si et seulement si elle vérifie:

YV’ voisinage h'-borné pour II', 3V voisinage h-borné pour I t.q.
VI € In, Vs' € Solw(f(1)), g(V'(f(I),s)) CV(I,g(s)).

B.3.2 Réductions remarquables

A-réduction (paragraphe 2.6.1) - soient II et IT" deux problémes de N PO, on dit que II se
A[R1,R2 . . .
A-réduit & TU et on note T 5 'IT' ¢'il existe une réduction R = (f,g) et une fonction

c:1[0,1] — [0, 1] qui vérifient pour deux mesures d’approximation R1, R2 € {p,d}:

Al c(r)y=0 = r=0
A2(R1,R2) VI € I, Vs € Soly (f(I)), Rl (f(I),s") > r = R2n(1, g(s")) > c(r).
P-réduction (paragraphe 2.6.1) - soient II et IT' deux problémes de N PO, on dit que II se
P[R1,R2
P-réduit a I’ et on note II [ ol }H’ s’il existe une réduction R = (f,g) et une fonction

¢ :10,1] — [0, 1] qui vérifient pour deux mesures d’approximation R1, R2 € {p,d}:

P1 cr)=1=r=1
P2(R1,R2) VI € I;,Vs' € Soliy (f(I)), R2rp (f(I),s") > ¢(r) = Rlp(L,g(s")) > r.
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L-réduction (paragraphe 2.6.1) - soient II et II' deux problémes de N PO tels que opty; =
opty, on dit pour les rapports classique et différentiel que II se L-réduit (resp. se L[d]-réduit)

L Lis . .
a Il' et on note IT o IT" (resp. 1T o[c] IT') s’ils vérifient pour deux constantes ; > 0 et ag > 0

L1 VIeln, puw(fI)) <aifu(l) (resp. diampy (f(I)) < apdiamp (1))

L2 VIeln, Vs'e€Solw(f(1)), Imu(l,g(s")—pull)| < azlm (f(1),s)—Buw (f(I))].
Réduction continue (paragraphe 2.7.1) - soient II et II' deux problémes de N PO tels que
optyr = optyr, une réduction continue de IT & IT’ est la donné de trois fonctions f de Iy dans
I{;, g de Solyy f(I) dans Solyr et ¢’ de Solyr dans Soly (f(I11)), toutes trois polynomiales
en |I], et qui vérifient pour quatre constantes a > 0, b > 0, a’ > 0 et ¥’ > 0 les propriétés

suivantes :

Cl1 VI € Iy, Vs € Soln(1),
(£, /(5) {
02 VI € In,Vs' € Soln(f(I)),
mn(T,g(s)) { 5

1/a xmu(I,s) —b sioptip = max
1/a x mn(l,s)+b sinon

IN IV

1/a" x mupy (f(I),s') — b  sioptn = max
1/a" x muy (f(I),s') +b  sinon
Réduction continue différentielle (paragraphe 2.7.1) - une réduction continue entre deux
Clé
problémes II et II' de N PO sera dite continue différentielle et notée II o[c] si elle vérifie
les propriétés supplémentaires suivantes :
axa =1 (réduction d’ezpansion 1)

C3 VIely, wp(f(I) >1/axwn(I)—>b (resp. < 1/a x wi(I) +b).
Réduction affine (paragraphe 2.7.2) - soient II et II' deux problémes de N PO, on dit que
Il se AF-réduit a IT et on note TI ‘5 IT s'il existe de T a IT une réduction R = (f,9) qui
vérifie:

AF1 TR surjective
AF2 VIiely, 3K;e R, ke R* (k; > 0 si opty = optyy, kr < 0 sinon) t.q.
vs' € Solr (f(1)), mw (f(I),s") = krmu(Z, g(s") )+ K.
Réduction fortement affine (paragraphe 2.7.2) - une réduction fortement affine entre deux
problémes II et II' de N PO, notée 2w , est une réduction R = (f,g) affine bijective;
s’il existe deux réductions fortement affines, 'une de II & II', l'autre de IT' & II, on notera

T et les problémes II & IT' seront dits affinement équivalents.
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LOC-réduction (paragraphe 3.5.1) - une réduction R = (f, g) entre deux problémes II et
IT" de NPO est une LOC-réduction si elle vérifie les propriétés suivantes (on note pour toute

instance I de Iy I' = f(I)):

a) VI € Iy, 3Sw (I") C Solyy (I') t.q.
i) surjectivité :  g(St(I')) = Soln(I)
1)  monotonie partielle :

vs' '€ Sw ('), muw(I',s") < muw (I',t') = mn(l, g(s")) < mu(L, g(t'))

b) Vh' constante, 3h constante t.q.

i11) localité : YV’ voisinage h’-borné pour II', 3V h-borné pour II vérifiant
VI € I, Vs € Spp(I'), gV'(I',s") N Sw(I') CV(I,g9(s"))

iv) dominance: Vt' € Sp(I'), t' optimum sur St/ (1) N V'(I',t') = t' optimum sur V'(I',t')

LOC’-réduction (paragraphe 3.5.1) - une LOC’-réduction d’un probléme IT & un probléme

IT' est une réduction R qui vérifie:
(i) R surjective, (ii) R strictement monotone, (#i7) R voisinage-surjective.

G-réduction (paragraphe 3.5.2) - soient II et II' deux problémes de N PO, on dit que II se
G[R1,R2 . . . . . .
G-réduit a I’ et on note II [ x ]H’ s’il existe trois fonctions f, g et ¢ qui vérifient pour

deux mesures d’approximation R1 et R2:

(1) (f,g,¢) estune A[R1, R2]-réduction,

(i)  (f,g) est une réduction de voisinage.
PLS-réduction(paragraphe 5.1) - soient (II,V) et (II',)’) deux problémes de PLS, une
PLS-réduction R = (f,g) de (IL V) a (I, V'), notée (IL, V) & (I, V'), est une réduction

de IT & IT" qui vérifie pour toute instance I € Iy et toute solution s’ € Sol (f (1)) :

s" optimum sur V'(f(I),s’) = g¢(s') optimum sur V(I, g(s')).

B.4 Les principes locaux

Voisinage (paragraphe 3.1.2) - soit II un probléme de N PO, un voisinage sur II est une
fonction V : Iy x Solrp — P(Solyy) qui a toute solution s € Solyp(I) de toute instance I € Iy
associe un sous-ensemble V(I,s) C Soly(I) de solutions de I contenant s, de taille au plus

py(|I]) ol py est un polynome.
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Optimum local (paragraphe 3.1.1):
§ optimum local de I relativement a V < Vs € V(I,5), mu(Z,5) = mu(Z,s).

Voisinages h-borné (paragraphe 3.1.2) - soient IT un probléme de N PO et h une constante,
le voisinage Vﬁ h-borné pour II est défini en toute solution s comme ’ensemble des solutions

au plus h-distantes de s:
Vh, VI € Iy, Vs € Soly(I), VE(I,s) = {t € Soly(I) / d(s,t) < h} ;

un voisinage V : It X Solg — Soly est un voisinage miroir h-borné s’il existe un voisinage

h-borné W tel que

VI € Iy, Vs € Soln(I), V(I,s) = W(I,s) UW(I, ).

B.5 Problémes particuliers

Propriété héréditaire et anti-héréditaire (paragraphes 4.1.1 et 5.2.3) - une propriété P
est héréditaire (resp. anti-héréditaire) sur un ensemble Z si elle vérifie
PO) AN V(X)Y)/XCYCZ PY)= PX)
resp. P(Z) N V(X,)Y)/XCY CZ P(X)=PY).
Probléme héréditaire et anti-héréditaire (paragraphe 5.2.3) - soit II un probléme de
NPO; II est un probléme héréditaire (resp. anti-héréditaire) s’il existe une propriété
héréditaire (resp. anti-héréditaire) P telle que toute instance I de II revient & résoudre un
probléme du type:
fu(l) = max{a(Y),Y € X/P(Y)},
resp. fn(l) = min{a(Y),Y C X/P(Y)}.
ol « est une fonction d’évaluation des ensembles de type cardinalité, somme des poids, poids

maximum, poids moyen...

P-partition (paragraphes 4.1.1 et 5.2.3) - soit P une propriété et X un ensemble, une P-
partition de X est un ensemble S = {V1, ..., V,} de sous-ensembles de X qui vérifie les trois

propriétés

q
ylvz-:X, Vij=1,.q, i#j=VinV;=0 et Vi=1,..,q, P(Vi).
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Probléme de partitionnement héréditaire (paragraphes 4.1.1 et 5.2.3) - soit IT un pro-
bléme de N PO dont les instances sont la donnée d’un ensemble X et éventuellement d'une
valuation p : X — N des éléments de X ; II est un probléme de partitionnement héréditaire
s’il existe une propriété héréditaire P telle que toute instance I de II revient & résoudre un

probléme du type:
q
Bru(I) = min{z a(Vi) | S ={W,...,V,;} P-partition de V'}
i=1

ol « est une fonction d’évaluation des ensembles de type indicatrice notée ||, poids maximum,

poids moyen...
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Résumé

Cette thése s’inscrit dans le cadre de lapproximation polynomiale au pire des cas des pro-
blémes difficiles d’optimisation combinatoire qui se donne pour double objectif de fournir en temps
polynomial des solutions de qualité garantie au sens des mesures classique rapport & l'optimum
ou différentielle chemin relatif parcouru depuis la pire solution vers 'optimum. Nos recherches se
concentrent sur deux aspects: la mesure différentielle qui est un outil d’évaluation des solutions et
I’optimalité locale qui désigne un type de solutions. S’il propose un algorithme & rapport différentiel
constant pour MinTSPab, ce travail s’attache essentiellement, non pas & déterminer des solutions
particuliéres remarquables (données a posteriori par un algorithme spécifique), mais & reconnaitre
les problémes dont les optima locaux (définis a priori par le voisinage) sont tous de qualité. Les
structures qui nous intéressent désignent comme voisinage d’une solution ’ensemble des solutions
qui lui sont au plus h-distantes (voisinages h-bornés), éventuellement élargi aux solutions complé-
mentaires (voisinages miroirs h-bornés), pour une constante h. L’optimalité locale peut ensuite étre
définie relativement & la fonction objectif ou & un autre critére alors appelé objectif altéré. Selon
les modalités considérées, les problémes Max Sat et MinT'SP(k), respectivement pour les rapports
classique et différentiel, garantissent la qualité de leurs optima locaux ; en revanche, Min FES ad-
met des optima locaux arbitrairement mauvais pour les deux rapports; enfin, les optima locaux de
Max 2 — CCSP assurent un rapport classique de 1/3 mais ne pourront jamais faire mieux. C’est ce
type de résultats que nous proposons dans ce document, positifs, négatifs ou limites, accompagnés
d’une réflexion sur la définition et ’accessibilité des optima locaux d’une part, sur la richesse et les
difficultés de 'approximation différentielle d’autre part.

Abstract

In the field of worst-case approximation of N P-hard problems, one aims to devise polynomial
time algorithms achieving a good evaluation of the solutions whose value is a constant times the
value of the optimal one (usual framework), or, in the differential approximation, solutions for which
their distance from the worst solution value is constant times the distance between worst solution
value and optimal value. This thesis focus on two main notions: the differential ratio which is a
way of evaluating the solutions quality and the local optimality which refers to a special kind of
solutions. The main purpose of this work is the evaluation of the ability of N P-hard problems to
guarantee the quality of their local optima. We impose the neighbourhood of a given solution to
be bounded (h-bounded neighbourhoods), or/and to contain the complementary solutions (relaxed
h-bounded neighbourhoods), where h is a constant. Local optimality can be defined according to the
objective value (oblivious optima) or according to another objective value (non oblivious optima). For
instance, Max Sat and MinTSP(k) problems have guaranteed local optima, for the usual and the
differential ratios, respectively ; on the other hand, we show that there exist problems as Min FN.S
admitting arbitrarily bad local optima for any measure. Finally, the local optima of Max 2 —-CCSP
for the relaxed 1-bounded neighbourhood are 1/3 to the optimum value, and this ratio cannot be
improved by any relaxed h-bounded neighbourhood. This document contains also some thoughts on
the definition and the tractability of the local optima as well as on the difficulties and the relevance
of the use of differential measure.



