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�-oqp�o}n Ç Î~É�Ð�¿�ÂaÃ�ÐÆÅÇÀ�tÁµ(t�À*Ð�Â~Í oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���

�-o}n
GLO

ÀcÄãÂ~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÔÏÐ oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���
�-o}n-oqp ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐÈt ÑâÊÒÎ~ÑâÊÒÐ�ÀlÄÆÅ ÂWÍlÅ Â~ÐÒÐ�À

CGLO[R]
o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo;pN���

�-o}n-o}n º ìkÄÌÑqteÂeÂaÅâÄÒÔlÊÒÔÏÐ�ÀlÄ
GGLO[R]

o&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo;p�pN�
�-o}n-o}� É Ñ'��Âaú�À�Î~É

CGGLO[R]
o&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo;p�pNn

�-o}� á ÔÏÍlÅâÑâÃ�ÂaÑÇÐÒÎ~Ã�¿kÀÏÐªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿kÀ�Ð�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔGteÂ¶�nÑqt¥É#t ÀlÃ
GLO

oGo&o&oGo&o&oGo;p�pN�
�-o}�-oqp � Ã�À�Î~ìkìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ�ìkÅâÉ�ÐÆÀlÃnÄÌÊÒÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÑTzïÉ�À�ÀlÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ oGo&o&oGo;p�pN�
�-o}�-o}n

MaxSat
ÀlÄ
CGLO

oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o;p�pN�
�-o}�-o}�

Maxk − Sat
ÀlÄ
GLO

o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o;p�pN�
�-o}�-o �

Maxk − Sat
ÀlÄ
CGLO

o&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o;p�pN�
�-o}�-o}�

MaxNAE k − Sat
ÀlÄ
GLO

oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oCp�pN�
�-o}�-o}�

Maxk − Sat
ÀlÄ
GCGLO

o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oCp�pN�
�-o � r ÀÏÐÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿kÀ�Ð�ÂaÄÌÑÇÐy�{Â~ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ¿kÀ�ÍÏÎ~ÃIÄÌÊ�ÂaÑâÃIÄÒÀÏÐãÍÏÎ~Ã$�ÌÎ~Ã�ÍlÄÌÑâÁ�ÀÏÐ o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;p�pN�

�-o � oqp � ÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿[Ñ � ÍlÑâÅÇÀ o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;p�pN�
�-o � o}n ­ ÀlÊÒÐªÅÇÀ pËÊ¶� ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ oqoqoDo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pNn�n

ÁnÑâÑ



�-o � o}� � ìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�� pËÊ$�Yo&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pNn��
�-o}� r Ñqt ÑâÄÒÀÏÐã¿kÀ�Å�w ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�À

GLO
oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pNn@u

�-o}�-oqp pËÊ$� � ÅÇÀGt�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊã¿kÀ CGLO ìPÎ~ÉkÊ Max 2− CCSP
o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oCpNn@u

�-o}�-o}n pËÊ$� � ÅÇÀGt�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊãÀÏÐÌìPÎ~ÑâÊ�¿kÀ CGLO[δ]
ìPÎ~ÉkÊ

Max 2− CCSP
o&o&oGo&o&o&oCpNn��

�-o}�-o}� pËÊ$n � ÅÇÀGt�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊã¿kÀ GLO ìPÎ~ÉkÊ MaxNAE 2− Sat
o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oCpN���

�-o}�-o � pËÊ$� � ÅÇÀGt�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊãÀÏÐÌìPÎ~ÑâÊ�¿kÀ GLO[δ]
ìPÎ~ÉkÊ

MaxNAE 2− Sat
o&o&oGo&o&oGo;pN�-p

�-o}� ë ÔÏÍ¯ÂaìkÑâÄÌÉkÅ ÂaÄÌÑ'�°¿kÀÏÐªÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN�-p

m �OüIñ|éqÞ�öêÛ�à?×qÜ ñ|Ö�×�Ü
GLO[δ]

Ù�ö
APX[δ]

j�«<«
u�oqp á ÂaÃ�ÐªÅÇÀÏÐÆú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐ oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���

u�oqp�oqp ë Ôlú�ÉkÅ ÂaÊÌÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃóìPÎ~ÉkÊÆÅ ÂWÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ*¿iw ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN�6�
u�oqp�o}n á ÔlìPÎ~Ã�¿kÔlÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ìPÎ~ÉkÊÆÅ Â ÍÏÎ~ÉkÁ�ÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ*¿iw ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���
u�oqp�o}� á ÔlìPÎ~Ã�¿kÔlÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ìPÎ~ÉkÊÆÅ Â ÍÏÎ~ÉkÁ�ÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ*¿kÀ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���
u�oqp�o � � ÉkÄÌÊÒÀÏÐªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐãÐÒÑ't ì�ÅâÀÏÐ�¿�ÂaÃ�ÐÆÅÇÀÏÐªú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐ o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;p(���

u�o}n r ÀÏÐÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿kÀ�ÅÇÎ~ú�ÑTzïÉ�À o&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;p(� p
u�o}n-oqp � ÉkÄÒÎ~ÉkÊ�¿kÀ

MinEQ
o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo;p(� p

u�o}n-o}n � ÉkÄÒÎ~ÉkÊ�¿kÀ
MaxNAE Sat

o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o;p(���
u�o}n-o}� á ÀlÃ�ÐÒÀ�Î~ÉVì�Â~Ð�¿kÀlÃ�ÐÒÀ | o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;p(���

u�o}� ´ Î~Ã�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���

��� Ì�ÍÎ�ÐÏ@¤�ÑÒ¢�Ó<�¡ÍÎÔ�¦ÖÕÅ¤<×Ø CÙÅÍ<¦¨ÏDÔ�Í?¥-¤Ø�¡�¡Í Ï�¥-Í Ú>ªØÛ

¾ À Ù:�Pà�Ü?ÖkØ?ÙIéqçeñ|ÙóÞ�àPþBþRÙIçhÞïÙ j ²<³
�-oqp Ý zIÉkÑâÁ�ÂaÅÇÀcÃ�ÍlÀÏÐãÐÒÎ~É�ÐªÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���

�-oqp�oqp r À�Í¯Â~ÐÈt�ÔlÄÌÊÌÑTzïÉ�À oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���
�-oqp�o}n ø ÀÏÐãÂ~ÍÏÎ~ÅâËIÄÒÀÏÐ o&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���
�-oqp�o}� r À�Í¯Â~ÐÈskÑâÁ~ÂaÅâÉ�Ô o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN��n
�-oqp�o � r À�Í¯Â~ÐÆú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅ o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN��n
�-oqp�o}� á É

TSP
ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À�ÂaÉ

TSP
¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃnÄÌÑÇÀcÅ o&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o;pN���

�-o}n ë ÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐÆ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���
�-o}n-oqp � ìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ*¿[ÉóÍ¯Â~Ðªú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅÞ� pËÊ$nbo&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���
�-o}n-o}n � ìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀÏÐÆÍ¯Â~Ð 7(���8��BL�90 ÀlÄ �/0�%q�NI��3���(������.(� 087 o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN�@u
�-o}n-o}� r À

TSP
ÂaÉ$��Î~ÉkÊÒ¿iw äIÉkÑ oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo;pN���

ÁnÑâÑâÑ



�-o}� ë ÔÏÍ¯ÂaìkÑâÄÌÉkÅ ÂaÄÌÑ'�°¿kÀÏÐªìkÊÌÑâÃ�ÍlÑâì�ÂaÉ-�VÊÒÔÏÐÒÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ o&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN���
³

δ−
Ö#�Þ�qçaà�h�Û«þRÖ[öêÛ�à?× ñ�é

TSPab ß «;à-¯ j m j
�-oqp r w ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#teÀ o&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pËu�p

�-oqp�oqp r À n xvÍÏÎ~ÉkìkÅ Âaú�À*ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅ o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pËu$n
�-oqp�o}n 
 Ê�Ôcì?ÂaÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã��WÅ ÂWÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿[ÉVÄÒÎ~ÉkÊ oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pËu$�
�-oqp�o}� r ÂWÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pËu$�
�-oqp�o � Ý Á�ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ�Å ÂWÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

T̃
oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pËu$�

�-oqp�o}� Ý Á�ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ�Å�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pËu�u
�-oqp�o}� Ý Á�ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿iw ÉkÃ�À�ìkÑâÊÒÀ�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã o&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pËu�u

�-o}n á Ã�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÅâÑqt ÑâÄÒÀ o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo;pN��n
j�Æ ÝXÙïçaÜN�°ÙïÞ�öêÛK�PÙïÜ j ¾C²
è æ é|Û�ñ|Ù ñ|ÙïÜÁ�|çhà>Â|Ú+ÃIþBÙïÜ çaÙI×qÞ�à?×Pö¯çaüïÜ j ³ «
÷ æ é|Û�ñ|Ù ñ|ÙïÜ�ñ|ü@â
×qÛ�öêÛ�à?×qÜ l Æ ²

ã oqp`r ÀÏÐ"��Î~Ã�¿kÀ(t�ÀlÃIÄÒÐ o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n����
ã o}när ÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n����

ã o}n-oqp ´ Å Â~Ð�ÐÒÀÏÐÆ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[Ñ'teÂaÄÒÑâÎ�Ã o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n����
ã o}n-o}n ´ Å Â~Ð�ÐÒÀÏÐÆ¿kÔ�~�ÃkÑÇÀÏÐÆì�ÂaÊÆÅ ÂWÅÇÎ~ú�ÑqzIÉ�À o&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n��@u
ã o}n-o}� ´ Å Â~Ð�ÐÒÀÏÐÆ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[Ñ'teÂaÄÒÑâÎ�ÃóÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n��@u

ã o}� ë ÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n����
ã o}�-oqp 
 Ê�Î~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ�ÊÒÀ(teÂaÊ/zïÉ�Â6skÅÇÀÏÐ o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n����
ã o}�-o}n ë ÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÆÊÒÀ(teÂaÊ/zïÉ�Â6s�ÅâÀÏÐ o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n����

ã o �år ÀÏÐÆìkÊÌÑâÃ�ÍlÑâìPÀÏÐ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n-p�p
ã o}� 
 ÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐãì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊÒÐ oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo&o&oGo#n-pNn

÷ Û+Â|Ú«Û�à�Ø?çhÖ#��ßqÛ�Ù l;j ²

Ñ'�



�



æ g�a gçféè�dPg�a gÖêìëéí

º ÃxÂVìPÀlÉ¡î«Î~Ã�ìkÊÒÀlÃ�¿RìPÀlÉ>ï�Å�w ÎIÍÏÍ¯Â~ÐÌÑÇÎ~Ã®¿kÀeÊÒÀ(t�ÀlÊÒÍlÑÇÀlÊ¥ÅÇÀÏÐ*ú�ÀlÃ�Ð3zIÉkÑ ìPÎ~ÉkÊÌÄ�ÂaÃIÄ2ÐÒÎ~ÃnÄ�Åð� � ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÀìkÊÒÀlÃ�ÂaÃIÄÒÀ�¿kÀWÁïÎ~ÄÌÊÒÀWÁIÑÇÀ � ÅÇÀÏÐ�ú�ÀlÃ�Ð{�ñzIÉkÑ
Î~Ã
“
�Á�$�K%T0

”
ÄÒÎ~É�Ð�ÅÇÀÏÐR��Î~ÉkÊÒÐ � ÍÏÀlÉ-�DzïÉ�w Î~ÃBÂVÂaÉ0ÄÒÔlÅÇÔlìkä�Î~Ã�À

Í�ä�Â$zIÉ�À ÐÒÀ(teÂaÑâÃ�À � ÍÏÀcÉ#�Ex{Åð�WÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀGzIÉ�ÀXÅ�w Î~Ã%ÁïÎ~ÑâÄ"zIÉ�ÀlÅTzïÉ�ÀÏÐªÐ�Î~ÑÓÊ�Ð�ÀlÄÆÍÏÀlÉ-�Ex{Åð�WÀlÃ-~�Ã:�MzIÉkÑ
Å�w Î~Ã%ìPÀlÃ�ÐÒÀ
ÐÒÎ~ÉkÁïÀlÃIÄ�ò�ÅÇÀÏÐ°ú�ÀlÃ�Ð�zïÉ�ÀªÅ�w Î~ÃeÍlÊÒÎ~ÑÇÐÒÀÆÄÒÎ~É�Ð°ÅÇÀÏÐ;�ÌÎ~ÉkÊÒÐ � ÅÇÀÏÐ Â6t ÑÇÐ ¿kÉ�zïÉ�Î~ÄÌÑÇ¿[ÑÇÀlÃ � ÅÇÀÏÐ°ìkÊÒÎIÍ�ä�ÀÏÐt¿kÀªÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐskÊÒÀ��#ò�ÂaÉ�ÐÒÐÌÑ
ÑâÃ�¿kÔlìPÀlÃ�¿�ÂaÃnÄ2ÀlÄ�ì�ÂaÊy�«Î~ÑÇÐ*¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃIÄ3zïÉ�À Å�w Î~ÃRìkÉ�ÑâÐ�ÐÒÀ·µlÄÌÊÒÀ � Î~ÃRÁnÑâÄ�ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ3�%ìkÅâÉ�ÐÌÑÇÀlÉkÊÒÐÀlÄ%Ê�ÂaÊÒÀ(t�ÀlÃIÄ � ÄÌÊÒÎ~ìEÊ�ÂaÊÒÀ(t�ÀlÃIÄ � Î~ÃEìkÊÒÀlÃ�¿ ÅÇÀ<ÄÒÀ(t ì�ÐV¿kÀ<ÄÒÔ(t�Î~Ñâú�Ã�ÀlÊ:��ÍÏÀÏÐVÍÏÎ$t ìkÅâÑÇÍÏÀÏÐ � ÍÏÀÏÐVÂ6t ÑÇÐ �ÍÏÀÏÐ ÍÏÎ$t ì�Âaú�Ã�Î~Ã�ÐóÑâÃ�¿[ÑÇÐÌìPÀlÃ�Ð²Â6skÅÇÀÏÐ � Ã�Î~ÄÌÊÒÀBÂaÄÌÄ�Â~Í�ä�À(t�ÀlÃIÄ��ãÍ�w ÀÏÐÌÄ ÍÏÀlÄÌÄÒÀRÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÀRÀlÊÌÊÒÀlÉkÊ:zIÉ�À0ÍÏÀÏÐ
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r ÂaÉkÊÒÀlÃIÄYî+tÁµ(t�ÀôÐÌÑXÍÏÀlÅ Â�¿kÔlìPÀlÃ�¿E¿kÀÏÐ���Î~ÑÇÐ � ÑâÅH��ÂaÉkÄVÂ¯ÁïÎ~É�ÀlÊ8ïOÂ¯ÁïÀlÍ�zIÉkÑãÃ�Î~É�ÐVÂ¯ÁïÎ~Ã�ÐOÊÒÔlÉ�ÐÒÐÌÑG�
ì�ÂaÊÌÄ�Âaú�ÀlÊÆìkÊÒÎ6�«Î~Ã�¿kÔ(t�ÀlÃIÄ�ÀlÄÈzïÉkÑ;t�w ÂMsPÀ¯ÂaÉ�ÍÏÎ~Ékì�ÂaìkìkÊÌÑÇÐ � t�w ÂWÍlÀlÊÌÄ²ÂaÑÓÃ�À�t�ÀlÃnÄ"�{ÂaÑâÄ�ìkÊÒÎ~ú�ÊÒÀÏÐÒÐÒÀlÊÆÀlÃ�t�À
ÊÒÔlÁïÔlÅ ÂaÃIÄ ¿kÀÏÐ Í�ä�Î�ÐÒÀÏÐ ÐÌÉkÊ�t�Î~Ñ'x�tÁµ(t�À � ÀlÄ�zïÉ�ÀP�(w ÂaÑqt�À�Ð�ÂaÃ�Ð°ÍÏÎ$t ìkÄÒÀlÊtÀlÃ�Ä�ÂaÃIÄ�zIÉ�À�ìPÀlÊÒÐ�Î~ÃkÃ�ÀÆÍlÉkÅâÄÌÑâÁïÔÏÀ �ÑâÃIÄÒÀlÅâÅâÑâú�ÀlÃIÄÒÀ � ÍlÉkÊÌÑÇÀlÉ�ÐÒÀ�ÀlÄ�Î~ÉkÁ�ÀlÊÌÄÒÀGskÑÇÀlÃ:zIÉ�w ÑâÅ�ÐNw ÂaÄÌÄ�Â~Í�ä�À�ÄÌÊÒÎ~ìóÐÒÎ~ÉkÁïÀlÃIÄH�WÐÒÀ ÅÇÀ�Í¯Â~Í�ä�ÀlÊH�WÅâÉkÑ'x�tÁµ(t�À o

á Å ËBÂ�ÂaÉ�ÐÒÐÒÑ r ÂaÊÌÊÌË	zIÉkÑtÃ�w Î~É#skÅâÑÇÀ{�ÒÂ6teÂaÑÇÐ2ÐÒÀÏÐ¥ÍlÅÇÀ���Ð � � ú�Ã�åÏÐMzIÉkÑ � zïÉ�ÂaÃ�¿®ÀlÅâÅÇÀeÃ�w ÀÏÐÌÄ¥ì�Â~Ð2ÀlÃ	~�Ã
¿kÀ*ÄÌä�åÏÐ�À¥ÀÏÐÌÄõzIÉ�ÀlÅTzïÉ�w ÉkÃô¿kÀ*ÄÌÊÒåÏÐH��ÊÒÔLzIÉ�ÀlÃIÄ�Â6skÅÇÀ ��� ï�ï � ÈïÂaÅ ÂaÅ|ìPÎ~ÉkÊ ÐÒÎ~ÃôÂ6t�Î~ÉkÊ Ð²ÂaÃ�Ð�ìkÉ�¿�ÀcÉ�Ê � û�Â¯Á ÀlÄÅÇÀÏÐtìkÊÒÔÏÍlÑÇÀlÉ�ÐÒÀÏÐ�¿[ÑÇÐ�ÍlÉ�ÐÒÐÌÑÇÎ~Ã�ÐÒzIÉ�À�Ã�Î~É�Ð�Â¯ÁïÎ~Ã�Ð�ÀlÉ�ÀÏÐ�ÀlÃ���Â~ÍÏÀ�x¹�¶x��{Â~ÍÏÀ�î«ÐÒÎ~ÉkÁïÀlÃkÑâÊ�¿kÀGù�ÂaÊÌúïÂ6t�ÀlÅâÅÇÀËï � � ÅÇÀ��¿kÎ~ÃIÄqÅ�w ÀÏÐÌìkÊÌÑâÄ|ÀlÄ�Å�w Â~ÐÌìkÑâÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ãóî�Å�w ÑâÃ�ÐÌìkÑâÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã | ï�ÐÌÑïÊÌÑÇÍ�ä�À Á�Î~É�Ð�ìkÅ ÂaÑâÊ�ÂaÑâÄP�ÆÐËw ÑqteÂaú�ÑÓÃ�ÀcÊ��ÆÐÒÀ°ÊÒÀlÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀcÊ
ÂaÉÍÏÎ~ÑâÃ ¿iw ÉkÃ�ÀXÄ�Â6s�ÅâÀ&�¥ìkäkÑâÅÇÎ�ÐÒÎ~ìkä�ÀlÊ�� É�Ð�zïÉ�w ÂaÉ�sPÎ~ÉkÄÆ¿kÀXÅ Â¥ÃIÉkÑâÄ � ø ÅâÑqt8ÀlÄªÐ�Î~Ã%À � Í¯Â~ÍlÑâÄÒÔ � ÐÒÎ~Ã ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�À¿[ÑâÊÒÀÏÍlÄÒÀ o

ø ÑâÅâÅâÑ Â6tezïÉkÑqÀÏÐÌÄ�ìPÎ~ÉkÊHsPÀ¯ÂaÉ�ÍÏÎ~Ékìô¿�ÂaÃ�Ð�t�Î~Ã�ÔÏ¿[É�ÍÏÂaÄÒÑâÎ~Ã�t¥É�ÐÒÑÇÍ¯ÂaÅâÀ � ´ ÔÏÍlÑâÅâÀ¥ú�Ê��~ÍÏÀ3�ÁzIÉkÑ ��À*Ð�ÂaÑÇÐÄÒÎ~ÉkÄtÎ~É�ìkÊÒÀÏÐ�zïÉ�À�ÐÌÉkÊ°ÅÇÀÏÐ É ÂêËïÂ � 
 ÑÇÀlÊÌÊÒÀ�ìPÎ~ÉkÊtÐÒÎ~Ã�ÄÒÀ(t ìPÔlÊ�Â6t�ÀlÃIÄ�ÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐÒ��ÂaìkìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ � ÐÌÑ�ÍlÉkÊÒÑâÀlÉ-�ÀlÄqÁnÑ'� teÂaÅâú�ÊÒÔ�Ð�Â�ÍÏÔlÅÇå(skÊÒÀtÄÒÀlÃ�¿�ÂaÃ�ÍÏÀ"�ÆúïÂhù
ÀlÊ � Å ÂÆú�ÔlÃ�ÔlÊÒÀlÉ�ÐÒÀ Ý ÅÇÔtìPÎ~ÉkÊ|Ð²ÂR�{Â$¼ÏÎ~Ã2¿iw ÂaÑqt�ÀlÊ°ÂaÉMzIÉ�Î~ÄÌÑÇ¿[ÑÇÀlÃÀlÄ ø Ä�Ôcì�ä�ÂaÃ�ÀXìPÎ~ÉkÊªÐ�Â&�{Â$¼ÏÎ~ÃV¿kÀãÅÇÀ��{ÂaÑâÊÒÀX¿[ÑÇÐ�ÍcÊ�åcÄ�À�t�ÀlÃnÄ � 
 ÂaÉkÅ
ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀÏÐ�ÁïÀlÑâÅâÅÇÔÏÀÏÐ�¿[É pN� Â~Î$÷kÄ�ÐÒÉkÊ�¿kÀÏÐ
Â~ÍÏÍÏÎ~ÊÒ¿kÐ�¿kÀ ë � á á�º��H�¨� á � ´ äkÊÌÑÇÐÒÄÌÑâÃ�À�ìPÎ~ÉkÊ�Ð²Â�ÐÌìPÎ~ÃIÄ�ÂaÃ�Ô	��ÄÒÔ � ÐÒÎ~ÃOÃ�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅ � ÐÒÎ~ÃeÊÌÑâÊÒÀãÀlÄ�ÐÒÎ~Ã%Â6t�Î~ÉkÊ¿kÀÏÐ�ÂaÉkÄÒÊÒÀÏÐ o

Ç ä�Î$teÂ~Ð � ÐÒÎ~É�Ð�Å�w ÑâÃ�
�É�ÀlÃ�ÍÏÀ�¿[É zIÉ�ÀlÅE�Lw ÂaÑPú�Ê�ÂaÃ�¿[Ñ � ÀlÄ�Ð�ÂaÑâÄyxvÎ~ÃM�ÒÂ6teÂaÑÇÐ�ÐÌÑPÉkÃ3�ÌÎ~ÉkÊ�Î~ÃVÐÒÀãÊÒÀlÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀlÊ�ÂÂaÉkÄÒÎ~ÉkÊã¿iw ÉkÃ�À�ÍÏÎ$t ìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã:t¥É�ÐÌÑÇÍ¯ÂaÅÇÀ |´ ÔlÅâÑâÃ�À&teÂ ÍÏÎ~É�ÐÌÑâÃ�À�ìkÊÒÔ���ÔcÊ�ÔlÀ � ì�ÂaÊÒÍÏÀ&zIÉ�w ÀlÅâÅÇÀ�ÀÏÐÌÄªìkÅâÉkÄ/ü~ÄÈteÂWìPÀlÄÌÑâÄÒÀ*Ð
� ÉkÊ or Â	��Â6t ÑâÅâÅÇÀ0ÀlÄ�t�ÀÏÐCì�ÂaÊÒÀlÃIÄÒÐ � ÀlÃIÁïÀlÊÒÐ�zIÉkÑÒ��À�Ã�ÀôÐÒÉkÑÇÐCì�Â~Ð%ÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐ%ÄÌÊÒåÏÐM��É�ÐÌÄÒÀ��ÌÀ<Ð�ÂaÑÇÐñteÂaÑÇÐ
ìPÎ~ÉkÊÌÄ�ÂaÃIÄeÑâÅÇÐ·t�w Î~ÃnÄ�Ä�ÂaÃIÄeÂaìkìkÊÌÑÇÐ � Å�w ÂaÑâÊe¿kÀ%ÊÌÑÇÀlÃ � Å�w ÀÏÐÒÐÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ@�
ÅÇÀ%ÊÒÀÏÐÒìPÀÏÍlÄ�ÀlÄ Å�w Â6t�Î~ÉkÊO¿kÀÏÐeÂaÉkÄÌÊÒÀÏÐ �
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Å�w äIÉ#t ÑâÅâÑâÄÒÔ � Å Â�ÐÌÑqt ìkÅâÑÇÍlÑâÄÒÔ o$á ÅÇÐ|Î~ÃIÄqÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ|ÔlÄÒÔtÅð� � ÅÇÀtÐÒÎ~ÃIÄ|ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ�ÂaÉ$�ÌÎ~ÉkÊÒ¿iw äIÉkÑkÀlÄqÅÇÀtÐÒÀlÊÒÎ~ÃIÄ|ÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ � teÂaÅâú�ÊÒÔ:t�ÀÏÐOÐ�ÂaÊÒÍ¯Â~Ð/t�ÀlÐÅ�¨t�ÀÏÐeì�ÂaÊÒÀlÃIÄÒÐ � t�ÀlÊÒÍlÑãìPÎ~ÉkÊeÄÒÎ~ÉkÄC¿iw µlÄÌÊÒÀ ÁïÎ~É�Ð o�É ÀÏÐeú�Ê�ÂaÃ�¿kÐyxì�ÂaÊÒÀlÃIÄÒÐ É ÑÇÍ�ä�ÀlÅâÑâÃ�À � É ÂaÊÌÑÇÀcÄÒÄÒÀóÀlÄOÈ�À¯ÂaÃ¡zïÉkÑ�Ð�Î~ÃIÄ�ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐOÐÌÑÆìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄ�ÐeÀlÄ�zIÉkÑ�ÀlÃKÎ~ÃIÄOÐÌÉ#skÑã¿kÀÏÐ
ÍÏÎ~Ékì�Ð o ùXÊ�ÂaÃ�¿�x�t�ålÊÒÀ � teÂ<ÊÒÔ���ÔlÊÒÀlÃ�ÍÏÀ � Í�ä�À(ö:zïÉkÑP�Lw ÂaÑÆÐÌÑÆÐ�Î~ÉkÁ�ÀlÃIÄeÔlÄÒÔVÄÌÊÒÎ~ÉkÁ�ÀlÊ�ÊÒÀ��«Ékú�À � Í�ä�À(ö:zïÉkÑ���À
ÊÒÀ(t ÑÇÐãÄ�ÂaÃIÄ ¿kÀ&�«Î~ÑÇÐHt�ÀÏÐãÑÇ¿kÔÏÀÏÐXÀlÃ�ìkÅ Â~ÍÏÀ � Í�ä�À(öMzIÉkÑ<��À*ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁIÑÇÐ�ÂaÑ � �Lw ÂaìkìkÊÌÑÇÐãÄ�ÂaÃIÄX¿iw äkÑÇÐÒÄÒÎ~ÑâÊÒÀÏÐXÀlÄõzIÉkÑÀÏÐÌÄtì�ÂaÊÌÄÌÑÇÀ Â¯Á~ÂaÃIÄRzïÉ�ÀãÍÏÀlÄÌÄÒÀãÄÌä�åÏÐÒÀ�Ã�ÀãÐNw Â~Í�ä�ålÁïÀ�òIÀlÄÒskÑÇÀlÃOú�Ê�ÂaÃ�¿�x�t�ålÊÒÀ � �ÌÀ�Ð²ÂaÑÇÐÐzIÉ�À��ÌÀÆÃ�Àãú�É�ÔlÊÌÑÇÐtÊÌÑÇÀlÃteÂaÑÇÐ�zïÉ�ÂaÃ�¿ótÁµ(t�À � Ð�Â~Í�ä�ÀGzIÉ�ÀÒ�ÌÀ�ÐÌÉkÑÇÐÆ¿kÎIÍlÄÒÀlÉkÊXÂaÉ$��Î~ÉkÊ�¿iw äIÉkÑ@ý� Ã-~�Ã � ÉkÃTä�Î$t·teÂaú�À�ÄÒÎ~ÉkÄeì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊó�Dt�Î~ÃTú�Ê�ÂaÃ�¿�x{ìPålÊÒÀ�zIÉkÑ�t�w Â0Ä�ÂaÃIÄ%ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÔóìkÊÒÀÏÐ/zIÉ�À
teÂaÅâú�ÊÒÔCÅâÉkÑ�ÁnÉ�ÀCÐ�Â ú�Ê�ÂaÃ�¿kÀ%¿[ÑÇÐ�ÍlÊÒÔlÄÌÑÇÎ~Ã&ò|ÑâÅÒt�w ÂóÃ�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄeÂaÑÇ¿kÔó��Î$skÄÒÀlÃkÑâÊWÅÇÀ�s�Â~ÍCÀlÄ2ìPÎ~ÉkÊÌÄ�ÂaÃIÄ
ÍÏÀ�Ã�w ÔlÄ�ÂaÑâÄãì�Â~ÐÆúïÂaú�Ã�Ô � teÂaÑÇÐãÍÏÀlÅ Â Ã�w ÀÏÐÒÄÆÊÌÑÇÀlÃ{���Lw ÂaÑqt�À¥Ð�Â ÍlÉkÊÌÑÇÎ�ÐÌÑâÄÒÔ¥¿kÀ�ÄÒÎ~ÉkÄãÀlÄã¿kÀ*ÐÌÉkÊÌÄÒÎ~ÉkÄã¿kÀ�ÄÒÎ~É�Ð �ÍÏÀlÄÌÄÒÀ�ÑâÃIÄÒÀlÅâÅâÑâú�ÀlÃ�ÍÏÀ¥¿iw ÀÏÐÌìkÊÌÑâÄ�zIÉkÑ�ÄÌÑÇÀlÃIÄ�¿kÀ�ÐÒÎ~ÃVÑâÃIÄÒÀlÅâÅâÑâú�ÀlÃ�ÍÏÀ¥¿kÀ�Í�� ÉkÊ � Å Â2ÁnÊ�ÂaÑÇÀ � Å ÂWÐÒÀlÉkÅÇÀ o� Ä
ÑâÅ[ËWÂXÅÇÀÏÐ°ÂaÉkÄÌÊÒÀÏÐÅ� ´ ÔÏÍlÑâÅÇÀ&î«Ð�� ÉkÊÒÀlÄÌÄÒÀ�ù ��Ç"� ø ��� ï � á Î$t ÑâÃkÑTzIÉ�ÀÆÀlÄ°ÐÒÀÏÐÞ~�ÅâÅÇÀÏÐ�î�ì�ÂaÊÒ¿kÎ~Ã � á ´ ã �teÂaÑÇÐ2ÍÏÎ$t·t�ÀlÃIÄM��ÂaÑÇÐyx{ÄÌÉ�ìPÎ~ÉkÊ�zïÉ�w Î~ÃxÂaÑÇÀCÍ�ä�Â~ÍlÉkÃ®ÍÏÀlÄÌÄÒÀOÑqt ìkÊÒÀÏÐÒÐÒÑÇÎ~Ã®¿iw µlÄÌÊÒÀOÄÒÎ~ÃxÂ6t Ñ | ï{zïÉkÑ�ÀÏÐÌÄ¥Å ÂÍ�ä�ÂaÅÇÀlÉkÊã¿[É r��õÉ ø � á � ��� Â~Î~É-�«ÀlÅ�ÀlÄÆÐ�Â3�{Â6t ÑâÅâÅÇÀ � � t ÑâÃ�À�ÀlÄ á �«ÄÌÑ��nä�ÂaÊÈzïÉkÑ ÐÒÎ~ÃnÄªÁ�ÀlÃIÉ�ÐãÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÀlÊã¿kÀÅ ÂHsPÎ~ÃkÃ�À�äIÉ#t�ÀlÉkÊ°ÀlÃ 
 ��n�� ��� ÂaÄÌä�ÂaÅâÑÇÀ�ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀÏÐ�Ê�Â6t�ÀlÄÌÄÒÀÏÐ°ÀlÄ
ÐÒÎ~ÃWìPÔlÄÌÑâÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄtÂaÉ�ÐÒÐÌÑ � ã Àlú�Î���Â ÀlÄ
ÐÒÎ~ÃÀlÃIÄÌä�Î~É�ÐÌÑ Â~Ð�t�À¨ò Ý ÊÌÑÇÍÆì�ÂaÊÒÍÏÀ�zIÉ�w ÑâÅ�ÀÏÐÌÄ°ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐtÍÏÎ~ÃIÄÒÀlÃIÄ � º ÅâÑâÁnÑÇÀlÊ ÐËw ÑâÅ t�ÀªìkÊÒÔÏ¿[ÑâÄt¿kÀÏÐ¨sPÎ~ÃkÃ�ÀÏÐtÍ�ä�Î�Ð�ÀÏÐ �­ ÑâÊÌú�ÑâÃkÑÇÀVìPÎ~ÉkÊ�Ð�Î~Ã£Ñqt ìkÊÒÀÏÐÒÐÌÑÇÎ~ÃkÃ�ÂaÃIÄÒÀó�{Â~ÍlÑâÅâÑâÄÒÔ:�A��ÂaÑâÊÒÀVì�ÂaÊÌÅÇÀlÊ � Ç ä�Î$teÂ~Ð � ÅÇÀñ�«ÉkÄÌÉkÊ�ÔÏÍlÊÌÑâÁ�ÂaÑâÃ � ìPÎ~ÉkÊÐ�Â ú�ÀlÃIÄÌÑâÅâÅÇÀÏÐÒÐ�À¥ÀlÄXÐ�Â ÄÌÊÒÎ~ì�ú�Ê�ÂaÃ�¿kÀ2¿[ÑÇÐÒÍlÊÒÔlÄÌÑÇÎ~Ã � � ÊÒåÏ¿Îî+teÂaÑÇÐ ÂaÊÌÊ/µlÄÒÀ2¿kÎ~Ã�Í¥¿kÀ*ÊÌÑâÊÒÀ � � ÊÒÀÏ¿ oqoqo Ã�Î~Ã � ÄÒÎ~ÉkÄÍÏÎ$t ìkÄÒÀÐ�{ÂaÑâÄ � Ã�ÀtÄNw ÂaÊÌÊ/µlÄÒÀ�ì�Â~Ð�ý�ï o á Î$t ÑâÃkÑTzIÉ�ÀGî � ï � á Î$t ÑâÃkÑTzïÉ�À&î ­ ï � È�Î�Ð�ÀlÄÌÄÒÀGî+øBÂaú�Ã�Â���Âaú�Ã�Â���Â~ú�Ã�Â@ï �� ÅÇÎ~ÊÒÔ¯ÂaÅ{î�ìPÎ~ÉkÊWÅÇÀÏÐ ¿[ÑÇÐÒÍlÉ�Ð�ÐÌÑÇÎ~Ã�Ð ¿kÀ�~�Ã£¿kÀ%ÐÒÎ~ÑâÊÒÔÏÀVÐÌÉkÊWÅâÀ%ÄÌä�å(t�À

“
á ÀCÅ Â�ú�ÀÏÐÌÄÌÑÇÎ~Ã£¿kÀÏÐ � ÃkÑâÁïÀlÊÒÐÌÑâÄÒÔÏÐ

ÂaÉ$�ÌÎ~ÉkÊÒ¿iw äIÉkÑ | ” ï � º ¿[ÑâÅÇÀ oqoqoã Î~ÃkÃ�À�Í�ä�ÂaÃ�ÍÏÀ3�2Å ÂWÃ�Î~ÉkÁïÀcÅâÅÇÀ�ú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÔlÅÇålÃ�À � º ÅâÑâÁIÑÇÀlÊ � º Ð/teÂaÃ � ÁIÑÇÍÏÀ�x{ìkÊÒÔÏÐÒÑâ¿�ÀcÃnÄ oqoqoÉ ÂaÑÇÐXÑâÅ�Ë�ÀlÃ0Â%ÂaÉ�ÐÒÐÌÑ�Ä�ÂaÃIÄ�¿iw ÂaÉkÄÌÊÒÀÏÐ � zïÉ�ÀH��À2ìkÊÒÔ��«ålÊÒÀMt�w ÂaÊÌÊ/µlÄÒÀlÊ�Åð�R�PÑâÅ|Ë<ÂOÄ�ÂaÃIÄ�¿kÀ2ìPÀlÊÒÐÒÎ~ÃkÃ�ÀÏÐ
zIÉ�À Å�w Î~Ã�ÍlÊÒÎ~ÑÇÐÒÀ � Ä�ÂaÃIÄã¿kÀ�ìPÀlÊÒÐÒÎ~ÃkÃ�ÂaÅâÑâÄÒÔÏÐ�� ¿kÔÏÍÏÎ~ÉkÁIÊÌÑâÊ � Ä�ÂaÃIÄã¿kÀ�ú�ÀlÃ�ÐH��ÂaÑqt�ÀlÊ oqoqo t�ÀlÊÒÍlÑÞ�WÄÒÎ~É�Ð�ÍÏÀlÉ-�Â¯ÁïÀÏÍMzIÉkÑ>�Lw ÂaÑ|ì�ÂaÊÌÄ�Âaú�Ô·zïÉ�ÀlÅTzIÉ�ÀWÍ�ä�Î�ÐÒÀ � Ã�À2Ð�ÀlÊ�ÂaÑâÄyxvÍÏÀ�zIÉ�w ÉkÃ�À2ÊÒÀlÃ�ÍÏÎ~ÃIÄÌÊÒÀ � ÀlÄ ÄÒÎ~É�Ð ÍÏÀlÉ-�ôÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ�zIÉ�À�ÌÀVÍlÊÒÎ~ÑÇÐÒÀlÊ�ÂaÑ oqoqo Å�w À��nä�ÂaÉ�ÐÌÄÌÑâÁnÑâÄÒÔVÃ�w À��[ÑÇÐÌÄÒÀ ¿kÔ ���ôì�Â~ÐeÂaÉ ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄ � ì�Â~Ð·tÁµ(t�ÀóÂaÉ ì�Â~ÐÒÐ�Ô � ÑqteÂaú�ÑâÃ�À(ö��
Å�w Â¯ÁïÀlÃkÑâÊ |
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 Î~ÉkÊ�ÔlÁ�ÂaÅâÉ�ÀlÊ Å ÂúzIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔV¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ðe¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÔÏÀÏÐ�ì�ÂaÊ�ÅÇÀÏÐ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐ�t ÑÇÐeÂaÉ-�®ìPÎ~ÑâÃIÄÒÐ �Å ÂCÍÏÎ$t·t¥ÉkÃ�ÂaÉkÄÒÔ�ÐÒÍlÑÇÀlÃIÄÌÑ'~<zIÉ�ÀWÐËw ÀÏÐÌÄXÉkÃ�ÂaÃkÑqt�À(t�ÀlÃIÄ�Ê�ÂaÅâÅâÑÇÔÏÀ�ÂaÉkÄÒÎ~ÉkÊ�¿[ÉôÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÑTzïÉ�À � t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀÐÌÑqt ìkÅÇÀ�zIÉkÑ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀH��ÍÏÎ$t ì�ÂaÊÒÀlÊtÅ Â Á�ÂaÅÇÀlÉkÊt¿kÀÆÅ Â�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã%ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀõ� Å Â�ÍÏÀlÅâÅÇÀ�¿kÀÆÅ�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t o-´ À

Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ � �¥Å�w Î~ÊÒÑÓú�ÑâÃ�À�¿kÀãÅ�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅâÀ � ÀÏÐÌÄ�Å�w Î~ÉkÄÌÑâÅ�zIÉkÑ�Â¥ìPÀlÊ�t ÑÇÐª¿kÀ ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉkÑâÊÒÀ Å ÂÊÌÑÇÍ�ä�À�Ä�ËnìPÎ~ÅÇÎ~ú�ÑÇÀ�¿kÀ
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zIÉ�À Å�w Î~ÃóÍÏÎ~ÃkÃ�Â0/ÇÄãÂaÉ$�ÌÎ~ÉkÊÒ¿iw äIÉkÑ o

 ÂaÊ�ÂaÅâÅÇålÅâÀ(teÀlÃIÄ � ÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ�Ð*Í�ä�ÀlÊÒÍ�ä�ÀlÉkÊÒÐ*ÐÒÀ ÐÒÎ~ÃIÄ�ÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐÒÐÒÔÏÐ �!c n@u0d ��c p	d ÀlÄ c �id ¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀÏÐ*ÂaÃkÃ�ÔÏÀÏÐ ��� �ìkÉkÑÇÐÆì�ÅÓÉ�ÐÆÊÒÔÏÍÏÀ(t·t�ÀlÃIÄ c �6��d � �WÉkÃ<ÂaÉkÄÌÊÒÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ � ÄÒÎ~ÉkÄXÂaÉ�ÐÒÐÌÑ�ÐÌÑqt ìkÅÇÀ&teÂaÑÇÐ�ì�ÂaÊy�«Î~ÑÇÐ�ìkÅâÉ�Ð�ÍÏÎ~ä�ÔlÊÒÀlÃIÄ �zIÉkÑ�ì�ÊÒÀlÃ�¿óÀlÃóÍÏÎ$t ìkÄÒÀ*ÍÏÎ$t·t�À�ÊÒÔ���ÔlÊÒÀlÃ�ÍÏÀ*ÐÌÉkìkìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ¥Å ÂWÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ�¿kÀ�Å ÂWìkÑâÊÒÀ�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã oC´ À�Ê�Âaì-x

ìPÎ~ÊÌÄ�ÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑâÄ�Å ÂôÁ�Î~ÅÇÎ~ÃIÄÒÔ ¿kÀ Ð�Â¯ÁïÎ~ÑâÊ�Î » Å�w Î~ÃTÐÒÀ%ÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀVÐÌÉkÊ Å�w Â6t ìkÅâÑâÄÌÉ�¿kÀ�¿kÀÏÐ Á�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ ìPÎ�ÐÒÐÒÑ's�ÅâÀÏÐÅ�
0�4 =$� -H�(�/0�4<����0�%*h��$4?4C0�B�*-0��/B�*-03!-�$7·7L0(�E%T0���0�4<�&Sú�8!�!>���NB(*-0��ñ%'���Á0(�K%K%T0����/0�7(�$%)�������$4shH�·���ð7��$�E7�78�
Sñ7 2 ��%q�$��+$4C0��Á=�0�%'�3!C�K�/0M7(�$%)�������$4 oCr À ���8!@!#�$�(�ÈB(%q�67�7���.L�#0 ÐÌÑâÄÌÉ�À¥Å ÂeÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ

λ
¿iw ÉkÃ�ÀWÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃôÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑ'x

ÁïÀ(t�ÀlÃIÄ���Å Â Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ
β
¿iw ÉkÃ�À¥Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã<Î~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ � ÅÇÀ ����!@!#�$���È=$� -H�(�/0�4<����0�% ÐÌÑâÄÌÉ�À*Å Â�Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ λ ¿iw ÉkÃ�ÀÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÐÌÉkÊ�Å�w ÑâÃIÄÒÀlÊÌÁ�ÂaÅâÅÇÀ
[ω, β]

Î »
ω
ÀÏÐÌÄ�Å Â2Á~ÂaÅÇÀlÉkÊÆ¿iw ÉkÃ�À ìkÑâÊÒÀ ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÀlÄ

β
ÍÏÀlÅâÅÇÀ�¿iw ÉkÃ�À Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
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!C������%T,���0M=E0&�Á�NI��K���ð7L�������$4 !>���E��%q,(��0M=�0{���K4<�K���K7(��������4
ÀlÃóÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À

λ ≥ r β (r ∈ [0, 1]) λ ≤ 1/r β (1/r ∈ [1,+∞])ÀlÃó¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ
λ ≥ (1− r)ω + r β (r ∈ [0, 1]) λ ≤ (1− r)ω + r β (r ∈ [0, 1])

tvu>wyx p�oqp � �Á0�78���/0M=Å2 �8!@!>���NI��K�Á�������$4
Rλ ≥ r
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bn/2c
ÄÒÀlÃ�¿£ìkÊÒÀÏÐ�zïÉ�À Ð�÷kÊÒÀ(t�ÀlÃIÄeÁïÀcÊ�Ð p î�ÉkÃKÍlÎ~É�ìkÅ Âaú�À ì�ÂaÊy��ÂaÑâÄOÔlÄ�ÂaÃIÄ�ÉkÃ

ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀO¿iw ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ2¿kÀlÉ-�	� ¿kÀlÉ-�0Ã�Î~Ã®Â~¿6�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄÒÀÏÐ3zIÉkÑ°ÊÒÀÏÍÏÎ~ÉkÁnÊÒÀ�Ä�Î~É�Ð�ÅÇÀÏÐ¥ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ¥¿[ÉBú�Ê�Âaìkä�ÀËï o
� ÃóÍÏÀ�Í¯Â~Ð � ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ�ÅÇÀÏÐÆÐ�Î$t·t�ÀlÄÒÐ�¿iw ÉkÃ ÍÏÎ~ÉkìkÅ Âaú�À&teÂ¶�[ÑqteÂaÅ � Í�w ÀÏÐÌÄ � ÂaÉVìkÑâÊÒÀ � ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ�ÉkÃ ÍÏÎ~ÉkìkÅ Âaú�ÀteÂ¶�[Ñqt¥É#tFÐ�Î~ÑÓÄ !>�/0�7(.(� 0�7|{��/0���0�4<� ìkÊ�ÀcÃ�¿[ÊÒÀ¥ÉkÃ�À¥ì�ÑÓÊ�À2ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã&��ÂaÑÓÃ�ÐÌÑqìPÎ~ÉkÊ Å ÂÁt�ÀÏÐÒÉkÊÒÀ2ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À ���Q���0È��4C0P!C�K�/0"7L�$%)�������$4 ìPÀlÉkÄ¨µlÄÌÊÒÀªÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÔÏÀÆÍÏÎ$t·t�À ��4C0�����4 4C0"7L�$% �-�����$4 o�´ ÀlÄ°À��[À(t ìkÅÇÀªÑâÅâÅâÉ�ÐÌÄÌÊÒÀ
ÍÏÎ$t·t�ÀlÃIÄ°Å ÂãìkÊÒÔÏÍlÑÇÐÌÑÇÎ~Ã�ÐÌÉkìkìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀªÑâÃIÄÒÔlú�ÊÒÔÏÀÆ¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ°¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅkìPÀlÉkÄ � ìPÎ~ÉkÊ°ÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ�ÐìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ � ÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀÆÍÏÀlÅâÉkÑ'xvÍlÑ�ìkÅâÉ�Ð°ÐÒÔlÅÇÀÏÍlÄÌÑ'�
¿�ÂaÃ�Ð
ÅÇÀªÐÒÀlÃ�Ð
Î » Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃO¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ�ÐÒÀlÊ�Âãì�ÅÓÉ�Ð¿[Ñ � ÍlÑâÅÇÀ��XÎ$skÄÒÀlÃkÑâÊ�zIÉ�À�Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃOÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À��aÅÇÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÆ¿kÀªÍÏÎ~ÉkÁïÀcÊÒÄÌÉkÊÒÀª¿kÀªÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ
Ã�w ÀÏÐÒÄ
ì�Â~Ð�tÁµ(t�À¥ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀM�

|V |1/2−ε ìPÎ~ÉkÊãÄÒÎ~ÉkÄ ε ÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄãìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑ'� c ���id ìPÎ~ÉkÊãÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄX¿[Ñ'�+x��ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � �Gt�Î~ÑâÃ�ÐÒzïÉ�À P Ã�À�ÍÏÎ���Ã�ÍlÑÇ¿kÀ Â¯Á�ÀÏÍ NP
o�É ÂaÑÇÐtÍÏÀÆÃ�w ÀÏÐÒÄ ì�Â~Ð ÉkÃ�À�ÊÒålú�ÅÇÀ�ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�w}��Å�w ÑâÃIÁïÀlÊÒÐÒÀ �¿kÀÏÐqìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐÞzIÉkÑIÐ�Î~ÃIÄ�Ã�Î~ÃWÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀÏÐ�ÀlÃ2ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À°ìPÀlÉkÁïÀlÃIÄqÅÇÀt¿kÀlÁ�ÀlÃkÑâÊ�ÀlÃ¥¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � ÄÒÎ~É-x�ÌÎ~ÉkÊÒÐ ¿[É·�{ÂaÑâÄ ¿kÀªÅ Â�ÊÒÔ��«ÔlÊÒÀlÃ�ÍÏÀH��Å Â ìkÑâÊÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã&��ÅÇÀÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�Àã¿kÀ~} �$%q�$���������$4n�:�K4 �+���E� î

MinC
ï

�{ÂaÑâÄ ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÀ ¿kÀWÍÏÀlÉ-��xvÍlÑ oiá Å
ÐNw Âaú�ÑâÄ�¿kÀ2ÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀlÊ ÉkÃ�À2ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃB¿kÀ2Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ�t ÑâÃkÑqt¥É#t ¿kÀÏÐ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ
V¿iw ÉkÃOú�Ê�Âaìkä�À

G(V,E) � ¿kÀ�ÐÒÎ~ÊÌÄÒÀ�zIÉ�ÀÆÅÇÀÏÐtÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ�¿kÀ�Í�ä�Â~ÍlÉkÃ%¿kÀÏÐtÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ�¿kÀ�Å Â�ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃÐÒÎ~ÑÇÀlÃIÄt¿kÀlÉ-�Ex¹�¶xv¿kÀlÉ-��Ã�Î~ÃCÂ~¿6�ÌÂ~ÍÏÀlÃIÄÒÐÅ�ïÎ~Ãe¿[ÑâÄ�zIÉ�w ÑâÅÇÐ���Î~Ê�t�ÀlÃIÄ ÉkÃ 7����E��%q0 o�� ÃO¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � MinC
ÀÏÐÌÄ

ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀ�� pËÊ$n î�Ã?Âi��Á�À(t�ÀlÃIÄ � ÅÇÀlÐ°ÍÏÎ~ÉkÅÇÀlÉkÊÒÐ°ÊÒÔlì�ÂaÊÌÄÌÑÇÐÒÐ�ÀlÃIÄ
ÅÇÀÏÐ°ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ ÀlÃ�¿kÀÏÐ°ÐÌÄ�Â6skÅÇÀÏÐ°¿kÀ�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð n ÀlÄ�¿iw ÔlÁïÀlÃIÄÌÉ�ÀlÅÇÐ�ÐÒÑâÃkú�ÅÇÀlÄÒÎ~Ã�Ð�¿kÎ~ÃIÄÆÅÇÀ�Ã�Î$t3skÊÒÀ*ÀÏÐÌÄªÉkÃ�t ÑâÃ�Î~Ê�ÂaÃIÄã¿kÀ�Å�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t�ï � zïÉ�ÂaÃ�¿ÑâÅ|Ã�w ÀÏÐÌÄ � ÀlÃ0ÍcÅ Â~Ð�ÐÌÑTzïÉ�À � ì�Â~Ð�ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀÁ��t ÑÇÀlÉ-�<¿kÀ
|V |1/7−ε ìPÎ~ÉkÊ ÄÒÎ~ÉkÄ ε > 0 c pN�id ò?ÑâÅ�À��[ÑâÐÒÄÒÀtÁµ(t�À2ÉkÃ0ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À ¿kÀ2ÍÏÎ~ÅÇÎ~Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃR¿kÀ¥Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ Â~ÐÌËEt ì�ÄÒÎ~ÄÌÑTzïÉ�À
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¿�ÂaÃ�ÐXÅÇÀÏÐXú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐ



�

� xvÍÏÎ~ÅÇÎ~Ê�Â6skÅÇÀÏÐ c ��n0d zïÉ�ÂaÃ�¿<Å Â�t�ÀlÑâÅâÅâÀlÉkÊ�À�ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃBÍcÅ Â~Ð�ÐÌÑTzïÉ�ÀWÍÏÎ~ÃkÃIÉ�ÀÁ�CÍÏÀH��Î~ÉkÊ�ÀÏÐÌÄ ÉkÃôìPÎ~ÅâË�x
Ã ü$t�À ÀlÃôÅâÀ2Ã�Î$t3s�ÊÒÀ

|V |
¿kÀÏÐ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ�¿[Éôú�Ê�Âaìkä�À

O(|V |3/14logO(1)|V |) c n��0d9o�´ ÀlÄÌÄÒÀ�Âaìkì�ÂaÊÒÀlÃIÄÒÀ�{Â~ÍlÑâÅÓÑâÄÒÔ�ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀÆìkÊÒÎêÁnÑÇÀlÃIÄt¿kÉÁ��ÂaÑâÄÐzIÉ�w ÀcÃC¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � ÑâÅ?ÀÏÐÌÄ°ÄÒÎ~ÉkÄ�ÂaÉ�ÐÒÐÌÑ�Ñqt ìPÎ~ÊÌÄ�ÂaÃIÄ�¿kÀ�ÐËw ÔlÅÇÎ~Ñâú�Ã�ÀlÊ�¿kÀÅ ÂOÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊ
ω
¿iw ÉkÃ�ÀWìkÑâÊÒÀWÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃYzIÉ�À2¿kÀWÐNw ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÀlÊ*¿kÀ2Å ÂOÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊ

β
¿iw ÉkÃ�À ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃRÎ~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ�ò

ÂaÑâÃ�ÐÌÑ � ¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀ�Í¯Â~¿[ÊÒÀ ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊã¿iw ÉkÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ ���+4 �K���K7(�������$4 � Î~ÃVÎ$skÄÌÑÇÀlÃIÄÆÉkÃVÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÆ¿iw Âaì-xìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀO¿kåÏÐ�ÅÇÎ~ÊÒÐ{zïÉ�w ÑâÅ ÀÏÐÌÄ�ìPÎ�ÐÒÐÒÑ's�ÅâÀ�¿kÀ�ÐNw ��%q�$��+$4C0�� ¿kÀ Å ÂCÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ
ω
¿iw ÉkÃ�À ìkÑâÊÒÀ

ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ì�ÂaÊÆÉkÃó�{Â~ÍcÄ�ÀcÉ�Ê�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ
r ≤ 1 � Å ÂWÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊÆÎ~ìkÄÒÑ'teÂaÅÇÀ*ÔlÄ�ÂaÃIÄ�ÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐÈt ÑâÃ�Î~ÊÒÔÏÀ�ì�ÂaÊ 0 �

λ ≤ rω
ÀlÄ
β ≥ 0 ⇒ λ ≤ rω + (1− r)β.

Ç Î~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐãÐÒÉkÊ�Å�w À��[À(t ìkÅÇÀ2¿[ÉóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À2¿kÀ*ÍÏÎ~ÅÇÎ~Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � MinC
ÀlÃ<¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�ÀÏÐÌÄãÔLzIÉkÑâÁ~ÂaÅÇÀlÃIÄ � ¿[ÉìPÎ~ÑâÃIÄ2¿kÀeÁnÉ�Àe¿kÀeÅ�w ÂaìkìkÊÒÎN�[Ñ'teÂaÄÒÑâÎ�Ã � ÂaÉBìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À MaxUC
î ���NI��Ø4 ��7N0�= } �$%'�$���+4�+A+$���8!>* ï�ÀlÃ

ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À�¿kÎ~ÃIÄ
Å�w Î$s#��ÀÏÍlÄÌÑ'�
ÀÏÐÌÄ�¿kÀ�¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊ
ÉkÃ�À�ÍÏÎ~ÅÇÎ~Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�zïÉkÑ �Á�NI$�K���K7L0 ÅÇÀtÃ�Î$t3skÊÒÀª¿kÀ�ÍÏÎ~ÉkÅÇÀlÉkÊÒÐ
ÑâÃIÉkÄÌÑâÅâÑÇÐÒÔÏÀÏÐ�ò�ÍÏÀlÄÌÄÒÀ2ÁïÀcÊ�ÐÌÑÇÎ~Ã �Á�NI$�+���ð7L��������4 ¿[É<ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿kÀWÍÏÎ~ÅÇÎ~Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃRÀÏÐÒÄ ¿kÀ{�{ÂaÑâÄ�ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀ
�0Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ%ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÑqzIÉ�ÀóÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄ oÐr w ÂaìkìPÎ~ÊÌÄV¿kÀ Å ÂYt�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ � Í�w ÀÏÐÌÄOÅ ÂR¿[ÑÇÐÒì�ÂaÊÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃE¿kÀÅ�w Â~ÐÌË�t�ÔlÄÌÊÌÑÇÀ�zïÉ�ÀlÅTzIÉ�ÀãìPÀlÉVÂaÊÌÄÌÑ'~�ÍlÑÇÀlÅâÅÇÀ�ÐÒÎ~ÉkÁïÀlÃIÄ�ÑâÃIÄÌÊÒÎI¿[ÉkÑâÄÒÀ�ÀlÃ%ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀãÅÇÎ~ÊÒÐ�¿[ÉCì�Â~ÐÒÐ²Âaú�Àã¿�w É�ÃCìkÊÒÎ6x
skÅÇå(t�ÀX¿kÀHteÂ¶�[Ñqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã��*Ð�Â�ÁïÀlÊÒÐÌÑÇÎ~Ãñt ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � Î~ÉCìkÅâÉ�Ð�ú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄÆÀlÃIÄÌÊÒÀX¿kÀlÉ-�eÁïÀlÊÒÐÌÑÇÎ~Ã�Ð��Î~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ ÐÒÀ(t3skÅ Â6skÅÇÀÏÐ ¿�w É�Ã�tÁµ�t�À2ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À o;r w Î~ÊÌÑâú�ÑâÃ�ÀW¿kÀ2ÍÏÀ*Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ � �«Î~Ê�t�ÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÔÀlÄR��É�ÐÌÄÌÑ'~�Ô ¿�ÂaÃ�Ð c ���id � Â3��É�ÐÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ*ÔlÄÒÔ�t�Î~ÄÌÑâÁïÔÏÀWì�ÂaÊ�Å Â%ÐÌÄ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ�ÐÒÎ~É�Ð�ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~Ã®Â � Ã�À�¿kÀÅ Â:��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã£�<Î~ìkÄÌÑqt ÑÇÐ�ÀcÊÅ�
ÀlÃ£ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À � ÉkÃ�À%ÐÌÑqt ìkÅÇÀ%ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã ¿�ÀCÅ Â:�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã Î$s-�ÌÀÏÍlÄÌÑ'�XÐÌÉ � Ä
ì�ÂaÊy��Î~ÑÇÐ3�%ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�t�ÀlÊ�ÉkÃBìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀOÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀñ�%Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ¥ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ¥ÀlÃRÉkÃRìkÊÒÎ$s�Åâå(t�ÀO¿kÎ~ÃIÄ
Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã0ÀlÅâÅÇÀ�x�tÁµ(t�À ÀÏÐÌÄ

NP
xv¿[ÉkÊÒÀ�ý ´ ÑâÄÒÎ~Ã�ÐXìPÎ~ÉkÊ À��kÀ(t ìkÅÇÀ¥ÅÇÀ¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀW¿kÀ*ÁïÎêËIÂaú�ÀlÉkÊX¿kÀ

ÍÏÎ$t·t�ÀlÊÒÍÏÀ � MinTSP � ¿kÎ~ÃIÄXÅÇÀWÍÏÂ~Ð�t�ÔlÄÌÊÌÑTzïÉ�Àóî«¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ ÁïÔlÊÌÑ'~?ÂaÃIÄ Å�w ÑâÃ�ÔlúïÂaÅâÑâÄÒÔ2ÄÒÊÌÑ ÂaÃkú�ÉkÅ ÂaÑâÊÒÀËï Â~¿�x
t�ÀlÄ�ÉkÃBÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä t�ÀeÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�� �@Ê$n ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ&zIÉ�À2ÅÇÀ Í¯Â~Ð�ú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅ°Ã�w ÀÏÐÌÄ�ì�Â~Ð�ÂaìkìkÊÒÎË�nÑqteÂ6skÅÇÀ��

2p(n)ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄ�ìPÎ~ÅâËnÃ ü$t�À
p
ÐÌÑ
P 6= NP

î B.,LU Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ �-oqp�oqp ï o ´ ÑâÄÒÎ~Ã�ÐªÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ ÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
MinV C¿kÀ2ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀW¿kÀWÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ ¿kÀ2Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀMt ÑâÃkÑqt¥É#t ÀcÄ

Max IS
¿iw ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ ÐÌÄ�Â6skÅÇÀ2¿kÀ2Ä�ÂaÑâÅâÅâÀMteÂ¶�[Ñ'x

t¥É#t � zIÉkÑ � skÑÇÀlÃJzIÉ�ÀCÅâÑÇÔÏÐ ÀlÃIÄÌÊÒÀ�xvÀlÉ-�xì�ÂaÊ ÉkÃ�ÀCÄÌÊ�ÂaÃ�Ð��«Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~ÃKÂ � Ã�ÀV¿kÀCÅÇÀlÉkÊ��«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã Î$s-�ÌÀÏÍlÄÌÑ'�
î�ÅÇÀeÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀC¿kÀ Ä�Î~ÉkÄ 7(������%T0 ÀÏÐÌÄ*ÉkÃ�À B��$��560��(�����/0 ÀlÄ*ÁIÑÇÍÏÀ�x{ÁïÀlÊÒÐ�Â@ï � Î~ÃIÄ�ÉkÃ�ÍÏÎ$t ìPÎ~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃnÄÂaÃIÄ�Âaú�Î~ÃkÑÇÐÌÄÒÀ�ÁnÑÇÐyx¹�¶x{ÁIÑÇÐÆ¿kÀ Å�w ÂaìkìkÊÒÎË�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�À

Max IS
Ã�w ÀÏÐÌÄÆì�Â~Ð�ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀ3�2Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ

ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ¥Ð�Î~É�Ð�Å�w äIËIìPÎ~ÄÌä�åÏÐÒÀ
P 6= NP

o�r Âót�ÀÏÐÌÉkÊÒÀe¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀeÃ�w ÀÏÐÌÄ¥ÍÏÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄ¥ì�Â~Ð�ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ
ìPÀlÊÌÄÌÑâÃ�ÀlÃIÄÒÀXÀlÄtÅ Â�ÍÏÎIÀ��nÑÇÐÒÄÒÀlÃ�ÍÏÀã¿kÀÏÐt¿kÀlÉ-��Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ�ÀlÐÒÄ ÉkÃ�À�Ð�Î~ÉkÊÒÍÏÀ�ÐÒÉkìkìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀX¿kÀ�ÊÌÑÇÍ�ä�ÀÏÐÒÐÒÀÆì�ÂaÊ
Å ÂWìPÎ�ÐÒÐÌÑqskÑâÅâÑâÄÒÔ&zIÉ�w ÀlÅâÅÇÀ�ÎaùPÊÒÀ�¿iw Î$s�ÐÒÀlÊÌÁïÀlÊÆÅ ÂWÍlÅ Â~ÐÒÐ�À

NPO
ÐÒÎ~É�ÐÆ¿kÀlÉ-� ÂaÃkú�ÅÇÀÏÐ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÒÐ o

É µ(t�ÀWÐÌÑqÃ�Î~É�ÐXÄÌÊ�Â¯Á�ÂaÑâÅâÅÇÎ~Ã�Ð�ÀÏÐÒÐÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ*Â¯ÁïÀÏÍ¥Å Â�t�ÀÏÐÒÉkÊÒÀ2¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ � ÍÏÀ2ÄÌÊ�Â¯Á~ÂaÑâÅ
À��[ìPÎ�ÐÒÀ



�

ÂaÅâÄÒÀlÊÌÃ�ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ2¿kÀÏÐ�ÊÒÔÏÐÒÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ�ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑ'��Ð3�%ÉkÃBÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ*ìkÉkÑÇÐM�%Å�w ÂaÉkÄÌÊÒÀ�òqÂaÉ�ÐÒÐÒÑ ÂaÄÌÄÌÑâÊÒÎ~Ã�Ð�x{Ã�Î~É�Ð*Å�w ÂaÄyx
ÄÒÀlÃIÄÌÑÇÎ~Ãó¿[ÉVÅÇÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ�ÐÌÉkÊªÍÏÀ ìPÎ~ÑâÃIÄ � ÍÏÂaÊÆÑÓÅ ¿kÀlÁnÊ�ÂWÐÒÀõt�Î~ÃIÄÌÊÒÀlÊÆìkÊÌÉ�¿kÀlÃIÄ�zIÉ�ÂaÃIÄ��¥Å�w ÑâÃIÄÒÀlÊÌìkÊÒÔlÄ�ÂaÄÌÑ Î~Ã�¿kÀÏÐÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ�ÀlÃó�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃAzïÉ�w ÑâÅÇÐ�ÐÒÎ~ÑÇÀlÃIÄ�ÔlÃ�Î~Ã�ÍÏÔÏÐÆìPÎ~ÉkÊÆÉkÃ�ÀGt�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ�Î~É ìPÎ~ÉkÊÆÅ�w ÂaÉkÄÌÊÒÀ o
� o���"D\��v6��y4#5]o Z 5]�! ro!pq4r�

� ìkÊÒåÏÐ�ÉkÃ�ÀÁskÊÒålÁïÀÁt ÑÇÐÒÀ�ÀlÃ�ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã�Ð¥ì�ÂaÊ*ÉkÃ�À�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã®ÐÒÉ�ÍÏÍcÑâÃ�ÍlÄÒÀO¿[É	t�Î~Ã�¿kÀe¿kÀ�Å�w Âaì-x
ìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃRìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ � Ã�Î~É�Ð�ì�Â~ÐÒÐÒÎ~Ã�Ð�¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀ ÁIÑ'��¿[ÉBÐÌÉ$�ÌÀlÄ�ÀlÃB¿[ÑÇÐÒÍlÉkÄ�ÂaÃIÄ�ÄÒÎ~ÉkÄ*¿iw Â6sPÎ~ÊÒ¿B¿kÀÏÐÎ~ìkÄÌÑqteÂ2ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�Oì�ÉkÑÇÐ�ÀlÃVÐNw ÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐ�Ð�ÂaÃIÄÆÂaÉ%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀXÁïÎêËïÂaú�ÀlÉkÊª¿kÀ ÍÏÎ$t·t�ÀlÊÒÍÏÀ o>´ ÀXÐ�Î~ÃIÄ�Åð�2¿kÀlÉ-�
ÂaÄÌÄÌÑâÄÌÉ�¿kÀÏÐÐskÑÇÀlÃC¿[ÑÓù�ÔcÊ�ÀcÃnÄÒÀÏÐtìkÉkÑÇÐ/zïÉ�À�¿�ÂaÃ�Ð ÅÇÀÆìkÊÒÀ(t ÑÇÀlÊ�Í¯Â~Ð � ÑâÅPÐNw Âaú�ÑâÄt¿kÀÆìPÔlÃ�ÔlÄÌÊÒÀlÊ�¿�ÂaÃ�Ð Å Â�Ã�ÂaÄÌÉkÊÒÀã¿kÉìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀWìPÎ~ÉkÊ�ÔlÄÌÉ�¿[ÑÇÀlÊ�Ð�ÂeÊÒÔ¯Â~ÍlÄÌÑÇÎ~ÃRÐ�Î~É�ÐXÉkÃôÄÌÊ�ÂaÑâÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�ú�ÔlÃ�ÔlÊÌÑTzïÉ�À ¿kÎ~ÃkÃ�Ô � Ä�ÂaÃ�¿[ÑÇÐGzIÉ�ÀW¿�ÂaÃ�Ð ÅÇÀÐÒÀÏÍÏÎ~Ã�¿ � Î~ÃA��ÂaÑâÄXÐÒÉ#skÑâÊ ÂaÉ<ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À2¿kÀ¥ÁïÎêËïÂaú�ÀlÉkÊ ¿kÀ¥ÍÏÎ$t·t�ÀlÊÒÍÏÀ2ÉkÃ<ÄÌÊ�ÂaÑâÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�skÑÇÀlÃ<ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊ
ÂaÉ ÄÌÊ�Â¯Á�ÀlÊÒÐ�¿iw ÉkÃ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À*ÐÒìPÔlÍlÑ'~<zIÉ�À o

� Î~É�Ð Â¯ÁïÎ~Ã�Ð°¿kÔ �/� ¿[ÑÇÐÒÍlÉkÄÒÔÆ¿kÀªÅ�w ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÀÆÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ�ÀlÄ°¿kÀªÅ�w ÂaÄÌÄ�Â~Í�ä�À(t�ÀlÃIÄR� ÄÌÊÒÎ~ÉkÁ�ÀlÊ ¿kÀÏÐ°Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐìPÎ~ÉkÊªÅÇÀÏÐ/zIÉ�ÀlÅâÐªÄÒÎ~ÉkÄªÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t+ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑâÊ�ÂaÑâÄÆÉkÃVÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ ÃkÑâÁ�À¯ÂaÉ ¿kÀXìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ�òkÃ�Î~É�ÐÆÂ¯ÁïÎ~Ã�Ð
ìPÀlÉ®¿[ÑâÄ2ÀlÃ�ÊÒÀlÁ�ÂaÃ�Í�ä�ÀC¿[ÉBÁïÎêËIÂaú�ÀlÉkÊ2¿kÀOÍÏÎ$t·t�ÀlÊÒÍÏÀ � ÀlÄ¥Ã�Î~É�Ð¥Ã�Î~É�Ð2ÍÏÎ~ÃIÄÒÀlÃIÄÒÀlÊÒÎ~Ã�Ð ¿iw ÂaÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÐ2ìPÎ~ÉkÊÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ ¿kÀOÊ�ÂaìkìPÀlÅÇÀlÊ��AzïÉ�ÀlÅ�ìPÎ~ÑâÃIÄ Í�w ÀÏÐÌÄ2ÉkÃxìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À%ÍÏÀlÃIÄÌÊ�ÂaÅ � ÄÌÊÒåÏÐ2ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄWÀlÃxÄ�ÂaÃIÄ�zIÉ�ÀCÍ¯Â~Ðú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅ � Í¯Â~Ð¥ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊ Î~É®ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀOìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀCìkÊÒÎIÍ�ä�À%ÂaÉ®ÐÒÀlÃ�Ð2¿kÀeÅ Â ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãx¿kÀÏÐ¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐÊÒÔÏÀlÅÇÐH�2ÄÌÊ�ÂaÑâÄÒÀlÊ o
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NPO �
r ÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐÆ¿iw Î~ìkÄÌÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�zIÉ�ÀãÅ�w Î~ÃVÐNw ÂaÄÌÄ�Â~Í�ä�ÀG�¥ÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀ ÐÒÎ~ÃIÄ�ÅÇÀãìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄ �8!C���K���K7(�������$4

¿kÀÏÐXìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿kÀ2¿kÔÏÍlÑÇÐÌÑÇÎ~Ã0¿kÀ
NP

o>� Ã�ì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�À
Π
ÀÏÐÌÄ Í¯ÂaÊ�Â~ÍlÄÒÔlÊÌÑÇÐÒÔ2ì�ÂaÊ Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

IΠ
¿kÀ2ÐÒÀÏÐ

ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ � Å�w ÉkÃkÑÇÎ~Ã SolΠ = ∪I∈IΠ
¿kÀÏÐ|ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ

SolΠ(I)
¿kÀÏÐ|ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐqÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀÏÐ
Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÔÏÀÏÐ�ÂaÉ-�

ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ
I � ¿kÀtÅ ÂÈ�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃÁ��Î~ìkÄÌÑqt ÑÇÐÒÀlÊ mΠ

ÐÌÉkÊ|ÍÏÀÏÐ�ÀcÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ�ÀlÄ�¿[ÉWÐÒÀlÃ�Ð
optΠ

¿kÀ Å�w Î~ìkÄÌÑqt ÑÇÐ²ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
î �Á�NI$�+���ð7L��������4 Î~É ���+4 �+�M�K7(�@�����$4 ï o 
 ÂaÊ�Å ÂWÐÌÉkÑâÄÒÀ � Î~Ã Ã�Î~ÄÒÀlÊ�Â |I| Å ÂWÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ�¿kÀ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ I o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��j#�

NPO� ÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
Π
¿kÀ

NPO
ÀÏÐÒÄªÉkÃ�zIÉ�Â~¿[ÊÌÉkìkÅÇÀlÄ

(IΠ, SolΠ,mΠ, optΠ)
zïÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À��

(i) IΠ
ÀÏÐÌÄªÊÒÀÏÍÏÎ~ÃkÃ�ÂaÑÇÐÒÐ�Â6skÅÇÀ*ÀlÃ ÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅqÀcÃ

|I|

(ii) ∃ pΠ
ìPÎ~ÅâËnÃ ü$t�À

t.q. ∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I), |s| ≤ pΠ(|I|)

(iii) ∀I, ∀s,
Î~Ã Ð²ÂaÑâÄÆ¿kÔÏÍlÑÇ¿kÀlÊãÀlÃVÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅqÀlÃ

|I|
ÐÌÑ
s
ÀÏÐÌÄªÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀ�ìPÎ~ÉkÊ

I ;

(iv) mΠ : IΠ × SolΠ → N
ÀÏÐÌÄ�ÍÏÂaÅÇÍlÉkÅ Â6skÅÇÀ¥ÀlÃVÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅqÀlÃ

|I| ;

(v) optΠ ∈ {min,max}.

� Ã�ÀôÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀR¿iw ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀRÀÏÐÌÄ Í¯ÂaÊ�Â~ÍlÄÒÔlÊÌÑÇÐÒÔÏÀRì�ÂaÊ ¿�ÀlÐóÎ$s-��ÀlÄÒÐ ¿iw ÉkÃ�ÀRÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ�ÀBÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ
ÀlÃ�ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã0ÀlÃIÄÌÊÒÀ2ÀlÉ-��ÀlÄX¿kÀÏÐãÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐãÃIÉ#t�ÔlÊÌÑTzIÉ�ÀÏÐ�òPÎ~Ã<Ã�Î~ÄÒÀlÊ�Â

X
Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀW¿kÀÏÐXÎ$s-��ÀlÄÒÐ � R(X)Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀÏÐ
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð ÐÌÉkÊ°ÍÏÀÏÐ°Î$s-�ÌÀlÄÒÐ°ÀlÄ

D
Å�w ÀcÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÆ¿kÀÏÐ
Á�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ
ÃIÉ#t�ÔlÊÌÑTzIÉ�ÀÏÐ o 
 ÊÒÀlÃ�Î~Ã�Ð°ìPÎ~ÉkÊ

À��kÀ(t ìkÅÇÀ�ÅÇÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�Àª¿kÀ�ÐÌÄ�Â6skÅÇÀÒteÂ¶�[Ñqt¥É#tNìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔ � MaxWIS
o$� Ã�ÀtÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I = (G(V,E), d)¿kÀ
MaxWIS

Â�ìPÎ~ÉkÊtÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀã¿iw Î$s-��ÀlÄÒÐtÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀã¿kÀÏÐtÐ�Î$t·t�ÀlÄÒÐ
X = V � ÍÏÎ$t·t�ÀãÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~ÃCÐÌÉkÊÍÏÀÏÐÆÎ$s-�ÌÀlÄÒÐªÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ*¿kÀÏÐ�ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ

R(X) = {E} � ÀlÄÆÍÏÎ$t·t�À�ÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ�¿kÀ Á�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐªÃIÉ#t�ÔlÊÌÑTzIÉ�ÀÏÐÆÅÇÀÁïÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ
d
¿kÀÏÐªÁ�ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀÏÐÆÐ�Î$t·t�ÀlÄÒÐ

D = {du}u∈V
o



�

� Å ÂV¿kÔ�~�Ã�ÑÓÄÒÑâÎ~Ã®ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄÒÀeÃ�Î~É�Ð2ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÎ~Ã�Ð2¿kÀlÉ-�Dt�ÎI¿[Ñ'~�Í¯ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ÐWÍÏÎ~ÉkÊ�Â6t·t�ÀlÃIÄ{�{ÂaÑâÄÒÀÏÐ*¿�ÂaÃ�Ð
Å Â¥ÅâÑâÄÌÄÒÔlÊ�ÂaÄÌÉkÊ�À o á w É�Ã�ÀXì�ÂaÊÌÄ � ÑâÅ ÀÏÐÌÄ�ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ�ìPÎ�Ð�ÐÌÑqskÅÇÀ ¿kÀ�ÐÌÉkìkìPÎ�ÐÒÀlÊÈzïÉ�w ÑâÅ À��nÑÇÐÌÄÒÀ ÉkÃVÍÏÎI¿�Âaú�ÀGskÑâÃ�ÂaÑâÊÒÀ¿kÀÏÐ ¿kÎ~ÃkÃ�ÔlÀÏÐ�¿[ÉeìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀHzïÉkÑ�Ð�Î~ÑâÄ°Ê�ÂaÑÇÐÒÎ~ÃkÃ�Â6skÅÇÀãÀlÄt¿kÀR�{ÂaÑâÄ � zIÉ�ÀªÅÇÀÏÐ Á~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐt¿[ÉeìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀãÐÒÎ~ÑÇÀlÃIÄ�<Á�ÂaÅÇÀlÉkÊe¿�ÂaÃ�Ð

{0, 1}
ò
Í�w ÀÏÐÌÄeÍÏÀózIÉ�À%Ã�Î~É�Ð·��ÀlÊÒÎ~Ã�Ð � ìPÎ~ÉkÊ�ÉkÃ�ÀVìkÅâÉ�Ð�ú�Ê�ÂaÃ�¿kÀ ÍlÅ ÂaÊÌÄÒÔó¿kÀÏÐ�ÍÏÎ~Ã�ÍÏÀlìkÄÒÐteÂaÃkÑâìkÉkÅÇÔÏÐ o#r Â¥Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ
|I|
¿iw ÉkÃ�ÀXÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I � zIÉkÑPÃ�w ÀÏÐÌÄÆÂaÉkÄÌÊÒÀ�zIÉ�ÀãÅ�w ÀÏÐÌì�Â~ÍÏÀõt�Ô(t�Î~ÑâÊÒÀ Ã�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐ�ÂaÑâÊÒÀ�ÂaÉÐÌÄÒÎIÍ���Âaú�À�¿kÀÏÐ*¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀÏÐ¥Â¯ÁïÀÏÍ ÉkÃBÎ~ÊÒ¿[ÑâÃ�ÂaÄÒÀlÉkÊ*É�ÐÌÉ�ÀlÅ � ÀlÐÒÄ*ÂaÑâÃ�ÐÌÑ ¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ � �%ÉkÃBÍÏÎIÀ � ÍlÑÇÀlÃIÄ2ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄìkÊÒåÏÐ � ì�ÂaÊ |X| + log(dmax)
Î »

dmax = max|d|∈D{d}
oir À ÍÏÎI¿�Âaú�Àe¿kÀ

I
Ã�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐÌÑâÄÒÀ�Àcù�ÀlÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ

O(|X|)
ÀÏÐÌì�Â~ÍÏÀÏÐ°ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀÏÐ ìPÎ~ÉkÊ°ÅÇÀÏÐ°Î$s-�ÌÀlÄÒÐ�î�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀÆÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀÆÀÏÐÌÄ°¿kÀ�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀR~�ÃkÑÇÀËï�ÀlÄ

O(log(|d|))ÀÏÐÌì�Â~ÍÏÀÏÐ ìPÎ~ÉkÊtÍ�ä�Â$zIÉ�À�¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ�ÃIÉ#t�ÔlÊÌÑTzIÉ�À
d
ÀlÃOÍÏÎI¿�Âaú�À�skÑâÃ�ÂaÑâÊÒÀ�ì�ÂaÊtÀ��[À(t ìkÅÇÀ oEÇ Î~ÉkÄÒÀ���Î~ÑÇÐ � Î~ÃOÎ$t�ÀlÄÐÒÎ~ÉkÁïÀlÃIÄ � ÀlÄ2Ã�Î~É�ÐWÅÇÀ��«ÀlÊÒÎ~Ã�Ð ÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�¿�ÂaÃ�Ð ÍÏÀ%¿kÎIÍlÉ#t�ÀlÃIÄ � ¿kÀñt�ÀlÃIÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�ÀlÊ

dmax
ÅÇÎ~ÊÒÐ/zIÉ�ÀOÅ�w Î~Ã

ÔlÁïÎEzïÉ�ÀªÅ Â�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ�¿kÀªÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�òIÍ�w ÀÏÐÌÄ�zIÉ�ÀªÅ�w Î~ÃÁ��ÂaÑâÄtÂaÅÇÎ~ÊÒÐ Å�w äIËnìPÎ~ÄÌä�åÏÐÒÀÆÑqt ìkÅâÑÇÍlÑâÄÒÀHzïÉ�ÀªÅ Â�ÍÏÎ$t ìkÅÇÀ��nÑâÄÒÔ
ÀÏÐÌÄO¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀóì�ÂaÊeÅÇÀ Ã�Î$t3skÊÒÀ�¿iw Î$s-�ÌÀlÄÒÐ � ÐÒÎ~ÑâÄ�zIÉ�ÀVÅÇÀ Ã�Î$t3skÊÒÀ�¿iw Î$s-��ÀlÄÒÐOÀÏÐÒÄe¿iw Î~ÊÒ¿[ÊÒÀ�ÐÒÉkìPÔlÊÌÑÇÀlÉkÊ%ÂaÉ
ÅÇÎ~úïÂaÊÌÑâÄÌä#t�À*¿kÀ�Å ÂWìkÅâÉ�Ðªú�Ê�ÂaÃ�¿kÀ*ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ��

dmax = O(expp(|X|))
Î »

p
ÀÏÐÌÄªÉ�ÃVìPÎ~ÅâËnÃ ü$t�À o

á w ÂaÉkÄÌÊÒÀ¥ì�ÂaÊÌÄ � Î~Ã<ÐNw ÂaÄÌÄ²Â~Í�ä�À���ÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀ2¿kÀÏÐãìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ ÍÏÀlÊÌÄÒÀÏÐ ¿[Ñ � ÍlÑâÅÇÀÏÐõteÂaÑÇÐXÎ~ÃôÐÒÀ�ÅâÑqt ÑâÄÒÀlÊ�ÂÄÒÎ~ÉkÄX¿kÀ{tÁµ(t�À2ÂaÉ-� ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐXìPÎ~ÉkÊãÅÇÀÏÐ/zIÉ�ÀlÅÇÐãÎ~Ã<Ð�ÂaÑâÄXÂaÉAt�Î~ÑâÃ�ÐX¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊ ÉkÃ�À*Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÊÒÔ¯ÂaÅâÑ'x
Ð�Â6skÅÇÀ ÀlÃRÄÒÀ(t ì�Ð�ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅ@ý ´ ÀlÄÌÄÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃBÐÒÀlÊ�ÂVÂaìkìPÀlÅÇÔÏÀ�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃRÄÌÊÌÑâÁIÑ ÂaÅÇÀ�ÀlÄ�Ã�Î~ÄÒÔÏÀ

trivΠ(I)ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I
¿iw ÉkÃóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π
o

´ ÀlÅ ÂVÃ�Î~É�Ð¥Â6t�ålÃ�À��%Å Â ¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÒÉkÑâÁ~ÂaÃIÄÒÀ�¿kÀ
NPO � zIÉkÑtÂaÉkÊ�Â ÍlÎ~É�ÊÒÐ*¿kÎ~ÊÒÔlÃ�Â¯Á�ÂaÃIÄ¥¿�ÂaÃ�Ð*ÍÏÀ¿kÎIÍlÉ#t�ÀlÃIÄ o

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�ðl7�
NPO � ¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã<ÂaÅâÄÒÀlÊÌÃ�ÂaÄÌÑâÁ�À�î c ��nid ï� ÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π
¿kÀ

NPO
ÀÏÐÒÄªÉkÃ�zIÉ�Â~¿[ÊÌÉkìkÅÇÀlÄ

(IΠ, SolΠ,mΠ, optΠ)
zïÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À��

ÅÇÀÏÐ�ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã�Ð
(i) � (iii) � (iv) ÀlÄ (v) ¿kÀ�Å ÂW¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã n-oqp

(ii′) ∃ pΠ
ìPÎ~ÅâËIÃ ü$t�À

t.q. ∀I ∈ IΠ, SolΠ(I) ⊆ {0, 1}pΠ(|I|),

(vi) ∀I ∈ IΠ,
Î~ÃóÐ�ÂaÑâÄÆ¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊãÉkÃ�À�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

trivΠ(I)
ÀlÃVÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅqÀlÃ

|I|.

r Â�ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã
(ii′) � ì�ÂaÊ�Å Â ÐÒìPÔÏÍlÑ'~�Í¯ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�zIÉ�w ÀlÅÓÅÇÀ*ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÀ*¿kÀ�Å ÂM��Î~Ê�t�À*¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð � ìPÀlÊ�t�ÀlÄÉkÃ�À�À��[ìkÊÒÀÏÐÒÐÌÑÇÎ~Ãé�%Å Âñ��Î~ÑÇÐ�ÐÌÑqt ìkÅÇÀ�ÀlÄ*ÍlÅ ÂaÑâÊÒÀe¿kÀÏÐ*ÍÏÎ~Ã�ÍÏÀlìkÄÒÐM�V¿kÔ�~�ÃkÑâÊ � ¿kÀÏÐ�ì�ÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐM��t�ÀlÄÌÄÌÊÒÀeÀlÃ

ÔlÁnÑÇ¿kÀlÃ�ÍÏÀ o;r w À��[Ñâú�ÀlÃ�ÍÏÀ ¿iw ÉkÃ�ÀWÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã0ÀlÃôÄÒÀ(t ì�Ð ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ°ÐÒÀ���É�ÐÌÄÌÑ'~�À�zïÉ�ÂaÃIÄ&�OÀlÅâÅÇÀ2ì�ÂaÊ ÅÇÀ{�{ÂaÑâÄ
zIÉ�À�Å�w Î~Ã<ÐËw ÑâÃnÄÒÔlÊÒÀÏÐÒÐÒÀM��¿kÀÏÐãìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐXìPÎ~ÄÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ(t�ÀÏÃIÄ�ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂ6skÅÇÀÏÐ � Í�w ÀÏÐÌÄyx¹�¶xv¿[ÑâÊÒÀ2¿kÎ~ÃIÄ Î~Ã�Ã�ÀìPÀlÉkÄãÂ � Ê�t�ÀlÊXÂ2ìkÊÌÑÇÎ~ÊÌÑØzïÉ�w ÑâÅÇÐÆÃ�À ÅÇÀ�ÐÒÎ~ÑÇÀlÃIÄÆì�Â~Ð�ý
ë ÀlìkÊÒÀlÃ�ÂaÃIÄ Å�w À��kÀ(t ìkÅÇÀ
ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄqÀlÄ�ÍÏÎ~Ã-�«Î~Ê�t�Ô(t�ÀlÃIÄP��Å Âª¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã n-o}n � ÅÇÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À MaxWISÊÒÀlÁnÑÇÀlÃIÄ��¥ÑâÃ�¿[ÑTzIÉ�ÀlÊªìPÎ~ÉkÊÆÍ�ä�Â$zIÉ�À�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄªì�ÂaÊªÉkÃ Î~ìPÔlÊ�ÂaÄÒÀlÉkÊÈskÑâÃ�ÂaÑâÊÒÀ�ÐNw ÑâÅ�ÀÏÐÌÄÆÎ~É%Ã�Î~Ã%ÑâÃIÄ�Ôcú�Ê�Ô&�2Å Â

ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�î
SolWIS(I) = {0, 1}|V |

ï�ÀlÄ|ÉkÃ�ÀªÂhù
ÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã
s
ÀÏÐÌÄ|ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6s�ÅâÀªÐÌÑn¿kÀlÉ-�2ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ�ìkÊÌÑÇÐ�¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÂ

ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃeÃ�À�ÐÒÎ~ÃIÄ ì�Â~ÐtÂ~¿6�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄÒÐ � ÐÒÎ~ÑâÄtÐÌÑ�ÅÇÀÆÁ�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ s Á�ÔlÊÌÑ'~�À “si.sj = 1⇒ sisj /∈ E” � ÍÏÀ�zIÉkÑ�ìPÀlÉkÄ



�

ÐÒÀ*Á�ÔlÊÌÑ'~�ÀlÊ ÀlÃ�ÄÒÀ(t ì�Ð
|V |2

oCv É�ÂaÃnÄG��ÅÇÂeÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊ ¿iw ÉkÃ�À2ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã � ¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ¥ì�ÂaÊ mWIS(I, s) = d · s �ÀlÅâÅÇÀCÐÒÀOÍ¯ÂaÅÇÍlÉkÅÇÀ%ÀlÃ®ÉkÃ®ÄÒÀ(t ì�Ð ÂaÉ®ìkÅâÉ�Ð
log(dmax) × |V |

oÞ� Ã-~�Ã � Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀCÁnÑÇ¿kÀOÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÒÑÓÄÒÉ�ÀOÉkÃ�ÀÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÄÌÊÌÑâÁnÑ ÂaÅÇÀ�ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿[É ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À o

��� Ú � � ¡�¢s£ �������9¤¤�?�ó�@��ÔÐ�¥�6�"Í#�v�6 CÑÒ¢�Ír�
� Î~É�Ð�Å�w Â¯Á�Î~Ã�ÐãÔlÁïÎEzIÉ�Ô*ÀlÃóÑâÃIÄÌÊÒÎI¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � ÔlÄ�ÂaÃIÄX¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ*ÉkÃ�À�ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ I ¿iw ÉkÃóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À � ¿kÀlÉ-�Á�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐÆì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇålÊÒÀÏÐXÃ�Î~É�Ð�ÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐÒÐÒÀlÃIÄ�ìPÎ~ÉkÊ�Å Â ÊÒÔÏÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã<¿kÀ

I
��ÍÏÀlÅâÅÇÀlÐX¿kÀ�Å Â·t�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÀ¥ÀlÄã¿kÀ�Å Â

ìkÑâÊÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�T«f� r ÀGt�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊ�ÀlÄÆÅÇÀ�ìkÑâÊÒÀ
ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

Π
ÉkÃOìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀX¿kÀ

NPO
ÀlÄ
I
ÉkÃ�À�ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀã¿kÀ

Π � Î~ÃC¿kÔ�~�ÃkÑâÄ�ÅÇÀÏÐtÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ βΠ(I) ÀlÄ ωΠ(I)ì�ÂaÊ
βΠ(I) = optΠ

s∈SolΠ(I)
{mΠ(I, s)}

ÀlÄ
ωΠ(I) = optΠ

s∈SolΠ(I)

{mΠ(I, s)} ¦ .

á Ô�~�ÃkÑÇÐÒÐ�Î~Ã�ÐÆÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ*¿kÀlÉ-�%Ã�Î~ÄÌÑÇÎ~Ã�Ð"��Î~ÊÌÄªÉkÄÌÑâÅÇÀÏÐ�¿�ÂaÃ�ÐÆÅÇÀ�Í¯Â~¿[ÊÒÀ*¿kÀ Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�q¯:� ø ÉkìkìPÎ~ÊÌÄ
ø Î~ÑâÄ

Π
ÉkÃ%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ

NPO � ÅÇÀ ÐÌÉkìkìPÎ~ÊÌÄÆÐÌÉkìkì Π(I) ¿iw ÉkÃ�À ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ I ¿kÀ Π t�ÀÏÐÒÉkÊÒÀXÅÇÀXÃ�Î$t3skÊÒÀ
¿kÀ�Á~ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ�zïÉ�À�ìPÀlÉkÁ�ÀlÃIÄ�ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ�ÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ

I
�

ÐÌÉkìkì
Π(I) = |{mΠ(I, s) : s ∈ SolΠ(I)}|.

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7� ² � á Ñ Â6t�ålÄÌÊÒÀ
ø Î~ÑâÄ

Π
ÉkÃ¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�Àt¿kÀ

NPO � ÅÇÀ ¿[Ñ Â6t�ålÄÌÊÒÀt¿kÑÇÂ6t Π(I)
¿iw ÉkÃ�À ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
¿kÀ

Π
t�ÀÏÐÒÉkÊÒÀ°Å�w Â6t ìkÅâÑâÄÌÉ�¿kÀ

¿kÀÏÐªÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐÆìPÎ�ÐÒÐÌÑqskÅÇÀÏÐ��
¿[Ñ Â6t

Π(I) = |ωΠ(I)− βΠ(I)|.

� Ã-~�Ã � Ã�Î~É�Ð�ÑâÃIÄÌÊÒÎI¿[ÉkÑÇÐÒÎ~Ã�Ð*Å ÂVÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ NPO − PB
¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ*ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃnÄ3sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ

¿kÀ
NP � �{Â6t ÑâÅâÅÇÀH� Å Â$zïÉ�ÀlÅâÅÇÀÆÑâÅ?ÀÏÐÌÄ���ÊÒÔLzIÉ�ÀlÃIÄ ¿kÀ�ÐÒÀªÊÒÀÏÐÌÄÌÊÒÀlÑâÃ�¿[ÊÒÀ��IÍ�w ÀÏÐÌÄ Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄtÅÇÀÆÍ¯Â~Ð ¿kÀÏÐtÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ

GLO
î B§,LU ì�ÂaÊ�Âaú�Ê�Âaìkä�À �-o}n ï�ÀlÄ

MaxNP0
î B.,NU ì?ÂaÊ�Âaú�Ê�Âaìkä�À n-o}�-oqp ï�¿�ÂaÃ�Ð°ÅÇÀÏÐ/zIÉ�ÀlÅâÅÇÀÏÐ°ÍÏÀªÄÌÊ�Â¯Á~ÂaÑâÅ�ìkÉkÑÇÐ�À

Ã�Î$t3skÊÒÀ*¿kÀÏÐªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐHzIÉ�w ÑâÅ�ÄÌÊ�ÂaÑâÄÒÀ o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�T¿f�
∀Π ∈ NPO, Π ∈ NPO − PB ⇔ ∃qΠ

ìPÎ~ÅâËIÃ ü$t�À
/ ∀I ∈ IΠ,max{ωΠ(I), βΠ(I)} ≤ qΠ(|I|).¨1©

∀Π ∈ NPO, (optΠ = max⇒ optΠ = min) ∧ (optΠ = min⇒ optΠ = max ª



pN�

���«� � o!"R5l57�! #`9_�"¬4r\�`9p
r w ÑÇ¿kÔ¯ÂaÅ�ÐÒÀlÊ�ÂaÑâÄ ¿kÀ¥Ð�Â¯ÁïÎ~ÑâÊãÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀ¥ÅÇÀÏÐãìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿kÀ

NPO
ÀlÃ�ÄÒÀ(t ì�ÐXìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ@òCteÂaÅâä�ÀlÉ-x

ÊÒÀlÉ�ÐÒÀ(t�ÀlÃIÄ � Å ÂWìkÊÒÔÏÐÒÎ$t ìkÄÌÑÇÎ~Ã�ÀÏÐÒÄR�«Î~ÊÌÄÒÀ�¿kÀ�ìPÀlÃ�ÐÒÀlÊ�zIÉ�À P 6= NP
Î~ÉóÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ

PO 6= NPO
Î »

PO �ÁïÀlÊÒÐÌÑÇÎ~Ã%Î~ìkÄÌÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã ¿kÀXÅ Â¥ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ
P � ¿kÔÏÐÒÑâú�Ã�ÀãÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3s�ÅâÀ�¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐÆ¿kÀ NPO

zIÉ�ÀãÅ�w Î~Ã%Ð²ÂaÑâÄ
ÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀóÀlÃTÄÒÀ(t ì�ÐeìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅ oR´ w ÀÏÐÌÄ�ìPÎ~ÉkÊ/zIÉ�Î~ÑãÎ~ÃKÀÏÐÒÐ�ÂaÑÇÀ ¿iw ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÀlÊ%ÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ � teÂaÑÇÐCÂaÉt ÑÇÀlÉ-� � ÍlÀÏÐÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿[Ñ � ÍlÑâÅÇÀÏÐ o

��� �!� Ú ÌÈ ¡�®�¥���$��¤¤�çÔ�Í?¢��T ;���ÐÏ@¤<§¨�9�¡ C�@��¤¤�¸�"¤Ø¢�×F�¨¤Ø�¡�9 i¢�Í
r w ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ�Ã®ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀCÂVìPÎ~ÉkÊ3t ÑÇÐÒÐÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ�ÊÒÔÏÐ�Î~É�¿[ÊÒÀeÅâÀÏÐ*ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐWÐÒÀlÅÇÎ~ÃBÅÇÀÏÐ¥¿kÀlÉ-�

À��[Ñâú�ÀlÃ�ÍÏÀlÐÅ�
−
ÀlÃ0ÄÒÀlÊ�t�À ¿kÀWÄÒÀ(t ì�Ð � ¿kÀWúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÀ ¿iw ÉkÃ�À�À��[ÔÏÍlÉkÄÌÑÇÎ~ÃRÊ�ÂaìkÑÇ¿kÀ�î«ÍÏÎ$t ìkÅÇÀ��[ÑâÄÒÔ ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ�¿kÀÏÐ

ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐ8ï �
−
ÀlÃ ÄÒÀlÊ�t�À�¿kÀ�ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ � ¿kÀ úïÂaÊ�ÂaÃnÄÌÑÇÀ�¿iw ÉkÃóÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃóÃkÑâÁïÀ¯ÂaÉ ¿�w Âaì�ìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã o

´ ÂaÊ*ÐÌÑ
Î~ÃRÐNw Âhù
Ê�ÂaÃ�Í�äkÑâÄ*¿kÀWÅ Â%ÍÏÎ~ÃIÄÌÊ�ÂaÑâÃIÄÒÀ�¿iw Î~ìkÄÌÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ � Î~Ã0Á�ÀlÉkÄ�ÄÒÎ~ÉkÄGtÁµ(t�ÀÁµlÄÌÊÒÀ�ÍlÀlÊÌÄ²ÂaÑÓÃ�¿kÀÅ Â�zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔO¿kÀÏÐ¥ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð2Îaù
ÀlÊÌÄÒÀÏÐ o 
 Î~ÉkÊ¥ÊÒÔlìPÎ~Ã�¿[ÊÒÀ�� ÍÏÀÏÐ¥À��[Ñâú�ÀlÃ�ÍÏÀÏÐ � ¿kÀlÉ-�RÄ�ËIìPÀÏÐ¥¿iw Â~ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐWÐÒÎ~ÃIÄt�ÀlÃ�ÔÏÀÏÐ��
−
Å ÂóÍÏÎ~Ã�ÍÏÀlìkÄÌÑÇÎ~Ã ¿iw ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐWìPÀlÊÌÄÌÑâÃ�ÀlÃIÄÒÐWÁIÑÇÐ�x¹�¶x{ÁIÑÇÐ2¿kÀeÅ Â�t�ÀÏÐÒÉkÊÒÀC¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã£ìPÎ~ÉkÊ

Î$skÄÒÀlÃkÑâÊã¿kÀ�sPÎ~ÃkÃ�ÀÏÐãÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐãÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀÏÐ �
−
Å�w ÂaÃ�ÂaÅâË[ÐÒÀ�¿kÀ Ä�ÀcÅÇÐãÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐXÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÐ o

r ÀãÄÌÊ�Â¯Á~ÂaÑâÅ
Ð�ÀãÐÌÑâÄÌÉ�ÀXÀcù�ÀlÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ�Ä�ÂaÃIÄªÂaÉCÃkÑâÁïÀ¯ÂaÉ%¿kÀãÅ Â¥ÍlÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃózIÉ�w}�*ÍÏÀlÅâÉkÑ�¿kÀãÅ�w ÂaÃ?ÂaÅÓË[ÐÒÀ
¿kÀ�ÍÏÀAzIÉ�À Å�w Î~ÃEÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉkÑâÄ%ÀlÄCÍÏÀlÄÌÄÒÀ<ÂaÃ�ÂaÅâË[ÐÒÀóÊÒÔÏÐÌÑÇ¿kÀ<ÀlÐ�ÐÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ%ÀlÃKÅ�w ÔlÄÌÉ�¿kÀ<¿kÀÏÐOìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ
ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀÏÐã¿kÀÏÐªìkÊÒÎ$s�Åâå(t�ÀÏÐHzIÉ�À Å�w Î~Ã ÄÌÊ�ÂaÑâÄÒÀ���Í�w ÀÏÐÌÄªÅð�WÅÇÀ�Í��XÉ�Ê�¿kÀ Ã�Î~ÄÌÊÒÀ*¿[ÑÇÐÒÍlÑâìkÅâÑâÃ�À o
��� �!� � ­ ¤>�Ö ;Ï��¡Í

� Ã ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À�Âaì�ìkÊÒÎIÍ�ä�Ô Ã�w ÀÏÐÌÄ�ÃkÑ
ì�ÅÓÉ�Ð�ÃkÑ;t�Î~ÑâÃ�Ð"zIÉ�w ÉkÃ ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À&zIÉkÑ
¿kÎ~ÃkÃ�À ÉkÃ�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀ�ÂaÉ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀóìPÎ�ÐÒÔ o¨� Ã£ÄÒÀlÅãÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À�ÀÏÐÌÄ�ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t ÑÇÂaÅXÐNw ÑâÅ�ÐÒÀV¿kÔlÊÒÎ~ÉkÅÇÀ ìPÎ~ÉkÊeÄÒÎ~ÉkÄÒÀ
ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÀlÃ ÉkÃ ÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅqÀlÃ Å Â2Ä²ÂaÑÓÅâÅÇÀ*¿kÀ Å�w ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7� m �
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t Ñ ÂaÅqÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô
� ÃeÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À

A
ÀÏÐÌÄ°ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂhÅ
ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÆìPÎ~ÉkÊ°ÅÇÀªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π
ÐNw ÑâÅ�À��nÑÇÐÌÄÒÀªÉkÃ�ìPÎ~ÅâËIÃ ü$t�À

pA
Ä�ÀcÅ

zIÉ�À
A
ìkÊÒÎI¿[ÉkÑâÄ�ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
¿kÀ

Π
ÉkÃ�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

A(I)
ÀlÃVÉkÃ ÄÒÀ(t ì�ÐãÂaÉ ìkÅâÉ�Ð

pA(|I|)
o
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r w ÀÏÐÌÄÌÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃO¿kÀªÅÇÂGzïÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔÆ¿iw ÉkÃOÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À�ÀÏÐÌÄP�{ÂaÑâÄÒÀÈ� Å�w ÂaÑâ¿�ÀÆ¿kÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ ¿iw ÂaìkìkÊ�ÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã o
r ÀÆÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄtÍlÅ Â~ÐÒÐÒÑTzïÉ�À � zIÉkÑ�ÀÏÐÌÄ ÍÏÀlÅâÉkÑ?ÐÌÉkÊ°ÅÇÀLzïÉ�ÀcÅ?ÐÒÀR�«Î~Ã�¿kÀªÅ�w ÀÏÐÒÐÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ?¿kÀªÅ Â�ÄÌä�ÔÏÎ~ÊÌÑÇÀ�¿kÀªÅ�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ¶xÄÌÑÇÎ~Ã ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ � ÀÏÐÌÄ°Â~Ð�ÐÒÀ(ö�ÑâÃIÄÌÉkÑâÄÌÑ'�-��ÑâÅkÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÒÄÒÀ"� ÍÏÎ$t ì�ÂaÊÒÀlÊ°Å ÂãÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ°¿kÀ�Å ÂXÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ãe¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ�ì�ÂaÊÅ�w ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À{�*Å Â*Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ�¿kÀXÅ�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t o#á Å
ÐNw Âaú�ÑâÄÒskÑÇÀlÃV¿iw ÉkÃ�À ÀÏÐÒÄÌÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃV¿kÀ ÍÏÀãÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ � ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�ÀÅ�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t Ã�w ÀÏÐÌÄ�ì�Â~ÐãÍÏÎ~ÃkÃIÉôÂ ìkÊÌÑÇÎ~ÊÌÑ o;´ Î~Ã-�«Î~Ê/t�Ô�t�ÀlÃnÄG�WÅ Â�ìkäkÑâÅÇÎ�ÐÒÎ~ìkäkÑÇÀ¥¿kÀ�Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã<ìPÎ6x
ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ �$�·!C�K�/0�=�087MB��67 � zIÉkÑ�ÐÒÀ�¿kÎ~ÃkÃ�À*ìPÎ~ÉkÊ�t ÑÇÐÒÐÒÑâÎ~Ã�¿iw ÔlÄ�Â6skÅâÑâÊX¿kÀÏÐ +@�$����4<����0�73����7(�$%)�#0�7 ÐÌÉkÊ�Å ÂzIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ�¿kÀÏÐÆÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð"��Î~ÉkÊÌÃkÑÇÀÏÐ � Å�w ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À¥ÐÒÀlÊ�ÂH��Ékú�Ô�ÐÌÉkÊ�Ð�Â2ìkÅâÉ�Ð"teÂaÉkÁ�ÂaÑÇÐÒÀ�ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ oø Î~ÑâÄ

Π
ÉkÃEìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀR¿kÀ

NPO
ÀlÄ
A
ÉkÃ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀBÂaì�ìkÊÒÎIÍ�ä�Ô0ìPÎ~ÉkÊ

Π � Î~Ã.Ã�Î~ÄÒÀlÊ�Â®ÊÒÀÏÐ�xìPÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄWìPÎ~ÉkÊWÉkÃ�ÀCÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I
¿kÀCÍÏÀOìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

λA(I) � βΠ(I) ÀlÄ ωΠ(I) ÅÇÀÏÐ2Á�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐW¿kÀOÅ ÂÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ãx¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀeì�ÂaÊ¥Å�w ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À
A � ¿kÀeÅ�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÀlÄ2¿kÀeÅ Â ìkÑâÊÒÀOÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã®ÐÒÉkÊ

I
oØr Â:zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ

¿iw ÉkÃ�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃBÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ � ÀlÃBÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃBÍlÅ Â~Ð�ÐÌÑTzïÉ�À � ÐÒÀlÊ�ÂaÑâÄ�¿kÎ~Ã�Í�¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ ì�ÂaÊ�Å�w ÀÏÐÌÄÌÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã¿[ÉOÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ
ρAΠ(I) = λA(I)/βΠ(I)

o 
 Î~É�ÊtÉkÃOìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿kÀ�t ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � Î~Ã%Â ρAΠ(I) ∈ [1,+∞[î
λA(I) ≥ βΠ(I)

ï � Ä�ÂaÃ�¿[ÑÇÐMzïÉ�À�ìPÎ~ÉkÊ*ÉkÃBìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀO¿kÀÁteÂ¶�nÑqt ÑÇÐ²ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ρAΠ(I) ÀÏÐÌÄ3�VÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊ¥¿�ÂaÃ�ÐÅ�w ÑâÃIÄÒÀlÊÌÁ�ÂaÅâÅÇÀ
[0, 1]

î
λA(I) ≤ βΠ(I)

ï o á ÂaÃ�ÐãÄÒÎ~É�ÐãÅÇÀÏÐXÍÏÂ~Ð � ìkÅâÉ�ÐXÎ~Ã<Ð�À�Ê�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÀW¿kÀ*Å�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#tFÀlÄìkÅâÉ�ÐXÅÇÀ2Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÐÒÀ¥Ê�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�À ¿kÀ p�oCá Å|ÀÏÐÌÄ ÍÏÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄ�ìkÊÒÔ��«ÔlÊ�Â6skÅÇÀWì�ÂaÊ ÐÒÎ~É�ÍlÑÇÐ�¿iw ä�Î$t�Î~ú�ÔlÃ�ÔlÑâÄÒÔ�¿kÀ
Ê�Â6t�ÀlÃ�ÀlÊ ÄÒÎ~É�ÐãÅÇÀÏÐXÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ ¿�ÂaÃ�ÐXÉkÃ<ÑâÃIÄÒÀlÊÌÁ~ÂaÅâÅÇÀ

[0, 1]
�?Î~Ã<ìkÊÒÀlÃ�¿[Ê�ÂCÂaÑâÃ�ÐÒÑqìPÎ~ÉkÊXÅÇÀÏÐãìkÊ�Î$skÅÇå�t�ÀÏÐ�¿kÀ

t ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Å�w ÑâÃIÁïÀlÊÒÐÒÀ�¿kÀ�ÍÏÀ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7� ¾ � ë ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À
ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

Π
É�ÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿kÀ

NPO
ÀlÄ
A
ÉkÃóÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À2ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π �
%q�G! 0��¶,(�$���Á�$4>B80M=�0

A
78���G��4C0{�K4 7����$4>B80

I
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ρAΠ(I) = λA(I)/βΠ(I)
ÐÌÑ
Π
ÀÏÐÌÄÆÉkÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿kÀGteÂ¶�[Ñqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã

,

ρAΠ(I) = βΠ(I)/λA(I)
ÐÌÑ
Π
ÀÏÐÌÄÆÉkÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿kÀGt ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã&ò

0L��%q�G!#0��¶,L�$�8�Á�$4CB�0M=E0
A

!#�$�E�
Π
!#�$��O

ρAΠ = infI∈IΠ{ρ
A
Π(I)}.

ø Ñ
ρAΠ ≥ r � Î~Ã ¿[ÑâÊ�Â	zIÉ�À Å�w ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À

A
ÀÏÐÒÄ

r
x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π
ÂaÉ ÐÒÀlÃ�ÐO¿kÀ Å ÂYt�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ

ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À o<r Âe¿[Ñ � ÍlÉkÅâÄÒÔ2ÀÏÐÌÄã¿kÀ*ÄÌÊÒÎ~ÉkÁ�ÀlÊ � ìPÎ~ÉkÊãÉkÃôÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À2¿kÎ~ÃkÃ�Ô � ÉkÃAteÂ¶��Î~Ê�ÂaÃIÄ
r
ÅÇÀ�ìkÅâÉ�ÐÈ~�Ã

ìPÎ�ÐÒÐÌÑqskÅÇÀ�¿[É Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿�w Âaì�ìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã{��Í�w ÀÏÐÌÄÆÅÇÀ ÄÒÊ�Â¯Á~ÂaÑâÅ�¿iw ÂaÃ�ÂaÅâË[ÐÒÀ�¿kÀÏÐ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐ�ìkÊÒÎ~ìPÎ�Ð�ÔÏÐ o
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r À<Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � t�Î~ÑâÃ�Ð ÍÏÎ$t·t¥ÉkÃ�Ô(t�ÀlÃIÄ É�ÐÒÑâÄÒÔ�teÂaÑÇÐózïÉkÑ�Â®¿kÔ �/�®¿kÎ~ÃkÃ�Ô<ÅâÑÇÀlÉ¸�®¿kÀÏÐ

ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ ÍÏÎ~ÃIÁ~ÂaÑâÃ�Í¯ÂaÃIÄÒÐ � ÐÒÀ�ÊÒÔ���ålÊÒÀD�®¿kÀlÉ-�KìPÎ~ÑâÃnÄÒÐV¿kÀ<ÊÒÀlìPålÊÒÀ���Å�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t � teÂaÑÇÐ ÂaÉ�Ð�ÐÌÑXÅ Â�ìkÑâÊÒÀ¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð oir ÂOÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ
λ
¿kÀ2ÄÒÎ~ÉkÄ�ÀWÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã � ÍÏÎ$t ìkÊÌÑÇÐÒÀ ÐÌÉkÊ Å�w ÑâÃIÄÒÀlÊÌÁ�ÂaÅâÅâÀ [βΠ(I), ωΠ(I)] � ÀÏÐÌÄXÅ ÂÍÏÎ$t3skÑâÃ�ÂaÑÇÐÒÎ~ÃRÍÏÎ~ÃIÁ�À��kÀ¥¿kÀÏÐ ¿kÀlÉ-�óÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ

ωΠ(I)
ÀlÄ
βΠ(I)

��ÑâÅ|Ë�Â�ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐXÉkÃ<ÊÒÔÏÀlÅ
δ ∈ [0, 1]

ÄÒÀlÅ
zIÉ�À

λ = δβΠ(I)+ (1− δ)ωΠ(I)
oEr ÀHskÉkÄ�¿kÀãÅ�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã ¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ � Í�w ÀÏÐÌÄ�Ã�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ¿kÀeÐÒÀ�Ê�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÀlÊ ÂaÉ	teÂ¶�[Ñqt¥É#t�¿kÀ

βΠ(I)
Î~É�¿kÀeÐNw ÔlÅÇÎ~Ñâú�Ã�ÀlÊ ÂaÉ	teÂ¶�nÑqt¥É#t ¿kÀ

ωΠ(I) � Â¯Á�ÀÏÍ�ÉkÃÍÏÎIÀ � ÍlÑÇÀlÃIÄ
δ
ÅÇÀ*ìkÅâÉ�ÐãìkÊÒÎIÍ�ä�À2¿kÀ p ìPÎ�ÐÒÐÌÑqskÅÇÀ oC� ÑâÃ�ÐÌÑ � Î~Ã�Ã�À¥ÍÏÎ$t ì�ÂaÊÒÀ2ì�Â~ÐãÅ Â�Á~ÂaÅÇÀlÉkÊ ¿kÀ*Å ÂeÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�CÍÏÀlÅâÅÇÀ ¿kÀ2Å�w Î~ìkÄÌÑqt¥É t � teÂaÑÇÐ ÅÇÀ Í�ä�À(t ÑÓÃB¿kÔ ���Cì�ÂaÊÒÍÏÎ~ÉkÊÌÉR¿�Àcì�ÉkÑÇÐ Å ÂCìkÑâÊÒÀ ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã	�OÅ�w ÔlÄÒÀlÃ�¿[É�À�¿kÀÏÐ

Á�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ ìPÎ�ÐÒÐÌÑqskÅÇÀÏÐ � ¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀVì?ÂaÊ ÅÇÀV¿[Ñ Â6t�ålÄÌÊÒÀ diamΠ(I) = |βΠ(I) − ωΠ(I)|
o�r ÂDzïÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ ¿iw ÉkÃ�À

ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ
A(I) � ÀlÃ Âaì�ìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ãe¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ � Ð�ÀlÊ�ÂaÑâÄ�¿kÎ~Ã�Í�¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ�ì�ÂaÊ�Å�w ÀÏÐÌÄÌÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã¿[É Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ

δAΠ (I) = (ωΠ(I)− λA(I))/(ωΠ(I)− βΠ(I))
o

á ÉVìPÎ~ÑâÃIÄ�¿kÀ ÁIÉ�À�t�ÔlÄÌä�ÎI¿kÎ~ÅÇÎ~ú�ÑTzIÉ�À � ÍÏÀ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÐÒÀÒ� É�ÐÌÄÌÑ'~�À�¿kÀ ÅâÉkÑ'x�tÁµ(t�À���Í�w ÀÏÐÌÄ � ÍÏÎ$t·t�À�ìPÎ~ÉkÊÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À � ÉkÃ�À{t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ2Â~ÐÒÐ�À�ö*ÑâÃIÄÌÉkÑâÄÌÑâÁïÀ o>r w ÑÓÃnÄÒÔlÊ/µlÄ�zïÉ�À�ÅÇÀÏÐXÍ�ä�ÀlÊÒÍ�ä�ÀlÉkÊÒÐXÎ~ÃnÄ�ìPÎ~ÊÌÄÒÔM�eÍÏÀÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�Ã�w ÀÏÐÒÄ�ÍÏÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄeì�Â~Ð ÑâÃkÃ�ÎIÍÏÀlÃIÄÁteÂaÑÇÐÁt�Î~ÄÌÑâÁ�ÔVìkÉkÑÇÐ/zIÉ�w ÑâÅªÊÒÔlìPÎ~Ã�¿ � ÍÏÎ$t·t�À Ã�Î~É�Ð Å�w Â¯ÁïÎ~Ã�ÐÂaÃkÃ�Î~Ã�ÍÏÔ*ÀlÃóÑâÃIÄÌÊÒÎI¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � � ÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ�ÀÏÐXÀ��nÑâú�ÀlÃ�ÍÏÀÏÐã¿kÀ�ÐÒÄ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ*¿[É Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿kÀ�ìPÀlÊy�«Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ¥ÐÒÎ~É�ÐÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~ÃTÂ � Ã�À%¿kÀOÅ Â���Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã£Î$s-��ÀÏÍlÄÌÑ'�#�|Í�w ÀÏÐÒÄWÍÏÀñzIÉ�ÀOÃ�Î~É�Ð2ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÎ~Ã�Ð�ÂaÉxì�ÂaÊ�Âaú�Ê�Âaìkä�À
n-o�u�o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7� ³ � ë ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÒÑâÀlÅ
ø Î~ÑâÄ

Π
ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿kÀ

NPO
ÀlÄ
A
ÉkÃ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À¥ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π �
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A
78���&�E4;0&�+4#7�����4>B80

I
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δAΠ (I) =
ωΠ(I)− λA(I)

ωΠ(I)− βΠ(I)
;

0(��%q�G! 0��¶,(�$���Á�$4>B80M=�0
A

!-�$���
Π
!-����O

δAΠ (Π) = inf
I∈IΠ
{δAΠ (I)}.

ø Ñ
δAΠ ≥ r � Î~Ã ¿[ÑâÊ�Â	zïÉ�ÀóÅ�w ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À

A
ÀÏÐÌÄ

r
x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π
ÂaÉ ÐÒÀlÃ�ÐO¿kÀóÅ ÂYt�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ

¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ o
��� © � © Ì¬�TÍ<Ï@Ï@Í<¦�Ï


 ÅâÉkÄ/ü~ÄõzIÉ�À�ÅÇÀÏÐãÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã0¿kÎ~ÃIÄXÎ~Ã�ÁnÑÇÀlÃIÄã¿kÀ¥¿[ÑÇÐÒÍÏÎ~ÉkÊÌÑâÊ � ÑâÅqìPÀlÉkÄãì�ÂaÊy�«Î~ÑÇÐõµlÄÌÊÒÀÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐÒÐ�ÂaÃIÄ�¿kÀ2ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊ Å�w ÀlÊÌÊÒÀlÉkÊ�ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁ�À � zIÉkÑqÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÀWÅÇÂO¿[ÑÇÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ��eÅ�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t �eÅ ÂeÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊ
Î~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ�ÀlÃ�ÄÌä�ÔÏÎ~ÊÌÑÇÀ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À � Å Â�¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀH�XÅ�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#tJÂaÉ�¿[Ñ Â6t�ålÄÌÊÒÀ�¿�ÂaÃ�Ð
ÅÇÀÆÍ¯Â~¿[ÊÒÀÆ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ@�ÀlÃKÍlÅ Â~Ð�ÐÌÑTzïÉ�ÀóÍÏÎ$t·t�À<ÀlÃK¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � ÅÇÀ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ%ÀlÄeÅ�w ÀlÊÌÊÒÀlÉkÊCÐ�Î~ÃIÄO¿kÀlÉ-�J�{Â$¼lÎ~Ã�ÐO¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÒÀÏÐ%¿kÀ
t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀlÊWÅ Â�tÁµ(t�À%Í�ä�Î�ÐÒÀ oÞr ÀCÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄWÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑâÄ2Å ÂóÁïÎ~ÅÇÎ~ÃIÄÒÔC¿kÀ�teÂ¶�nÑqt ÑÇÐ�ÀlÊ2ÅÇÀOúïÂaÑâÃFî 5¶�$%T0�����=�0ñ%q�



pN�

7(��% �-������4Î���	=$�ð7(���$4>B80�S�%q��!>�+�/0�7L�$%)�������$4 ïãÄ�ÂaÃ�¿[ÑÇÐ&zIÉ�ÀWÅ�w ÀlÊÌÊÒÀlÉkÊG��ÂaÑâÄ�ÊÒÔ���ÔlÊÒÀlÃ�ÍÏÀ��CÅ Âñt ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
¿kÀ Å Â¥ìPÀlÊÌÄÒÀÁî =��ð7(���$4>B80{SÁ%/2 �8!C���+�M��� ï o-r À�skÉkÄÆÀÏÐÌÄª¿kÎ~Ã�Í�¿kÀ ÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀlÊÆ¿kÀÏÐÆÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐÆúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐ�Ð�ÂaÃIÄ
ÉkÃ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÆÅÇÀ�ìkÅâÉ�ÐÆìkÊÒÎIÍ�ä�À�¿kÀ p � ÉkÃ�À�ÀlÊÌÊÒÀlÉkÊ�Å Â2ìkÅâÉ�ÐÆìkÊÒÎIÍ�ä�À�¿kÀ � ìPÎ�Ð�ÐÌÑqskÅÇÀ o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��j�Æ:� � ÊÌÊÒÀlÉkÊ�ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁ�À
ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

Π
ÉkÃ%ì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ

NPO
ÀcÄ
A
ÉkÃ ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À¥ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô ìPÎ~ÉkÊ

Π � Å�w ÀlÊÌÊÒÀlÉkÊÆÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁ�À�¿kÀ AÐÌÉkÊ ÉkÃ�À2ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I � ÊÒÀÏÐÒìPÀlÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ�ìPÎ~ÉkÊ Å Â�t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀWÀlÄ Å Â�t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀW¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ � ÀÏÐÌÄ¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ�ì�ÂaÊªÅÇÀÏÐÆÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ��

εAΠ(I) = 1− ρAΠ(I) =

{
βΠ(I)− λA(I)

βΠ(I)

ÐÒÑ
optΠ = max,

λA(I)− βΠ(I)

λA(I)

ÐÌÑâÃ�Î~Ã }

ÀlÄ
ηAΠ (I) = 1− δAΠ (I) =

|λA(I)− βΠ(I)|

|ωΠ(I)− βΠ(I)|
.


 Î~ÉkÊÆÅÇÀÏÐÆ¿kÀlÉ-�%Ê²ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ � Å�w ÀlÊÌÊÒÀlÉkÊãÀÏÐÌÄªÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐH�2Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ�¿�ÂaÃ�ÐªÅ�w ÑâÃIÄÒÀlÊÌÁ�ÂaÅâÅÇÀ [0, 1] o

� ÁïÀÏÍ ÍÏÀÏÐ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐXÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÐ�ÀlÄªÅ�w ÔlÁ�ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ãó¿kÀ�ÅÇÀlÉkÊÆÍÏÎ$t ìPÎ~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃnÄãÐÌÉkÊÆ¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃnÄÒÐªìkÊÒÎ6x
skÅÇå(t�ÀÏÐãÎ~ÃIÄÆÃ�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄXÔ(t�ÀlÊÌú�Ô*¿kÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ�Ã�zïÉkÑ ÊÒÀlú�ÊÒÎ~ÉkìPÀlÃIÄãÅÇÀÏÐªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
¿kÀ

NPO
ÐÒÀlÅÇÎ~Ã¥ÅÇÀlÉkÊ|¿kÀlú�ÊÒÔt¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÑâÅâÑâÄ�Ô��~Í�w ÀÏÐÌÄ|ÍlÀÐzIÉ�À°Ã�Î~É�ÐqìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÎ~Ã�Ð�¿iw ÔlÁ�ÎEzIÉ�ÀlÊP�ÆìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄ o

���¥º » o!¼<5]�! [kA½¯6 ZRZ 5]`F¾¬\�$&6C4]\
`9p

 ÂaÊ Å ÂOÐÌÉkÑâÄÒÀ � R ¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀlÊ�ÂOÉkÃôÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À2Î~Éô¿kÑ ù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ o � Î~ÄÒÎ~Ã�ÐÍÏÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄózïÉ�ÀóÅ ÂRäkÑÇÔlÊ�ÂaÊÒÍ�äkÑÇÀôÀlÄOÅÇÀ�ÐÒÀlÃ�ÐC¿kÀÏÐCÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐC¿kÔ�~�ÃkÑÇÀÏÐCÍlÑ'x�ÂaìkÊÒåÏÐ%Ð�Î~ÃIÄeÑâÃ�¿�ÔcìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄÒÐV¿kÀ

Å�w ÔlÁ~ÂaÅâÉ�ÂaÄÒÑâÎ~Ã<Í�ä�Î~ÑÇÐÌÑÇÀ � Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄãÎ~ÉVÄÒÎ~ÉkÄÒÀ¥ÂaÉkÄÌÊÒÀGt�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ�¿kÀ�Å Â2ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ*¿kÀÏÐ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐ o
���À¿?� Ú Áú���ÐÏ@¤<§¨�¹�  C�@��¤¤�lÂ Ï@ C�Ð�"¤�Ï@�A¥-¤¤�v�¶�� 7�Ø�

r0�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��j<jr�
APX[R]

�kÍlÅ Â~ÐÒÐ�À�¿kÀÏÐªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐXÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀÏÐõ�2Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄãÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ
� ÃóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π
ÀÏÐÌÄã¿�ÂaÃ�Ð

APX[R]
ÐNw ÑâÅqÀ��[ÑÇÐÌÄÒÀ�ÉkÃôÂaÅÓú�Î~ÊÒÑÓÄÒä#t�À¥ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ
ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô

A
ìPÎ~ÉkÊ

ΠÀlÄÆÉkÃ�À�ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÀ
r0
¿�ÂaÃ�Ð

]0, 1]
ÄÒÀlÅÇÐÈzIÉ�À

RA(Π) ≥ r0.


 ÂaÊ�ÍÏÎ~ÃIÁ�ÀlÃIÄÌÑÇÎ~Ã � Î~Ã�Ã�Î~ÄÒÀ APX Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ ¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ|ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂ6skÅÇÀÏÐP��Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄqÍlÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄìPÎ~ÉkÊ%ÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À<ÀlÄ
APX[δ]

Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ0¿kÀÏÐCìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ ÂaìkìkÊ�ÎN�nÑqteÂ6skÅÇÀÏÐ:�BÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ¥ìPÎ~ÉkÊ¥ÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÒÄ2¿[ÑÓù�ÔcÊ�ÀcÃnÄÌÑÇÀlÅ o�´ w ÀÏÐÌÄ��VÅ�w ÑâÃIÄÒÔlÊÌÑÇÀlÉkÊW¿kÀeÍÏÀÏÐ¥¿kÀlÉ-�BÍlÅ Â~ÐÒÐ�ÀÏÐ{zIÉ�ÀeÐÒÀeÐÌÑâÄÌÉ�ÀlÊ�Â
Å�w ÀÏÐÒÐÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�¿kÀ�Ã�Î~ÄÌÊÒÀ�ÄÌÊ�Â¯Á�ÂaÑâÅ o



p(�

���À¿?� � Áú���ÐÏ@¤<§¨�¹�  C�@��¤¤�lÂ
r Ã r  ;¦v���6����Ï@¤�¥�Ä¨Í?Ô�Í

1
�Þ¦�Í?¢��T¤¤�çÕÅÍ<¦��

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��j-lf� ø Í�ä�Ô(teÂ ¿�w Âaì�ìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã
� ÃôÐÒÍ�ä�Ô(teÂC¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃRìPÎ~ÉkÊ ÉkÃ<ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π
ÀÏÐÒÄXÉkÃ�À3��Â6t ÑâÅâÅÇÀW¿kÀ

PTAA (Ar)0≤r<1
zIÉkÑ

ÁïÔlÊÌÑ'~�À
∀r ∈ [0, 1[, RAr(Π) ≥ r.�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��j�«:�

PTAS[R]
�kÐÒÍ�ä�Ô(teÂWìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅqÀlÃ Å Â2Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ�¿kÀ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

� Ã<ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
Π
ÀÏÐÌÄ�¿�ÂaÃ�Ð

PTAS[R]
ÐNw ÑâÅ°Â~¿-t�ÀlÄ�ÉkÃ0ÐÒÍ�ä�Ô(teÂ%¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã

(Ar)0≤r<1
¿kÎ~ÃIÄ

Å Â ÍlÎ$t ì�ÅâÀ��[ÑâÄÒÔ
C
Á�ÔlÊÌÑ'~�À
∀I, ∀r, C(Ar(I)) = pr(|I|) (

%T03=E0§+��/�M=E0
pr

=��9! 0�4>=�=�0
r).

r Â��{Â6t ÑâÅâÅÇÀ
(Ar)0≤r<1

ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�ÀXÂaÅÇÎ~ÊÒÐtÉkÃOÐ�Í�ä�Ô(teÂ�¿iw ÂaìkìkÊ�ÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã%ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ o�r ÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ
PTAS

ÀcÄ
PTAS[δ]

ÊÒÀlú�ÊÒÎ~ÉkìPÀlÃIÄ ÊÒÀÏÐÌìPÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ ÅÇÀÏÐ
ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�zIÉkÑ�Â~¿-t�ÀlÄÌÄÒÀlÃIÄ ÉkÃ�Ð�Í�ä�Ô(teÂ ¿iw Âaì-x
ìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃóìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ�ìPÎ~ÉkÊÆÅÇÀÏÐÆÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À�ÀlÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��jE¯¤�

FPTAS[R]
��ÐÒÍ�ä�Ô(teÂWìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅqÀlÃ Å Â�zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ�¿kÀ�Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã

� ÃKì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�À
Π
ÀÏÐÌÄ%¿�ÂaÃ�Ð

FPTAS[R]
ÐNw ÑâÅ�Â~¿-t�ÀlÄ%ÉkÃ.ÐÒÍ�ä�Ô(teÂ®¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã.ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅ

(Ar)0≤r<1
¿kÀ�ÍÏÎ$t ìkÅÇÀ��[ÑâÄÒÔ

C
Á�ÔlÊÌÑ'~?ÂaÃIÄ

∀I, ∀r, C(Ar(I)) = p(|I|,
1

1− r
) (p

087��i!#�$%('$4>�$������%Å0(4
|I|
ÀlÄ 0�4 1

1− r
).

r Â��{Â6t ÑâÅâÅÇÀ
(Ar)0≤r<1

ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�À<ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�ÉkÃKÐÒÍ�ä�Ô(teÂR¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ�Ã ÍÏÎ$t ìkÅÇålÄÒÀ(t�ÀlÃIÄCìPÎ~ÅâË�x
Ã�Î$t Ñ ÂaÅ o

FPTAS
ÀlÄ
FPTAS[δ]

¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀlÃIÄ�ÊÒÀÏÐÌìPÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ�ÅÇÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐ�ÀÏÐ�¿kÀÏÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ{zïÉkÑ°Â~¿-x
t�ÀlÄÌÄÒÀlÃIÄ�ÉkÃ0ÐÒÍ�ä�Ô�teÂ%¿iw ÂaìkìkÊ�ÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ÍÏÎ$t ìkÅÇålÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ*ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t ÑÇÂaÅ°ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀÏÐ Ê�Âaì�ìPÎ~ÊÌÄÒÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À
ÀlÄ�¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ o
���«Å » ��ÆDpD\«4r\
`bpÇ_�`9¼9\
��"Do
á ÂaÃ�Ð c u¶��d � 
 Âaì�Â~¿[Ñqt ÑâÄÌÊÒÑÇÎ~É%ÀlÄ � ÂaÃkÃ�Âi��Âi�nÑÇÐ Í�ä�Î~ÑÇÐÒÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄ ÉkÃOÃ�Î~ÉkÁ�ÀlÅ
ÂaÃkú�ÅÇÀ � ÍÏÀlÅâÉkÑP¿[ÉÁ��Î~Ê�teÂaÅâÑÇÐ�t�ÀÅÇÎ~ú�ÑTzIÉ�À � ìPÎ~ÉkÊ°ÔcÄÒÉ�¿[ÑÇÀlÊ
ÅÇÀÏÐ�zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔÏÐ
¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃO¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ°¿kÀ NPO

�~Í�w ÀÏÐÌÄ�Å ÂXÃ�ÂaÑÇÐÒÐ�ÂaÃ�ÍÏÀ
¿kÀÏÐXÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ

MaxNP
ÀlÄ
MaxSNP

o;´ À{�«Î~Ê�teÂaÅâÑÇÐ�t�À2ÐNw Âaìkì�ÉkÑÇÀ¥ÐÒÉkÊ�Å Âe¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã0ÐÌËnÃIÄ�Â¶�[ÑTzïÉ�À¥¿kÀ
NP

ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÔÏÀ�ì�ÂaÊ � Âaú�ÑâÃW¿�ÂaÃ�Ð c �@u0d9o � Î~É�Ð|¿kÎ~ÃkÃ�Î~Ã�Ð|ÑÇÍlÑnÅ Â�¿�Ô8~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã ¿kÀ�ÍlÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ � Ð�ÂaÃ�ÐqÁnÊ�ÂaÑqt�ÀlÃIÄÂaìkìkÊÒÎ6��Î~Ã�¿[ÑâÊ°ÅÇÀÏÐ Â~ÐÌìPÀÏÍlÄÒÐ°ÅÇÎ~ú�ÑTzïÉ�ÀÏÐ�òïÂaÉ�ÐÒÐÌÑ�ÍÏÎ~Ã�ÐÒÀlÑâÅâÅÇÎ~Ã�Ðyx{Ã�Î~É�Ð ÁIÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄtÂaÉ ÅÇÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ ¿kÀªÐ�À�ÊÒÔ���ÔlÊÒÀlÊ ÂaÉ-�
Î~ÉkÁnÊ�Âaú�ÀÏÐÆìkÊÒÔÏÍlÑâÄÒÔÏÐ o
��� ª � Ú

MaxNP0�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��j ² � Ç ËIìPÀ�ÐÌÑqt ÑâÅ ÂaÑâÊÒÀG~�ÃkÑ
� ÃVÄ�ËIìPÀ�ÐÌÑqt ÑâÅ ÂaÑâÊÒÀ�~�ÃkÑ

T
ÀlÐÒÄªÅ ÂW¿kÎ~ÃkÃ�ÔlÀ*¿iw ÉkÃ

k
x{ÉkìkÅÇÀlÄ

(n1, ..., ni, ..., nk) ∈ Nk ìPÎ~ÉkÊ k ~�ÃkÑ o



pN�

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��j�¿:� ø ÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀG~�ÃkÑÇÀ
� Ã�ÀãÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀH~�ÃkÑÇÀ

S = (U ;R)
ÐÌÉkÊ�ÉkÃCÄ�ËIìPÀXÐÌÑqt ÑâÅ ÂaÑâÊÒÀH~�ÃkÑ

S = (n1, ..., ni, ..., nk)
ÀÏÐÌÄ�Å Â*¿kÎ~Ã�Ã�ÔÏÀ

¿iw ÉkÃ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ·~�ÃkÑ
U
ÂaìkìPÀlÅÇÔ�ÉkÃkÑâÁïÀlÊÒÐ*ÀlÄ*¿iw ÉkÃ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

R = (r1, ..., ri, ..., rk)
¿kÀ

k
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

ÐÌÉkÊ
U
ÁïÔlÊÌÑ'~?ÂaÃIÄÆìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄ

i
�
ri ⊆ Uni

o
S
ÀÏÐÒÄÈzïÉ�ÂaÅâÑ'~�ÔÏÀ*¿kÀ

S
xvÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ�~�ÃkÑÇÀ o
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ÉkÃ�À ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇålÊÒÀ � ÅÇÀGzIÉ�ÂaÃIÄÌÑ'~�Í¯ÂaÄÒÀlÉkÊãÀ��nÑÇÐÌÄÒÀlÃIÄÒÑâÀlÅ�¿[ÑÇÐÌì�ÂaÊ�Â0/ÇÄ o � Î~É�ÐÒ�{ÂaÑÇÐÒÎ~Ã�Ð�Å Â2ìkÊÒÀlÉkÁïÀ ìPÎ~ÉkÊ
k = 2 � teÂaÑÇÐ�ÍÏÀlÅâÅÇÀ�xvÍlÑqÀÏÐÌÄªÃ�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄãú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀ3�WÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ k oø Î~ÑâÄ

X
ÉkÃ0ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀ

n
Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐGsPÎIÎ~ÅÇÔÏÀlÃkÃ�ÀÏÐ � ÉkÃ�À ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀ ¿kÀ MaxE − 2 − Sat

ÐÌÉkÊ
XìPÀlÉkÄ�µlÄÌÊÒÀ�¿kÀ�Å�w ÉkÃ�À�¿kÀÏÐÈzIÉ�ÂaÄÌÊÒÀ��«Î~Ê�t�ÀÏÐ�ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀÏÐ��

(xi, xj), (xi, x̄j), (x̄i, xj)
Î~É

(x̄i, x̄j), ∀(i < j) ∈ {1, ..., n}.

� Î~É�Ð�ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÎ~Ã�Ð|ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ ÅÇÂÒ��Î~Ê�t¥ÉkÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã*ÅÇÎ~ú�ÑTzIÉ�À°ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀ°¿iw ÉkÃ�À
ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ I = (X,C)
¿[É�ìkÊ�Î$skÅÇå�t�À¨�

ÐÌÉkÊ�Å�w ÉkÃkÑâÁ�ÀlÊÒÐ
U = X ∪{xn+1, xn+2, xn+3, xn+4} � Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ C ¿kÀÏÐ�ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ�¿kÀ I ÀÏÐÌÄ�¿kÔÏÍlÊÌÑâÄ�ì�ÂaÊÅÇÀÏÐªÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�ÄÒÀlÊÌÃ�ÂaÑâÊÒÀÏÐ

C1 � C2 � C3
ÀlÄ
C4
¿kÔ�~�ÃkÑÇÀÏÐ�ì�ÂaÊ

C1(xi, xj , xh) ⇔ (i < j) ∧ (h = n+ 1) ∧ ((xi, xj) ∈ C)

C2(xi, xj , xh) ⇔ (i < j) ∧ (h = n+ 2) ∧ ((xi, x̄j) ∈ C)

C3(xi, xj , xh) ⇔ (i < j) ∧ (h = n+ 3) ∧ ((x̄i, xj) ∈ C)

C4(xi, xj , xh) ⇔ (i < j) ∧ (h = n+ 4) ∧ ((x̄i, x̄j) ∈ C) .

� ÑâÃ�ÐÌÑ � ìPÎ~ÉkÊeÅÇÀÏÐ�Ä�ËnìPÀÏÐeÐÌÑqt ÑâÅ ÂaÑâÊÒÀÏÐÁ~�ÃkÑÇÐ I = (3, 3, 3, 3)
ÀlÄ
S = (1) � ÄÒÎ~ÉkÄOÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ¿iw ÉkÃ�À

ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿kÀ
Max 2− E − Sat

ìPÀlÉkÄ�ÐNw À��[ìkÊÌÑqt�ÀlÊ�¿kÀ Å ÂM�{Â$¼ÏÎ~Ã ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀ��

β(U ;C1, C2, C3, C4) = max
T
|{(xi, xj , xh) ∈ U

3 /

(C1(xi, xj , xh) ∧ [ T (xi) ∨ T (xj)])

∨ (C2(xi, xj , xh) ∧ [¬T (xi) ∨ T (xj)])

∨ (C3(xi, xj , xh) ∧ [ T (xi) ∨ ¬T (xj)])

∨ (C4(xi, xj , xh) ∧ [¬T (xi) ∨ ¬T (xj)])

}|.

á Å ÀÏÐÌÄ�ÂaÑÇÐÒÔ�¿kÀ ÁïÎ~ÑâÊÈzIÉ�À�Í�ä�Â$zIÉ�À�ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀ�ÐÒÀlÊ�Â ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÔÏÀ�ÉkÃ�À�ÀlÄÆÉkÃ�À�ÐÒÀlÉkÅÇÀ��«Î~ÑÇÐ o

 Î~ÉkÊqÉkÃ2ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ

k ≥ 3
zIÉ�ÀlÅÇÍÏÎ~Ã zIÉ�À � Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÐÒÀlÊ�Â�¿kÀ��{Â$¼ÏÎ~Ã2ÐÌÑqt ÑâÅ ÂaÑâÊÒÀt¿kÔÏÍlÊÌÑâÄÒÀtì�ÂaÊ ∑k

p=0C
p
k =

2k
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

Cj
Î »

Cp
k

ÍÏÎ$t ìkÄÒÀ¥ìPÎ~ÉkÊ
p
¿kÀ � �

k
ÅÇÀ*Ã�Î$t3skÊÒÀW¿kÀ*ìPÎ�ÐÒÐÒÑqskÑâÅâÑÓÄ�ÔlÐXìPÎ~ÉkÊXÅÇÀ¥Í�ä�Î~Ñ)�<¿kÀ

pÁ�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐH�Mt�ÀlÄÌÄÌÊÒÀ*ÐÒÎ~É�ÐR�«Î~Ê�t�À�Ã�ÔlúïÂaÄÌÑâÁïÀ o
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r ÀÏÐ%ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ�zIÉ�À�Ã�Î~É�Ð%Á�ÀlÃ�Î~Ã�ÐV¿iw ÔlÁ�ÎEzIÉ�ÀlÊVÐÒÎ~ÃIÄ%À��kÍlÅâÉ�ÐÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄV¿kÔÏ¿[ÑÇÔÏÀÏÐ ÂaÉ-�KìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ ¿kÀ
teÂ¶�[Ñqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � teÂaÑÇÐ ÅÇÀlÐ ¿kÔ�~�Ã�ÑÓÄÒÑâÎ~Ã�ÐtÔLzIÉkÑâÁ~ÂaÅÇÀlÃIÄÒÀÏÐtÀ��nÑÇÐÒÄÒÀlÃIÄ°Ã�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄtìPÎ~ÉkÊ ÅÇÀÏÐ°ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿kÀt ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÀlÄÐtÁµ(t�À�ìkÅâÉ�Ð��ïÑâÅPÀ��nÑÇÐÌÄÒÀ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÉkÃ�À�äkÑÇÔlÊ�ÂaÊÒÍ�äkÑÇÀ ¿kÀãÍcÅ Â~Ð�ÐÒÀÏÐ ÅÇÎ~ú�ÑTzIÉ�ÀÏÐ�ÀlÃÁ��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃC¿kÉÃ�Î$t3skÊÒÀ¥¿kÀ{zIÉ�ÂaÃIÄÌÑ'~�Í¯ÂaÄÒÀlÉkÊÒÐX¿kÀlÁ�ÂaÃIÄ�Å Â���Î~Ê�t¥ÉkÅÇÀ*¿[ÉóìkÊÒÀ(t ÑÇÀlÊXÎ~ÊÒ¿[ÊÒÀ

φ
ÀlÄ�Å�w ÂaÅâÄÒÀlÊÌÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ2¿kÀ*ÍÏÀlÉ-��xvÍlÑ@ò

ÍÏÀÏÐX¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄ�ÀlÐ ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ � ÅÇÀlÉkÊÒÐãÅâÑÇÀlÃ�ÐXÀlÄãÅÇÀlÉkÊ�ÂaìkìkÊÒÎN�[Ñ'teÂaÄÒÑâÎ~Ã0ÐÒÎ~ÃnÄ�Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄ�ÔlÄÌÉ�¿[ÑÇÔÏÀÏÐ ¿�ÂaÃ�Ð c ���idÀlÄ c �6��d9o
��� ª � © ÌÈ¤�ÙØ�¥�P¦¨ÍÎÍ#�A ;����Ï�¤<§¨�9�¡ C�@��¤¤�

´ À�Ã�À�ÐÒÎ~ÃIÄªì?Â~ÐÆÀ��kÂ~ÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�ÅÇÀÏÐÆÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ
MaxSNP0

ÀlÄ
MaxNP0

zIÉkÑ�Ð�Î~ÃIÄÆÔlÄÌÉ�¿[ÑÇÔÏÀÏÐ�ÀlÃóÂaì-x
ìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃóteÂaÑÇÐÆ¿kÀÏÐªÍlÅ Â~Ð�ÐÒÀÏÐ�ÉkÃ%ìPÀlÉVìkÅâÉ�Ð�ú�Ê�ÂaÃ�¿�ÀlÐ � MaxSNP

ÀlÄ
MaxNP � zIÉkÑ�ÍÏÎ~ÃIÄÌÑÇÀlÃkÃ�ÀlÃIÄÀlÃóìkÅâÉ�Ðã¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐX¿kÀ

MaxSNP0
ÀlÄ
MaxNP0

ÅÇÀlÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐX¿kÀ
NPO

zïÉkÑqÐÒÀ�ÊÒÔÏ¿[ÉkÑÇÐ�ÀcÃnÄ
�<ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿kÀVÅ ÂôÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀVÍÏÎ~Ã�ÐÒÑâ¿�ÔcÊ�ÔlÀ ì�ÂaÊ�ÉkÃ�ÀVÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ�À ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~Ã zIÉkÑªìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀ%Å�w Âaì-x
ìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � Å Â L x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã&ò�ÂaÑâÃ�ÐÒÑ � MaxSNP

ÀlÄ
MaxNP

Ð�Î~ÃIÄ�¿kÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ�ÍÏÎ~Ã$�ÌÎ~ÑâÃIÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ
¿kÔ�~�ÃkÑÇÀÏÐXì�ÂaÊXÅ ÂeÅÇÎ~ú�ÑTzïÉ�À2ÀlÄXÅÇÀ¥¿kÀlú�ÊÒÔW¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã o;r Â

L
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã0ÀÏÐÌÄãÉkÃ�À{�{Â$¼ÏÎ~Ã<¿�À*ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðyx

��Î~Ê�t�ÀlÊ�ÉkÃ%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
Π
ÀlÃVÉkÃ%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π′
zIÉkÑPìkÊÒÔÏÐ�ÀlÊÌÁ�ÀXÅÇÀÏÐªÐÒÍ�ä�Ô(teÂ~ÐÆ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ãó¿kÎ~ÃIÄªÅ Â

¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~ÃxÀÏÐÌÄ¥¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀCÂaÉBì�ÂaÊ�Âaú�Ê�Âaìkä�À n-o}�-oqp�o � Î~ÄÒÎ~Ã�Ð3zIÉ�À�Å�w ÔlÅÇÂaÊÒú�ÑâÐ�ÐÒÀ(t�ÀlÃIÄ2ì�ÂaÊ*ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã®¿kÀeÅ ÂÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ
MaxSNP0

î ��087�!iU
MaxNP0

ï��%Å ÂVÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ
MaxSNP

î �/0879!iU
MaxNP

ï�Â%Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄ
ìPÎ~ÉkÊ�ÍÏÎ~Ã�ÐÒÔLzIÉ�ÀlÃ�ÍÏÀ�Å�w ÑâÃIÄÒÔlú�Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã<¿kÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿kÀ�t ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã{�
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7��j ³ �

MaxSNP
ÀlÄ
MaxNP

∀Π ∈ NPO, Π ∈MaxNP ⇔ (Π ∈MaxNP0) ∨
(
∃Π′ ∈MaxNP0 / Π

L
∝Π′

)

∀Π ∈ NPO, Π ∈MaxSNP ⇔ (Π ∈MaxSNP0) ∨
(
∃Π′ ∈MaxSNP0 / Π

L
∝Π′

)
.

� Ã¸��ÂaÑâÄ � MaxSNP
ÀlÄ

MaxNP
ÐÒÎ~ÃnÄ�¿kÔ�~�ÃkÑÇÀÏÐ<ÍÏÎ$t·t�À�ÅÇÀÏÐ���ÀlÊ�t�ÀlÄÌÉkÊÒÀÏÐ

MaxSNP
L
0

ÀlÄ
MaxNP

L
0

¿kÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ ÅÇÎ~ú�ÑTzIÉ�ÀÏÐ
MaxSNP0

ÀlÄ
MaxNP0

ÐÒÎ~É�Ð Å Â
L
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã o 
 ÂaÊqÀ��kÀ(t ìkÅÇÀ � ÅÇÀÏÐìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

MinV C−B � MinDS−B � Î~ÉWÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ MaxCut
ÐÒÎ~ÃIÄ�¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
¿kÀ

MaxSNP

c u¶��d9o
 Âaì�Â~¿[Ñqt ÑâÄÌÊÌÑÇÎ~ÉVÀlÄ � ÂaÃ�Ã�Âi�~Âi�nÑÇÐ � Â¯ÁïÀÏÍÆÅ Â*ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ�ÅÇÎ~ú�ÑTzïÉ�À MaxSNP � Î~ÃIÄ�ÀlÃñzIÉ�ÀlÅTzïÉ�ÀãÐÒÎ~ÊÌÄÒÀãÀ��Ex
äkÑqsPÔ�ÉkÃ�ÀãÍlÅ Â~Ð�ÐÒÀÈt�ÔÏ¿[Ñ ÂaÃ�ÀXÀlÃIÄÌÊÒÀ

PTAS
ÀlÄ
APX

¿�ÂaÃ�ÐtÅÇÀãÐÒÀlÃ�ÐtÎ » ÄÒÎ~ÉkÄtìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿kÀ
MaxSNP0ÀÏÐÌÄWÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂ6skÅÇÀó� Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄWÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄWÀlÄMzïÉ�ÀOÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ�ÐW¿kÀOÐÒÀÏÐ*ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ � ÐËw ÑâÅÇÐWÂ~¿-t�ÀlÄÌÄÒÀlÃIÄ2É�ÃÐÒÍ�ä�Ô(teÂx¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÑâÃ�¿[ÉkÑÇÐÒÀlÃIÄVÉkÃ ÐÒÍ�ä�Ô(teÂx¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ�Ã�ÐÌÉkÊ%ÄÒÎ~ÉkÄVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀR¿kÀôÅ ÂÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ o#r ÀlÐãÂaÉkÄÒÀlÉkÊÒÐ�¿kÔ(t�Î~ÃIÄÌÊÒÀlÃIÄ�Å�w ÑâÃ�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ãó¿kÀ

MaxSNP0
¿�ÂaÃ�Ð

APX
ÀlÃVìkÊÒÎ~ìPÎ�Ð�ÂaÃIÄÆÉ�ÃóÂaÅâú�Î6x

ÊÌÑâÄÌä#t�À ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô2ú�ÔlÃ�ÔlÊÌÑTzIÉ�À2ìPÎ~ÉkÊ ÅÇÂCÍlÅÇÂ~Ð�ÐÒÀ
MaxSNP0 � ìkÉkÑÇÐXÅ ÂOÍÏÎ$t ìkÅÇÔlÄÌÉ�¿kÀ ¿kÀ Max 3 − Sat�*Å�w ÂaÑÇ¿kÀ�¿iw ÉkÃ�ÀXÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~ÃVú�ÔlÃ�ÔlÊÌÑTzIÉ�À ¿iw ÉkÃ�ÀXÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ ¿kÀXÄÒÎ~ÉkÄ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀãÅ Â2ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ ÀlÃCÉkÃ�À
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ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿kÀ
Max 3− Sat

o-á ÅÇÐÒ�«Î~ÃIÄÆÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄÆÅ Â2ìkÊÒÀlÉkÁ�À�¿kÀ Å ÂWÍÏÎ$t ìkÅÇÔlÄÌÉ�¿kÀ�¿iw ÂaÉkÄÌÊÒÀÏÐÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
ÄÒÀlÅÇÐ

Max IS − B
î�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À2¿[É�ÐÒÄ�Â6skÅÇÀ3��¿kÀlú�ÊÒÔ{sPÎ~ÊÌÃ�ÔËï � MaxCut

î�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À2¿kÀ*ÍÏÎ~ÉkìPÀ{teÂ¶�[Ñ'x
t¥É#t�¿�ÂaÃ�Ð
ÉkÃ�ú�Ê�Âaìkä�ÀËï�Î~ÉeÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ

Max 2−Sat � ì�ÂaÊ
ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃOÐÒÑqt ìkÅÇÀÈ� ì�ÂaÊÌÄÌÑâÊ ¿kÀ Max 3−Sat
o

á ÀlìkÉkÑÇÐ � ¿�ÂaÃ�Ð c ���id � ÅÇÀÏÐÆÔlúïÂaÅâÑâÄÒÔÏÐ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅâÑÇÐÒÄÒÀÏÐ
MaxSNP0

E
= APX − PB

ÀlÄ
MaxSNP0

P
= APX

Î~ÃIÄ%ÔlÄÒÔ�ÔlÄ�Â6skÅâÑÇÀÏÐYî�ÉkÄÌÑâÅâÑÇÐ�ÂaÃIÄCÃ�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄVÅâÀ�ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄ
APX − PB

P
= APX

¿kÀ ´ ÊÒÀÏÐÒÍÏÀlÃ#öÏÑ ÀlÄ
Ç ÊÒÀlÁnÑÇÐ�ÂaÃ c n��id ïC�~ÍÏÀlÅ ÂãÃ�Î~É�Ð ÂaìkìkÊÒÀlÃ�¿ � ÀlÃIÄÌÊÒÀÆÂaÉkÄÌÊÒÀ � zïÉ�w ÑâÅkÀ��[ÑÇÐÌÄÒÀ�ÉkÃ�À P x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãe¿kÀ�Ä�Î~ÉkÄ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀ3�2Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄãÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄõ�2ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿kÀ Å Â ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ

MaxSNP0
o

´ Î~Ã�ÍÏÀlÊÌÃ�ÂaÃIÄ
MaxNP

ÀlÄ ÐÒÎ~ÃeÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÑâÅâÑâÄÒÔ � Î~Ã�ìPÀlÉkÄ ÍlÑâÄÒÀlÊ°Å�w ÑâÃ�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~ÃO¿kÀ MaxNP0
¿�ÂaÃ�Ð

APX � �{ÂaÑâÄW¿kÔ(t�Î~ÃIÄÌÊÒÔV¿�ÂhÃ�Ð c u¶��d ì�ÂaÊWÅÇÀñskÑ ÂaÑÇÐ ¿kÀÏÐ�tÁµ(t�ÀÏÐ�ÂaÊÌú�É#t�ÀlÃIÄÒÐÁzïÉ�ÀOìPÎ~ÉkÊWÅ�w ÑâÃ�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã ¿kÀ
MaxSNP0

¿�ÂaÃ�Ð
APX

ò?¿[É�ìPÎ~ÑâÃIÄX¿kÀ*ÁnÉ�À*¿kÀ*Å ÂeÍÏÎ$t ìkÅÇÔlÄÌÉ�¿kÀ � ÅÇÀÏÐXÂaÉkÄÒÀlÉkÊÒÐXÃ�À*ì�ÂaÊÌÁIÑÇÀlÃkÃ�ÀlÃIÄXì�Â~Ð�eÉkÃ<ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄ�ÂaÉ�ÐÒÐÒÑÅ�«Î~ÊÌÄ�zïÉ�À¥ìPÎ~ÉkÊ
MaxSNP � ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�w ÑâÅÇÐXÊÒÔÏ¿[ÉkÑÇÐÒÀlÃIÄ Å ÂeÍlÅ Â~ÐÒÐ�À*ì�ÂaÊ L x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�<ÄÒÎ~ÉkÄÒÀVÉkÃ�Àñ�{Â6t ÑâÅâÅÇÀV¿kÀVÐ�Î~É�Ðyx{ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐe¿kÀVÐ�ÂaÄÒÑâÐ���ÂaÑÇÐ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ � teÂaÑÇÐ Ã�Î~Ã ì�Â~Ð ÉkÃ ÐÒÀlÉkÅªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À¿kÀ�Å Â�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ���ÄÒÎ~ÉkÄãìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À¥¿kÀ�Å Â
MaxNP0
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f : IΠ → IΠ′ , g : SolΠ′(f(IΠ)) → SolΠ,
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” º ” = ” ≤ ”
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A
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍcÄÒÑâÎ~Ã

ø Î~ÑÇÀlÃIÄ
Π
ÀcÄ

Π′
¿kÀlÉ-��ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿kÀ

NPO � Î~Ã2¿[ÑâÄØzIÉ�À Π ÐÒÀ A x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄ�� Π′ ÀlÄ|Î~Ã¥Ã�Î~ÄÒÀ ΠA[R1,R2]
∝ Π′ÐNw ÑâÅ�À��[ÑÇÐÌÄÒÀ�ÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
ÀlÄ�ÉkÃ�ÀG�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

c : [0, 1]→ [0, 1]
zIÉkÑ ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ�ìPÎ~ÉkÊã¿kÀlÉ-�

t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀÏÐ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã
R1, R2 ∈ {ρ, δ}

�

A1 c(r) = 0 ⇒ r = 0

A2(R1, R2) ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)), R2Π′(f(I), s
′) ≥ r ⇒ R1Π(I, g(s

′)) ≥ c(r).

Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× lf�q¯:�
∀ (Π,Π′) ∈ NPO, (Π

A[R1,R2]
∝ Π′) ∧ (Π′ ∈ APX[R2]) ⇒ Π ∈ APX[R1]
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ÿ 0��Á�$��.(� 0 n-o}� U ��ÅÇÀ%Í¯Â~Ð
R1 = R2 = ρ

ÊÒÀlÁIÑÇÀlÃIÄ���Å Âô¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~ÃTìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄÒÀ � Î~ÊÌÑâú�ÑâÃ�ÀlÅâÅÇÀ � ¿kÀ%Å Â
A
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã o
� ÃÎ�{ÂaÑÇÐ�ÂaÃIÄWÁ~ÂaÊÌÑÇÀlÊ ÅÇÀlÐ ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã�ÐeÐÌÉkÊWÅÇÀÏÐM�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

f � g ÀlÄ c � Î~Ãxì�ÂaÊÒÍÏÎ~ÉkÊÌÄ�Å�w ÀÏÐÒÐÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅÆ¿kÀÏÐÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÆÉkÄÌÑâÅâÑÇÐ�ÔÏÀÏÐÆÀlÃóÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃóìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ oC´ Î$t·t�ÀlÃ ¼ÏÎ~Ã�Ð�ì�ÂaÊÆÅÇÂ
P
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � ÔlúïÂaÅÇÀ�xt�ÀlÃIÄ�¿kÔ�~�ÃkÑÇÀ*¿�ÂaÃ�Ð c u$nid � ÀlÄÈzIÉkÑ�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀ ÅÇÀÏÐ�ÐÒÍ�ä�Ô(teÂ~Ð�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ�Ã o�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�ðl m �

P
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

ø Î~ÑÇÀlÃIÄ
Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀlÉ-��ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ|¿kÀ

NPO � Î~Ã¥¿[ÑâÄØzIÉ�À Π ÐÒÀ P x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄP� Π′ ÀlÄ|Î~Ã*Ã�Î~ÄÒÀ Π P [R1,R2]
∝ Π′ÐNw ÑâÅ�À��[ÑÇÐÌÄÒÀ�ÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
ÀlÄ�ÉkÃ�ÀG�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

c : [0, 1]→ [0, 1]
zIÉkÑ ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ�ìPÎ~ÉkÊã¿kÀlÉ-�

t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀÏÐ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã
R1, R2 ∈ {ρ, δ}

�
P1 c(r) = 1 ⇒ r = 1

P2(R1, R2) ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)), R2Π′(f(I), s
′) ≥ c(r)⇒ R1Π(I, g(s

′)) ≥ r.Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× lf� ² �
∀ (Π,Π′) ∈ NPO, (Π

P [R1,R2]
∝ Π′) ∧ (Π′ ∈ PTAS[R2]) ⇒ Π ∈ PTAS[R1]

Ý Á�ÎEzIÉ�Î~Ã�ÐR��ìkÊÒÔÏÐ�ÀlÃIÄtÅ Â
F
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � ÑâÃIÄÌÊÒÎI¿[ÉkÑâÄÒÀ ¿�ÂaÃ�Ð c n��id ìPÎ~ÉkÊtìkÊ�ÔlÐ�ÀlÊÌÁ�ÀlÊ�Å�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ&�Å Â ÍcÅ Â~Ð�ÐÒÀ

FPTAS
o

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�ðl ¾ �
F
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

ø Î~ÑÇÀlÃIÄ
Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀlÉ-��ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ|¿kÀ

NPO � Î~Ã¥¿[ÑâÄØzIÉ�À Π ÐÒÀ F x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄP� Π′ ÀlÄ|Î~Ã*Ã�Î~ÄÒÀ Π F [R1,R2]
∝ Π′ÐNw ÑâÅqÀ��nÑÇÐÒÄÒÀ�ÉkÃ�À*ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
ÀlÄ�ÉkÃ�ÀG��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

c : IΠ × [0, 1]→ [0, 1]
zïÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ�ìPÎ~ÉkÊ

¿kÀlÉ-��t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀÏÐ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã
R1, R2 ∈ {ρ, δ}

�
F1 ∀I ∈ IΠ, c(I, r) = 1⇒ r = 1

F2 ∃pc
ìPÎ~ÅâËnÃ ü$t�À

t.q. ∀I ∈ IΠ, ∀r ∈ [0, 1], c(I, r)
Í¯ÂaÅÇÍcÉ�ÅÇÂ6s�ÅâÀ¥ÀlÃ ÄÒÀ(t ì�Ð

pc(|I|,
1

1−r )

F3(R1, R2) ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)), R2Π′(f(I), s
′) ≥ c(I, r)⇒ R1Π(I, g(s)) ≥ r.Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× lf�T¿f�

∀ (Π,Π′) ∈ NPO, (Π
F [R1,R2]
∝ Π′) ∧ (Π′ ∈ FPTAS[R2]) ⇒ Π ∈ FPTAS[R1]

ÿ 0��Á�$��.(� 0 n-o}� Uõ
 Î~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀÏÐ�ÍÏÀÏÐ ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�î
A � P ÀcÄ

F
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð8ï � Å Â<ìkÊÒÀ(t ÑÇålÊÒÀóÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ãî

A1 � P1
ÀlÄ

F1
ïeÐÌÉkÊCÅ ÂY�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

c
Ã�w Âaìkì�ÂaÊ�Â0/ÇÄVì�Â~Ð%¿�ÂaÃ�ÐCÅÇÀlÉkÊ%¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã Î~ÊÌÑâú�ÑâÃ�ÂaÅÇÀ�teÂaÑÇÐVÎ~ÃIÄ

ÔlÄÒÔ Â¶��Î~ÉkÄÒÔÏÀÏÐ�¿�ÂaÃ�Ð c ���0d ò
ÀlÅâÅÇÀÏÐXÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑÇÐÒÀlÃIÄ�ÐÌÑqt ìkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ÅÇÀ{�{ÂaÑâÄ�zIÉ�w ÉkÃ�À¥Ê�Ôl¿kÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãôì�ÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ~ÂaÃIÄ ÉkÃ�ÀìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀªÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁ�ÀªÃ�w ÀÏÐÌÄ°À��nìkÅÇÎ~ÑâÄ�Â6skÅÇÀÈzIÉ�w}�XÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã�zïÉ�ÀªÍÏÀlÄÌÄÒÀÒ�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
c
Ã�ÀªÐÒÎ~ÑâÄ
ì�Â~Ð�ÄÌÊÌÑâÁnÑ ÂaÅÇÀ o


 Î~ÉkÊtìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊ ÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ � ÑâÅ �{ÂaÉkÄÐzïÉ�ÀÆÄÒÎ~ÉkÄtÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ 7(���8��BL�90���0�4>�<!-�$78�+��� , ÐÒÉkÊ°Å�w ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
ÑqteÂaú�À�ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀO¿kÀ�¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ�ÉkÃBÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ 7(���8��BL�90���0�4<�¨!-�$78����� , ÐÌÉkÊ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀ � ÐÒÎ~ÑâÄ “r >
0⇒ c(r) > 0”

òêìPÎ~ÉkÊ|ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊqÅÇÀÏÐ�ÐÒÍ�ä�Ô(teÂ~Ð|¿iw Âaìkì�ÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÑâÅ��{ÂaÉkÄP��ì�ÂaÊÌÄÌÑâÊ�¿iw ÉkÃWÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ2Ê�ÂaÃkú
r0 ≥ 0

µlÄÌÊÒÀXÀlÃñt�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ ¿kÀX¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ !-���E�G���$�-�90&B��$4#7(���$4<�90
r ∈ [r0, 1[

ÉkÃ%ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
r
x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ ¿kÀ

Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀXÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀG�*ì�ÂaÊÌÄÌÑâÊª¿iw ÉkÃ�ÀXÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
r′
x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ�¿kÀãÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀXÑqteÂaú�ÀXìPÎ~ÉkÊ�ÉkÃ�ÀXÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ�À

ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ
r′ ∈ [0, 1[

ÄÒÀlÅâÅÇÀózIÉ�À
c(r′) = r

î
P
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã>ï Î~É

c(I, r′) = r
î
F
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã>ï � Ð�Î~ÑâÄ

“r′ < 1⇒ c(r′) < 1”
î
P
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã>ïÆÎ~É

“r′ < 1⇒ c(I, r′) < 1”
î
F
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã>ï o
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� Á�ÂaÃIÄ�¿kÀ�ÍlÅÇÎ~ÊÒÀ�ÅÇÀ�Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ¥¿kÀÏÐÆÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐXÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀÏÐ � Ã�Î~É�ÐÆìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÎ~Ã�Ð�Å Â L x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � ÑâÃ-xÄÌÊÒÎI¿[ÉkÑâÄÒÀªÀlÄ�À��[ìkÅÇÎ~ÑâÄÒÔÏÀ�¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀ�Í¯Â~¿[ÊÒÀ�¿kÀÏÐ
ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ|ÅÇÎ~ú�ÑTzïÉ�ÀÏÐ
MaxNP

ÀlÄ
MaxSNP

ÀlÄ�zIÉkÑkÂã¿kÎ~ÃkÃ�Ô
ÅâÑÇÀlÉ:�W¿kÀÏÐªÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐÆÀÏÐÒÐ�ÀlÃIÄÌÑÇÀlÅÇÐª¿kÀ�ÍÏÎ$t ìkÅÇÔlÄÌÉ�¿kÀ oC´ Î~Ã ¼lÉ�À�¿�ÂaÃ�ÐªÅÇÀ�skÉkÄÆ¿kÀ ìPÎ~ÉkÁïÎ~ÑâÊªÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ~ÊÌÄÒÀlÊÆÅÇÀÏÐ
ÐÒÍ�ä�Ô(teÂ~Ð�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � Å Â L x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍcÄÒÑâÎ~Ã � ¿kÔ�~�ÃkÑÇÀ�¿�ÂaÃ�Ð c u¶��d � ìkÊÒÔÏÐ�ÀlÊÌÁ�À�Å�w ÀlÊÌÊÒÀlÉkÊ�ÊÒÀlÅÇÂaÄÌÑâÁïÀ o�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�ðl ³ �

L
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

ø Î~ÑÇÀlÃIÄ
Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀlÉ-�BìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ ¿kÀ

NPO
ÄÒÀlÅÇÐ�zïÉ�À

optΠ = optΠ′ � Î~Ãx¿[ÑâÄ2ìPÎ~ÉkÊ2ÅÇÀÏÐ2Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀãÀlÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ;zIÉ�À
Π
ÐÒÀ
L
x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄGî �/0�7�!iU ÐÒÀ

L[δ]
x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄ8ïÒ�

Π′
ÀlÄ�Î~ÃCÃ�Î~ÄÒÀ

Π
L
∝Π′

î �/0�7�!iU
Π

L[δ]
∝ Π′

ï�ÐËw ÑâÅÇÐªÁ�ÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ�ìPÎ~ÉkÊ�¿kÀlÉ-�VÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀÏÐ
α1 > 0

ÀlÄ
α2 > 0

�

L1 ∀I∈IΠ, βΠ′(f(I)) ≤ α1βΠ(I) (resp.
¿[Ñ Â6t

Π′(f(I)) ≤ α1
¿[Ñ Â6t

Π(I))

L2 ∀I∈IΠ, ∀s′∈SolΠ′(f(I)), |mΠ(I, g(s
′))−βΠ(I)| ≤ α2|mΠ′(f(I), s

′)−βΠ′(f(I))|.

Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× lf� m �

∀ (Π,Π′) ∈ NPO,





(Π
L
∝Π′) ∧ (Π′ ∈ PTAS) ⇒ Π ∈ PTAS

(Π
L[δ]
∝ Π′) ∧ (Π′ ∈ PTAS[δ]) ⇒ Π ∈ PTAS[δ].

á ÂaÃ�Ð c ���id � þ ä�ÂaÃkÃ�Â � É Î~Ä@��ÂaÃ�Ñ � ø É�¿�ÂaÃ£ÀlÄ ­ Â6öÏÑâÊ�ÂaÃkÑ�ÊÒÀlÅÖ�~Í�ä�ÀlÃIÄWÅ Â<ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ%¿[Éé�{Â~ÍlÄÒÀlÉkÊ
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E
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã oÅ´ À2Ã�Î~ÉkÁïÀlÅ
Î~ÉkÄÌÑâÅ � zïÉkÑ�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀî�Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄ8ïOÅÇÀÏÐ

FPTAS � ÅÇÀlÉkÊVÂRìPÀlÊ�t ÑÇÐ%¿kÀ:t�Î~ÃIÄÌÊÒÀlÊ%Å�w ÔlúïÂaÅâÑâÄÒÔô¿kÀ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ
MaxSNP0

E
=

APX −PB
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xvÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄtÐÌÑkÄÒÎ~ÉkÄ°ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÆ¿kÀ
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X
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�~Å�w ÑÇ¿kÔÏÀÆÀÏÐÌÄ¨zIÉ�À
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SolΠ′(f(IΠ)) � ÄÒÎ~ÉkÄÒÀÏÐãÄÌÊÒÎ~ÑÇÐãìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀÏÐ ÀlÃ |I| � ÀlÄHzIÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄãìPÎ~ÉkÊõzIÉ�ÂaÄÌÊÒÀ*ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÀÏÐ



n��

a > 0 � b ≥ 0 � a′ > 0
ÀlÄ
b′ ≥ 0

ÅÇÀÏÐÆìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ�ÐÒÉkÑâÁ~ÂaÃIÄÒÀÏÐÅ�
C1 ∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I),

mΠ′(f(I), g
′(s))

{
≥ 1/a×mΠ(I, s)− b

ÐÌÑ
optΠ = max

≤ 1/a×mΠ(I, s) + b
ÐÌÑâÃ�Î~Ã

C2 ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ(f(I)),

mΠ(I, g(s
′))

{
≥ 1/a′ ×mΠ′(f(I), s

′)− b′
ÐÌÑ
optΠ = max

≤ 1/a′ ×mΠ′(f(I), s
′) + b′

ÐÌÑâÃ�Î~Ã
r ÀWìkÊÒÎI¿[ÉkÑâÄ

a × a′
ÀÏÐÌÄ*ÂaìkìPÀlÅÇÔ 0/I8!#�$4#78���$4 ¿kÀ Å ÂCÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã&ò�ÐÌÑ

b = b′ = 0 � Å ÂCÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÀÏÐÌÄ¿[ÑâÄÒÀ ���87L�$%)�E��0�4<� ÍÏÎ~ÃIÄÌÑâÃIÉ�À o
Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× lf� ¾ � ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀlÉ-�%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐÆ¿kÀ�teÂ¶�[Ñqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ãéî �/0879!iU ¿kÀ�t ÑâÃkÑqt ÑâÐ²ÂaÄÌÑÇÎ~Ã>ï

¿kÀ
NPO � ÐNw ÑâÅ
À��[ÑÇÐÌÄÒÀãÉkÃ PTAA AΠ′ r

x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô ìPÎ~ÉkÊ
Π′
ÀlÄ�É�Ã�ÀãÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ÍÏÎ~ÃIÄÌÑâÃIÉ�À ¿kÀ

Π
�
Π′¿iw À��[ì�ÂaÃ�ÐÌÑÇÎ~Ã

aa′ � ÂaÅÇÎ~ÊÒÐªÑâÅ�À��[ÑÇÐÌÄÒÀXÉkÃ PTAA AΠ
ìPÎ~ÉkÊ

Π r/aa′
x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�î �/0�7�!iU

aa′r
x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔËï �ÔlÁïÀlÃIÄÌÉ�ÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄXÂ~ÐÌË�t ìkÄÒÎ~ÄÌÑTzIÉ�À � ìPÎ~ÉkÊ Π o

® �/0(�E560 ��ìPÎ~ÉkÊ�¿�ÀcÉ#�%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿�À�teÂ¶�[Ñqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

I
ÉkÃ�ÀÆÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿kÀ

Π
ÀlÄ
s′
Å Â�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃO¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ�ì�ÂaÊ

AΠ′
ÐÌÉkÊ

f(I)
òïÎ~ÃOÂ ì�ÂaÊ äIËnìPÎ~ÄÌä�åÏÐÒÀ

mΠ′(f(I), s
′) ≥ r × βΠ′(f(I))

ÀcÄ¥Î~ÃRÃ�Î~ÄÒÀ
s = g′(s′)

o 
 ÂaÊ
C1 � Î~Ã�ÂCÅ Â%ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã βΠ′(f(I)) ≥

1/a× βΠ(I)− b
ÀlÄªì�ÂaÊ

C2 � mΠ(I, s) ≥ 1/a′ ×mΠ′(f(I), s
′)− b′

òkÎ~ÃóÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÄ��
mΠ(I, s) ≥

1

a′
r × βΠ′(f(I))− b′ ≥

r

aa′
βΠ(I)−

r

a′
b− b′ ¦

� Ãe¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � ìPÎ~É�Ê ÀÏÐÌìPÔlÊÒÀlÊ ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÒìPÎ~ÊÌÄÒÀlÊ ÉkÃ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃC¿kÀªÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ²ÂaÃ�ÍÏÀÆÑqteÂaú�À��Å�w ÑÓÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀ � ÑâÅ<�{ÂaÉkÄÐµlÄÌÊÒÀãÀlÃ�t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀã¿�À�ÍÏÎ$t ì�ÂaÊÒÀlÊ�ÅÇÀÏÐtÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ�¿kÀÏÐtìkÑâÊÒÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�ÐÌÉkÊ�ÍÏÀÏÐ
¿kÀlÉ-�%ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐÅò�Í�w ÀÏÐÌÄªÅÇÀ�ÐÒÀlÃ�ÐÆ¿kÀ�Å Â2ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ

C3
�

Ý�çaà<�|çaÛ�üïö¯ü lf� ³ �
C3 ∀I ∈ IΠ, ωΠ′(f(I)) ≥ 1/a× ωΠ(I)− b

î �/0�7�!iU
≤ 1/a× ωΠ(I) + b

ï
.

� ù
ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ � ¿kÔ�~�ÃkÑÇÀÏÐ ÐÒÀlÅÇÎ~Ã ø Ñqt�Î~Ã � ÅÇÀÏÐñ��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð
g
ÀlÄ

g′
ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀlÃIÄó¿kÀ<Ã�Àôì�Â~Ð%ÄÌÊÒÎ~ì

¿kÔlú�Ê�Â~¿kÀlÊ¥Å ÂVÁ�ÂaÅâÀlÉkÊ2¿iw ÉkÃ�ÀeÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÅÇÎ~ÊÒÐ*¿[ÉBì�Â~Ð�Ð�Âaú�Àe¿iw ÉkÃ�À�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀñ�%Å�w ÂaÉkÄÌÊÒÀ�î«¿kÀ
f(I)

�
I
ÀlÄ

¿kÀ
I
�
f(I)

ï � ¿kÀ*ÐÒÎ~ÊÌÄÒÀ*¿kÀ�ìPÎ~ÉkÁïÎ~ÑâÊãÍÏÎ$t ì�ÂaÊÒÀlÊãÅ Â Á�ÂaÅÇÀlÉkÊã¿iw ÉkÃ�À*Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã<ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ2ÐÌÉkÊ I ��ÍÏÀlÅâÅÇÀ
¿iw ÉkÃ�À ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ�ÐÌÉkÊ

f(I)
ÂaÑâÃ�ÐÌÑ;zIÉ�ÀãÅ Â*Á~ÂaÅÇÀlÉkÊªÎ~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ�ÐÌÉkÊ

f(I)
�*Å Â¥Á~ÂaÅÇÀlÉkÊªÎ~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ

ÐÌÉkÊ
I
òPÀlÃ<ÊÒÀlÁ�ÂaÃ�Í�ä�À � ÍÏÀlÅ ÂOÃ�w Îaù
ÊÒÀ¥ì�Â~Ð�ÂeìkÊÌÑÇÎ~ÊÌÑ�Å ÂeìPÎ�ÐÒÐÒÑqskÑâÅâÑâÄÒÔW¿kÀ2ÍÏÎ$t ì�ÂaÊÒÀlÊ�ÅÇÀÏÐXÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ ¿kÀÏÐXìkÑâÊÒÀÏÐÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ

f(I)
�
I � teÂaÃ<zïÉ�À&zIÉ�À ì�ÂaÅâÅâÑÇÀ�Å ÂWìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ C3

o
Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× lf��j�Æf� ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀlÉ-�WìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ ¿kÀ"teÂ¶�nÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÒÑâÎ~Ã�î �/0�7�!iU ¿kÀ"t ÑâÃkÑqt ÑâÐ²ÂaÄÌÑÇÎ~Ã>ï

¿kÀ
NPO

ÅâÑÇÔÏÐ�ì�ÂaÊ�É�Ã�ÀWÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÍÏÎ~ÃIÄÌÑâÃIÉ�À
R = (f, g, g′)

¿kÀ
Π

�
Π′

ò�ÐÌÑ
R
ÀlÐÒÄ�¿iw À��nì�ÂaÃ�ÐÌÑÇÎ~Ã

1ÀlÄ�ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀWÅ ÂCìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ
C3 � ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�ÄÒÎ~ÉkÄ PTAA AΠ′ r

x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ°ìPÎ~ÉkÊ
Π′
ÑâÃ�¿[ÉkÑâÄ�É�Ã

PTAA AΠ
ìPÎ~ÉkÊ

Π r
x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô*¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � ÔlÁ�ÀlÃIÄÌÉ�ÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ Â~ÐÌË�t ìkÄÒÎ~ÄÌÑTzïÉ�À � ìPÎ~ÉkÊ Π o



n��

® �/0(�E560 ��ìPÎ~ÉkÊ�¿�ÀcÉ#�%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿�À�teÂ¶�[Ñqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
ë ÀlìkÊÒÀlÃ�ÂaÃIÄÆÅÇÀÏÐªÃ�Î~Ä²ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ�Å Â2ìkÊÒÀlÉkÁïÀ�ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄÒÀ � Î~Ã�ÂWì�ÂaÊªäIËnìPÎ~ÄÌä�åÏÐÒÀ

mΠ′(f(I), s
′) ≥ r × βΠ′(f(I)) + (1− r)× ωΠ′(f(I)),

ÀlÄÆÑâÅ�ÁnÑÇÀlÃIÄ
βΠ′(f(I)) ≥

1

a
βΠ(I)−b, mΠ(I, s) ≥

1

a′
mΠ′(f(I), s

′)−b′, ωΠ′(f(I)) ≥
1

a
ωΠ(I)−b

⇓

mΠ(I, s) ≥
1

a′

[
r

(
1

a
βΠ(I)− b

)
+ (1− r)

(
1

a
ωΠ(I)− b

)]
−b′ ≥ rβΠ(I)+(1−r)ωΠ(I)−

b

a′
−b.

ë À(teÂaÊ/zïÉ�Î~Ã�ÐÅzIÉ�w Â¯Á�ÀÏÍ
ÉkÃ�À°À��nì�ÂaÃ�ÐÌÑÇÎ~Ã*ÐÒÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ ÑâÃ-��ÔlÊÌÑÇÀlÉkÊÒÀÐ� p � Î~Ã�Ã�À
ìPÎ~ÉkÊÌÊ�ÂaÑâÄ�ÊÌÑÇÀlÃ*ÍlÎ~Ã�ÍcÅâÉkÊ�ÀÂeìkÊÌÑÇÎ~ÊÌÑ o 
 ÂaÊ Å ÂOÐÌÉkÑâÄÒÀ � Î~Ã<Ã�Î~ÄÒÀlÊ�Â Π
C[δ]
∝
ÉkÃ�À¥ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃRÍÏÎ~ÃIÄÌÑâÃIÉ�ÀW¿kÀ

Π
�
Π′
¿iw À��nì�ÂaÃ�ÐÌÑÇÎ~Ã p zIÉkÑ

ÁïÔlÊÌÑ'~�À Å ÂCìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ
C3 � ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄ�ÂaÃIÄWÂaÑâÃ�ÐÌÑ ¿kÀ ÅâÑÇÀlÊ�ÅÇÀ ¿kÀlú�ÊÒÔe¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã®¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀO¿kÀÏÐìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Π
ÀlÄ

Π′ ¦r ÀÏÐ ÊÒÔÏ¿[É�ÍcÄÒÑâÎ~Ã�Ð*ÍÏÎ~ÃIÄÌÑâÃIÉ�ÀÏÐ�Ã�w ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÀlÃnÄ�ì�Â~Ð&zïÉ�ÀWÅ ÂCúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÀ�¿[ÉôÊ�Âaì�ìPÎ~ÊÌÄ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã&�
ÅÇÀlÉkÊ�ÑâÃIÄÒÔlÊ/µlÄ
ÐÌÉkìkìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀªì�ÂaÊ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ°ÂaÉ-�WÂaÉkÄÌÊÒÀÏÐ�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ÊÒÔÏÐÌÑÇ¿kÀ�ÀlÃWÅ ÂÈ��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

g′
o 
 Î~ÉkÁïÎ~ÑâÊ

ÊÒÀlÁïÀlÃkÑâÊã¿[ÉóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅ�ÂaÉóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*ÑqteÂaú�À¥ÐNw Â¯ÁïÔlÊÒÀlÊ�Â ÑâÃ�¿[ÑÇÐÌìPÀlÃ�Ð�Â6skÅÇÀ¥ìPÎ~ÉkÊ�Å Â ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
¿kÀÏÐtÎ~ìkÄÌÑqteÂ*ÅÇÎIÍÏÂaÉ#� � zIÉkÑ�Ã�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐÌÑâÄÒÀã¿kÀÆÊÒÀlÅâÑÇÀlÊtÅÇÀÏÐtÎ~ìkÄÌÑqteÂ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�O¿kÀ I ÂaÉ-��Î~ìkÄÌÑqteÂ*ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�e¿kÀ f(I) oø Î~ÉkÁïÀlÃIÄ � Ã�Î~É�ÐWÎ$t�ÀlÄÌÄÒÊÒÎ~Ã�Ð ¿iw À��nìkÅâÑÇÍlÑâÄÒÀlÊ g′ � ÅÇÀÏÐ2ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐWìkÊÒÎ~ìPÎ�Ð�ÔÏÀlÐ ÔlÄ�ÂaÃIÄWìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÔÏÀÏÐ ÍÏÎ$t·t�ÀÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð Â � Ã�ÀÏÐ � teÂaÑÇÐ�Å Â ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~Ã<ÐÒÎ~É�Ðyxq�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄÒÀ*ÐÒÀlÊ�Â ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ�ÉkÄÌÑâÅâÑÇÐÒÔÏÀ�ìPÎ~ÉkÊXÔlÄ�Â6skÅâÑâÊãÅ ÂìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ãó¿kÀÏÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂWÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� o
��� Û � � ß ¢ Ô�¦Ð¥��@��¤¤�v�� ]à[�¨Í#�

� Î~É�Ð�Å�w Â¯Á�Î~Ã�Ðq¿kÔ ����¿[ÑâÄ � Å ÂÈt�Î~ÄÌÑâÁ~ÂaÄÌÑÇÎ~Ã2ìkÊÌÑâÃ�ÍlÑâì�ÂaÅÇÀ�¿kÀ°Å ÂÆ¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~ÃW¿[É¥Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ|¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅn¿�ÂaÃ�Ð
c ���id ÀÏÐÌÄXÅ ÂOÐÌÄ�Â6s�ÑÓÅâÑâÄÒÔ ¿kÀ¥Å Â�t�ÀÏÐÒÉkÊÒÀ2¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃBÐÒÎ~É�ÐXÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~ÃRÂ � Ã�À ¿kÀ¥Å ÂÁ��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
Î$s-�ÌÀÏÍlÄÌÑ'�-�
ÑâÅ
ìPÀlÉkÄ*Àcù�ÀÏÍlÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄ*Ð�À(t3skÅÇÀlÊ�ÅÇÔlú�ÑâÄÌÑqt�À�¿�w ÀÏÐÒìPÔlÊÒÀlÊ�ÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀ�¿kÀM��Â$¼ÏÎ~ÃRÔLzIÉkÑâÁ�ÂaÅÇÀcÃnÄÒÀ � ÀlÄtÁµ(t�À0ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊóÍÏÎ$t·t�ÀRÔLzïÉkÑâÁ�ÂaÅÇÀlÃIÄÒÐ � ÍÏÎ~Ã-��Î~Ê�t�Ô(t�ÀlÃIÄA�®ÍÏÀDzIÉkÑ�ÀÏÐÌÄñ�{ÂaÑâÄVÀlÃ.ìkÊÒÎ~ú�Ê�Â6t·teÂaÄÌÑÇÎ~Ã
teÂaÄÌä�Ô(teÂaÄÌÑTzIÉ�À � ÅÇÀÏÐÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

{
min f(x)

s.c. x ∈ X

ÀlÄ {
min kf(x) +K

s.c. x ∈ X
k ∈ R?, K ∈ R.

� É�ÐÒÐÌÑ[¿kÔ�~�ÃkÑÇÐÒÐ�Î~Ã�Ðyx{Ã�Î~É�Ð�É�Ã ÍÏÂ~¿kÊÒÀ�¿iw ÔLzIÉkÑâÁ~ÂaÅÇÀlÃ�ÍÏÀªÀlÃIÄÌÊ�À�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ°ÐÒÎ~É�Ð�ÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ°¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ
Â¶~�Ãô¿kÀ¥ìPÎ~ÉkÁïÎ~ÑâÊ � zIÉ�ÂaÃ�¿<¿kÀlÉ-�óìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�ÐÒÎ~ÃIÄXÑÇ¿kÀlÃIÄÌÑTzIÉ�ÀÏÐG�eÉkÃ�À¥ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~ÃRÂ � Ã�À2¿kÀ¥ÅÇÀlÉkÊ��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃRÎ$s-��ÀÏÍlÄÌÑ'��ìkÊÒåÏÐ � ¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ�¿kÀÏÐ ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ2Å�w ÉkÃ	�OÅ�w ÂaÉkÄÌÊÒÀ o � Î~ÄÒÎ~Ã�ÐGzIÉ�À



���

ÍÏÀ·zïÉ�ÀWÃ�Î~É�Ð�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÎ~Ã�Ð�ÀÏÐÒÄ ÉkÃ�ÀWÊÒÀÏÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÌÑÇÎ~ÃB¿kÀWÅ ÂCÃ�Î~ÄÌÑÇÎ~Ã0ìkÅâÉ�Ð�ú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅÇÀ�¿iw ÔLzIÉkÑâÁ~ÂaÅÇÀlÃ�ÍÏÀ�ÐÒÎ~É�Ð�ÅÇÀ
Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅq¿kÔ�~�ÃkÑÇÀ*¿�ÂaÃ�Ð c �6��d9o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�T« ¯¤�

AF
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Î~É ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã<Â � Ã�À

ø Î~ÑÇÀlÃIÄ
Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀlÉ-�eìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐª¿kÀ

NPO � Î~Ã%¿[ÑâÄÒzIÉ�À Π Ð�À AF x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄÈ� Π′
ÀlÄ�Î~ÃCÃ�Î~ÄÒÀ

Π
AF
∝ Π′ÐNw ÑâÅ À��[ÑÇÐÌÄÒÀ�¿kÀ

Π
�
Π′
ÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
zIÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À��

AF1 R
ÐÌÉkÊ��ÌÀÏÍlÄÌÑâÁ�À

AF2 ∀I∈IΠ, ∃KI ∈ R, ∃kI ∈ R? (kI > 0
ÐÒÑ
optΠ = optΠ′ , kI < 0

ÐÌÑâÃ�Î~Ã
) t.q.

∀s′∈SolΠ′(f(I)), mΠ′(f(I), s
′) = kImΠ(I, g(s

′) )+KI .

ø w ÑâÅ�À��nÑÇÐÒÄÒÀ ÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã<Â � Ã�À�¿kÀ
Π

�
Π′
ÀlÄ�¿kÀ

Π′
�
Π � Î~Ã Ã�Î~ÄÒÀlÊ�Â ΠAF

↔ Π′
o

Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× lf��j<j#� ø Ä²Â6skÑâÅÓÑâÄÒÔ*¿[É Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿[ÑÓù�ÔcÊ�ÀcÃnÄÌÑÇÀlÅ�Ð�Î~É�ÐªÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy�«Î~Ê/teÂaÄÌÑÇÎaÃ<Â � Ã�À
∀Π,Π′ ∈ NPO, R = (f, g)

ÀÏÐÌÄªÉkÃ�À �
F
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ

Π
�
Π′

⇒ ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)), δΠ(I, g(s
′)) = δΠ′(f(I), s

′).

® �/0(�E560�!-���E�
kI > 0
 ÂaÊ�¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã � ÑâÅ
À��nÑÇÐÒÄÒÀ2¿kÀlÉ-��ÊÒÔÏÀlÅÇÐ kI > 0

ÀlÄ
KI

ÄÒÀlÅÇÐGzIÉ�À¥ÅÇÀÏÐ�ÔcÁ�ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ2ÄÒÎ~ÉkÄ�ÍÏÎ~ÉkìkÅÇÀ
¿kÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

(s′, g(s′))
¿kÀÏÐÆÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ

f(I)
ÀlÄ
I
ÐÒÎ~ÃIÄ�Â � Ã�À(t�ÀlÃIÄãÅâÑÇÔlÀÏÐÆì�ÂaÊÆÅ ÂWÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã&�

mΠ′(f(I), s
′) = kImΠ(I, g(s

′)) +KI .


 ÂaÊ�Å Â<ÐÒÉkÊ���ÀÏÍlÄÌÑâÁnÑâÄÒÔV¿kÀ
R � ÅÇÀÏÐ ìkÑâÊÒÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�ÀlÄ ÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�Î~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀÏÐe¿kÀÏÐ�¿kÀlÉ-�®ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐÍÏÎ���Ã�ÍlÑÇ¿kÀlÃIÄXÂaÅÇÎ~ÊÒÐ � t�ÎI¿[ÉkÅÇÎ g �
∀t′ ∈ SolΠ′(f(I)), mΠ′(f(I), s

′) ≥
î �/0879!iU

≤
ï

mΠ′(f(I), t
′)

⇔ ∀t′ ∈ SolΠ′(f(I)), mΠ(I, g(s
′)) ≥

î �/0879!iU
≤
ï

mΠ(I, g(t
′))

(R
ÐÒÉkÊ���ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ

) ⇔ ∀t ∈ SolΠ(I), mΠ(I, g(s
′)) ≥

î �/0879!iU
≤
ï

mΠ(I, t)

⇒ βΠ′(f(I)) = kIβΠ(I) +KI
ÀlÄ

ωΠ′(f(I)) = kIωΠ(I) +KI .

á w Î » ÅÇÀÏÐÆÔlúïÂaÅâÑâÄÒÔÏÐÆìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄãÍlÎ~É�ìkÅÇÀ�¿kÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð
(s′, s = g(s′)) ∈ SolΠ′(f(I))× SolΠ(I)

�

ωΠ′(f(I))−mΠ′(f(I), s
′)

ωΠ′(f(I))− βΠ′(f(I))
=
kIωΠ(I) +KI − (kImΠ(I, s) +KI)

kIωΠ(I) +KI − (kIβΠ(I) +KI)
=
ωΠ(I)−mΠ(I, s)

ωΠ(I)− βΠ(I)

⇔ δΠ′(f(I), s
′ ) = δΠ(I, s) ¦

Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× l7��j-lf� ø Ñ ¿kÀlÉ-�0ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
Π
ÀlÄ

Π′
Á�ÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ

Π
AF
↔ Π′ � ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�ÄÒÎ~ÉkÄ2ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À r xÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�ìPÎ~ÉkÊÆÅ�w ÉkÃóÀÏÐÌÄ

r
x�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô�ìPÎ~ÉkÊÆÅ�w ÂaÉkÄÌÊÒÀ � ÂaÉ Ð�ÀlÃ�ÐÆ¿kÀ Å Â�t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ o



�-p

® �/0(�E560 ��ÍÏÎ~Ã�Ð�ÔLzïÉ�ÀlÃ�ÍÏÀ*¿[ÑâÊÒÀÏÍlÄÒÀ�¿kÀ�Å Â2ìkÊ�Î~ìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã n-oqp�p
¦á ÅIÀ��[ÑÇÐÌÄÒÀt¿kÀÏÐqÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð|ìkÅâÉ�ÐqÑâÃIÄÌÑqt�ÀÏÐ|ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ�ÀlÃIÄÌÊÒÀtìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ � zïÉkÑIÃ�Î~É�ÐqìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÌÊÒÎ~ÃIÄ�ìkÅâÉ�ÐqÄ�ÂaÊÒ¿¿kÀ¥Ê�ÂaìkìkÊ�ÎïÍ�ä�ÀcÊ � Ã�Î~ÃôìkÅâÉ�Ð ÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ÅâÀlÉkÊ�¿kÀlú�ÊÒÔW¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � teÂaÑÇÐXÅÇÀlÉkÊ�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ�tÁµ(t�À�òÍ�w ÀÏÐÌÄ�ÍÏÀGzIÉkÑit�Î~ÄÌÑâÁïÀ�ÅÇÀÏÐÆ¿kÀlÊÌÃkÑÇålÊÒÀÏÐã¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã�Ð o

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�T« ² � ë ÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã:skÑ ��ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ
� Ã�À ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
ÀÏÐÌÄÈskÑ ��ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ�ÐÒÑ ÀlÄÆÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄãÐÌÑ

∀I ∈ IΠ, g|SolΠ′ (f(I))
ÀÏÐÌÄªÉkÃ�ÀGskÑ �ÌÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ãó¿kÀ

SolΠ′(f(I))
ÐÌÉkÊ

SolΠ(I).�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�T«<¿:� ë ÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã��«Î~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄXÂ � Ã�À
� Ã�À¥ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ,(�����90���0�4>�È�«)J4C0 ÀlÃIÄÌÊ�ÀW¿kÀlÉ-�óì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀlÐ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀ

NPO � Ã�Î~ÄÒÔÏÀ ΠAF
⇒ Π′ � ÀÏÐÌÄÉkÃ�À Ê�Ôl¿kÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
Â � Ã�ÀGskÑ ��ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ o ø w ÑâÅ À��[ÑÇÐÌÄÒÀ�¿kÀlÉ-�CÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÈ�«Î~ÊÒÄÒÀ(t�ÀcÃnÄãÂ � Ã�ÀÏÐ � Å�w É�Ã�À¿kÀ

Π
�
Π′ � Å�w ÂaÉkÄÌÊÒÀª¿kÀ Π′ � Π � Î~ÃWÃ�Î~ÄÒÀlÊ�Â ΠAF

⇔ Π′
ÀlÄ�ÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Π
�
Π′
Ð�ÀlÊÒÎ~ÃIÄ
¿[ÑâÄÒÐ ��)J4C0���0�4<�

�/.(���K5¶��%q0(4<�+7 o
r Î~ÊÒÐ/zïÉ�w ÉkÃ�ÀôÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Â � Ã�ÀôÀÏÐÌÄ ,(�����90���0�4>� Â � Ã�À � Å Â�ÊÒÔÏÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ¿kÀÏÐ%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ Π É (IΠ �

SolΠ � mΠ � optΠ) ÀlÄ Π̃′ É (f(IΠ) � SolΠ(f(I)) � mΠ � optΠ) ¿kÀlÁnÑÇÀcÃnÄtÉkÃ�ÀãÀlÄtÐ�ÀlÉkÅÇÀ � ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄ�¿kÀlú�ÊÒÔ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ�ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÔ�ò~¿kÀtìkÅâÉ�Ð � Å ÂHskÑ ��ÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã ÀlÃIÄÌÊÒÀ�ÅÇÀÏÐ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ
¿kÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð¿kÀÏÐtÑÓÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ
I
ÀcÄ
f(I) � ìPÎ~ÉkÊtìPÀlÉñzIÉ�ÀÆÅÇÀlÉkÊ�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀXÐÒÎ~ÑâÄtÐÒÀ(t3skÅ Â6skÅÇÀ�î«¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃIÄ�ÀãÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀXÀlÃIÄÌÊÒÀ

¿kÀlÉ-�®Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð Î~É£¿kÀlÃ�ÐÌÑâÄÒÔ%¿kÀÏÐ ÀÏÐÌì�Â~ÍÏÀÏÐ ¿kÀ%ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�ï � Â~ÐÒÐÌÉkÊÒÀCÅ Â�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã£¿kÀÏÐ Î~ìkÄÌÑqteÂ h xÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-��zïÉkÑ Ð�ÀcÊ�Î~ÃIÄªÅÇÀ�ÐÌÉ$�ÌÀlÄÆ¿kÀÏÐªìkÊÒÎIÍ�ä�ÂaÑâÃ�ÐãÍ�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀÏÐ o
È�I�0(��!C%q0 n-o}� U ´ Î$t·t�ÀWÑâÅ
ÐÒÀlÊ�Â�t�Î~ÃIÄÌÊÒÔWì�ÂaÊ�Å ÂCÐÌÉkÑâÄÒÀ � ÑâÅ
À��[ÑÇÐÌÄÒÀW¿kÀÏÐ ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð���Î~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ*Â � Ã�ÀÏÐ¿kÀ

MinTSP
�
Min∆TSP � ¿kÀ MinSC

�
MinRSSC � ¿kÀ Maxk − Sat

�
MaxE − k −

Sat
ò
ÍÏÎ$t·t�ÀWÑâÅ
ÐNw Âaú�ÑâÄ ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ�¿kÀ2ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð*¿iw ÉkÃôìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À��CÐ�ÂeÊÒÀÏÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÌÑÇÎ~Ã � ÍÏÀÏÐ�ÍÏÎ~ÉkìkÅÇÀÏÐ�¿kÀìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐãÐÒÎ~ÃIÄªÄÒÎ~É�Ð�Â � Ã�À(t�ÀlÃIÄãÔLzIÉkÑâÁ�ÂaÅÇÀlÃIÄÒÐ o

 Î~ÉkÊ�ÑâÅâÅâÉ�ÐÌÄÌÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � Ã�Î~É�ÐÒt�Î~ÃIÄÌÊÒÎ~Ã�ÐªÑÇÍlÑ;zIÉ�ÀãÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐÆ¿kÀ �:�+4 �+���ð7(�@�����$4 ÀlÄ�¿kÀ ���NI$�+���ð7L��=

�����$4A=�0Ò!>����+$���$����087�%)�K4C�/�$�+�/087&0(4:5¶�$�����E��%q0�7{���+5¶�$%T0�4>�9087 � Ã�Î~ÄÒÔÏÐ MaxPL{0, 1}
ÀlÄ
MinPL{0, 1} �ÐÒÎ~ÃIÄãÅâÑÇÔÏÐXì�ÂaÊãÉkÃ�À¥ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~ÃA��Î~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�Â � Ã�À oC� Ã�À*ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
¿kÀ*ÄÒÀlÅÇÐãìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�ÀÏÐÌÄãÅ Âe¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ �ÐÌÉkÊ�ÉkÃ ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

X
¿kÀ

n
Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ��¥Á�ÂaÅÇÀlÉkÊÆ¿�ÂaÃ�Ð

{0, 1} � ¿iw ÉkÃVÁïÀÏÍlÄÒÀlÉkÊÆÎ$s-�ÌÀlÍlÄÌÑ'� c �WÍÏÎïÀ � ÍlÑÇÀlÃIÄÒÐ¿�ÂaÃ�Ð
N � ¿kÀ m Á�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊÒÐ�¿kÀWÍÏÎ~ÃIÄÌÊ�ÂaÑâÃIÄÒÀÏÐ

ai
¿kÀ

Zn � ÀlÄ ¿iw ÉkÃút�À(t3s�ÊÒÀW¿[Ê�Î~ÑÓÄ
b
Á�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ�¿kÀ

Nm òPÅÇÀ
skÉkÄ�ÀÏÐÌÄªÃ�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃnÄã¿iw Î~ìkÄÌÑqt ÑÇÐ�ÀcÊ�ÅÇÀ�ìkÊÒÎ~ú�Ê�Â6t·t�À*ÐÒÉkÑâÁ~ÂaÃIÄ��

(I) βMaxPL(I) = max
x

c · x

s.c.

{
ai · x ≤ bi ∀i = 1, ...,m

xj ∈ {0, 1} ∀j = 1, ..., n

0(� (I) βMinPL(I) = min
x

c · x

s.c.

{
ai · x ≥ bi ∀i = 1, ...,m

xj ∈ {0, 1} ∀j = 1, ..., n!#�$���&�E4�!C������%T,���0M=E0&�Á�NI$�+���ð7L�������$4 !#�$���&�E4�!>������%T,���0�=�0&���+4 �+�M�K7(�@�����$4CU
ø Î~ÑâÄ�teÂaÑâÃIÄÒÀlÃ�ÂaÃIÄ

I = (c, {a1, ..., am}, {b1, ..., bm})
ÉkÃ�À¥ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ2¿kÀ

MaxPL{0, 1} � Î~ÃôÅâÉkÑÂ~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÀóÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I ′ = f(I)

¿kÀ
MaxPL{0, 1}

¿kÀ ì�ÂaÊ�Â6t�ålÄÌÊÒÀÏÐ
c′ = c � a′i = ai

ìPÎ~ÉkÊOÄÒÎ~ÉkÄ



��n

i = 1, ...,m
ÀlÄ
b′i =

−→
1 · ai − bi

ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄ
i = 1, ...,m � Î » −→1 = (1, ..., 1)

¿kÔÏÐÒÑâú�Ã�ÀWÅÇÀWÁïÀÏÍcÄ�ÀcÉ�Ê
ÉkÃkÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ*¿kÀ

Rn �
(I) βMaxPL(I) = max

x
c · x

s.c.

{
ai · x ≤ bi ∀i = 1, ...,m

xj ∈ {0, 1} ∀j = 1, ..., n

f
7→

(I ′) βMinPL(I
′) = min

x
c · x

s.c.

{
ai · x ≥

−→
1 · ai − bi ∀i = 1, ...,m

xj ∈ {0, 1} ∀j = 1, ..., n

r ÂãÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÒÀ���ÂaÑâÄ
ÔlÁIÑÇ¿kÀ(t·t�ÀlÃIÄ°ÀlÃWÄÒÀ(t ì�Ð�ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ�ÀlÃ2Å ÂãÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ�¿kÀ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀ �Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀõzIÉkÑPÀÏÐÒÄ�¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀXì�ÂaÊ�Å Â*ìkÅâÉ�Ðtú�Ê�ÂaÃ�¿kÀ ¿kÀÏÐRzïÉ�ÂaÃIÄÌÑâÄÒÔÏÐ
n � m ÀlÄ

log(dmax)
Î »

dmax
¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�À � ÀlÃÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊãÂ6s�ÐÒÎ~ÅâÉ�À � Å ÂWìkÅâÉ�ÐÆú�Ê�ÂaÃ�¿kÀ*¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ�ÃIÉ#t�ÔlÊÌÑTzIÉ�À*¿kÀ I o>´ Î~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ðõ�WìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄ�ÅÇÀÏÐ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ¿kÀeÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð¥¿kÀÏÐ�ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ

I
ÀlÄ

I ′
��ÑâÅÇÐ*ÐÒÎ~ÃnÄ�ÄÒÎ~É�Ð¥¿kÀlÉ-�RÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�ÔÏÐ¥¿kÀ�ÁïÀÏÍlÄÒÀlÉkÊÒÐ¥¿kÀ

{0, 1}n � ÀlÄÎ~Ã0ÊÒÀ(teÂaÊ/zIÉ�ÀÁzIÉ�À
I ′
ÀÏÐÌÄ�ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉkÑâÄÒÀ�¿kÀWÄÒÀlÅâÅÇÀ�ÐÒÎ~ÊÌÄ�À·zïÉ�w ÉkÃRÄÒÀlÅ
ÁïÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ

x
ÀÏÐÌÄ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃRÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ²Â6skÅÇÀ

¿kÀ
I ′

7��¨0(�P7N0��E%T0���0�4>��78� −→
1 − x

ÀÏÐÌÄ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃVÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀ ¿kÀ
I
o�� ù�ÀÏÍlÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄ � Å Â i å(t�À ÍÏÎ~ÃIÄÌÊ²ÂaÑÓÃnÄÒÀ

ai ·x ≤
−→
1 ·ai−bi

ÔLzïÉ�ÑÓÁ�ÂaÉkÄ¨�ãÅ ÂãÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
bi ≥

−→
1 ·ai−ai ·x � Î~Ê −→1 ·ai−ai ·x = ai ·(

−→
1 −x)

o$� ÑÓÃ�ÐÌÑ �Å ÂVÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~Ã
g
zïÉkÑ�Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÀ��VÄÒÎ~ÉkÄ¥Á�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ

x
¿�À
{0, 1}n

Ð�Î~ÃBÎ~ìkìPÎ�ÐÒÔ −→
1 − x

ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�t�À
skÑÇÀlÃ®ÉkÃ�ÀCÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã£¿kÀ

SolPL(I
′)
ÀlÃ®ÉkÃ�ÀCÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ãx¿kÀ

SolPL(I)
ÀlÄ�zïÉkÑ�ìkÅâÉ�Ð2ÀÏÐÒÄ � Å�w ÔLzIÉkÑâÁ~ÂaÅÇÀlÃ�ÍÏÀìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄÒÀ*Ã�Î~É�ÐãÂ~ÐÒÐÌÉkÊ�ÀGzIÉ�À

g
ÀÏÐÌÄÆÉkÃ�ÀGskÑ �ÌÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ

SolPL(I
′)
ÐÌÉkÊ

SolPL(I)
�kÃ�Î~É�ÐãÂ¯ÁïÎ~Ã�ÐÈskÑÇÀlÃ

À��[äkÑqsPÔ�ÉkÃ�À ÊÒÔÏ¿[É�ÍcÄÒÑâÎ~Ã
(f, g)

�«Î~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄXÂ � Ã�À�¿kÀ
MaxPL{0, 1}

�
MinPL{0, 1}

o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× l7�T« m � 
 ÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐXÂ � Ã�À(t�ÀlÃIÄãÑÇ¿kÀlÃIÄÌÑTzïÉ�ÀÏÐ
º Ãó¿[ÑâÄ�zïÉ�À�¿kÀlÉ-�%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀ

NPO
ÐÒÎ~ÃIÄ �«)J4C0���0�4<����=E0�4<����.(�#0�7 ÀlÄ�Î~Ã Ã�Î~ÄÒÀ

Π
AF
≡ Π′ÐNw ÑâÅtÀ��nÑÇÐÌÄ�À ÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
��Î~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄWÂ � Ã�Àe¿kÀ

Π
�
Π′
ÄÒÀlÅâÅÇÀ�zïÉ�À�Å Â��«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

f
ÀÏÐÌÄ

78��� ô 0/BL���+560G��UK0ËU
f(IΠ) = IΠ′

o
È�I�0(��!C%q0 n-o}� U r ÀÏÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Max IS � MaxSP � MaxCl
ÀlÄ
MinV C � MaxSat

ÀlÄ
MinCCSPzIÉkÑnÐÒÀlÊÒÎ~ÃIÄ
ÔlÁ�ÎEzIÉ�ÔÏÐ
ÂaÉWÍÏÎ~ÉkÊÒÐ�¿kÀ�ÍÏÀ�¿kÎIÍlÉ#t�ÀlÃIÄ°ÐÒÎ~ÃIÄ
ÂaÉkÄ�ÂaÃIÄ
¿kÀ�Í¯Â~Ð�¿kÀtìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ°Â � Ã�À(t�ÀlÃIÄ
ÑÇ¿kÀlÃ-x

ÄÌÑTzIÉ�ÀÏÐ o 
 Î~ÉkÊ
Max IS

ÀlÄ
MaxSP

ì�ÂaÊ À��[À(t ìkÅÇÀ � ÅÇÀ�ìkÊÒÎ~ú�Ê�Â6t·t�À�ÅâÑÓÃ�ÔÏÂaÑâÊÒÀH� ÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀÆÀÏÐÌÄ°ÅÇÀRtÁµ(t�À
max

−→
1 · x{

A · x ≤
−→
1

x ∈ {0, 1}n,

Å ÂªÐ�ÀlÉkÅÇÀ°¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃ�ÍÏÀ°ÊÒÔÏÐÌÑÇ¿kÀ ÀlÃ�Å�w ÑâÃIÄÒÀlÊÌìkÊÒÔlÄ�ÂaÄÌÑ Î~ÃMzIÉ�À
Å�w Î~Ã¥ÀlÃG�{ÂaÑâÄ��ÏÅ Â�ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã3skÑâÃ�ÂaÑâÊÒÀ°ÊÒÀlìkÊÒÔÏÐ�ÀlÃIÄÒÔÏÀ°ì�ÂaÊ
A
¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�À�x{ÄyxvÀlÅâÅÇÀ�ÅÇÀÏÐ
ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ
¿iw ÉkÃWú�Ê�Âaìkä�À�Î~ÉWÅ�w ÑâÃIÄÒÀlÊÒÐÒÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã Ã�Î~ÃWÁIÑÇ¿kÀ�¿kÀ�¿kÀlÉ-�2ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3s�ÅâÀÏÐ o@´ ÀÏÐ

¿kÀlÉ-�ôìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ¥Ð�Î~ÃIÄ�ÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ2ÔLzïÉkÑâÁ�ÂaÅÇÀlÃIÄÒÐ*¿[ÉRìPÎ~ÑâÃIÄ*¿kÀ ÁnÉ�À ¿kÀ Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã®ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À�ò
ìPÎ~ÉkÊÌÄ�ÂaÃIÄ � Å Â3tÁµ(t�ÀXÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�zïÉkÑ�À��nÑÇÐÌÄÒÀ ÀlÃIÄÌÊÒÀ

Max IS
ÀlÄ
MinV C

î�ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ
f = Id|IIS=IV C

ÀlÄ
g : s 7→ s̄

¿�À
Max IS

�
MinV C

ÍÏÎ$t�t�À ¿kÀ
MinV C

�
Max IS

ï
Ã�w Â*ìkÅâÉ�Ð�ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ � ÀlÃCÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À �ÅÇÀÏÐ"tÁµ(t�ÀÏÐ�ÍÏÎ~Ã�Ð�ÔLzïÉ�ÀlÃ�ÍÏÀÏÐMî
Max IS /∈ APX

zIÉ�ÂaÃ�¿
MinV C ∈ APX

ï o
� ÁïÀÏÍ�ÅÇÀeÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À � ÉkÃ�ÀOÐÌÑqt ìkÅÇÀOÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã£¿kÀeÅ Âó��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃxÎ$s-��ÀÏÍlÄÌÑ'��ìPÀlÉkÄWÐÌÉ � ÊÒÀ��

ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�t�ÀlÊWÉkÃxìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀV¿kÀOÅ Â<ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ
APX

ÀlÃxÉkÃ®ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À%Ã�Î~Ã ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀ��óÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄG�·t�Î~ÑâÃ�ÐõzIÉ�À

P = NP � ÍÏÎ$t·t�À2ÀlÃ�ÄÒÔ(t�Î~Ñâú�Ã�À¥ÅÇÀ*ì�Â~ÐÒÐ�Âaú�À¥¿[É TSP t�ÔlÄÌÊÌÑTzIÉ�À2ÂaÉ
TSPú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅ&î B.,NU Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ �-oqp�oqp ï oÞ� Ãx¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃnÄÌÑÇÀcÅ � Å�w ÔLzïÉkÑâÁ�ÂaÅÇÀlÃ�ÍÏÀ min/max ��ÂaÑâÄ2ì�ÂaÊy�«Î~ÑÇÐ2ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀCÅÇÀ



���

(optΠ = max)

mΠ(I, s) ≥ r × βΠ(I) + (1− r)× ωΠ(I) ⇒ mΠ(I, s) ≥ r × βΠ(I)

mΠ(I, s) ≥ r × βΠ(I) ⇒ ???�$4�4C0R! 0��-�Ð�8��0�4D=$�+�/03�G!>�����$�8�@OPB80�%q��=��9! 0�4>=�=�0
r
0(�R=$�����8!@!#�$�(�

ωΠ(I)/βΠ(I)

(optΠ = min)

mΠ(I, s) ≤ r × βΠ(I) + (1− r)× ωΠ(I) ⇒ ???�$4�4C0R! 0��-�Ð�8��0�4D=$�+�/03�G!>�����$�8�@OPB80�%q��=��9! 0�4>=�=$���/�8!@!#�$���
ωΠ(I)/βΠ(I)

mΠ(I, s) ≤ r × βΠ(I) (r ≥ 1) ⇒ ???�$4�4C0R! 0��-�Ð�8��0�4D=$�+�/03�G!>�����$�8�@OPB80�%q��=��9! 0�4>=�=�0
r
0(�R=$�����8!@!#�$�(�

ωΠ(I)/βΠ(I)

tvu>wyx n-oqp � =Ø2 ��4C0&��087��E��0MS�%�2 �$�-���/0

t�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊ&î
MaxTSP

ÀlÄ
MinTSP

ÐÒÎ~ÃIÄ
APX[δ]

ï � ÀlÄ�ì�ÂaÊ��«Î~ÑÇÐ�ÅÇÀãìkÑâÊÒÀ·î Max IS
ÀlÄ
MinV C

Î~ÃIÄ
ÅÇÀÏÐ�tÁµ(t�ÀÏÐ�Ð�ÀlÉkÑâÅÇÐ ¿iw ÑâÃ�ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã zIÉ�À

Max IS
ÀlÃ ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÑqzIÉ�ÀËï o�� ÃxÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄ Ã�ÔlúïÂaÄÌÑ'�Áî �/0879!iU

ìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑ'��ï
ÐÌÉkÊ ÉkÃeì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�Àã¿kÀ �Á�NI$�+�M�K7(�������$4 ÐÒÀÆÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ~ÊÌÄÒÀX¿[ÉOÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀãÂaÉO¿kÑ ù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�î �/087�!�U ¿kÉ
¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�ÂaÉ%ÍlÅ Â~Ð�ÐÌÑTzïÉ�ÀËï � teÂaÑÇÐ�ÑâÅ
Ã�w ÀÏÐÌÄ�ì�Â~Ð�¿kÀXÄÒÀlÅâÅÇÀ ÊÒålú�ÅÇÀXìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐÆ¿kÀ �M�+4 �+���ð7L�������$4î«ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊ�� É�ÐÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ

MinTSP
zIÉkÑ�ÀÏÐÌÄ

APX[δ]
teÂaÑÇÐWÃ�Î~Ã

APX � MinV C
zIÉkÑ�ÀÏÐÌÄ

APXteÂaÑÇÐãÃ�Î~Ã
APX[δ] � ÐÒÑ P 6= NP

ï o>r Â�ÄÌÊ²ÂaÃ�ÐÌìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑÇÎ~Ãô¿iw ÉkÃ<ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄ ¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�Á�ÀlÊÒÐãÉkÃ�ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄ
ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À�ÐÒÀlÊ�Â ¿kÀ�Ã�Î~ÉkÁïÀ¯ÂaÉóÔlÁïÎEzIÉ�ÔÏÀ*ÂaÉ ì�ÂaÊ�Âaú�Ê�Âaìkä�À �-oqp�o}� ò�Å�w ÀÏÐÒÐÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅqÀÏÐÌÄ�¿kÀ�ÊÒÀlÄÒÀlÃkÑâÊHzïÉ�w ÑâÅ Ã�w Ë Â
ÊÌÑÇÀlÃ�¿iw ÔlÁIÑÇ¿kÀlÃnÄ � ÀlÄ*ä�ÀlÉkÊÒÀlÉ�ÐÒÀ(t�ÀlÃIÄ��|ÂaìkÊÒåÏÐ*ÄÒÎ~ÉkÄ � ÑâÅtÐNw Âaú�ÑâÄ*¿kÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ¥¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÒÐ¥ÀlÄ�Å�w ÔlÁ�ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃÍÏÎ~Ã$�ÌÎ~ÑâÃIÄÒÀ¥¿kÀÏÐãìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐX¿kÀ

NPO
ì�ÂaÊXÍÏÀÏÐã¿kÀlÉ-�:t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀÏÐãÃ�w Â�¿�w ÑâÃnÄÒÔlÊ/µlÄ�zïÉ�À�Å Âe¿[ÑâÁïÀlÊÒÐÌÑâÄÒÔ � Á�Î~ÑâÊÒÀÅ ÂC¿[ÑâÁ�ÀlÊÌú�ÀlÃ�ÍÏÀ ¿kÀÏÐ�ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã�Ð�ìkÊÒÎI¿[ÉkÑâÄÒÀÏÐ&zIÉ�ÂaÃIÄ�ÂaÉ0¿kÀlú�ÊÒÔ ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃB¿kÀWÍÏÀlÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ o

ë À(teÂaÊ/zIÉ�Î~Ã�ÐCÂ¯Á�ÂaÃIÄO¿kÀ�ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÊÒÀAzIÉ�À Å Â0ìPÎ�ÐÒÐÌÑqskÑâÅâÑâÄÒÔ�¿kÀó¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ�ÉkÃTÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄC¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅX¿iw ÉkÃ
ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÆÍlÅ Â~Ð�ÐÌÑTzïÉ�À�ÀÏÐÌÄRskÑÇÀlÃót�Î~ÑâÃ�ÐªìkÊÒÎ$s�Â6skÅÇÀ&zIÉ�À ÐÒÎ~Ã%ÑâÃnÁ�ÀlÊÒÐÒÀ o#� Ã�À ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã Ã�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐ�ÂaÑâÊÒÀ&�2Å�w ÔlÄ�Â¶x
skÅâÑÇÐÒÐÒÀ(t�ÀlÃIÄ�¿iw ÉkÃ�À�ÄÒÀlÅâÅÇÀãÑ't ì�ÅÓÑÇÍ¯ÂaÄÌÑÇÎ~ÃVÐÒÀlÊ�ÂaÑâÄ�ÀlÃCÀcù�ÀlÄÐzIÉ�À�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀãÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã � tÁµ(t�À�ÉkÃ�À�ìkÑâÊÒÀXÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã �ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀ�ÉkÃRÊ�Âaì�ìPÎ~ÊÌÄ¥ÍÏÎ~ÃIÄ�ÂaÃIÄ � ÐÒÎ~ÑâÄ{zIÉ�À ÄÒÎ~ÉkÄÒÀeÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃBìkÉkÑÇÐÒÐÒÀ�µlÄÌÊÒÀ�¿kÔ �/�VÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÔÏÀOÍÏÎ$t·t�À�ÉkÃ�À
�/�$4 4C0Á7(��% �-�����$4 ÂaÉBÐÒÀlÃ�Ð*¿[ÉRÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ2ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À��

ωΠ(I)/βΠ(I) ≥ ε
î
ε ≤ 1

ïXìPÎ~ÉkÊ*ÉkÃBìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
¿kÀ �·�ËI$�K���K7(�������$4 � ωΠ(I)/βΠ(I) ≤ ε

î
ε ≥ 1

ïXìPÎ~ÉkÊ*ÉkÃBìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀO¿kÀ ���+4 �K���K7(�������$4 ò
ÀlÄ{zIÉ�ÂaÃ�¿
skÑÇÀlÃ�tÁµ(t�À¥ÉkÃ�À¥ÄÒÀlÅâÅÇÀ¥ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~ÃRÂaÉkÊ�ÂaÑâÄXÅâÑÇÀlÉ � Î~Ã<Ã�À*ìPÎ~ÉkÊÌÊ�ÂaÑâÄ�ÀlÃô¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ¥ÉkÃ�ÀWÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã0¿[Ñ'�+x��ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀMzIÉ�w}�OÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã � Ã�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ � zIÉ�À*Å�w ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À·zIÉkÑ�Â~ÐÒÐÌÉ�ÊÒÀ*ÅÇÀ*Ê²ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ÍlÅ Â~Ð�ÐÌÑTzïÉ�À r��Î~ÉkÊÌÃkÑÇÐÒÐÒÀ2¿kÀÏÐ ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð ÐÒÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀcÃnÄ�t�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÀÏÐGzIÉ�À

ωΠ(I) � Á�ÔlÊÌÑ'~?ÂaÃnÄ r > ε
ìPÎ~ÉkÊ ÉkÃ<ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

¿kÀ �·�ËI$�K���K7(�������$4 � r < ε
ìPÎ~ÉkÊªÉkÃ%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ ���K4 �+���ð7L��������4 o�r ÀXÊ²ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÆ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅqÂaÑâÃ�ÐÌÑ�Î$s-x

ÄÒÀlÃIÉ ÐÒÀlÊ�ÂaÑâÄÆÂaÅÇÎ~ÊÒÐÆ¿kÀ
|r− ε|/|1− ε|

o#r ÀXÄ�Â6skÅÇÀ¯ÂaÉ n-oqp ìkÊÒÎ~ìPÎ�Ð�ÀXÉkÃVÊÒÔÏÍ¯ÂaìkÑâÄÌÉkÅ ÂaÄÌÑ'�
¿kÀ�ÍÏÀÏÐª¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÒÀÏÐ
ÐÌÑâÄÌÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð o
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� Á�ÂaÃIÄq¿kÀ°ì�ÂaÊÌÅÇÀlÊ|¿iw Î~ìkÄÌÑqteÂ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� � ÑâÅ@�{ÂaÉkÄ|Â¯ÁïÎ~ÑâÊq¿kÔ�~�ÃkÑIÉkÃ�À Ã�Î~ÄÌÑÇÎ~Ã2¿kÀ ìkÊÒÎN�[Ñqt ÑâÄÒÔ��êÅÇÀÏÐ���Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À�Ã�Î~É�ÐªìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀlÃIÄX¿kÀ�ÅâÀ��{ÂaÑâÊÒÀ o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f��j#� ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
ø Î~ÑâÄ

Π
ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�Àó¿iw Î~ìkÄÌÑqt ÑÇÐ²ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÉkÃ£ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À V ìPÎ~ÉkÊ Π ÀÏÐÌÄ ÉkÃ�À���Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã zIÉkÑ��ôÄÒÎ~ÉkÄÒÀ

ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
s
¿kÀ ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
¿kÀ

Π
Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÀ ÉkÃ Ð�Î~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

V(I, s)
¿kÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐãÂaÉkÄÒÎ~ÉkÊ�¿kÀ

s
ò[ÅÇÀÏÐ�ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ�¿kÀ

V(I, s)\{s}
ÐÒÎ~ÃIÄãÂaìkìPÀlÅÇÔÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÆÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�ÀÏÐÆ¿kÀ

s
o

Ý Ä�ÂaÃIÄt¿kÎ~ÃkÃ�ÔÆÉkÃ�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
V
ÐÌÉkÊ

Π � ÉkÃeÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ?¿iw ÉkÃ�ÀÆÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ I Ã�w ÀÏÐÌÄ�ÂaÉkÄÌÊÒÀÈzIÉ�w ÉkÃ�ÀÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÂaÉét�Î~ÑâÃ�Ð�ÂaÉ�ÐÒÐÌÑÐsPÎ~ÃkÃ�À�zïÉ�ÀCÐÒÀÏÐ¥ÁïÎ~ÑâÐÒÑâÃ�Ð oØ� ÄÌÄÒÀlÃIÄÌÑÇÎ~Ã � Î~Ã�Ã�ÀCÍ�ä�ÀlÊÒÍ�ä�ÀCì�Â~Ð2ÉkÃ�ÀCÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃÎ~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀôÐÌÉkÊeÉkÃEÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ<ÐÌÄ�ÂaÄÌÑTzIÉ�À � teÂaÑÇÐCÉkÃ�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃEÎ~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ<ÐÒÉkÊeÉ�Ã ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ =�0
B80�4<���/0óB80(���90ñ7(�$%)�������$4 ��ÑâÅ�ÐNw Âaú�ÑâÄ2¿kÎ~Ã�ÍO¿iw ÉkÃxÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀCÔlÁïÎ~ÅâÉkÄÌÑ'��ÀlÃ	��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãx¿kÀeÅ ÂóÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
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ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄõ�

V ⇔ ∀s ∈ V(I, s̃), mΠ(I, s̃) º mΠ(I, s)
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Ý Ä�ÂaÃIÄã¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÐ�ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
Π

�WÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀ � ÉkÃóÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À V ìPÎ~ÉkÊ Π ÀlÄ�ÉkÃ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À*ìPÎ~ÅâË�xÃ�Î$t Ñ ÂaÅ|ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�Ô
AΠ

ìPÎ~ÉkÊ
Π � ÉkÃ �$%j+@�$�����+*���03=E0&�/0/B�*#0���B�*-0M%q�ËB/��%q0 ÐÒÀ�¿kÔlÊÒÎ~ÉkÅÇÀ*ÍÏÎ$t·t�À�ÐÒÉkÑâÄ��

î@î<ï>ðÁï
→ ñ0ò¸ó�ô¸õ Iö�÷íø ñ0òEùûú�ü¸ý

s1 = AΠ(I) þ s = s1 ÿù�� �
= faux ÿù

õ���ò¸õ��íô ÷
ú
ò���ò

� � ýù ú � ý 	�
 õ ÷
�
� ñEò ÷
� V(I, s) ÿù ú � ý ��� ñ�� ÷�� ñ � õ ÷ s′ ∈ V(I, s) õ ÷ ��� ÷ �íô ÷ mΠ(I, s
′) Â mΠ(I, s)����� � � s = s′ ÿ� ñ0ò���ò

� �
= vrai ÿùûú � ý � ñEò õ���ò¸õ��íô ÷÷ ò 	
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r ÂeÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã<ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀ�î p ï�ÀÏÐÌÄXÎ$skÄÒÀlÃIÉ�À2ÀlÃ�ÄÒÀ(t ì�Ð
p(|I|)

o � Å�w ÑâÃIÄÒÔlÊÌÑÇÀlÉkÊ�¿kÀ*Å ÂÁsPÎ~É�ÍlÅÇÀ ��
 ó 
 õ ÷
� �Å Â<ìkÊÒÀ(t ÑÇålÊÒÀ ÔlÄ�ÂaìPÀ	î n ïMzïÉkÑÆÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀVÀlÃ£Å Â<ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃT¿[É£ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À%Ã�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐÌÑâÄÒÀ%ÉkÃ£ÄÒÀ(t ì�Ðe¿kÀ
Å�w Î~ÊÒ¿[ÊÒÀ�¿kÀ

|V(I, s)| × tV(I)
ÐÌÑ
tV(I)

ÊÒÀlìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÀ�ÅÇÀ ÄÒÀ(t ì�Ð"teÂ¶�nÑqt¥É t+¿kÀ ì�Â~ÐÒÐ�Âaú�À�¿iw ÉkÃ�À�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
��ÉkÃ�ÀãÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃOÁ�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�ÀÆìPÎ~ÉkÊtÅÇÀ�Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À

V
ÐÒÉkÊ Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
o�r w ÔlÁ~ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃV¿kÀÏÐ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Ðt¿kÀ(teÂaÃ�¿kÀ

ÉkÃ ÄÒÀ(t ì�ÐCÂaÉTìkÅâÉ�Ð
|V(I, s)| × tm(I)

ÐÌÑ
tm(I)

ÀÏÐÌÄ�ÅÇÀVÄÒÀ(t ì�ÐO¿iw ÔlÁ~ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã ¿iw ÉkÃ�ÀóÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃKÐÌÉkÊ
Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I � ÐÌÉkìkìPÎ�Ð�Ô¥ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ
ì�ÂaÊ�¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~ÃR¿kÀ NPO
oC� Ã-~�Ã � Å Â�sPÎ~É�ÍlÅÇÀóî � ïãÀÏÐÌÄXÑâÄÒÔlÊÒÔÏÀ ÂaÉ

ìkÅâÉ�Ð¥¿[Ñ Â6t
Π(I) = |ωΠ(I) − βΠ(I)|

�«Î~ÑÇÐÅ��ÅÇÀÏÐ¥ÍÏÎIÀ � ÍlÑÇÀlÃIÄÒÐ2¿kÀ�Å Âó�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã®Î$s-�ÌÀlÍlÄÌÑ'�ãÂaÑâÃ�ÐÌÑÐzIÉ�À�ÅÇÀÏÐ
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¿kÀ*Ä�ÂaÑâÅÓÅÇÀ¥ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ�òPÑâÅ���ÂaÉ�Äã¿kÀ�ìkÅâÉ�ÐõzïÉ�À�Å Â�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãô¿kÀ*ÄÒÎ~ÉkÄãÁïÎ~ÑâÐÒÑâÃ�� ì�ÂaÊÌÄÌÑâÊX¿kÀ*Å Â�Ð�Î~ÅâÉ-x
ÄÌÑÇÎ~Ã�ÍÏÎ~ÉkÊ�ÂaÃIÄÒÀ¥ÐÒÎ~ÑâÄ�ÀlÅâÅÇÀ�x�tÁµ(t�À*ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ o;º ÃóÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑâÄãÍÏÀÏÐãÀ��nÑâú�ÀlÃ�ÍÏÀÏÐ�ì�ÂaÊ�ÅÇÀÏÐ�¿kÀlÉ-� ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã�Ð
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Ã�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐ�ÂaÑâÊÒÀÏÐÅ�
CN1 : ∃ p

ìPÎ~ÅâËIÃ ü$t�À
t.q. ∀I, ∀s ∈ SolΠ(I), |V(I, s)| ≤ p(|I|),

CN2 : ∃ p
ìPÎ~ÅâËIÃ ü$t�À

t.q. ∀I, tV(I) ≤ p(|I|).

v É�ÂaÃIÄóÂaÉEÃ�Î$t3skÊÒÀô¿iw ÑâÄÒÔlÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð ¿�À�ÅÇÀ�sPÎ~É�ÍlÅÇÀ ��
 ó 
 õ ÷
� � Î~ÃEÃ�À<ìPÀlÉkÄVÐNw Â~ÐÒÐÌÉkÊÒÀlÊ%¿kÀôÐ�ÂBìPÎ6xÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅâÑâÄÒÔ�zIÉ�w ÀlÃ£sPÎ~ÊÌÃ�ÂaÃIÄ�ÅÇÀVÃ�Î$t3skÊÒÀ ¿iw ÔlÄ�ÂaìPÀÏÐ�zïÉ�À%Ã�ÔÏÍÏÀÏÐ�ÐÌÑâÄÒÀlÊ�ÂaÑâÄ�ÅÇÀVì�Â~ÐÒÐ�Âaú�À ¿iw ÉkÃ�À ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
¿kÀ2Á~ÂaÅÇÀlÉkÊ

mΠ(I,AΠ(I))
�OÉkÃ0Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ¿kÀ2Á�ÂaÅÇÀcÉ�Ê

βΠ(I)
o;� Ã�ÀWÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~ÃRÐÌÉ � Ð²ÂaÃIÄÒÀ2ìPÎ~ÉkÊGzIÉ�À

î � ïXÐÒÎ~ÑâÄ�ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ�ÀÏÐÒÄ�¿kÀWÃ�w Â¯Á�Î~ÑâÊ{zïÉ�w ÉkÃ0Ã�Î$t3skÊÒÀ ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ ¿kÀWÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ�ìPÎ�ÐÒÐÌÑqskÅÇÀÏÐ�ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀÏÐ
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿[É ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*ÀlÃIÄÌÊÒÀ�ÅÇÀÏÐÆÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ

mΠ(I,AΠ(I))
ÀlÄ
β � ÐÒÎ~ÑâÄ

CS0 :
ÑâÅ�À��nÑÇÐÌÄÒÀ�ÉkÃVìPÎ~ÅâËnÃ ü$t�À

p
zIÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À�ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I

αI = mΠ(I, s1 )

n(αI) = |{mΠ(I, s) º αI , s ∈ SolΠ(I)}|

}
⇒ n(αI) ≤ p(|I|).

É ÂaÅâä�ÀlÉkÊÒÀlÉ�ÐÒÀ(t�ÀlÃIÄ � ÍÏÀlÄÌÄÒÀ*ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~ÃóÃ�w ÀÏÐÌÄÆì�Â~ÐªÁïÔlÊÌÑ'~?Â6skÅÇÀ*ÂWìkÊÌÑÇÎ~ÊÌÑ�ÀlÃ ÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ o
� Î~É�Ðt¿[ÑÇÐÒÄÌÑâÃkú�É�Î~Ã�Ð�¿kÀlÉ-�·�{Â$¼ÏÎ~Ã�Ð�¿kÀ�Á�ÔlÊÌÑ'~�ÀlÊ CS0 �IÐÒÎ~ÑâÄtÅÇÀÆìkÊ�Î$skÅÇå�t�ÀXÅâÉkÑ'x�tÁµ(t�ÀãÃ�w Â~¿-t�ÀlÄ"zïÉ�w ÉkÃÃ�Î$t3skÊÒÀ ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅã¿kÀ%Á�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐe¿[ÑÇÐÌÄÌÑâÃ�ÍlÄÒÀÏÐ�ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀVÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀéî«Í�w ÀÏÐÒÄ Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄOÁIÊ�ÂaÑ�ÐÌÑªÅÇÀ

ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*ÀÏÐÒÄªìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄHsPÎ~ÊÌÃ�ÔËï � ÐÒÎ~ÑâÄ�Í�w ÀÏÐÌÄH�WÃ�Î~É�Ð�zIÉ�w ÑÓÅ ÊÒÀlÁnÑÇÀlÃIÄ�¿kÀ�Ð�À Ê�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÀlÊX¿kÀ�Å ÂÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ2Î~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ%ÀcÃ®ì�ÂaÊÌÄ�ÂaÃIÄW¿iw ÉkÃ�À�sPÎ~ÃkÃ�ÀCÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
AΠ(I)

oØ� ù
ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ � ÐÌÑtÅÇÂóÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊW¿iw ÉkÃ�ÀÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃóÎ~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ*ÀÏÐÒÄ"sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀ�ì�ÂaÊÆÉkÃ ìPÎ~ÅâËIÃ<ü$t�À��

βΠ(I)
ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅ

⇔ ∃ pβ
ìPÎ~ÅâËnÃ ü$t�À

t.q. ∀I ∈ IΠ, |βΠ(I)| ≤ pβ(|I|),

ÑâÅÆÐÌÉ � Ê�ÂaÑâÄOÂaÅÇÎ~ÊÒÐ ìPÎ~ÉkÊ ÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀVÅ Â<ÊÒÀÏÍ�ä�ÀlÊÒÍ�ä�ÀVÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀVìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ ¿kÀ%ì�ÂaÊÌÄÌÑâÊe¿iw ÉkÃ�ÀVÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã£ÑâÃkÑ'x
ÄÌÑ ÂaÅÇÀ

“
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” � ÐÒÎ~ÑâÄ�¿kÀ�¿[ÑÇÐÌìPÎ�ÐÒÀlÊ�¿iw ÉkÃ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À AΠ
ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔM�2Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÒÄ

ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ
r
ìPÎ~ÉkÊÆÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÑTzïÉ�À��

AΠ ≥ r βΠ(I)
ÐÌÑ
optΠ = max

AΠ ≤ r βΠ(I)
ÐÌÑ
optΠ = min

}
⇒ |AΠ − βΠ(I)| ≤ |1− r|βΠ(I) ≤ |1− r| pβ(|I|).
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CS1 : ∃ p

ìPÎ~ÅâËnÃ ü$t�À
t.q. ∀I,

ÐÌÉkìkì
Π(I) ≤ p(|I|) ;

CS2 : Π ∈
� 
 ûUÀlÄ

βΠ(I)
ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ

.
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zIÉ�ÀlÅTzïÉ�ÀÏÐ
ÍlÅÇÀ��«Ð
ÂaÉ Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ � � ¿[ÑÇÐÒÍlÉkÄ�ÂaÃIÄ
ÅÇÀÏÐ|ìkÊÌÑâÃ�ÍlÑâì�ÂaÉ-�WÄÌÊ�Â¯Á~ÂaÉ-�WÀcÄ�ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ�zIÉ�ÂaÃIÄ¨��Å ÂX¿[Ñ � ÍlÉkÅâÄÒÔ
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�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f�T«f� ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
ø Î~ÑâÄ

Π
ÉkÃeìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀX¿kÀ

NPO � ÉkÃOÁ�Î~ÑÇÐÒÑÓÃ?Âaú�À�ÐÌÉkÊ Π ÀÏÐÌÄ ÉkÃ�ÀÈ��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã V : IΠ×SolΠ → P(SolΠ)zIÉkÑ � ÄÒÎ~ÉkÄÒÀªÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
s ∈ SolΠ(I)

¿kÀ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀªÑâÃ�ÐÌÄ²ÂaÃ�ÍÏÀ
I ∈ IΠ

Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÀ�ÉkÃeÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
V(I, s) ⊆

SolΠ(I)
¿kÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ

I
ÍÏÎ~ÃIÄ�ÀcÃ?ÂaÃIÄ

s � ¿kÀ�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ*ÂaÉ ìkÅâÉ�Ð pV(|I|) Î » pV ÀÏÐÌÄÆÉkÃVìPÎ~ÅâËnÃ ü$t�À o

 ÂaÊ�ÂaÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÐ � Ã�Î~É�Ð|ÐÒÎ~Ékä�ÂaÑâÄÒÎ~Ã�Ð�¿kÔ�~�ÃkÑâÊ|ÉkÃ�À¨�{Â6t ÑâÅâÅÇÀt¿kÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐÞzIÉkÑïìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀ�¿kÀ ÊÒÀÏÍÏÎ~ÃkÃ�Â0/ÇÄÌÊÒÀÉkÃ�À�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÆ¿kÀªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿kÎ~ÃIÄ Å Â�ÐÌìPÔÏÍlÑ'~�ÍlÑâÄÒÔãÐÒÀlÊ�ÂaÑâÄt¿iw Â¯Á�Î~ÑâÊt¿kÀ"sPÎ~Ã�ÐtÎ~ìkÄÌÑqteÂ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ

� ÉkÃ Ê²ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿iw ÂaìkìkÊÒÎË�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ãô¿kÎ~ÃkÃ�Ô o ë ÀlìkÊÒÀlÃ�Î~Ã�ÐXÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�Å Â ÊÒÀ(teÂaÊ/zIÉ�ÀG�{ÂaÑâÄÒÀ*ÀlÃ c p�p1d ÍÏÎ~Ã�ÍÏÀlÊÌÃ�ÂaÃIÄÅ ÂC¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~ÃD��Î~ÊÌÄ ú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅÇÀ ¿kÀWÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À·zIÉ�À¥Ã�Î~É�Ð Á�ÀlÃ�Î~Ã�Ð�¿kÀW¿kÎ~ÃkÃ�ÀlÊ�� ÐÌÑ
Π
ÀÏÐÌÄ�¿�ÂaÃ�Ð Å Â%ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ

APX[R]
ìPÎ~ÉkÊÆÉkÃóÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃôÂaÅÓú�Î~ÊÒÑÓÄÒä#t�À

A � Å ÂM��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃAzïÉkÑØ�WÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I
ÀlÄÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�Ð�Î~ÅÓÉ�ÄÌÑâÎ~Ã

s
Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÀXÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3s�ÅâÀ

V (I, s) = {s,A(I)}
ÀÏÐÒÄÒskÑÇÀlÃVÉkÃ%ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � ÍÏÎ~Ã-��Î~Ê�t�Ô(t�ÀlÃIÄH�¥Å Â2¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~ÃzIÉ�À°Ã�Î~É�ÐqÁ�ÀlÃ�Î~Ã�Ð|¿iw ÀlÃ2¿kÎ~ÃkÃ�ÀlÊ�òaÎ~Ê � ÄÒÎ~ÉkÄ|Î~ìkÄÌÑqt¥É t�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅnìPÎ~ÉkÊ|ÍÏÀ°ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À¨�{ÂaÑÇÐ�ÂaÃIÄ|ÂaÉ3t�Î~ÑâÃ�Ð�ÂaÉ�ÐÒÐÌÑskÑÇÀlÃDzIÉ�À¥Å ÂCÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

A(I) � ÑâÅ�úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑâÄ�ÅÇÀMtÁµ(t�À2Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ²ÂaÃIÄ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã	zïÉ�À
A
ÀlÄ

ÍÏÀlÅ Â � zïÉ�ÀlÅCzIÉ�ÀãÐÒÎ~ÑâÄtÅÇÀãÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÔ o�� Ã�À�ÄÒÀlÅâÅÇÀX¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã%Ã�Î~É�ÐÐt�ålÃ�ÀlÊ�ÂaÑâÄÆÂaÑâÃ�ÐÌÑ;�*ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊÐÌÑqt ìkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ÅÇÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐ�ÀÏÐ
APX[R]

ÂaÅÇÎ~ÊÒÐÒzïÉ�À�Å�w Î~ÃCÐ�Î~Ékä�ÂaÑâÄÒÀlÊ�ÂaÑâÄØ��É�ÐÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄtì�ÂaÊ�Å�w ÔlÄÌÉ�¿�ÀX¿kÀÏÐtÎ~ìkÄÌÑqteÂ
ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�CÊÒÔlÁïÔlÅÇÀlÊª¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀÏÐÆ¿kÀ�ÍÏÀÏÐªÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ�ý á ÅC��ÂaÉkÄª¿kÎ~Ã�Í ÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀlÊ�ÉkÃ�À ¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã
ìPÀlÊÌÄÌÑâÃ�ÀlÃIÄÒÀ�ìPÎ~ÉkÊ|Å Â �/0/B��$4 4>���ð787(�$4>B80 ¿kÀ ìkÊÒÎ$s�Åâå(t�ÀÏÐ
¿kÎ~ÃIÄ|ÅÇÀÏÐ|Î~ìkÄÌÑqteÂ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�WÂaÉkÊ�ÂaÑÇÀlÃIÄ|ÉkÃ ����4 Î~É¥É�Ã
�Á�$��5¶�$�K7�B��$�H!#�$�(�90���0�4<� ÁIÑÇÐyx¹�¶x{ÁnÑÇÐ
¿kÀÏÐ°Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã o�� Ã-~�Ã � ÑÓÅ#��ÂaÉkÄ°ÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ ìPÎ~ÉkÊµlÄÌÊÒÀ ÀlÃ&t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ ¿kÀ°ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉkÑâÊÒÀ ÍÏÀÏÐ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ�Ð²Â¯Á�Î~ÑâÊÅzIÉ�ÀlÅâÅÇÀ°ÀÏÐÌÄ � ¿iw ÉkÃ�ìPÎ~ÑâÃIÄq¿kÎ~ÃkÃ�Ô � Å Â�ÁIÑÇÐÒÑqskÑâÅâÑâÄÒÔ¨zIÉ�À
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Å�w Î~Ã*ÐËw ÎaùPÊÒÀ°¿kÀ
Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ ¿kÀÏÐ�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð o � Î~É�Ð�Â¯ÁïÎ~Ã�Ð ÁIÉ*ÀlÃ �-oqp�oqp zïÉ�À
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h
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¿�ÂaÃ�Ð c p�p1d � zïÉkÑ�ÎaùPÊÒÀlÃIÄ¥ÉkÃ�ÀeÊÒÔlìPÎ~Ã�ÐÒÀñ� ÍÏÀÏÐ2À��nÑâú�ÀlÃ�ÍÏÀÏÐ2ÀlÄMzIÉ�À�Ã�Î~É�Ð2¿kÔ�~�ÃkÑÇÐÒÐÒÎ~Ã�Ð��VìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄ oØÉ ÂaÑÇÐ
Â¯Á�ÂaÃIÄ¥¿kÀ�teÂaÃkÑâìkÉkÅÇÀlÊ2Å ÂVÃ�Î~ÄÌÑÇÎ~Ã®¿kÀ�sPÎ~ÊÌÃ�À � ÑâÅ���ÂaÉkÄ¥¿kÔ�~�ÃkÑâÊ2ÉkÃ�À =��ð7(���$4>B80 ÀlÃIÄÌÊ�À�ÅÇÀÏÐ2ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð2¿kÀÏÐ
ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ�¿kÀÏÐÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿kÀ

NPO
o

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f�q¯:� ¿kÑâÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
d
ÀlÃIÄÌÊÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

∀Π ∈ NPO, ∀I ∈ IΠ, ∀s, t ∈ SolΠ(I), d(s, t) = ‖s− t‖1 =

|I|∑

i=1

|si − ti|.

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f� ² � ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô

ø Î~ÑÇÀlÃIÄ
Π
ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ

NPO
ÀlÄ
h
É�Ã�ÀªÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ � ÅÇÀ�Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À Vh

Π h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔªìPÎ~ÉkÊ

Π
ÀÏÐÌÄ°¿kÔ�~�ÃkÑ

ÀlÃ ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
s
ÍÏÎ$t·t�À�Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ*¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐãÂaÉVìkÅâÉ�Ð

h
xv¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀÏÐ�¿kÀ

s
�

∀h, ∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I), V
h
Π(I, s) = {t ∈ SolΠ(I) / d(s, t) ≤ h}.


 ÂaÊ Â6skÉ�Ð
¿kÀ�Å ÂaÃkúïÂaú�À � Î~Ã·zIÉ�ÂaÅâÑ'~�ÀlÊ�Â ¿kÀ h x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ÄÒÎ~ÉkÄ
ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À V ÍÏÎ~ÃIÄÒÀlÃIÉe¿�ÂaÃ�Ð
ÉkÃWÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô � Ð�Î~ÑâÄªÄÒÎ~ÉkÄÒÀ���Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã V ÁïÔlÊÌÑ'~?ÂaÃIÄ��

∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I), V(I, s) ⊆ V
h
Π(I, s).

r Î~ÊÒÐ/zIÉ�À�Å�w Î~Ã ì�ÂaÊÒÅâÀlÊ�Â � ìPÎ~ÉkÊ�ÉkÃ�À*ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ h ÀlÄÆÉkÃóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À Π ¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÐ � =$� ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À h x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÐ�ÂaÃ�ÐqÂaÉkÄÌÊÒÀ°ìkÊÒÔÏÍlÑÇÐÌÑÇÎ~Ã � Î~Ã*ÐÒÀ
ÊÒÔ��«ÔlÊÒÀlÊ�Â���ÄÒÎ~ÉkÄ Vh
Π

o 
 Î~ÉkÊ�ÉkÃ�À°ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÀ°ÉkÃkÑâÁ�ÀlÊÒÐ�ÀlÅÓÅÇÀ
h
ÀlÄ ÉkÃ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π
¿kÀ

NPO � ÐÒÎ~ÑâÄ I ÉkÃ�À%ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ ¿kÀ Π � ÅâÀVÃ�Î$t3skÊÒÀ ¿kÀ ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð h xv¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃIÄ�ÀlÐe¿iw ÉkÃ�À Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃzIÉ�ÀlÅÇÍÏÎ~Ã zïÉ�À
s ∈ SolΠ(I)

ÀÏÐÌÄÈteÂ¶��Î~ÊÒÔ�ì�ÂaÊÆÉkÃ ìPÎ~ÅâËIÃ ü$t�À*ÀlÃ ÅÇÂWÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ�¿kÀ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ��

|{t ∈ SolΠ(I) / d(s, t) ≤ h}| ≤
∑h

i=1 C
p(|I|)
i ≤ p(|I|)h+1

B�*-�$�'I�=�0{��5¶���8������%T087MS��K4 5$0��87L0��R!#�$�����
p(|I|)

h;!#�$���&��=�0 ��S�* ¦ .



��n

i 

j 

i+1 

j+1 

i 

j 

i+1 

j+1 

 

!#"%$ x �-oqp � %T0&56�$�ð7��K4C��+�0
2− opt

� Ã-~�Ã � Å Â¥ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ¿iw ÉkÃ�ÀXÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃCÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�À��*ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã%¿kÀXÄÒÎ~ÉkÄÒÀãÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ ¿kÀ(teÂaÃ�¿kÀÉkÃ ÄÒÀ(t ì�Ð ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÅ��ÅÇÀÏÐ
Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ°ÊÒÀ(t ìkÅâÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄ°ÅÇÀÏÐ°ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã�Ð Ã�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐ�ÂaÑâÊÒÀÏÐ ¿kÀª¿kÔlÊÒÎ~ÉkÅÇÀ�x

t�ÀlÃIÄªìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ�¿iw ÉkÃ ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä t�À�¿kÀ ÊÒÀÏÍ�ä�ÀlÊÒÍ�ä�À ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ ìkÊÒÔÏÐ�ÀlÃIÄÒÔÏÀÏÐª¿�ÂaÃ�ÐªÅ Â2ÐÒÀÏÍlÄÌÑÇÎ~ÃVìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄÒÀ o
È�I�0(��!C%q0 �-oqp U r À�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿[É Á�ÎêËIÂaú�ÀlÉkÊ�¿kÀ�ÍÏÎ$t·t�ÀlÊÒÍÏÀ

r ÀCìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀV¿[ÉxÁïÎêËIÂaú�ÀlÉkÊ ¿kÀ%ÍÏÎ$t·t�ÀlÊÒÍÏÀVÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇÐÌÄÒÀó�<¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊ � ÐÌÉkÊ2ÉkÃxú�Ê�Âaìkä�ÀVÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄ
G(V,E)

ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ�x{Á~ÂaÅâÉ�Ô��
n
ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ � ÉkÃ�ÄÒÎ~ÉkÊ2¿kÀÁt�Î~ÑâÃ�¿[ÊÒÀCÍÏÎ$÷kÄ � ÅÇÀeÍÏÎ$÷kÄ2¿iw ÉkÃ�ÀOÐ�ÎaÅâÉkÄÒÑâÎ~ÃxÔlÄ�ÂaÃIÄ¿kÎ~ÃkÃ�Ôeì�ÂaÊ¥Å ÂóÐÒÎ$t·t�ÀO¿kÀÏÐ2ÍÏÎ$÷kÄÒÐ2¿kÀÏÐ2ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐMzIÉkÑ Å Â ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÑâÄÌÉ�ÀlÃIÄ o 
 Î~ÉkÊ¥ì�ÅÓÉ�Ð¥¿kÀOÍlÅ ÂaÊÌÄÒÔ � Î~Ã�Ã�Î~ÄÒÀÑÇÍlÑ

[i, j]
Å�w ÂaÊ/µlÄÒÀ¥¿iw À��nÄÌÊ�Ô�t ÑâÄÒÔÏÐ

i
ÀlÄ
j
òkÅÇÀÏÐÆÁ�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐã¿[É ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À¥Ð�Î~ÃIÄãÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�ÅÇÀÏÐ

m = n(n− 1)/2Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐÈsPÎIÎ~ÅÇÔÏÀlÃkÃ�ÀÏÐ
s`
Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÔÏÀÏÐ�ÂaÉ-� ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ

e` = [u`, v`]
¿[ÉVú�Ê²Âaìkä�À

G
ÀlÄ�¿kÔ�~�ÃkÑÇÀÏÐÆì�ÂaÊ

∀` = 1, ...,m, s` = 1 ⇔
Å�w ÂaÊ/µlÄÒÀ

e`
ÀÏÐÌÄªìkÊÌÑÇÐÒÀ�¿�ÂaÃ�ÐªÅ Â ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

.

� Ã�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
s
¿[É ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÆÀÏÐÌÄ°¿kÎ~Ã�Í�ÉkÃ Á�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ ¿kÀ

{0, 1}m
ÀlÄ
ÉkÃ�À�ÄÒÀlÅâÅÇÀªÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÀÏÐÌÄ�ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ²Â6skÅÇÀ

ÐÌÑ�ÅÇÀÏÐ�ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ�ÍÏÎ~ÊÌÊÒÀÏÐÒìPÎ~Ã�¿�ÂaÃIÄXÂaÉ-�VÍÏÎ$t ìPÎ�Ð�ÂaÃIÄÒÀÏÐ�Ã�Î~Ã ÃIÉkÅâÅÇÀÏÐ�¿kÀ
s
�«Î~Ê�t�ÀlÃIÄ�ÉkÃVÄÒÎ~ÉkÊ o

� Î~É�ÐXìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÎ~Ã�Ð�ìPÎ~ÉkÊ�ÍÏÀ¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀWÅÇÀ2Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À 2 − opt � Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄ�ÔlÄÌÉ�¿[ÑÇÔW¿[ÉôìPÎ~ÑâÃIÄ�¿kÀÁnÉ�ÀÆ¿kÀ�Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã%ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀX¿�ÂaÃ�Ð c �6��d � zïÉkÑ?ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÒÄÒÀH��ÔÏÍ�ä�ÂaÃkú�ÀlÊ�¿kÀlÉ-�OÂaÊ/µlÄÒÀÏÐt¿iw ÉkÃOÄÒÎ~ÉkÊÍÏÎ~ÃIÄÌÊÒÀªÅÇÀÏÐtÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ ÍlÊÒÎ~ÑÇÐÒÔÏÀÏÐHî B.,LU ~�ú�ÉkÊÒÀ �-oqp ï o 
 ÊÒÀlÃ�Î~Ã�Ð ìPÎ~ÉkÊ°ÑâÅâÅâÉ�ÐÌÄÌÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃeÅÇÀ�ÄÒÎ~ÉkÊ
T = (1, 2, 3, ..., n−

1, n, 1)
zïÉkÑ�ÍÏÎ~ÊÌÊÒÀÏÐÌìPÎ~Ã�¿A�2Å�w Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã

s
¿kÔ�~�ÃkÑÇÀ�ì�ÂaÊ��

∀` = 1, ...,m, s` = 1 ⇔ [u`, v`] = [u`, u` + 1]
Î~É

[u`, v`] = [n, 1].

ø Î~ÑÇÀlÃIÄ°¿kÀlÉ-�2ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ
i
ÀlÄ
j > i � ÑâÅÇÐ�Î~ÃIÄ
ÍÏÎ$t·t�ÀªÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ°Â~¿6�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄÒÐ
¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀ�ÄÒÎ~ÉkÊ T ÅÇÀÏÐ
ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ

i+1
ÀlÄ
j+1

o6� Ã�ÔÏÍ�ä�ÂaÃkú�À¯ÂaÃIÄ
ÅÇÀÏÐ°ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ
[i, i+1]

ÀlÄ
[j, j+1]

ÍÏÎ~ÃIÄÌÊÒÀ�ÅÇÀlÐ°ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ
[i, j]

ÀlÄ
[i+1, j+1] �Î~ÃóÎ$skÄÌÑÇÀlÃIÄÆÉkÃ Ã�Î~ÉkÁïÀ¯ÂaÉ ÄÒÎ~ÉkÊ

T ′ = (1, 2, ..., i− 1, i, j, j − 1, ..., i+ 2, i+ 1, j + 1, j + 2, ..., n− 1, n, 1)¨1©
∀p, q ∈ N / 0 ≤ q ≤ p, Cpq =

p!

q!(p− q)!



���

ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ ¿kÀ
T
ìPÎ~ÉkÊÆÅÇÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

2− opt
ÀlÄÈzIÉkÑ ÍÏÎ~ÊÌÊÒÀÏÐÒìPÎ~Ã�¿:�WÅ ÂWÐÒÎ~ÅâÉkÄÒÑâÎ~Ã

s′
¿kÔ�~�ÃkÑÇÀ�ì�ÂaÊ��

∀` = 1, ...,m, s′` =

{
1− s`

ÐÒÑ
[u`, v`] ∈ {[i, i+ 1], [i, j], [j, j + 1], [i+ 1, j + 1]},

s`
ÐÒÑâÃ�Î~Ã o

´ ÀOÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À%ÀÏÐÌÄ
4
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔCìkÉkÑÇÐ/zIÉ�ÀñzIÉ�ÀC¿iw ÉkÃ®ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃJ�óÅ�w ÂaÉkÄÌÊÒÀCÃ�ÀCÍ�ä�ÂaÃkú�À%Å�w Âhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã£zIÉ�ÀO¿kÀ

zIÉ�ÂaÄÌÊÒÀ Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ o
²¬�«� � o! Ñ8>_
6b # #o! 

GLO[R]

á ÂaÃ�Ð�ÍÏÀlÄÌÄÒÀ�ÐÒÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã � Î~ÃRÐËw ÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐÒÐÒÀ À��[ÍlÅâÉ�ÐÒÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄ¥ÂaÉ-�ôÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀÏÐ*¿kÀWÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ h x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ o� É�ÐÌÑÇÀlÅâÅÇÎ<ÀlÄ 
 ÊÒÎ~Ä�Â~ÐÌÑªÎ~ÃIÄWìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÔ%¿�ÂaÃ�Ð c p�p1d Å Â�ÍlÅ Â~ÐÒÐ�À GLO ¿kÀÏÐ2ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐWìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ
sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐª¿kÀ

NPO
zIÉkÑ?úïÂaÊ�ÂaÃnÄÌÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄ�Å Â3zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ ¿kÀãÅÇÀlÉkÊÒÐªÎ~ìkÄÌÑqteÂ¥ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�GònÍÏÀlÄÌÄÒÀ ÔlÄÌÉ�¿kÀ ÐËw ÀÏÐÌÄtÊÒÔlÁïÔlÅÇÔÏÀ

��Î~ÊÌÄ
ÀcÃ�ÊÌÑÇÍ�äkÑÇÐÒÐ�ÂaÃIÄÒÀ"zIÉ�ÂaÃIÄ¨�ãÅ ÂXÍÏÎ~ÃkÃ�ÂaÑÇÐÒÐ²ÂaÃ�ÍÏÀª¿kÀ�Å ÂãÃ�ÂaÄÌÉkÊÒÀª¿kÀ
NPO

ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�À�ÅÇÀÏÐ°ÂaÉkÄÒÀlÉkÊÒÐ°ÐÒÎ~ÃIÄ�ì�ÂaÊyx
ÁïÀlÃIÉ�ÐR�¥ÔlÄ�Â6skÅâÑâÊª¿kÀÏÐ�ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐª¿kÀXÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ o�É ÂaÑâÐªÂ¯Á�ÂaÃIÄ�¿iw ÀlÃCÁïÀlÃkÑâÊ"�*Å�w ÔlÁ�ÎIÍ¯ÂaÄÌÑÇÎ~Ã ¿kÀãÄÒÀlÅÇÐ�ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ �¿kÔ�~�ÃkÑÇÐÒÐÒÎ~Ã�Ð�¿kÔ �/�2Å ÂWÃ�Î~ÄÌÑÇÎ~Ãó¿iw Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑ o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f�T¿f� 
 ÊÒÎ$skÅÇå(t�À3�WÎ~ì�ÄÌÑqteÂWÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�VúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐ
ø Î~ÑâÄ

R ∈ {ρ, δ}
ÉkÃ�À·t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÉkÃ0ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À Π +@�$�/�$4<���+�P!#�$���

R
%'��56�$%q0(�E��=E0

7L0�7ó�8!C���+�·�D%'�ËB��$��I ÐNw ÑâÅªÀ��nÑÇÐÌÄÒÀCìPÎ~ÉkÊ ÉkÃ�À%ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÀ
r ∈ ]0, 1]

ÀlÄWÉkÃ ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ
h
ÉkÃxÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x

sPÎ~ÊÌÃ�Ô
V
ÄÒÀlÅÞzIÉ�À�ÄÒÎ~ÉkÄXÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ

s̃
ÁIÑÇÐ�x¹�¶x{ÁIÑÇÐã¿kÀ

V
¿kÀ�ÄÒÎ~ÉkÄ�À*ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀ*ÉkÃ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ

¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã
RΠ(I, s̃)

¿iw ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð
r
o

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f� m �
GLO[R]

î	Ê �#�$���$4<�90�0/=·1Å�ËB��$%'&Ø!C���+�Á� ï
ø Î~ÑâÄ

R ∈ {ρ, δ}
ÉkÃ�À{t�ÀlÐÒÉkÊÒÀ*¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÉkÃóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À Π ÀÏÐÌÄ�¿�ÂaÃ�Ð GLO[R]

ÐNw ÑâÅ�úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑâÄ
Å Â:zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔC¿kÀOÐÒÀÏÐ2Î~ìkÄÌÑqteÂóÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�®ÀlÄ2ÐÌÑ�Î~Ã®Ð�ÂaÑâÄ � ìPÎ~ÉkÊ¥ÅÇÀOÁ�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À�zIÉkÑtìPÀlÊ�t�ÀlÄW¿iw ÔlÄ�Â6skÅâÑâÊ ÍÏÀlÄÌÄÒÀ
úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÀ � ¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊ�ÉkÃóÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t'ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�ÀlÃ ÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅ o

´ Î$t·t�À{�*Å�w ä�Â6skÑâÄÌÉ�¿kÀ � Î~ÃVÃ�Î~ÄÒÀ GLO ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÆÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀXÀlÄ GLO[δ]
ìPÎ~É�Ê�ÅÇÀXÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ

¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ o 
 ÅâÉ�Ð�ìkÊÒÔÏÍlÑÇÐÒÔ(t�ÀlÃIÄ�ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ � Î~Ã¥¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�À ìPÎ~ÉkÊqÄÒÎ~ÉkÄqÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ h ì�ÂaÊ GLO(h)
ÀlÄ
GLO[δ](h)ÅÇÀÏÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐÒÐ�ÂaÃIÄ�Å ÂRzIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ°¿kÀ
ÅÇÀlÉkÊÒÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂªÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� � ÊÒÀÏÐÌìPÀÏÍlÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄqìPÎ~ÉkÊ ÅÇÀÏÐ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À�ÀlÄ�¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ � ÁnÑÇÐyx¹�¶x{ÁnÑÇÐÆ¿iw ÉkÃ Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À h x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô oá ÂaÃ�Ð ÅÇÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ

GLO[R] � ÑâÅR��ÂaÉkÄ�¿[ÑÇÐÒÄÌÑâÃkú�É�ÀlÊe¿kÀlÉ-�xÍ�ä�Î�Ð�ÀlÐÅ� %q0�7��8!C���+�·�D%q�ËB��$�$I?=�0:.(�#�$%)�+�9�
+@�$�/�$4<����0 î«ÍÏÀ�zïÉ�w Î~Ã ìPÎ~ÉkÊÌÊ�ÂaÑâÄ�zIÉ�ÂaÅâÑ'~�ÀlÊe¿kÀ

“Strict − GLO”
ïWÀlÄ Å Â +@�����$4<����0:=Ø2 ���(�90(4<������4®=Å2 �E4

�8!C���+���E� %q�NB��$%Ð0�4Î�90��H!<7H!#�$%('$4>�$������% òPÅÇÀMskÉkÄ�ÊÒÀÏÐÌÄ²ÂaÃIÄ�¿kÀ2ÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀlÊ�¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÒÑâÎ~Ã�Ð�Âaìkì�ÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀlÐ¥ÀlÃ
ÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅ � Ã�Î~É�ÐÆÃ�Î~É�ÐÆÊÒÀÏÐÌÄÌÊÒÀlÑâÃ�¿[ÊÒÎ~Ã�Ð�ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐÆìPÎ~ÉkÊÆÅÇÀÏÐÆÍlÅ Â~Ð�ÐÒÀÏÐ GLO[R]

ÂaÉ-�%ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ
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ÉkÃ ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ�¿kÀ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ oRº ÃKÊ�ÂaìkìPÀlÅâÅÇÀ�zIÉ�À ÅÇÀ

ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
MaxCut

¿kÀ0ÍÏÎ~ÉkìPÀDteÂ¶�[Ñqt¥É#t)ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀY�x¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊóÉkÃ ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀR¿kÀ0ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ
U ⊆ V

zIÉkÑ<teÂ¶�[Ñqt ÑÇÐÒÀ�ÅÇÀ�Ã�Î$t3skÊÒÀX¿iw ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ�ÀlÃIÄÌÊÒÀãÅÇÀÏÐ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ
U
ÀlÄ
U
Î »

U
¿kÔÏÐÒÑâú�Ã�À�Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

V \U
ÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�Â~ÑâÊÒÀÈ�

U
¿�ÂaÃ�Ð

V
o�º Ã2Ã�Î~ÄÒÀ�ìPÎ~ÉkÊ|ÄÒÎ~É�Ä�ÍÏÎ~ÉkìkÅÇÀ

(U1, U2)
¿kÀ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ
¿kÀ

V

<U1, U2>
Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀÏÐtÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ ÊÒÀlÅâÑ ÂaÃIÄ ÉkÃeÐÒÎ$t·t�ÀlÄt¿kÀ

U1
� ÉkÃeÐÒÎ$t·t�ÀlÄt¿kÀ

U2
ÀlÄ
|<U1, U2> |Å Â<Í¯ÂaÊÒ¿[ÑâÃ�ÂaÅâÑâÄÒÔó¿kÀ%ÍÏÀlÄ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ o

U
ÀÏÐÌÄWÉkÃ£Î~ì�ÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÆÐÌÑªÀlÄ�ÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ÐÌÑ�ÅÇÀVÍ�ä�ÂaÃkú�À(t�ÀlÃIÄ

¿iw Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ãx¿iw ÉkÃ®ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ
u
¿kÀ

U
�
U
Î~É®¿kÀ

U
�
U
Ã�w Â6t�ÔlÅâÑÇÎ~ÊÒÀOì�Â~Ð¥Å ÂóÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã � ÐÒÎ~ÑâÄ¥ÐÌÑ UÁïÔlÊÌÑ'~�À��

∀u ∈ U, |<{u}, U > | ≤ |<{u}, U > |

∀u ∈ U, |<{u}, U > | ≤ |<{u}, U > |



⇒

∑
u∈U

|<{u}, U > |+
∑
u∈U
|<{u}, U > |

≤
∑
u∈U

|<{u}, U > |+
∑
u∈U
|<{u}, U > |

⇒ 2|<U,U > |+ 2|<U,U > | ≤ 2|<U,U > | ⇔ |E|−mCut(G,U) ≤ mCut(G,U)

⇔ mCut(G,U) ≥ |E|/2.



���

´ À&zIÉkÑ�ìPÀlÊ�t�ÀlÄ�¿�À�ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÊÒÀ¥Â¯ÁïÀÏÍ
βCut(G) ≤ |E|

�

δCut(G,U) =
mCut(G,U)

βCut(G)
≥

1

2
¦

À ÙnþBþBÙ «f�T«:�
MinDS −B ∈ GLO[δ]

® �/0(�E560 � tÁµ(t�ÀÏÐãÂaÊÒú�É#t�ÀlÃIÄÒÐ�zIÉ�À�ÍÏÀlÉ-�%ìkÊÒÎ~ìPÎ�Ð�ÔÏÐÆìPÎ~ÉkÊ�ÔlÄ�Â6skÅâÑâÊ
MinDS −B ∈ GLO

¿�ÂaÃ�Ð c p�p	d9or À*ú�Ê�Âaìkä�À
G
ÀÏÐÒÄ��e¿kÀlú�ÊÒÔ3sPÎ~ÊÌÃ�Ô¥ì�ÂaÊ

B
î�ÄÒÎ~ÉkÄ ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ�ÂOÂaÉ�ìkÅâÉ�Ð

B
ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Ð8ï o>� Ã�ÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ

¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄãÀÏÐÌÄªÉ�Ã ÐÒÎ~É�Ð�xvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ
U ⊆ V

zïÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À�Å Â2ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ¨�

∀x ∈ U, |<{x}, U > | ≥ 1 (i).

r w Î$s-�ÌÀÏÍlÄÌÑ'�°ÀÏÐÌÄÆ¿kÀ�¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊ�ÉkÃóÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃnÄ
U
¿kÀ�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀGt ÑâÃkÑqt¥É#t o

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-o}n U U ¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ ⇒ |U | ≥ |V |/(B + 1)

B/�$�
(i) ⇒ |U | ≤ |<U,U > | =

∑
u∈U |< {u}, U > | ≤ B|U |0L�

|U | ≥ |U |/B ⇔ |U | ≥ |V |/(B + 1).

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-o}� U U ¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ�t ÑâÃkÑqteÂaÅ ⇒ U
¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ

r ÀCú�Ê�Âaìkä�À
G
ÔlÄ�ÂaÃIÄ ÐÒÉkìkìPÎ�ÐÒÔ%ÍÏÎ~ÃkÃ�À��kÀ � ÄÒÎ~ÉkÄ ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ y ∈ U

ÀÏÐÌÄWÊÒÀlÅâÑÇÔ���Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
U
Î~É

ÐÒÎ~Ã.ÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ
U
ò�Î~Ê � ÐÌÑ y Ã�w ÀÏÐÌÄ%ÊÒÀlÅâÑÇÔúzIÉ�w}�®¿kÀÏÐ%Ð�Î$t·t�ÀlÄÒÐV¿kÀ

U � U\{y} ÀÏÐÌÄCÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ � ÍÏÀHzïÉ�Ñ?ÍÏÎ~ÃIÄÌÊÒÀÏ¿[ÑâÊ�ÂaÑâÄ�Å Â&t ÑâÃkÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ ¿kÀ U �
y
ÀÏÐÌÄ�¿kÎ~Ã�Í�ÊÒÀlÅâÑÇÔ��¥ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�ÐtÉ�ÃCÐÒÎ$t·t�ÀlÄ�¿kÀ

U � ÂaÉkÄÌÊÒÀ(t�ÀlÃIÄã¿[ÑâÄ “∀u ∈ U, |<{u}, U > | ≥ 1”
o

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-o � U U ¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ�t ÑâÃkÑqteÂaÅ ⇒ |U | ≤ B|V |/(B + 1)
 ÂaÊÆÅ Â2ÊÒÀ(teÂaÊ/zIÉ�À�ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄÒÀ � U ÀÏÐÒÄÆ¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ � ÀlÄ�¿iw ÂaìkÊÒåÏÐÆÅ ÂWÊÒÀ(teÂaÊ/zïÉ�À �-o}n �

|U | ≥
|V |

B + 1
⇔ |U | ≤

B|V |

B + 1
.

´ Î~Ã�ÍlÅâÉ�ÐÒÑÇÎ~Ã&��Â¯ÁïÀÏÍ
βDS ≥ |V |/(B + 1)

î %�2 �8!C���+���E� 087(�H%)��� =¹�ÁQ(��0�=@�$���+4>�$4<� ï � ωDS = |V |î %q�&!>�+�/0{7(�$%)�������$4YB��$4#7��ð7(�90MS{!>�/0�4>=��/0M���$�E7&%T087&7L�$����0(�+7 ïªÀlÄ
|U | ≤ B|V |/(B + 1) � Î~Ã�Î$skÄÌÑÇÀlÃIÄãÅÇÀÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ

δDS(G,U) =
ωDS − |U |

ωDS − βDS
=

n− |U |

n− βDS
≥

1

B
¦

À ÙnþBþBÙ «f�q¯¤�
Max IS −B, MinV C −B ∈ GLO[δ]

® �/0(�E560 ��¿iw ÂaìkÊÒåÏÐ2ÅÇÀeÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄ
Max IS − B ∈ GLO

ÔlÄ�Â6skÅâÑ�¿�ÂaÃ�Ð c p�p1d ÀlÄ2ÅÇÂ�ÐÌÑqt ÑâÅ ÂaÊÌÑâÄÒÔñzIÉkÑ ÉkÃ�ÑÓÄ
Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ*¿kÀÏÐÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Max IS
ÀlÄ
MinV C

o
r À¥ú�Ê�Âaìkä�À

G
ÀÏÐÌÄXÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ&�O¿kÀlú�ÊÒÔMsPÎ~ÊÌÃ�Ô2ì�ÂaÊ

B
oC� ÃôÐÌÄ�Â6skÅÇÀWÀÏÐÌÄXÉkÃôÀlÃ�ÐÒÀ(t3s�ÅâÀ ¿kÀ2ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ

¿kÀlÉ-�:�W¿kÀlÉ-�VÃ�Î~Ã�Â~¿6�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄÒÐ � ÉkÃ�À*ÍÏÎ~ÉkÁ�ÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ*ÀÏÐÒÄªÉkÃóÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ U ¿kÀ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ�ÄÒÀlÅÅzïÉ�À�Å�w ÉkÃ�À*ÂaÉt�Î~ÑâÃ�ÐÆ¿kÀÏÐª¿kÀlÉ-�%À��[ÄÌÊÒÔ(t ÑâÄÒÔÏÐÆ¿kÀXÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÂaÊ/µlÄÒÀ�¿kÀ
E
ÐÒÀXÄÌÊÒÎ~ÉkÁ�À�¿�ÂaÃ�Ð

U
o 
 Î~ÉkÊ

Max IS � ÑâÅ�ÐNw Âaú�ÑâÄÆ¿kÀ



�Eu

¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊÆÉkÃ%ÐÒÄ�Â6skÅÇÀX¿�ÀãÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ�teÂ¶�nÑqt¥É#t � ìPÎ~ÉkÊ MinV C � ÉkÃ�À ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ�¿kÀãÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ�t ÑâÃkÑqt¥É#t o
´ ÀÏÐ%¿kÀlÉ-�TìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐVÐÒÎ~ÃIÄC¿kÀlÉ-� À��nìkÊÒÀÏÐÒÐÒÑÇÎ~Ã�ÐC¿iw ÉkÃEÐÒÀlÉkÅXìkÉkÑÇÐ/zIÉ�ÀóÅÇÀ<ÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊ�Àô¿kÀ�ÄÒÎ~ÉkÄ
ÐÌÄ�Â6skÅÇÀ�ÀÏÐÌÄªÉkÃ�À�ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ*ÀlÄªÅÇÀ�ÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ¥¿kÀ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ�ÀÏÐÒÄªÉkÃóÐÌÄ�Â6skÅÇÀ��

U
ÐÒÄ�Â6skÅÇÀ

⇔ <U,U >= ∅ ⇔ E =<U, V > ⇔ U
ÍÏÎ~ÉkÁ�ÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ o

� Ã�ÍÏÎ~ÊÒÀãÉkÃ�À"��Î~ÑÇÐ � ÍÏÀÏÐt¿kÀlÉ-��ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�ÔlÄ�ÂaÃIÄtÅâÑÇÔÏÐ ì�ÂaÊ ÉkÃ�ÀÆÄÌÊ²ÂaÃ�Ðy�«Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~ÃVÂ � Ã�Àã¿kÀÆÅÇÀlÉkÊ¨��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃÎ$s-�ÌÀÏÍlÄÌÑ'� � ÑâÅÇÐÆÐÒÎ~ÃIÄÆÄÒÎ~Ä�ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄãÔLzIÉkÑâÁ~ÂaÅÇÀlÃIÄÒÐ�ÐÒÎ~É�ÐªÅÇÀ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃnÄÌÑÇÀcÅ��

Max IS
AF
⇔ MinV C

ÀlÄ
Max IS −B

AF
⇔ MinV C −B.

º Ê � Å�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿kÀ Max IS−B
�ãÅ ÂXÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ

GLO
ÂXÔlÄÒÔÒt�Î~ÃIÄÌÊÒÔÏÀªì�ÂaÊ°¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃ�ÍÏÀÆ¿iw ÉkÃ�ÐÌÄ�Â6skÅÇÀ

teÂ¶�[ÑqteÂaÅ�¿�ÂaÃ�Ð c p�p	d � Â¯ÁïÀÏÍ*ÉkÃ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃR¿kÀ 1/B �?Î~Ã<ÀlÃ<¿�Ôl¿kÉkÑâÄXÅ�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ
¿kÀÏÐ ¿kÀlÉ-�®ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Max IS − B
ÀlÄ

MinV C − B
��Å ÂôÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ

GLO[δ] � ì�ÂaÊ ÅÇÀÏÐWÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐp x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ � ìPÎ~ÉkÊÆÉkÃVÊ�Âaì�ìPÎ~ÊÌÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅq¿kÀ 1/B ¦
ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-o}� U*ø Ñ

B
Ã�w ÀÏÐÌÄOìkÅâÉ�ÐOÐ�ÀcÉ�ÅâÀ(t�ÀlÃIÄCÉkÃ�À:sPÎ~ÊÌÃ�À:teÂaÑÇÐeÅÇÀóÃ�Î$t3skÊÒÀ�À���Â~ÍlÄÒÀ�¿kÀóÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ

Â~¿6�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄÒÐ��ãÄÒÎ~ÉkÄ°ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ � ÐÒÎ~ÑâÄ
¿�ÂaÃ�Ð
ÅÇÀªÍ¯Â~Ð
¿kÀ�ú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐ B x{ÊÒÔlú�ÉkÅâÑÇÀlÊÒÐ � ÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�¿kÀ�ÄÒÎ~ÉkÄ2Î~ìkÄÌÑqt¥É#t p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�¿kÀÏÐ*ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀC¿kÀ Ì>�����(%q0 ÀlÄ2¿kÀ } �$��560��(���E�/0�=�0Á7L�$����0(�+7
ÀÏÐÌÄ�ìPÎ~ÊÒÄÒÔ � ìPÎ~ÉkÊ*¿kÀÏÐ�ú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐ*ÍÏÎ~ÃkÃ�À��kÀÏÐ � � 2/(B + 1)

o�� ù�ÀÏÍlÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄ � Î~Ã0ÊÒÀ(teÂaÊ/zIÉ�ÀOÂaÅÇÎ~ÊÒÐ{zïÉ�À �ìPÎ~ÉkÊ�Å Â*ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀX¿kÀXÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ � Ä�Î~ÉkÄÒÀãÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã%¿iw ÉkÃ�ÀãÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ I ¿kÎ~ÑâÄ�ÑâÃIÄÒÔlú�ÊÒÀlÊªÂaÉñt�Î~ÑâÃ�Ð
m/BÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ�ìPÎ~ÉkÊÆÍÏÎ~ÉkÁIÊÌÑâÊ�ÄÒÎ~ÉkÄ

E � Í�ä�Â$zïÉ�À Ð�Î$t·t�ÀlÄÒÐ�ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄ�ÂaÃIÄÆ¿kÀ ÍÏÎ~ÉkÁnÊÌÑâÊÆÂaÉ%ìkÅâÉ�Ð B ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ�ò[Î~Ê �¿�ÂaÃ�Ð ÅÇÀ Í¯Â~¿[ÊÒÀW¿�À2ú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐ
B
x{ÊÒÔlú�ÉkÅâÑÇÀlÊÒÐ � ÅÇÀÏÐ Ã�Î$t3skÊÒÀÏÐ m ÀlÄ

n
¿iw ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ�ÀlÄ�¿kÀWÐ�Î$t·t�ÀlÄÒÐ�ÐÒÎ~ÃIÄ�ÅÓÑÇÔÏÐ

ì�ÂaÊÆÅ Â2ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã&�
2×m = 2|E| =

n∑

j=1

d(vj) = B × n.

� ÑâÃ�ÐÌÑ � ¿kÀ βV C(I) ≥ m/B
Î~Ã�¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄ

βV C(I) ≥ n/2 � ÀlÄ°ÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã¿iw ÉkÃ�ÀRÍÏÎ~ÉkÁ�ÀlÊÌÄÌÉ�ÊÒÀDt ÑâÃkÑqteÂaÅÇÀ
U � zIÉkÑ�ÀÏÐÌÄVÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐó¿kÀôÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀBÂaÉ.ìkÅâÉ�Ð n × B/(B + 1)

ì�ÂaÊVÅ Â
¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ*¿kÀ

U � ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀ�ÉkÃVÊ²ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅq¿kÀ��
δV C(I, U) =

n− |U |

n− βV C(I)
≥

1/(B + 1)

1/2
=

2

B + 1
¦

²¬�¥º � \�$&\�4roÒkDo! �9`b\
 #\
pD69¼9o! 
h
( 3 `95]pD�! 

´ Î~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�ÅÇÀ ìkÊÒÎ$s�Åâå(t�À
MinDS � Ð�ÂaÃ�ÐØsPÎ~ÊÌÃ�À�ÐÌÉkÊ|ÅÇÀt¿kÀlú�ÊÒÔ�¿kÀÏÐ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ o 
 Î~ÉkÊ|ÅÇÀtÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

1
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô � ÅÇÀÏÐOÎ~ìkÄÌÑqteÂ0ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�T¿kÀ MinDS

Ã�À úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄ%ÂaÉ�ÍlÉkÃTÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄOìkÉkÑÇÐ/zIÉ�À Å�w Î~ÃTìPÀlÉkÄ
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉkÑâÊÒÀ ÉkÃ�Àõ��Â6t ÑâÅâÅÇÀ

(Gn)n≥1
¿kÀXú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐªÀlÃ ÔlÄÒÎ~ÑâÅâÀ�¿kÀH�{Â$¼ÏÎ~Ã��2À��näkÑqsPÀlÊÆÐÌÉkÊªÍÏÀlÄÌÄÒÀH�{Â6t ÑâÅâÅÇÀXÉkÃ�À

ÐÌÉkÑâÄÒÀ�¿iw Î~ìkÄÌÑqteÂ ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�
Un
ÄÒÀlÅÇÐ�zïÉ�À

ρDS(Gn, Un) −→
n→+∞

0
ÀlÄ
δDS(Gn, Un) −→

n→+∞
0.



���

� ù�ÀÏÍlÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄ � ÐÌÑ�ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄ n ∈ N
ÅâÀ�ú�Ê�Âaìkä�À

Gn
ÀÏÐÌÄÆ¿�Ô8~�ÃkÑ ì�ÂaÊ

∀n ≥ 1, Gn = ({r} ∪ Vn, En)
ÂêÁ�ÀÏÍ

Vn = {v1, v2, ..., vn}
ÀlÄ

En = {r} × Vn,

ÀlÄ�zïÉ�À Å�w Î~ÃóÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇ¿kålÊÒÀ�Å Â ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ
Un = Vn

¿kÀ�Á~ÂaÅÇÀlÉkÊ
n � ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ

βDS(G) = 1
ìPÎ~É�Ê

U? = {r}
ÀlÄ

ωDS(G) = n+ 1
ìPÎ~ÉkÊ

UW = {r} ∪ Vn

⇒ ρDS(Gn, Un) = δDS(Gn, Un) = 1/n −→
n→+∞

0 ¦


 Î~ÉkÊÌÄ�ÂaÃIÄ � ÑâÅ ÐÌÉ � ÄÆÐÒÑqt ìkÅÇÀ(t�ÀcÃnÄ�¿iw ÔlÅ ÂaÊÌú�ÑâÊÆÅÇÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À p x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô V(G,U)
�2ÉkÃ�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÐÌÉ�ì-x

ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ � ÅÇÂ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃEÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑÇÊÒÀ U = V \U � ìPÎ~ÉkÊ%Î$skÄÒÀlÃkÑâÊCÉkÃ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ%¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ¿kÀ pËÊ$n �|Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀV¿kÀOÁ�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Ð
V ′(G,U) = V(G,U) ∪ {U}

ÊÒÀÏÐÌÄÒÀOìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅªÀlÃxÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ%ÀlÄWÀlÃ
ÄÒÀ(t ì�ÐÆ¿kÀ�ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃóÀlÄªÄÒÎ~ÉkÄ�Î~ìkÄÌÑqt¥É#t+ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ

U
ÂaÉ ÐÒÀlÃ�Ðª¿kÀ

V ′
Ã�Î~É�Ð�Â~ÐÒÐÌÉkÊÒÀ ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ � ÀlÃVÄ�ÂaÃIÄzIÉ�w Î~ìkÄÌÑqt¥É#t p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ � Å Â ¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ*¿kÀ U � teÂaÑÇÐ�ÂaÉ�Ð�ÐÌÑ |U | ≤ |U | ⇒ |U | ≤ |V |/2 ¦´ ÀlÄVÀ��kÀ(t ìkÅÇÀ<ÑâÅâÅâÉ�ÐÒÄÌÊÒÀ<Å�w ÑâÃIÄÒÔlÊ/µlÄ�zïÉ�À<Å�w Î~ÃEìPÎ~ÉkÊÌÊ�ÂaÑâÄóÂ¯ÁïÎ~ÑâÊó�®ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊ ÍÏÎ~Ã$�ÌÎ~ÑâÃIÄÒÀ(t�ÀlÃIÄVÉkÃ�À

ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
s
ÀlÄ Ð�Â®ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ²ÂaÑâÊÒÀ −→

1 − s � ��Å Âé��Î~ÑÇÐ%ìkÊÒÎIÍ�ä�ÀÏÐ ÔlÄ�ÂaÃIÄVÅÇÀút ÑâÊÒÎ~ÑâÊ Å�w ÉkÃ�À
¿kÀVÅ�w ÂaÉkÄÌÊÒÀ � ÀlÄeÔlÅÇÎ~Ñâú�Ã�ÔÏÀÏÐeìkÉkÑÇÐ/zïÉ�w ÀlÅâÅÇÀÏÐeÃ�À ÍÏÎ���Ã�ÍlÑÇ¿kÀlÃIÄOÐÌÉkÊOÂaÉ�ÍlÉkÃ�ÀóÍÏÎ$t ìPÎ�Ð�ÂaÃIÄÒÀ o�r Â���Â6t ÑâÅâÅÇÀó¿kÀÏÐ
ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ°¿[É Ä�ËnìPÀ

V(I, s)∪V(I,
−→
1 −s)

Î~É
V(I, s)∪{

−→
1 −s}

ìPÎ~ÉkÊ°ÉkÃ Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô

V
ÀÏÐÌÄ

ÉkÃ�À�À��[ÄÒÀlÃ�ÐÌÑÇÎ~ÃO¿[ÉOÍÏÎ~Ã�ÍÏÀlìkÄ�¿kÀÆÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔHzïÉkÑ�ÑâÃIÄÒålú�ÊÒÀãÍÏÀlÄÌÄÒÀÆÃ�Î~ÄÒÑâÎ~ÃC¿kÀ�ÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�Â~ÊÌÑâÄÒÔ��

Î~Ã.ÐNw ÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐ�ÐÒÀ0ÂaÉ-� ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð ¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀÏÐ ¿kÀ
h
Î~É

p(|I|) − h
ÂaÉEÅâÑÇÀlÉ ¿kÀÏÐVÐÒÀlÉkÅÇÀÏÐVÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

h
x

¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀÏÐ�¿kÀ2Å ÂCÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃRÍÏÎ~ÉkÊ�ÂaÃIÄÒÀ o á À2ÄÒÀlÅÇÐ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ�Î~ÃIÄ�ÔlÄÒÔ ¿kÔ�~�ÃkÑÇÐ�ÀlÄ�À��[ìkÅÇÎ~ÑâÄÒÔÏÐ�¿�ÂaÃ�Ð c �id ÀlÄÐÒÀ(t3skÅÇÀlÃIÄ�µlÄÌÊÒÀªÉkÃ�ÀªÐÒÎ~ÉkÊÒÍÏÀÆ¿iw ÑâÃ�ÐÌìkÑâÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃeìkÊÒÎ~ÅâÑ'~<zïÉ�ÀÆìPÎ~ÉkÊ
Å Â ÍÏÎ~Ã�ÍÏÀlìkÄÌÑÇÎ~ÃO¿iw ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐ�ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÐ
ì�ÂaÊXÅ ÂOÊÒÀÏÍ�ä�ÀlÊÒÍ�ä�À2ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ oi� Ã�À2¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~ÃR¿kÀ¥ÄÒÀlÅÇÐ Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ�ÀlÄXÅÇÀlÉkÊ�ÂaìkìkÅâÑÇÍ¯ÂaÄÌÑÇÎ~ÃBÂaÉ-�óìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
¿kÀ�Ð�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ�ÐÒÀlÊÒÎ~ÃIÄÆìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÔÏÀÏÐãÂaÉóÍ�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ �-o
²¬�«Å ���!kD"R8¤4r\
`9pD Z 57�! #o�5]�v69pq4l_0½¯6 ZDZ 57`F¾a\|$&6C4r\
`bpÇ_�`�8y69_
o

v ÉkÑn¿[ÑâÄ|ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ ¿[ÑâÄ�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã{�êÃ�Î~É�Ð�Å�w Â¯ÁïÎ~Ã�Ð�ÁnÉ � Å ÂÆÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃWÀÏÐÌÄ�ÉkÃ¥Î~ÉkÄÌÑâÅIìkÉkÑÇÐÒÐ²ÂaÃIÄØzIÉkÑïìPÀlÊ�t�ÀlÄ¿iw Î~ÊÒ¿kÎ~ÃkÃ�ÀlÊeÅÇÀÏÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐñ�<Å�w ÂaÑÇ¿kÀ ¿kÀVÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ�ÀlÃ?��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃT¿kÀ%ÅÇÀlÉkÊeÍÏÎ$t ìkÅÇÀ��nÑâÄÒÔó¿kÀ%ÊÒÔÏÐ�Î~ÅÓÉ�ÄÌÑÇÎ~Ã
teÂaÑÇÐ�ÂaÉ�ÐÒÐÌÑ � ¿kÀÈ�{Â$¼ÏÎ~ÃeìkÅâÉ�Ð�ÂaÄÒÎ$t ÑTzIÉ�À � ¿kÀã¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀX¿kÀÏÐ ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃV¿iw ÉkÃOìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�%ÉkÃ®ÂaÉkÄÌÊÒÀ oØr ÀÁskÉkÄ¥ÔlÄ�ÂaÃIÄ¥¿kÀ�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊ�Å�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ%ÂaÉ-�RÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ

GLO[R] � ÑâÅ��{ÂaÉkÄ�ìPÎ~ÉkÁïÎ~ÑâÊÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ�ÐÒÀlÊ��¥Å Â{��Î~ÑÇÐ�ÉkÃ�À ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ�¿kÀ Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À�ÀlÄ�ÉkÃ%Ê�Âaì�ìPÎ~ÊÌÄÆ¿kÀXìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ�¿iw ÉkÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
�0ÉkÃEÂaÉkÄÌÊÒÀ o ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀlÉ-� ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ%¿kÀ

NPO � Ã�Î~É�ÐOÁïÎ~ÉkÅÇÎ~Ã�ÐeÉkÃ�ÀóÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃE¿kÀ Π�
Π′

zIÉkÑ�ìPÀlÊ�t�ÀlÄ � ÐÌÑ Π′ úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑâÄ Å ÂAzIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ%¿kÀ%ÐÒÀÏÐWÎ~ìkÄÌÑqteÂ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�®ìPÎ~ÉkÊWÉkÃxÁ�Î~ÑÇÐÒÑÓÃ?Âaú�À
V ′ � ¿kÀ¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ%ÉkÃxÁ�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À

V
ìPÎ~ÉkÊ

Π
ÄÒÀlÅ"zIÉ�ÀOÄÒÎ~É�Ð2ÅÇÀÏÐ Î~ìkÄÌÑqteÂ<ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�x¿kÔ�~�ÃkÑÇÐWì�ÂaÊ

V
úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐÒÐ�ÀlÃIÄ

ÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄªÉkÃVÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ%ÃkÑâÁïÀ¯ÂaÉV¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ�Ã o#r ÀÏÐÒsPÀÏÐ�Î~ÑâÃ�Ð�ÐÒÎ~ÃIÄª¿kÎ~Ã�Í ¿kÀX¿kÀlÉ-�%Î~ÊÒ¿[ÊÒÀÏÐ��nÑâÅ>�{ÂaÉkÄ



���

¿iw ÉkÃ�Àªì�ÂaÊÌÄ°ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊ
Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ãñ�XÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÒÄ ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄHî�ì�ÂaÊ À��[À(t ìkÅÇÀªì?ÂaÊ
ÉkÃ�À
A
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã>ï �¿iw ÂaÉkÄÌÊÒÀ<ì�ÂaÊÌÄCìPÎ~ÉkÁïÎ~ÑâÊCÊÒÀlÅâÑÇÀlÊ � Â¶~�ÃE¿iw µlÄÌÊÒÀôÀlÃ¡t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀô¿iw ÉkÄÌÑâÅâÑÇÐÒÀlÊVÍÏÀcÄÒÄÒÀ�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã.¿[É ÃkÑâÁ�À¯ÂaÉ

¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã � Ä�Î~ÉkÄ�Î~ìkÄÌÑqt¥É t�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅI¿[É*ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿�À°¿kÔlì�ÂaÊÌÄÞ��ÉkÃ¥Î~ìkÄÌÑqt¥É#t�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅI¿[É�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À¿iw ÂaÊÌÊÌÑâÁïÔÏÀ o6º Ã¥À��[Ñâú�ÀlÊ�ÂÆ¿kÎ~Ã�Ít¿[É*ÄÌÊÌÑâìkÅÇÀlÄ
(f, g, c)

ÅÇÀlÐq¿kÀlÉ-�*ÍlÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã�Ð|¿kÀ°ìPÀlÊy�«Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ�ÀcÄq¿kÀ°ÅÇÎIÍ¯ÂaÅâÑâÄÒÔ
ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀÏÐ��
õ à?×qñ�Û öêÛ�àP×�Ü «f� ² �
! 0�� ,L�$���Á�$4>B80ÅO

R2Π′(f(I), s
′) ≥ r ⇒ R1Π(I, g(s

′)) ≥ c(r)
!-�$���

R1, R2 ∈ {ρ, δ},%q�NB��$%)�+�9�ØO
s̃
�8!C���+�M��� %q�ËB/��%Ø=�0

I ⇒ ∃s̃′
�8!C���+���E� %q�ËB��$%i78���

f(I) / mΠ(I, s̃) º mΠ(I, g(s̃
′)).


 ÅâÉ�ÐÌÑÇÀlÉkÊÒÐÒt�ÎêË�ÀlÃ�Ð�¿kÀ�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊtÅÇÀ�ÃkÑâÁïÀ¯ÂaÉC¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃVÎ~ÃIÄ�¿kÔ �/��ÔlÄÒÔãìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÔÏÐ�ÂaÉCÍÏÎ~ÉkÊÒÐ
¿[ÉWÍ�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀtìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄ¨��Å�w ÎIÍÏÍ¯Â~ÐÌÑÇÎ~Ã ¿[É¥ì�ÂaÊ�Âaú�Ê�Âaìkä�À n-o}�-oqp òaÀlÃ¥ÊÒÀlÁ�ÂaÃ�Í�ä�À � Ã�Î~É�Ð|Ã�w Â¯ÁïÎ~Ã�Ðqì�Â~Ð�ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀÔlÁïÎEzïÉ�Ô�ÅÇÂ��{Â$¼ÏÎ~ÃW¿kÀ�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊ|Å ÂãÅÇÎIÍ¯ÂaÅâÑâÄÒÔ���Í�w ÀÏÐÌÄ|Å�w Î$s-�ÌÀlÄ
¿kÀtÅ ÂXÐÒÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀ o 
 ÉkÑÇÐ/zIÉ�w ÑâÅkÐNw Âaú�ÑâÄ
¿kÀ
ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊ�Å�w Î~ìkÄÌÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀXì�ÂaÊ�Å Â¥ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã � ¿iw ÉkÃ%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À&�*ÉkÃVÂaÉkÄÌÊ�À � ¿iw ÉkÃ�ÀXÐÒÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ¿kÀ�Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � Ã�Î~É�Ðªì�ÂaÊÌÅÇÀlÊÒÎ~Ã�Ðã¿kÀ ����=��-BL�����$4Y=�0{5¶�$�K78�+4>��+E0 o
© � ª � Ú +�Ï ¢ �¶Í<Ï�ÕÅÍ Ïú¢�Í	ÕÅ¤Å�@�$�¥�¨ ;ÙÅÍ
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f� ¾ � ë ÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãó¿kÀ�Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À
� Ã�À ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
ÀlÃIÄÌÊÒÀ<¿kÀlÉ-� ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀ

NPO
ÀÏÐÌÄOÉkÃ�À �/�/=$�#BL������4¸=�0

5¶�$�K78�+4>��+E0 ÐÌÑ ÀlÅâÅÇÀ�Á�ÔlÊÌÑ'~�À��
∀h′ ∈ N, ∀V ′

Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À
h′
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô*ÐÌÉkÊ

f(I), ∃h ∈ N, ∃V
Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô*ÐÌÉkÊ

I

t.q. ∀I ∈ IΠ,
ÅÇÀÏÐÆÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ

I
ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄÆÅ Â ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ %'�ËB��$% ���9� ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄõ�

V
ÀlÄ
V ′

i.e. ∀s̃
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÐÌÉkÊ

V(I, s̃) � ∃s̃′ Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÐÌÉkÊ
V ′(f(I), s̃′)

Ä o z o
mΠ(I, s̃) º mΠ(I, g(s̃

′))
o

À Ö
LOC

��çaüïñ�é�Þ�öêÛ�àP×
� Î~É�Ð ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÎ~Ã�Ðq¿�ÂaÃ�Ð�ÉkÃ�ìkÊÒÀ(t ÑÇÀlÊqÄÒÀ(t ì�Ð�Å Â�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã2¿kÀ°Á�Î~ÑÇÐÒÑÓÃ?Âaú�À
ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÔÏÀ ì�ÂaÊ � É�ÐÌÑÇÀlÅâÅÇÎ�ÀlÄ
 ÊÒÎ~Ä�Â~ÐÌÑn¿�ÂaÃ�Ð c p�p1d � zIÉ�À°Ã�Î~É�Ðq¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀlÊÒÎ~Ã�Ð|ì�ÂaÊ�ÅÇÀ°ÄÒÀlÊ�t�Àt¿kÀ LOC x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�î

“LOC”
ìPÎ~ÉkÊ 1,& } ��% �skÑÇÀlÃ Ð�÷kÊ8ï o-r ÀÏÐ�ÂaÉkÄÒÀlÉkÊÒÐR�«Î~ÃIÄ�Å Â¥ÊÒÀ(teÂaÊ/zIÉ�ÀGzIÉ�À ÐÒÎ~ÉkÁïÀlÃIÄ � ÉkÃ�ÀXÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã (f, g)

t�ÀlÄªÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀ
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

SolΠ(I)
ÀlÃ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�Â¯Á�ÀÏÍ*ÉkÃ�ÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ{skÑÇÀlÃ�ìkÅâÉ�ÐãÑ't ìPÎ~ÊÒÄ�ÂaÃIÄ

SolΠ′(f(I))
ò�ÐÌÑqÍÏÀlÅ Â�Ã�À

ÃIÉkÑâÄOì�Â~Ðñ�0Å Â0ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�î 0�4�B(%'�$7�78��.(� 0����$�-��=$�£�Á�$�+4#7 ïW¿kÀ:zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔÏÐO¿iw Î~ÊÒ¿[ÊÒÀ�ú�ÅÇÎ$s�ÂaÅ � ÑâÅãÀÏÐÌÄÀlÃ<ÊÒÀlÁ~ÂaÃ�Í�ä�À¥ìkÊÒÔ���ÔlÊ�Â6skÅÇÀ¥ìPÎ~É�ÊXÅÇÂeìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ãô¿kÀÏÐXÎ~ì�ÄÌÑqteÂeÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-��¿kÀ2ÐÒÀ*ÊÒÀÏÐÌÄÌÊÒÀlÑâÃ�¿[ÊÒÀ·��ÉkÃôÐÒÎ~É�Ðyx
ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

SΠ′(f(I))
¿kÀ

SolΠ′(f(I)) � zïÉkÑtÐÒÎ~ÑâÄ2ÀlÃézIÉ�ÀlÅTzïÉ�ÀOÐÒÎ~ÊÌÄÒÀ
“
�E4;0��+�Á��+�0�B��$�����K4C�����$�+�/0ñ=E0

SolΠ(I)”
o#r À�Ê/ü~ÅÇÀ*¿iw ÉkÃ�À

LOC
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

(f, g)
ÀÏÐÌÄ�¿iw Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÀlÊH�WÄÒÎ~ÉkÄÆÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h′
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô*ÐÌÉkÊ

IÉkÃRÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔeÐÒÉkÊ

I � ¿kÀ�ÐÒÎ~ÊÌÄÒÀ�¿kÀ ìPÎ~ÉkÁïÎ~ÑâÊ � ÐÌÑ s ÀlÄ s′ ÐÒÎ~ÃIÄ*¿kÀlÉ-�RÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð*¿kÀ SolΠ(I)ÀlÄX¿kÀ
SΠ′(f(I))

ÊÒÀlÅâÑÇÔÏÀÏÐXì�ÂaÊãÅ Â·��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
g
î ��UK0ËU

s = g(s′)
ï � ¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ2¿kÀ¥Å�w Î~ì�ÄÌÑqteÂaÅÓÑâÄÒÔWÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ2¿kÀ s



���

ÐÌÉkÊ
SolΠ(I)

Å�w Î~ìkÄÌÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ ÅÇÎïÍ¯ÂaÅÇÀ ¿kÀ
s′
ÐÒÉkÊ

SΠ′(I)
oCr ÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð ¿�À

SΠ′(f(I))
ÔlÄ�ÂaÃIÄ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�Ô

¿kÀÏÐ
“
�/�$4 4;087

”
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ

SolΠ′(f(I)) � ÑâÅ
ÐÌÉ � ÄRzIÉ�À s′ Ð�Î~ÑâÄ�Î~ìkÄÌÑqt¥É#t8ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ
ÐÌÉkÊ SΠ′(f(I)) ìPÎ~ÉkÊÅ�w µlÄÌÊÒÀ2ÐÒÉkÊ
SolΠ′(f(I)) � ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄ�ÂaÃIÄ*ÂaÑâÃ�ÐÌÑ�¿kÀ¥Á�ÔlÊÌÑ'~�ÀlÊ ÍÏÎ$t·t�À2ÑâÅ�ÐÒÀ¥¿kÎ~ÑâÄXÅ ÂOÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~Ã0¿kÀ %q�NB��$%)�+�9�¿kÀ(teÂaÃ�¿kÔÏÀ o


 Î~ÉkÊ�ÊÒÔlìPÎ~Ã�¿[ÊÒÀOÂaÉ-�RÀ��nÑâú�ÀlÃ�ÍÏÀÏÐ*¿iw ÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � Å Â LOC x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã®ÐNw ÂaìkìkÉkÑÇÀ¿kÎ~Ã�ÍeÐÒÉkÊ�ÉkÃ�ÐÒÎ~É�Ð�xvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
SΠ′(f(I))

¿kÀ
SolΠ′(f(I))

ÀlÄ¥Ð�À·t¥ÉkÃkÑâÄ2¿kÀ�zïÉ�ÂaÄÌÊÒÀ�ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ oØr Â
78��� ô 0/BL���+5N���9� ÄÒÎ~ÉkÄ¥¿iw Â6sPÎ~ÊÒ¿ � zIÉkÑ°ìPÀlÊ�t�ÀlÄ2¿kÀ�ÊÒÀÏÍÏÎ~ÉkÁnÊÌÑâÊ SolΠ(I) ì�ÂaÊ g(SΠ′(f(I))) � Í¯ÂaÊ¥ÐÌÑ°Å�w Î~Ã®ÐÒÀÊÒÀÏÐÌÄÌÊÒÀlÑâÃIÄÐ�ãÉ�Ã Ð�Î~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÆ¿kÀªÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð°¿kÀ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀªÑqteÂaú�À � Î~Ã Á�ÀlÉkÄ
Ã�Ô¯ÂaÃ#t�Î~ÑâÃ�Ð�zIÉ�ÀªÍlÀlÅâÉkÑ'xvÍlÑìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀ�¿�ÀªÊÒÀlÅâÑÇÀlÊ°ÄÒÎ~ÉkÄ�ÀÆÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃO¿kÀªÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀH� ÉkÃ�ÀÆÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃO¿kÀªÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

SΠ′(f(I))ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÔ��

g(SΠ(f(I))) = SolΠ(f, g) ⇔ ∀s̃ ∈ SolΠ(I), ∃s
′ ∈ SΠ′(f(I)) / s = g(s′).

r Â �·��4>�����$4 ��0·!#�$�(����0(%K%q0 ÀlÃ�ÐÌÉkÑâÄÒÀ � zIÉkÑãÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑâÄ%Å Â 7�������BL�90��Á�$4>�����$4 ��0 ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄÒÀD�RÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
SΠ′(f(I))

�hÐÌÑnÐÌÉkÊ|ÍÏÀlÄ|ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀtÉkÃ�ÀtÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã2ÀÏÐÒÄqÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄPt�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÀÒzIÉ�w ÉkÃ�À�ÂaÉkÄÌÊÒÀ � ÑâÅn¿kÀlÁnÊ�Â�ÀlÃµlÄÌÊÒÀ°¿kÀ�tÁµ(t�À°¿kÀ
ÅÇÀlÉkÊÒÐ ÑqteÂaú�ÀÏÐ ì�ÂaÊ
g
ÐÌÉkÊ

SolΠ(I)
oË´ ÀcÅ ÂªÃ�Î~É�Ð�ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÊ�ÂÆ¿kÀ
ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÀlÊ Å�w Î~ìkÄÌÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ

ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ ¿kÀÏÐ Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ
SolΠ(I)

�
SΠ′(f(I)) � Í¯ÂaÊ�ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ � ÐÌÑ|ÉkÃ�ÀWÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã s ÀÏÐÒÄ�ÂaÉút�Î~ÑâÃ�Ð�ÂaÉ�Ð�ÐÌÑ

sPÎ~ÃkÃ�ÀHzIÉ�w ÉkÃ�ÀXÂaÉkÄÌÊÒÀãÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
t
¿�À

I � Î~ÃO¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊ�Â¥¿kÀÏÐtÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð g−1(s)∩SΠ′(f(I)) zIÉ�w ÀlÅâÅÇÀlÐ�ÐÒÎ~ÃIÄÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ � ÐÒÉkÊ f(I) � ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�ÐãÂaÉ�ÐÒÐÌÑisPÎ~ÃkÃ�ÀÏÐHzïÉ�À�ÅâÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ
g−1(t) ∩ SΠ′(f(I))

o
ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-o}� U�ø Ñ Å Â2ÊÒÔÏ¿[É�ÍcÄÒÑâÎ~Ã (f, g)

ÁïÔlÊÌÑ'~�À Å ÂWìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ*¿kÀ �·��4>�����$4 ��0Ò!#�$�(����0�%K%T0 ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�Î~ÃóÂR�
“∀I ∈ IΠ, ∀S

′ ⊆ SΠ′(f(I)), ∀s
′ ∈ S′, g(s′)

�8!C���+���E� 78���
g(S′) ⇒ s′

�8!;���K����� 78���
S′”.

� Ã�À{��Î~ÑÇÐXÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀ
SolΠ(I)

ÀlÄ
SΠ′(f(I))

ÊÒÀlÅâÑÇÔlÀÏÐ�¿kÀ2Å ÂOÐÒÎ~ÊÒÄÒÀ¥ì�ÂaÊ ÅÇÀlÉkÊ ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀÏÐ
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀÏÐ � ÑÓÅÅ��ÂaÉkÄ�� ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄãÑâÃIÄÌÊÒÎI¿[ÉkÑâÊÒÀ2¿kÀÏÐXÎ~ÉkÄÌÑâÅÇÐHzIÉkÑ�ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀlÃIÄ ¿kÀ*ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ~ÊÌÄÒÀlÊ � ¿kÀ f(I) � I �¿kÀÏÐ�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀÏÐ�¿kÀãÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À o#´ Î~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ðª¿kÀlÉ-�eÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ

V ′
ÀlÄ
V � ÊÒÀÏÐÌìPÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ�ìPÎ~ÉkÊ Π′ ÀlÄ

Π
ò
Ã�Î~É�Ð�Ê�ÂaìkìPÀlÅÇÎ~Ã�Ð{zïÉ�ÀWÅÇÀ�skÉkÄ�ÀÏÐÌÄ�¿kÀWÊÒÀlÅâÑÇÀlÊ3�CÄÒÎ~ÉkÄ�Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ

s
¿kÀ

I
ÉkÃBÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ

s′
¿kÀ

f(I)
ÄÒÀlÅÞzIÉ�À

s
ÀÏÐÒÄXÂaÉ:t�Î~ÑâÃ�Ð�ÂaÉ�ÐÒÐÌÑÅsPÎ~ÃkÃ�À¥Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�zïÉ�À

g(s′) � ¿�ÂaÃ�ÐãÅ�w ÑÇ¿kÔÏÀ¥¿kÀ*ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ~ÊÌÄÒÀlÊÅ�w ÔlÁïÀlÃIÄÌÉ�ÀlÅisPÎ~Ã ÍÏÎ$t ìPÎ~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄã¿kÀÏÐªÎ~ìkÄÌÑqteÂ2ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�V¿kÀ
Π′
ÐÌÉkÊ�ÅÇÀÏÐªÎ~ìkÄÌÑqteÂ2ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�V¿kÀ

Π
o 
 Î~ÉkÊÆÍÏÀ �Î~Ãô¿kÔ�~�ÃkÑâÄ�¿�ÂaÃ�ÐXÉkÃôìkÊÒÀ(t ÑÇÀcÊ�ÄÒÀ(t ì�ÐXÅ ÂeìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ ¿kÀ %q�NB��$%)�+�9� zIÉkÑ|Ã�w ÀlÐÒÄ�ÂaÉkÄÌÊÒÀMzIÉ�À¥Å Â 78��� ô 0/BL���+5N�+�9�

=�0&5¶���ð7��K4>��+E0 ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄÒÀ{�2Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
SΠ(f(I))

�kÍÏÀlÄÌÄÒÀ ìkÊÒÎ~ì�ÊÌÑÇÔcÄ�Ô�À��nÑâú�ÀGzIÉ�ÀXÅ�w ÑqteÂaú�À
g(s′)

¿kÀ ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

t′
ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�À�¿iw ÉkÃ�À�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

s′
¿kÀ

SΠ′(f(I))
ÐÌÉkÊ
V(I, s′) ∩ SΠ′(f(I))

ÐÒÎ~ÑâÄCÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀcÃnÄ
ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�À�¿kÀ

g(s′)
ÐÌÉkÊ

SolΠ(I)
o�� ÑâÃ�ÐÌÑ � Î~ÃOÐÒÀlÊ�Â�ÀlÃ�t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ�¿kÀã¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀã¿kÀÆÅ�w Î~ìkÄÌÑqteÂaÅâÑâÄÒÔãÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀã¿iw ÉkÃ�À

ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
s
¿kÀ

SolΠ(I)
Å�w Î~ìkÄÌÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ*¿kÀÏÐÆÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

g−1(s) ∩ SΠ(f(I))
ÐÒÉkÊ

SΠ(f(I))
o

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-o�u Uãø Ñ
(f, g)

ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀWÅ ÂCìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ�¿kÀ %'�ËB��$%)�+�9� � Î~ÃR¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄ�ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã s′ ¿kÀ



�-p

SΠ′(f(I))
�

“g(s′)
�8!C���K����� 7��E�

V(I, g(s′)) ⇒ g(s′)
�8!C���+���E� 78���

g(V ′(f(I), s′) ∩ SΠ′(f(I)))”.

á ÅãÃ�À<ÊÒÀÏÐÌÄÒÀ�ìkÅâÉ�ÐVÂaÅÇÎ~ÊÒÐózïÉ�w}��ÐÒÀ�Ê�Â6t�ÀlÃ�ÀlÊ:�BÄÒÎ~ÉkÄ
SolΠ′(f(I)) � ì�ÂaÊCÅ Â�ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔô¿kÀ =@�$��� =

4>�$4CB�0 � zIÉkÑªÀ��[Ñâú�ÀózïÉ�À%ÄÒÎ~ÉkÄ�Î~ìkÄÌÑqt¥É#t�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÆÐÌÉkÊ
SΠ′(f(I))

ÐÒÎ~ÑâÄ�ÀlÃxÊ�ÔÏÂaÅâÑâÄÒÔ Î~ìkÄÌÑqt¥É#t�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÆÐÒÉkÊ
ÄÒÎ~ÉkÄ

SolΠ′(f(I))
òIÂaÑâÃ�ÐÒÑ � SΠ′(f(I)) ÐÌÉ � ÄÐskÑÇÀlÃ���ÊÒÀlÅâÑÇÀlÊ�ÅÇÀÏÐtÎ~ìkÄÌÑqteÂ*ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�e¿kÀ

SolΠ(I)
��ÍÏÀlÉ-�e¿kÀ

SolΠ′(f(I))
o

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f� ³ �
LOC

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
� Ã�ÀXÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
ÀlÃIÄÌÊÒÀ�¿kÀlÉ-�%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀ

NPO
ÀÏÐÌÄ�ÉkÃ�À

LOC
x{Ê�Ôl¿kÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃóÐÌÑ

ÀlÅâÅÇÀ�Á�ÔlÊÌÑ'~�À�ÅÇÀÏÐÆìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐãÐÌÉkÑâÁ~ÂaÃIÄÒÀÏÐ3î �$4�4>���90"!-�$���{���$�-�90{�+4#7����$4CB�0
I
=E0

IΠ I ′ = f(I)
ïC�

a) ∀I ∈ IΠ, ∃SΠ′(I
′) ⊆ SolΠ′(I

′) t.q.

i)
7��E� ô 0�BN���K5N���9�ØO

g(SΠ′(I
′)) = SolΠ(I)!-���E�&����!@!>���ËB�*-0��3�E4C0&7(��% �-������4

s
=�0

SolΠ(I)
=Å2 �E4;0G7(��% �-������4

s′ ∈ g−1(s)
=�0

SΠ′(I
′)

ii)
�Á�$4C�����$4 ��0Ò!#�$�(����0�%+%q0ØO

∀s′, t′ ∈ SΠ′(I
′), mΠ′(I

′, s′) ≺ mΠ′(I
′, t′)⇒ mΠ(I, g(s

′)) ≺ mΠ(I, g(t
′))!-���E�&%q�G!>�/��7L0���5¶�������$4Y=�0{%/2 �$�/=$�/0&�/0(%'����� ,{=�0�7�7L�$%)�������$4#7{=�0

SolΠ(I)
S
SΠ′(I

′)

b) ∀h′
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ

, ∃h
ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÀ

t.q.

iii)
%q�ËB/��% ���9�ÅO

∀V ′
Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h′
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π′, ∃V h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π
ÁïÔlÊÌÑ'~?ÂaÃIÄ

∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SΠ′(I
′), g(V ′(I ′, s′) ∩ SΠ′(I

′)) ⊆ V(I, g(s′))!-���E�3=E��=$���+�/0M=�0{%/2 �8!;���K�Á�$%)�+�9�&%q�NB��$%T0M=�0
s
78���

SolΠ(I)
%/2 �8!C���+�·��% ���9�G%q�ËB/�$%T0�=�0

s′
7��E�

SΠ′(I
′)

iv)
=��$���K4>��4>B80�O
∀t′ ∈ SΠ′(I

′), t′
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÐÌÉkÊ

SΠ′(I
′) ∩ V ′(I ′, t′)⇒ t′

Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÐÒÉkÊ
V ′(I ′, t′)!-���E�3=E��=$���+�/0M=�0{%H2 �8!C���+�Á�$%)�+�9�&%'�ËB��$%q0�=�0

s′
78���

S′Π′(I
′)
%/2 �8!C���K�Á�$%)���9�G%q�ËB/�$%T0M=E0

s′
7��E�

SolΠ′(I
′).

Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× «f�T¿:� � Ã�À
LOC

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
R
ÀlÃIÄÌÊÒÀW¿kÀlÉ-��ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀ

NPO
ÀÏÐÌÄXÉkÃ�À

�/�/=$�#BL������4Y=�0{5¶�$�ð7��K4C��+�0 o
® �/0(�E560
ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

V
ÅÇÀãÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔXÑâÃ�¿[ÉkÑâÄÆÐÌÉkÊ

Π
ì�ÂaÊ�Å Â¥ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ�¿kÀ %q�ËB/�$%)���9� � I ÉkÃ�ÀXÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ ¿kÀ

IΠ
ÀlÄ

s̃
ÉkÃBÎ~ìkÄÒÑ't2É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅt¿kÀ

I
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ��VÍÏÀ�Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À�ò�Î~ÃB¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄ2ÐÌÉ�ÍÏÍÏÀÏÐÒÐÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ*¿kÀÏÐ



��n

ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐã¿kÀ�ÅÇÂ
LOC

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã&�
(
7��E� ô 0/BL���+5N���9�

) ∃s̃′ ∈ SΠ′(I
′) / s̃ = g(s̃′)

⇒ (
%q�NB��$%)�+�9�

) g(V ′(I ′, s̃′) ∩ SΠ′(I
′)) ⊆ V (I, s̃)

⇒ (
�·��4>�����$4 ��0Ò!#�$�(����0�%K%T0

) s̃′
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÐÒÉkÊ

V ′(I ′, s̃′) ∩ SΠ′(I
′)

⇒ (
=@�$���+4>�$4>B80

) s̃′
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÐÒÉkÊ

V ′(I ′, s̃′) ¦È�I�0(��!C%q0 �-o}n U �[ÅÇÀÏÐªì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀlÐ
MinV C

ÀlÄ
MinDS® ���8!#�67��+�����$4 �-o�u U

MinV C −∆
LOC
∝ MinDS − (2×∆)® �/0(�E560 ��¿iw ÂaìkÊÒåÏÐ c u¶��dø Î~ÑâÄ

I = G(V,E)
ÉkÃ�ÀWÑÓÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ ¿kÀ

MinV C − ∆
Î »
|V | = n

ÀlÄ
|E| = m � Î~Ã0ÅâÉkÑ°Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÀÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I ′ = H(W,F )
¿kÀ

MinDS − (2×∆)
ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀ��

W = V ∪ V E , V E = {v1, ..., vm} ⇒ |W | = m+ n

F = E ∪ EV , EV = {vi1v
i, vi2v

i|ei = vi1vi2 ∈ E} ⇒ |F | = 3m.

ø Ñ
ÅÇÀX¿kÀlú�ÊÒÔ ¿kÀãÄÒÎ~ÉkÄªÐÒÎ$t·t�ÀlÄ
v ∈ V

¿kÀXÅ�w ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀXÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀ�ÀlÐÒÄÒsPÎ~ÊÌÃ�ÔXì�ÂaÊ
∆ � ÅÇÀ ¿kÀlú�ÊÒÔ ¿kÀãÄÒÎ~ÉkÄÐÒÎ$t·t�ÀlÄ

w ∈ W
¿kÀ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÑqteÂaú�À¥ÐÒÀlÊ�Â·sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ì�ÂaÊ

2×∆
��ÐÌÑ

w = v ∈ V � � Í�ä�Â$zIÉ�ÀG��Î~ÑÇÐ�zïÉ�À
v
ÀÏÐÌÄ�Â~¿6�ÌÂ~ÍÏÀlÃIÄH�2ÉkÃ Ð�Î$t·t�ÀlÄ

v′
¿�ÂaÃ�Ð

G � ÑâÅ ÐÒÀlÊ�ÂW¿�ÂaÃ�Ð H Â~¿6�ÒÂ~ÍÏÀcÃnÄ��WÍÏÀGtÁµ(t�À�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ
v′ � ÂaÑâÃ�ÐÒÑzIÉ�w ÂaÉeÐ�Î$t·t�ÀlÄ

ei
ÊÒÀlìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄ�ÂaÃIÄ�¿�ÂaÃ�Ð

V E ¿kÀÆÅ�w ÂaÊ/µlÄÒÀ vv′ ò�ÐÒÑ w = ei ∈ V E � Í�w ÀÏÐÌÄÐzïÉÅw ÑâÅ?ÍÏÎ~ÊÌÊÒÀÏÐÌìPÎ~Ã�¿� ÉkÃ�À2ÂaÊ/µlÄÒÀ
vi1vi2

¿kÀ
G
ÀlÄ�ÑâÅ|ÐÒÀlÊ�ÂOÂaÅÇÎ~ÊÒÐãÐ�ÀlÉkÅÇÀ�t�ÀlÃnÄ Â~¿6�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄX¿�ÂaÃ�Ð

H
ÂaÉ-�ó¿kÀlÉ-�óÀ��nÄÌÊÒÔ(t ÑâÄÒÔÏÐ

vi1ÀlÄ
vi2
¿kÀ�Å�w ÂaÊ/µlÄÒÀ�¿[É ú�Ê�Âaìkä�À�ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅ o

r ÀÏÐ�ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀÏÐ
U
¿kÀÏÐãÂaÊ/µlÄÒÀÏÐã¿kÀ

E
ÐÌÉkÊ

G
ÐÒÎ~ÃIÄ�ÅÇÀÏÐ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐã¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄÒÐXÐÌÉkÊ

W
ÍÏÎ~ÃIÄ�ÀcÃnÉ�Ð

¿�ÂaÃ�Ð
V � ÀlÄ¥ÅÇÀÏÐ2ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐWÍlÎ$t ì�ÊÒÀlÃ�ÂaÃIÄW¿kÀÏÐ2ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐW¿kÀ V E Ð�Î~ÃIÄ*ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ2¿kÎ$t ÑâÃ�ÔÏÀÏÐ2ì�ÂaÊ¥ÉkÃ�ÀÄÒÀlÅâÅÇÀãÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã&�nÔlÄ�ÂaÃIÄ�¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀãÉkÃ�ÀXÂaÊ/µlÄÒÀ

ei � Î~ÃOìPÀlÉkÄtÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ � ìPÎ~ÉkÊ�ÍÏÎ~ÉkÁIÊÌÑâÊ�ÅÇÀÏÐtÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ vi1 � vi2ÀlÄ
vi � ÊÒÀ(t ìkÅ Â~ÍÏÀlÊ vi ì�ÂaÊXÅ�w ÉkÃ�À2¿kÀÏÐXÀ��nÄÌÊÒÔ(t ÑâÄÒÔÏÐ vi1 Î~É vi2 o � Î~É�Ð ÂaÅÓÅÇÎ~Ã�Ð ¿kÎ~Ã�Í2ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊ�ÍÏÎ$t·t�ÀÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ�¿kÀ<ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐOÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ²Â6skÅÇÀÏÐ%¿[ÉKìkÊÒÎ$skÅÇå(t�Àô¿iw ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ<¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ

I ′
ÅÇÀÏÐCÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

ÍÏÎ~ÊÌÊÒÀÏÐÌìPÎ~Ã�¿�ÂaÃIÄ��ó¿kÀÏÐ2Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐW¿[É�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀCÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅ � ÐÒÎ~ÑâÄ SDS(I
′) = SolV C(I)

oÞr ÂóìkÊÒÀ(t ÑÇålÊÒÀ
ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ

(i)
¿kÀ¥ÐÌÉkÊ��ÌÀÏÍlÄÌÑâÁIÑâÄÒÔ¥ÀÏÐÌÄX¿kÎ~Ã�Í{skÑÇÀlÃ�ÁïÔlÊÌÑ'~�ÔÏÀ�òPÎ~Ã�Á�ÔlÊÌÑ'~�À2ÂaÉ�Ð�ÐÌÑ��{Â~ÍcÑâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ ÅâÀÏÐãìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ

(ii)
ÀlÄ

(iii)
ÀlÃ<Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑ ÂaÃIÄ��WÄÒÎ~ÉkÄXÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ¥¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ

D
¿kÀ

SDS(I
′)
Å Â�ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ

g(D) = D
�

Å ÂAt�Î~Ã�Î~ÄÒÎ~ÃkÑÇÀ ÀÏÐÌÄ ÍlÅ ÂaÑâÊÒÀ(t�ÀlÃIÄ�ÁïÔlÊÌÑ'~�ÔÏÀ%ÀlÄWìPÎ~ÉkÊ ÄÒÎ~ÉkÄÒÀVÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ
h � ÅÇÀÏÐWÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Ð2ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ��

ÄÒÎ~ÉkÄ�Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À
V h

x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�¿iw ÉkÃ�À ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
g(D) = D

ÍÏÎ���Ã�ÍlÑÇ¿kÀlÃIÄ�Â¯ÁïÀÏÍãÅ�w ÑqteÂaú�ÀXì�ÂaÊ
g
¿kÀÏÐ�Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Ð

¿kÀ
D
ìPÎ~ÉkÊ2ÍÏÀÁtÁµ(t�ÀeÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � ÐÒÎ~ÑâÄ g(V(I ′, D) ∩ SDS(I

′)) = V(I,D) = V(I, g(D))
oÅ� Ã-~�Ã �Å Â�ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ

(iv)
¿kÀ¥¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ2ÀÏÐÌÄãÃ�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ Á�ÔlÊÌÑ'~�ÔÏÀ � ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�À*Í�w ÀÏÐÌÄXÀlÅâÅÇÀ�x�tÁµ(t�ÀMzIÉkÑ�Ã�Î~É�ÐÐÌÉkú�ú�ÔlÊÒÔ ÅÇÀ�Í�ä�Î~Ñ'�%¿kÀ
SDS(I

′)
�[ÉkÃVÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ

D
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t'ÐÌÉkÊ

V(I ′, D) ∩ SDS(I
′)
Ð�ÀlÊ�Â2Î~ìkÄÌÑqt¥É#t

ÐÌÉkÊ¥ÄÒÎ~ÉkÄ
V(I ′, D) � Å Â�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã£¿kÀCÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐW¿kÀ V E Ã�ÀeìPÎ~ÉkÁ�ÂaÃIÄ � ÂaÉÎt ÑÇÀlÉ-� � zIÉ�ÀeÃ�ÀOì�Â~Ð¿kÔlú�Ê�Â~¿kÀlÊ�Å Â ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

¦� Î~ÄÒÎ~Ã�ÐØzIÉ�À ÍÏÀlÄÌÄÒÀ ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � ÍÏÎ~Ã ¼lÉ�À ìPÎ~ÉkÊqìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊqÅÇÀÏÐqÐÒÍ�ä�Ô(teÂ�¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ�ÃWÀlÄ�ìkÊÒÎ~ÉkÁïÀlÊÅ ÂôÍÏÎ$t ìkÅÇÔlÄÌÉ�¿kÀó¿kÀ
MinV C − B

¿�ÂaÃ�Ð
MaxSNP � ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀVÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄeÅÇÀ%Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄeÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À�î

βV C(I) = βDS(I
′)
ÀcÄ
¿kÀtÄÒÎ~ÉkÄ
ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀª¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃIÄ

D
ÐÌÉkÊ

I ′
Î~Ã Ð�ÂaÑâÄ�¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀªÀlÃ2ÄÒÀ(t ì�Ð



���

ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅPÉkÃ�ÀãÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ
U
¿kÀ�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀãÑâÃ-�«ÔlÊÌÑÇÀlÉkÊÒÀXÎ~É%ÔlúïÂaÅÇÀËïCònÀlÃOÊÒÀlÁ~ÂaÃ�Í�ä�À � ÀlÅâÅÇÀãÃ�À�ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀ�ì�Â~ÐÅ�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ�î
ωDS(I

′) = ωV C(I) +m
ï o

À Ö
LOC ′

��çaüïñ�é�Þ�ö¯Û�àP×
ø Î~ÉkÁïÀlÃIÄãÑâÅqÀÏÐÌÄXÂaú�ÊÒÔ¯Â6skÅÇÀ2¿kÀ¥¿[ÑÇÐÌìPÎ�ÐÒÀlÊX¿kÀ*¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÒÐXÎ~ÉkÄÌÑâÅÇÐHzIÉ�ÂaÃIÄãÑâÅqÐNw Âaú�ÑâÄX¿kÀ�ÄÒÀlÃIÄÒÀlÊX¿kÀ*ÊÒÀlÅâÑÇÀlÊ

ÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ ÀlÃIÄÌÊÒÀ�xvÀlÉ-�Gò�ÅâÀªÍ�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ u ÍÏÎ~Ã�Ð²Â~ÍcÊ�ÔÆÂaÉ-�2ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð ¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀÏÐ°ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ
GLO

Å�w ÑâÅâÅâÉ�ÐÒÄÌÊÒÀ
skÑÇÀlÃ � ÅÇÀÏÐ*¿kÀlÉ-�ôÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð LOC ÀlÄ

LOC ′
ÔlÄ�ÂaÃIÄ�ÉkÄÌÑâÅâÑÇÐ�ÔÏÀÏÐ�ÄÒÎ~ÉkÊM�%ÄÒÎ~ÉkÊ o 
 Î~ÉkÊ*ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉkÑâÊÒÀ�Ã�Î~ÄÌÊÒÀ

ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃR¿kÀ2ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � Ã�Î~É�Ð Ñqt ìPÎ�ÐÒÎ~Ã�Ð�ÅÇÀÏÐXÄÌÊÒÎ~ÑÇÐ ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ�¿kÀWÐÌÉkÊ��ÌÀÏÍlÄÌÑâÁIÑâÄÒÔ � ¿kÀ2ÐÒÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀMt�Î~Ã�Î6xÄÒÎ~ÃkÑÇÀ�ÀlÄª¿kÀ�ÐÌÉkÊ���ÀÏÍlÄÌÑâÁnÑâÄÒÔ ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄXÂaÉ-�CÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔlÐ o#� Ã ÊÒÔ¯ÂaÅâÑâÄÒÔ � Å Â LOC ′ x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃìPÀlÉkÄ3µlÄÌÊÒÀ ÁnÉ�À�ÍÏÎ$t·t�À�ÉkÃ�À

LOC
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃÎzïÉkÑ ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kålÊÒÀeÃ�Î~ÃRìkÅâÉ�Ð�É�ÃBÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3s�ÅâÀe¿kÀeÐÒÎ6x

ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÆ¿kÀ Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÑqteÂaú�À � teÂaÑÇÐªÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ SolΠ′(f(I)) o-� ÑâÃ�ÐÌÑ � Å Â 78��� ô 0/BL���+5N�+�9� ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄÒÀ�
SΠ′(f(I))

ÊÒÀÏ¿kÀlÁIÑÇÀlÃIÄãÅ Â 78��� ô 0/BL���+5N���9� ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À � ÅÇÂ �·��4>�����$4 ��0"!-�$�(����0�%K%T0 ÉkÃ�À 7�������BN�903�·��4>�����$4 ��0¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ðã¿kÀ
SolΠ′(f(I))

�WÅÇÀlÉkÊ�ÑqteÂaú�À�ì�ÂaÊÆÅ ÂM�«Î~Ã�ÍcÄÒÑâÎ~Ã
g
¿�ÂaÃ�Ð

SolΠ(I) � Å Â %q�ËB/��% ���9� ÐNw ÔlÄÒÀlÃ�¿¿kÀOÅ ÂóÊÒÀÏÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÌÑÇÎ~Ã£¿[É®ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀC¿iw ÉkÃ�À%ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð·�
SΠ′(f(I))

ÂaÉ®ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀCÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ ¿kÀlÁïÀlÃ�ÂaÃIÄ2Å Â
78��� ô 0/BL���+5N���9��=�035¶�$�K78�K4C��+�0 � ÀlÄ�Å Â ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ¥¿kÀ =��$���K4>��4>B�0 ¿[ÑÇÐÌì�ÂaÊ�Â0/ÇÄ o>r Â·t�Î~ÄÌÑâÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿�ÂaÃ�ÐãÍÏÀ*Í¯Â~Ð¿iw ÉkÃ�À�ÄÒÀlÅâÅÇÀ�¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � ìkÅâÉ�ÐÆÀ��[Ñâú�À¯ÂaÃIÄÒÀ&zïÉ�À Å Â2ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄÒÀ � ÄÌÑÇÀlÃIÄÆÐÌÑqt ìkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄãÀlÃVÅ ÂÐÌÑqt ìkÅâÑÇÍlÑâÄÒÔãÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁ�ÀHzIÉ�w ÀlÅâÅÇÀãÂaì�ìPÎ~ÊÌÄÒÀãÀlÄtÅâÀ�ÅâÑÇÀlÃOìkÅâÉ�Ð ÑâÃIÄÌÑqt�ÀHzIÉ�w ÀlÅâÅÇÀ�ÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑâÄ�ÀlÃIÄÌÊÒÀ�ÅÇÀÏÐtÀlÃ�Ð�À�tMskÅÇÀlÐ�¿kÀ
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð � ÅâÑÇÀlÃ:zIÉ�w ÑâÅ ÀÏÐÒÄªÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐÆÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐ�Ð�ÂaÃIÄ�¿kÀGt�ÀlÄÌÄÌÊÒÀ{�õ��Î~ÉkÊ o
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f��j�Æ:� ë ÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�t�Î~Ã�Î~ÄÒÎ~Ã�À
� Ã�À ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

(f, g)
ÀÏÐÒÄÆÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�t�Î~Ã�Î~ÄÒÎ~Ã�À*ÐÌÑ ÀlÅâÅÇÀ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À��

∀I ∈ IΠ, ∀(s′, t′) ∈ SolΠ′(f(I)),

mΠ′(f(I), t
′) Â mΠ′(f(I), s

′) ⇒ mΠ(I, g(t
′)) Â mΠ(I, g(s

′)).

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-o}� U�ø Ñ (f, g) ÀÏÐÌÄ�ÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�t�Î~Ã�Î~ÄÒÎ~Ã�À¥ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�Î~ÃóÂWÅ Â2ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ
“∀I ∈ IΠ, ∀S

′ ⊆ SolΠ′(f(I)), ∀s̃
′ ∈ S′, g(s̃′)

�8!C���+���E� 78���
g(S′) ⇒ s̃′

�8!;���K����� 78���
S′”�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f��j<jr� ë ÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃóÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À�xvÐÒÉkÊ���ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ

� Ã�À ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
(f, g)

ÀÏÐÒÄªÁ�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À�xvÐÌÉkÊ���ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ�ÐÌÑ ÀlÄ�ÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄãÐÌÑ
∀V ′

ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
h′
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π′, ∃V
ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π t.q.

∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)), g(V ′(f(I), s′)) ⊆ V(I, g(s′)).

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-o}� U ´ w ÀÏÐÌÄ Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄ�ÅÇÀWÍ¯Â~Ð�ÐÌÑ�Å Â��«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
g
ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÀWÅÇÀÏÐ ¿[ÑÇÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ�¿kÀ2Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍlÀ

f(I)
�WÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
ÀlÃ ìPÎ�Ð�ÂaÃIÄ

V = g(V ′)
o

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-oqpN� U�ø Ñ (f, g) ÀÏÐÌÄªÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À�xvÐÌÉkÊ��ÌÀÏÍlÄÌÑâÁ�À¥ÂaÅÇÎ~ÊÒÐªÅÇÀÏÐÆÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�¿kÀÏÐªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐãÐÒÎ~ÃIÄªÅâÑÇÔÏÀÏÐì�ÂaÊÆÅ Â2ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã&�
“∀s̃′ ∈ SolΠ′(f(I)), g(s̃

′)
��!C���K����� 78���

V(I, g(s̃′)) ⇒ g(s̃′)
�8!C���+���E� 7��E�

g(V ′(f(I), s̃′))”.



�6�

�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f��j-lf�
LOC ′

x ë ÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ìkÊÒÔÏÐ�ÀcÊÒÁ~ÂaÃIÄÆÅ Â ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ
� Ã�À

LOC ′
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿iw ÉkÃóìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π
�2ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Π′
ÀÏÐÌÄªÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R
zïÉkÑ Á�ÔlÊÌÑ'~�À��

(i) R
ÐÌÉkÊ��ÌÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ

, (ii) R
ÐÒÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�t�Î~Ã�Î~ÄÒÎ~Ã�À

, (iii) R
Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À�xvÐÒÉkÊ���ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ

.

Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× «f� ¾ � � Ã�À
LOC ′

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍcÄÒÑâÎ~Ã
R
ÀlÃIÄÌÊÒÀ¥¿kÀlÉ-� ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀ

NPO
ÀÏÐÌÄ�ÉkÃ�À

�/�/=$�#BL������4Y=�0{5¶�$�ð7��K4C��+�0 o
® �/0(�E560
ø Î~ÑâÄ

V
ÅÇÀ*ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô¥ÑâÃ�¿[ÉkÑâÄ ÐÌÉkÊ

Π
ì�ÂaÊãÅ Â�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

R = (f, g)
ÀlÄãÉkÃ<Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

V ′

h′
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ìPÎ~ÉkÊ

Π′ � ÀlÄãÐÒÎ~ÑâÄ s̃ ÉkÃóÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ|¿kÀ
I
ÂaÉ�ÐÒÀlÃ�Ð�¿�À

V
ò�Î~Ã�Ð�ÂaÑâÄ�ì�ÂaÊãÐÌÉkÊ��ÌÀÏÍlÄÌÑâÁIÑâÄÒÔ*¿kÀ

R
�
“∃s̃′ ∈ SolΠ′(f(I)) / s̃ = g(s̃′)”

o á Å�ÁnÑÇÀlÃIÄ�ÂaÅÇÎ~ÊÒÐÅ�
s̃
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÐÒÉkÊ

V(I, s̃)

s̃ = g(s̃′)��0��Á�$��.(� 0
3.10





s̃
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÐÌÉ�Ê

⇒ g(V ′(f(I), s̃′)�/0(�·����.(� 0
3.8




⇒ s̃′

Î~ìkÄÌÑqt¥É t'ÐÒÉkÊ
V ′(f(I), s̃′)

⇔ s̃′
Î~ìkÄÌÑqt¥É t+ÅÇÎIÍ¯ÂaÅq¿kÀ

f(I) ¦

� Î~É�Ð�Â¯ÁïÎ~Ã�Ð � ¿�ÂaÃ�Ð�Å ÂC¿kÔ�~�Ã�ÑÓÄÒÑâÎ~Ã	tÁµ(t�À�¿kÀÏÐ
LOC ′

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð � ÍlÑâÄÒÔ À��[ìkÅâÑÇÍlÑâÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�Å Â%ÐÌÄÌÊÌÉ�Í�xÄÌÉkÊÒÀW¿kÀ2Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô � ÀlÄ ÍÏÀlÅ ÂC¿�ÂaÃ�Ð Å�w ÉkÃkÑTzïÉ�ÀMskÉ�Ä ¿iw ÂaÅâÅÇÔlú�ÀlÊ�Å ÂOÃ�Î~Ä�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÔlÄ�ÂaÃIÄ�¿kÎ~ÃkÃ�Ô�zIÉ�ÀÃ�Î~É�ÐeÃ�À ÄÌÊ�Â¯Á�ÂaÑâÅâÅÇÎ~Ã�ÐOìPÎ~ÉkÊOÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃIÄñzIÉ�w Â¯Á�ÀÏÍóÍÏÀlÄÌÄÒÀ�Ð�ÀlÉkÅÇÀóÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ�¿�À ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À oR´ ÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄ �Å Â

LOC
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃxÍÏÎ$t·t�ÀeÅ Â

LOC ′
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã£Â~ÐÌìkÑâÊÒÀlÃIÄ��VìkÅâÉ�Ð¥¿iw ÉkÃkÑâÁïÀlÊÒÐ�ÂaÅâÑâÄÒÔ�zIÉ�ÀeÍÏÀlÅ Â ÀlÄ2Î~Ã

ÁïÎ~ÑâÄH�{Â~ÍlÑâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ&zIÉ�À2¿kÀ2ÄÒÀlÅâÅÇÀÏÐ�ÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�ìPÀlÉkÁ�ÀlÃIÄ&µlÄÌÊÒÀW¿�Ô8~�ÃkÑÇÀlÐ�ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀWÐÒÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ ¿kÀ
ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀãÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÔÏÀ o � Î~É�ÐtÉkÄÌÑâÅâÑÇÐÒÀlÊÒÎ~Ã�Ð�Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄÆÂaÉ%Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ u ¿kÀÏÐ LOC ′ x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃVÐÌÉkÊ�¿kÀÏÐÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀÏÐ
¿kÀ�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐÞt ÑâÊÒÎ~ÑâÊÒÐ

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ � zïÉkÑ[ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇ¿kålÊÒÀlÃIÄ
ÍÏÎ~Ã$�ÌÎ~ÑâÃIÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ
ÅÇÀÏÐ
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð �$�õ!>% �E7

h
= =$�K7����$4>�9087 ÀlÄ ���Y�Á�$�K4#7

n − h
= =��ð7�����4<�9087 ¿iw ÉkÃ�À�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃB¿kÎ~Ã�Ã�ÔÏÀ � ÐÌÑ n ¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�À�Å Â%Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀe¿kÀ Å ÂÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã � ÀlÄ2ÍÏÀcÅ ÂóìPÎ~ÉkÊ2ÍÏÎ$t ì�ÂaÊÒÀlÊW¿kÀÏÐ¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐW¿[É�ìPÎ~ÑâÃIÄ2¿kÀeÁnÉ�Àe¿kÀeÅÇÀlÉkÊWÂaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀVÂaÉ-�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ

CGLO[R] � ¿kÔ�~�ÃkÑÇÀÏÐãÂaÉóÍ�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ � � ì�ÂaÊ�Âaú�Ê�Âaìkä�À �-o}n-o
ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-oqp�p U Ç Î~ÉkÄÒÀ LOC ′ x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÀÏÐÒÄ LOC x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã o® �/0(�E560ÞO ÔlÁnÑÇ¿kÀlÃIÄãÂ¯ÁïÀÏÍ

SΠ′(I
′) = SolΠ′(I

′)
ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
¿[ÉVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅ

¦

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-oqpNn U � Ã ÊÒÀlÁ~ÂaÃ�Í�ä�À � ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ LOC x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ã�w ÀÏÐÌÄªì�Â~ÐÆÉkÃ�À LOC ′ x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã o� ù
ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ � ÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐª¿kÀHt�Î~Ã�Î~ÄÒÎ~ÃkÑÇÀ � ¿�ÀãÐÒÉkÊ���ÀÏÍlÄÌÑâÁnÑâÄÒÔXÀlÄ�¿kÀ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅâÑâÄÒÔ Ð�Î~ÃIÄ�¿kÀ(teÂaÃ�¿kÔÏÀÏÐÐÌÉkÊ�ÉkÃWÐ�Î~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀª¿kÀtÅ�w ÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀª¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð°¿kÀtÅ�w ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀª¿iw ÂaÊÌÊÌÑâÁ�ÔÏÀªÀlÄ�Ã�Î~Ã ÐÌÉkÊ|Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ � ¿iw Î » Å Â<ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ ÐÌÉkìkìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ�¿kÀV¿kÎ$t ÑâÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ�� Î~ÃJt�ÀlÄeÀcÃ ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã ÅÇÀÏÐ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ
SolΠ(I)

ÀlÄ
SΠ′(I

′)
ÂaÉ®ÅâÑÇÀlÉ£¿kÀÏÐWÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ

SolΠ(I)
ÀlÄ

SolΠ′(I
′)
o�´ ÀlÅ ÂóìPÀlÊ�t�ÀlÄ ¿kÀ�t�ÀlÄÌÄÒÊÒÀC¿�À

ÍLü~ÄÒÔ�¿�ÂaÃ�Ð�Å�w ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿iw ÂaÊÌÊÌÑâÁïÔÏÀ�¿kÀÒteÂaÉkÁ~ÂaÑÇÐ�ÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�zIÉkÑnìPÎ~ÉkÊÌÊ�ÂaÑÇÀlÃIÄ�t�ÀlÄÌÄÌÊÒÀÈ�ã¿kÔ��{ÂaÉkÄ�Å ÂãÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ
t�Î~Ã�Î~ÄÒÎ~ÃkÑÇÀ ÀlÄ�zIÉkÑ|Ð�Î~ÃIÄXÃ�Î~Ã<ìPÀlÊÌÄÌÑâÃ�ÀlÃIÄÒÀÏÐ�ìPÎ~ÉkÊXÅ�w ÔlÄ�Â6skÅâÑÇÐ�ÐÒÀ(t�ÀlÃIÄ�¿iw ÉkÃ<Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿iw ÂaìkìkÊ�ÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã o
� Î~ÄÒÎ~Ã�Ð�zIÉ�À�ÍÏÀÆÊ�Â � Ã�À(t�ÀlÃIÄ�¿�ÀÆÅÇÂ�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃCì�ÂaÊ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄR��ÉkÃ�ÀÆÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã%¿kÀªÄ ËIìPÀ rØºG´ wIÐÒÀ(t3skÅÇÀteÂaÅâä�ÀlÉkÊÒÀlÉ�ÐÒÀ(t�ÀlÃnÄOìPÀlÉTÀ��nìkÅÇÎ~ÑâÄ�Â6skÅÇÀ�ÀlÃT¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅã¿[ÉJ�{ÂaÑâÄe¿kÀ%Å ÂôìkÊÌÑÇÐ�ÀVÀlÃTÍÏÎ$t ìkÄÒÀó¿kÀVÅ ÂôìkÑâÊÒÀ
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã&�ïÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�ÔlÁIÑâÃ�ÍÏÔÏÀÏÐ � ��É�ÐÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄtì�ÂaÊÒÍÏÀHzIÉ�w ÀcÅâÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ~ÃIÄ�¿kÎ$t ÑâÃ�ÔÏÀlÐ � ìPÀlÉkÁïÀlÃIÄ�¿kÔlú�Ê�Â~¿kÀlÊ�Å Â



���

ìkÑâÊÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã � ¿kÀ�ÐÒÎ~ÊÌÄÒÀGzïÉ�À Å Â2ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃóÀlÃIÄÌÊÒÀ ÅÇÀÏÐÆ¿kÀlÉ-�CÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍlÀÏÐ � ÐÌÑ�ÀlÅâÅÇÀ�ÀÏÐÌÄªÉkÃ�À A x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã �Ã�À�ÐÒÀlÊ�Â�zIÉ�À Ê�ÂaÊÒÀ(t�ÀlÃIÄ�ÉkÃ�À �
[δ]
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã o

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-oqpN� U r Â Stricte− PLS x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãó¿kÔ�~�ÃkÑÇÀ ì�ÂaÊªÈ�Î~Ãkä�Ð�Î~Ã � 
 Âaì�Â~¿[Ñqt ÑâÄÌÊÌÑÇÎ�ÉóÀlÄ � ÂaÃ�Ã�Â¶x��Âi�IÑÇÐ�¿�ÂaÃ�Ð c ���id ìPÎ~ÉkÊ�ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ~ÊÌÄ�ÀcÊ*ÅÇÀÏÐ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐ¥¿kÀWÊÒÀÏÍ�ä�ÀlÊÒÍ�ä�À�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ�î
LSA

ïX¿iw ÉkÃRìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
�ôÉkÃKÂaÉkÄÌÊÒÀ ÀÏÐÒÄ ÄÌÊÒåÏÐ�ìkÊÒÎIÍ�ä�Àó¿kÀVÅ ÂôÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃK¿kÀVÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � Â¯Á�ÀÏÍVÄÒÎ~ÉkÄÒÀ���Î~ÑÇÐ�Å ÂôÊÒÀÏÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÌÑÇÎ~Ã zIÉ�À
ÅÇÀÏÐXÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ

V
ÀlÄ
V ′
ÐÒÎ~ÃIÄH~#�[ÔÏÐÅ�?Î~Ã<Ã�À2ÐNw ÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐÒÐÒÀ¥ì�Â~Ð�ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ ÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÉ-�óìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�teÂaÑÇÐ

ÂaÉ-�KÍÏÎ~ÉkìkÅÇÀÏÐDî�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ � ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀËïCòªÍÏÀlÄÌÄÒÀ�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã.ÀlÄ%¿kÀ��{Â$¼ÏÎ~ÃKìkÅâÉ�ÐCú�ÅÇÎ$s�ÂaÅÇÀ�ÅÇÀÏÐ%ÍÏÎ~Ã�ÍÏÀlìkÄÒÐ
teÂaÃkÑâìkÉkÅÇÔÏÐã¿�ÂaÃ�Ð c ���id Ð�ÀlÊÒÎ~ÃIÄÆìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÔÏÐãÂaÉ Í�ä?ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ �-oqp�o
© � ª � � ÌÈ  Ï ¢ ÔÐ¦�¥��@��¤>�ÖÔ¨ f�?�

GLO[R]


 Î~ÉkÊ Î$s�ÄÒÀlÃkÑâÊ ÉkÃ�À¥ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃYzïÉkÑ|ìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀ¥Å�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�Í¯ÀÁ�
GLO[R] � ÑâÅ�ÐÌÉ � Ä�teÂaÑâÃIÄÒÀlÃ�ÂaÃIÄ¿kÀ�ÍÏÎ~ÉkìkÅÇÀlÊ
ÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ°¿iw ÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀÆ¿kÀ�Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÆÂ¯Á�ÀÏÍ�ÍÏÀlÅâÅÇÀÏÐ
¿iw ÉkÃ�À�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

¿kÀ�ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀãÄÒÀlÅâÅÇÀãÅ Â
A
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã o 
 ÉkÑÇÐ/zïÉ�w ÑâÅ
À��[ÑÇÐÌÄÒÀ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÒÀÏÐÐ��Â$¼ÏÎ~Ã�Ð�¿kÀXÍlÎ~Ã�ÍlÀlÁïÎ~ÑâÊ�¿kÀ�ÄÒÀlÅâÅÇÀÏÐ

ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐAî�ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�ÍÏÎ~ÃIÄÌÑâÃIÉ�À ÀlÄ�Â � Ã�À%ìPÎ~ÉkÊ Å Â�ìPÀlÊy�«Î~Ê/teÂaÃ�ÍÏÀ � LOC x�ÀlÄ LOC ′ x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÐìPÎ~ÉkÊ Å Â�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅâÑâÄÒÔËï � Ã�Î~É�Ð ìkÅ Â~ÍÏÀlÊÒÎ~Ã�ÐtÍÏÀÏÐt¿[ÑÓù�ÔcÊ�ÀcÃnÄÒÐtÎ~ÉkÄÌÑâÅÇÐtÐÒÎ~É�Ð°ÅÇÀÆÄÒÀlÊ�t�ÀÆú�ÔlÃ�ÔlÊÌÑTzIÉ�À�¿kÀ G x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã o�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× «f��j�«:�
G
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

ø Î~ÑÇÀlÃIÄ
Π
ÀlÄ

Π′
¿kÀlÉ-��ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ|¿kÀ

NPO � Î~Ã¥¿[ÑâÄÞzIÉ�À Π ÐÒÀ G x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄP� Π′ ÀlÄqÎ~Ã¥Ã�Î~ÄÒÀ ΠG[R1,R2]
∝ Π′ÐNw ÑâÅ À��nÑÇÐÌÄÒÀ ÄÌÊÒÎ~ÑÇÐG�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

f � g ÀlÄ c zIÉkÑ
ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ�ìPÎ~ÉkÊ¥¿kÀlÉ-�út�ÀÏÐÌÉkÊÒÀÏÐ*¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã
R1

ÀlÄ
R2

�
(i) (f, g, c)

ÀÏÐÌÄÆÉkÃ�À
A[R1, R2]

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
,

(ii) (f, g)
ÀÏÐÌÄÆÉkÃ�À Ê�Ôl¿kÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

.Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× «:� ³ �
∀(Π,Π′) ∈ NPO,





(i) Π
G[R1,R2]
∝ Π′

ÀlÄ
Π′ ∈ GLO[R2] ⇒ Π ∈ GLO[R1]

7��
c
,(�$4>BN�����$4DB��$4<���K4<�#0

(ii) Π
G[R1,R2]
∝ Π′

ÀlÄ
Π /∈ GLO[R1] ⇒ Π /∈ GLO[R2]® �/0(�E560

(i) Π′
Âaì�ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÀlÃIÄ{�

GLO[R2]
ÐÌÑ � ìPÎ~ÉkÊ ÉkÃ�ÀWÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃ�À ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ²ÂaÃIÄÒÀWÀlÃIÄÌÑÇålÊÒÀ h′ ÀlÄXÉ�ÃôÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

V ′ � ÑâÅ
À��[ÑÇÐÌÄÒÀ2ÉkÃ�À ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ�ÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ�ìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑâÁïÀ r′ ÄÒÀlÅâÅÇÀ·zIÉ�À2ÄÒÎ~ÉkÄ�Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ
s̃′
¿kÀWÄÒÎ~ÉkÄÒÀ

ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I ′
¿kÀ

IΠ′
Â~¿-t�ÀlÄ ÉkÃ�Ê²ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ¿iw Âaìkì�ÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã

R2Π′(I
′, s̃′)

¿iw ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð
r′
o ø Î~ÑâÄ�ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ

V
ÅÇÀ2ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô ÑâÃ�¿[ÉkÑâÄ�ÐÌÉkÊ

Π
ì�ÂaÊ�Å ÂOÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃB¿kÀWÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

(f, g)
ÀlÄ�ÅÇÀ2ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

V ′ �¿iw ÂaìkÊÒåÏÐÆÅÇÀÏÐÆìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ�¿kÀ�Å ÂWÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À�ÀlÄ�¿kÀ Å Â
A
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � Î~Ã�ÂR�

∀I ∈ IΠ, ∀s̃ ∈ SolΠ(I), s̃
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t'ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�¿kÀ

I
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄõ�

V

⇒ (
����=$�#BL�����$4Y=�0{5¶�$�K78�+4>��+�0

) ∃s̃′
Î~ìkÄÒÑ't2É#t+ÅÇÎIÍ¯ÂaÅq¿kÀ

f(I)
ìPÎ~ÉkÊ

V ′ / mΠ(I, s̃) º mΠ(I, g(s̃
′))

⇒ (A
=9�/�/=$�#BL�����$4

) R2Π′(f(I), s̃
′) ≥ r′ ⇒ R1Π(I, s̃) ≥ R1Π(I, g(s̃

′)) ≥ c(r′) > 0 ¦
Ô



���

(ii)
ø Ñ

Π
Ã�w ÀÏÐÌÄ�ì�Â~Ð*¿�ÂaÃ�Ð

GLO[R1] � Í�w ÀÏÐÌÄ{zïÉ�À Å�w Î~ÃRìPÀlÉkÄ*À��[ÄÌÊ�ÂaÑâÊÒÀ ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀeÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ hÉkÃ�À%ÐÌÉ�ÑÓÄ�À
(In)N

¿iw ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ�¿kÀ
IΠ
ÀlÄWÉkÃ�À%ÐÌÉkÑâÄÒÀ

(s̃n)N
¿iw Î~ìkÄÌÑqteÂ

h
x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�xÐÌÉkÊ ÍÏÀÏÐWÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ

ÁïÔlÊÌÑ'~?ÂaÃIÄ��
R1Π(In, s̃n) −→

n→+∞
0.

r Â%ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
(f, g)

Â~ÐÒÐÒÎIÍlÑÇÀ��%ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ
h′
ÉkÃ�À�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ

h
ò
Å ÂVÐÌÉkÑâÄÒÀ

(s̃n)N
¿kÀ

“
�Á�$�E56�$�ð7

”
Î~ìkÄÌÑqteÂ¥ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�CÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄãÂaÉ%Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ÂaÃkÃ�Î~Ã�ÍÏÔÏÀ�ÐÌÉkÊ

Π
ìPÀlÉkÄ

ÂaÅÇÎ~ÊÒÐõµlÄÌÊÒÀ*ÄÒÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ~ÊÌÄÒÔÏÀ2ÀlÃ�ÉkÃ�À¥ÐÌÉkÑâÄÒÀ¥¿kÀ
“
�Á�$��5¶�$�ð7

”
Î~ìkÄÌÑqteÂeÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�óÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÉ�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h′
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ÐÌÉ�Ê

Π′
o 
 ÂaÊÆÅ ÂWÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ�Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � Î~Ãó¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄ��

∀n ∈ N, ∃s̃′n
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t'ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�¿kÀ

f(In)
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄõ�

V ′ t.q. s̃n = g(s̃′n) ;

Å Â
A
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã<ÀlÄªÅ Â ÍÏÎ~ÃIÄÌÑâÃIÉkÑâÄÒÔ*¿kÀ�Å Â3��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

c
ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀlÃIÄX¿kÀ�ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÊÒÀ¨�

R1Π(In, s̃n) −→
n→+∞

0 ⇒ R2Π(f(In), s̃
′
n) −→n→+∞

0 ¦

ÿ 0��Á�$��.(� 0 �-oqp(� U � ÄÌÄÒÀlÃIÄÌÑÇÎ~Ã � ÐÌÑ�ìPÎ~ÉkÊXÉkÃ�ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄXìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑ'� ¿iw Âaìkì�ÂaÊÌÄ�ÀcÃ?ÂaÃ�ÍÏÀ ÂaÉ-�óÍlÅ Â~Ð�ÐÒÀÏÐ GLO[R] �Î~Ã<ìPÀlÉkÄ�ÐNw ÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐÒÐÒÀlÊ&�O¿kÀÏÐXÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐGzïÉkÑ�ÐÒÎ~ÃIÄ ¿kÀÏÐ ÐÒÎ~É�Ð�xvÀcÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ ¿[ÉôÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô

Vh
Π �ìPÎ~ÉkÊ ÅÇÀÏÐWÊÒÔÏÐÒÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐWÃ�ÔcúïÂaÄÒÑ)��Ð�ÀlÃxÊ�ÀcÁ�ÂaÃ�Í�ä�À � ÀlÄ�Â¶~�Ã ¿iw µlÄÌÊÒÀVÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃT¿kÀ%ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÌìPÎ~ÊÌÄÒÀlÊ�ÅÇÀÏÐ ÐÌÉkÑâÄÒÀÏÐ�¿kÀ�Á�$��5¶�$�K7{�8!C���+�Á�Á%'�ËB��$��I�=�0

I
�/0(%'�����+560���0�4>�ÒS

V
ÐÌÉ�Ê

f(I)
�/0�%q�����+560���0�4<�RS

V ′ � ÑâÅ;��ÂaÉkÄÈzIÉ�À ì�ÂaÊ V ′ �Î~ÃóÀlÃIÄÒÀlÃ�¿kÀ�ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ � ÀlÄÆìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ h′ � ÅÇÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À�ÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄ (V ′)h′Π′ o
© � ª � © -M§�Í<� �Ò¢�Ír�
Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× «:��j�Æf� á w ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À3�WÉkÃóÂaÉkÄÌÊÒÀ oqoqo

MaxSP
G
∝ Max IS

® �/0(�E560
´ Î~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�ÅÇÀÏÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

MaxSP
ÀcÄ
Max IS

ÀlÄ�Å ÂCÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ ¿kÀ2ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ�ò

ÅÇÀCìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀV¿kÀ%ÍÏÎ~ÉkìkÅ Âaú�ÀV¿�ÂaÃ�ÐWÉkÃxäIËIìPÀlÊÌú�Ê�Âaìkä�À ÍlÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀ � ÔlÄ�ÂaÃIÄ ¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ%ÉkÃ�À%ÍÏÎ~ÅâÅÇÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã C ¿kÀÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ
C1, C2, ..., Cn

¿iw ÉkÃóÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
D
¿kÀ Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ

m � �WÀ��nÄÒÊ�ÂaÑâÊÒÀ�ÉkÃVÃ�Î$t3skÊÒÀ&teÂ¶�nÑqt¥É t¿kÀ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ
Cj
¿iw ÑâÃIÄÒÀlÊÒÐ�ÀÏÍcÄÒÑâÎ~Ã�ÁnÑÇ¿kÀ � ÐÒÎ~ÑâÄH�MteÂ¶�[Ñqt ÑÇÐÒÀlÊÆÅ Â�zIÉ�ÂaÃIÄÌÑâÄÒÔ

p = |C′|, C′ = {Cj1 , Cj2 , ..., Cjp} ⊆ C / ∀k < l ∈ {1, ..., p}, Cjk ∩ Cj` = ∅.

r ÂÆÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã2Ã�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ�¿kÀ
MaxSP

�
Max IS

ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀÒ�ÆÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉkÑâÊÒÀR�ªì�ÂaÊÌÄÌÑâÊ�¿iw ÉkÃ�À ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I = (D, C)

¿[É£ìkÊÒÀ(t ÑÇÀlÊ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ÉkÃ�À%ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
f(I) = G(V,E)

¿[É ÐÒÀÏÍÏÎ~Ã�¿ ÀlÃTÂ~ÐÒÐÒÎIÍlÑ ÂaÃIÄ��
Õ�©/.1032�4,0527698:032<;>= ?/@A@B8:CEDBF14G?/H:F1CJILK5HM?/INHOH:CP6/QRCP6B8:2�ST8:CPF1272:?JIUH:032)05IL.�?#VU6�?/.1F1H:K';90W.X?#27CJ.169H:F1CPIZY



�@u

Í�ä�Â$zIÉ�ÀÆÐ�Î~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
Cj
¿kÀÆÅ Âõ��Â6t ÑâÅâÅÇÀ

C
ÉkÃOÐÒÎ$t·t�ÀlÄ

vj � ÀlÄ ÀlÃOÍlÊÒÔ¯ÂaÃIÄ ÉkÃ�ÀãÂaÊ/µlÄÒÀ vjvj′ ��Í�ä�Â$zïÉ�À��Î~ÑÇÐ"zIÉ�À�¿kÀlÉ-� ÀcÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ
Cj
ÀlÄ
Cj′

ÍÏÎ~ÊÌÊÒÀÏÐÒìPÎ~Ã�¿�ÂaÃIÄÒÐãÍÏÎ$t ìPÎ~ÊÌÄÒÀlÊÒÎ~ÃIÄX¿kÀÏÐÆÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐãÍÏÎ$t·t¥ÉkÃ�Ð��

f : I = (D, {C1, ..., Cn}) 7→ f(I) = G(V,E) =

{
V = {v1, ..., vn},

E = {vjvj′/j 6=j′
ÀlÄ
Cj ∩ Cj′ 6= ∅}.

r ÂôÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃK¿kÀ%Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
f(I)

ìkÊÒÀlÃ�¿£ÉkÃ ÄÒÀ(t ì�ÐOÂaÉ£ìkÅâÉ�Ð
n2m2 ìPÎ~ÉkÊeÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊeÅÇÀÏÐ

ÍÏÎ~ÉkìkÅÇÀÏÐ*¿iw ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ
(Cj , Cj′)

ÀlÄ�ÍÏÎ$t ì�ÂaÊÒÀlÊ*ÅÇÀlÉkÊÒÐ�ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ o�r ÀÏÐ�¿kÀlÉ-�ôÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I
ÀlÄ
f(I)

Î~ÃIÄ
ÅÇÀ�tÁµ(t�ÀCÀcÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀO¿�ÀeÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

{0, 1}n
ÀlÄ¥ÉkÃ�ÀOÄÒÀlÅâÅÇÀOÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

s
Ð�ÀlÊ�ÂVÑâÃIÄÒÀlÊÌìkÊÒÔlÄÒÔÏÀ%¿kÀeÅ Âó��Â$¼ÏÎ~Ã

ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀ
si = 1 ⇔ Ci ∈ C′

ìPÎ~ÉkÊÆÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I

¿[ÉVìkÊÒÎ$s�Åâå(t�À
MaxSP

si = 1 ⇔ vi ∈ U
ìPÎ~ÉkÊÆÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

f(I)
¿[ÉVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

Max IS.

� ÑâÃ�ÐÌÑ � Å ÂM�«Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã g ÀÏÐÒÄªÅ Â3��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ÑÇ¿kÀlÃIÄÌÑâÄÒÔ��
g = Id : {0, 1}n → {0, 1}n

s 7→ g(s) = s,

ÍÏÀÒzIÉkÑIÑâÃ�¿[ÉkÑâÄ|ÉkÃ�ÀtÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ÔlÁnÑÇ¿kÀ(t·t�ÀlÃIÄ
ÐÌÉkÊ��ÌÀÏÍlÄÌÑâÁ�À o 
 ÂaÊ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍcÄÒÑâÎ~Ã � Å ÂÆÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã “ s ÐÌÄ�Â6skÅÇÀ¿�ÂaÃ�Ð
G⇔ s

ÍÏÎ~ÉkìkÅ Âaú�À*¿�ÂaÃ�Ð
C ”
ÀÏÐÌÄªÁïÔlÊÌÑ'~�ÔÏÀ��

s
ÐÌÄ�Â6skÅÇÀ�¿�ÂaÃ�Ð

G ⇔ ∀j < j′, sj × sj′ = 1 ⇒ vjvj′ /∈ E

⇔ ∀j < j′, sj × sj′ = 1 ⇒ Cj ∩ Cj′ = ∅ ⇔ s
ÍÏÎ~ÉkìkÅ Âaú�À*¿�ÂaÃ�Ð

C.

r ÀÏÐt¿kÀlÉ-��ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ�Î~ÃIÄt¿kÎ~Ã�Í�tÁµ(t�ÀãÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀã¿kÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐtÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀÏÐ o á ÀÆìkÅâÉ�Ð � ÄÒÎ~ÉkÄÒÀãÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
s
Â�tÁµ(t�À�Á�ÂaÅÇÀcÉ�ÊÆÐÒÉkÊªÅÇÀÏÐªÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ

I
ÀlÄ
f(I)

�

∀s ∈ {0, 1}n, mIS(G, s) = mSP (C, s) =
∑n

i=1 si,

ÍÏÀ�zIÉkÑ�ÀÏÐÌÄ¥ÉkÃ®Í¯Â~Ð2Í¯ÂaÊ�Â~ÍlÄÒÔlÊÌÑÇÐÒÔ%¿kÀ�t�Î~Ã�Î~ÄÒÎ~ÃkÑÇÀ%ÀlÄ3tÁµ(t�À�t ÑÇÀlÉ-� � ¿kÀ A x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã oP� Ã-~�Ã � Ð�Î~ÑâÄ kÉkÃ�À%ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÀ � ÅÇÀÏÐWÁ�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Ð k xv¿[ÑÇÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÐ ¿iw ÉkÃ�ÀVÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã s
ÐÒÎ~ÃIÄWÅÇÀÏÐ�tÁµ(t�ÀÏÐ�ÐÌÉkÊ

I
ÀlÄ

f(I)
ÀlÄ ÀlÃ

ìkÊÒÎ~ìPÎ�Ð�ÂaÃIÄãìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄ�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
V ′
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÔ�ìPÎ~ÉkÊ

Max IS
ÅÇÀ�Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

g(V ′)
ìPÎ~ÉkÊ

MaxSP �Î~Ã Á�ÔlÊÌÑ'~�À*ÂaÅâÅÇålú�ÊÒÀ(t�ÀlÃIÄãÅ ÂWÐÌÉkÊ���ÀÏÍlÄÌÑâÁnÑâÄÒÔ�¿kÀ�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À�ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�À��

∀h, ∀V ′
Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À ä-x9sPÎ~ÊÌÃ�Ô

, ∀s ∈ {0, 1}n, g(V ′(f(I), s)) = V(I, s) ¦

Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× «:��j<j#� oqoqo ¿iw ÉkÃ�À&t�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ{�WÉkÃ�À*ÂaÉkÄÌÊÒÀ
∀Π ∈ NPO

{
(i) optΠ = max

(ii) optΠ = min
ÀlÄ
∃α ∈ [1,+∞[ / ∀I, ωΠ(I) ≤ αβΠ(I)

}
⇒ Π

G[ρ,δ]
∝ Π



���

® �/0(�E560
(i)

��ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊ ÐÌÑqt ìkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄXÅÇÀG�{ÂaÑâÄHzIÉ�À � ìPÎ~ÉkÊãÉkÃ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À2¿kÀ&teÂ¶�[Ñqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÅÇÀÏÐ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Á�ÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄÆÅ ÂWÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã

∀I ∈ IΠ, ρΠ(I) = δΠ(I) + (1− δΠ(I))
ωΠ(I)

βΠ(I)
;

(ii)
��ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑâ¿�ÔcÊ�ÀcÊHteÂaÑâÃIÄÒÀlÃ�ÂaÃIÄXÅâÀG��ÂaÑâÄHzïÉ�À � ìPÎ~ÉkÊ�ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À¥¿kÀ&t ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÅÇÀÏÐÆÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÐ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Á�ÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄÆÅ ÂWÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã

∀I ∈ IΠ,
1

ρΠ(I)
= δΠ(I) + (1− δΠ(I))

ωΠ(I)

βΠ(I)
¦
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 Î~ÉkÊWÍlÅ ÂaÊÌÑ'~�ÀlÊ2Å Â�ÐÌÑâÄÌÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ãx¿kÀÏÐ¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐWì�ÂaÊÒÍÏÎ~ÉkÊÌÉ�Ð ÂaÉxÍÏÎ~ÉkÊÒÐ2¿kÀCÍÏÀOÍ�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ � Ã�Î~É�Ð¥ìkÊÒÎ6xìPÎ�ÐÒÎ~Ã�ÐOÉkÃ Ä�Â6skÅÇÀ¯ÂaÉEÐÒËIÃIÄÌä�ÔlÄÌÑTzIÉ�ÀóÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑÇÐ�ÂaÃnÄCÅ ÂBÐÌÑâÄÌÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃE¿kÀ<ÍÏÀÏÐOìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ��{Â~ÍÏÀ<ÂaÉ-�KÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ

GLO[R]
o�r ÀÏÐOÐÌÑâú�Ã�ÀÏÐO¿iw Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�Í¯À<ÀlÃKÍÏÂaÊ²Â~ÍcÄ�åcÊ�Àóú�Ê�Â~ÐO¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀlÃIÄOÃ�Î~ÄÌÊÒÀóÍÏÎ~ÃIÄÌÊÌÑqskÉkÄÌÑÇÎ~ÃF�RÍÏÀÏÐ

ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ � ¿[É�t�Î$t�ÀlÃIÄHzïÉ�À�ÅÇÀÏÐªìkÊÒÀlÉkÁïÀÏÐ�ÐÒÎ~ÃIÄ�Î~ÊÌÑâú�ÑâÃ�ÂaÅÇÀÏÐMî�Å�w ÔlÄ�Â6skÅâÑÇÐÒÐÒÀ(t�ÀlÃIÄ � ì�ÂaÊ�À��kÀ�t ì�ÅâÀ � ¿kÀ�Å�w Âaì-xì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀó¿kÀÏÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
MinV C − B

ÀlÄ
MinDS − B

�<Å ÂôÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ
GLO[δ]

¿kÔÏÍÏÎ~ÉkÅÇÀó¿kÀÏÐ
ÂaÊÌú�É#t�ÀlÃIÄÒÐãÎ~É ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐÆìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÔÏÐ�¿�ÂaÃ�Ð c p�p1d ï o

 ÊÒÎ$skÅÇå(t�À*ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÔ

GLO
ë ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

GLO[δ]
ë ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

MinDS −B
º

1/B 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô º

1/B 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô

MinV C −B
º

1/B 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô º

1/B 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô

Max IS −B
º

1/B 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô º

1/B 1−
sPÎ~ÊÒÃ�Ô

MaxCut
º

1/2 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô º

1/2 1−
sPÎ~ÊÒÃ�Ô

MinRV C −B \ ¬
2/(B + 1) 1−

sPÎ~ÊÌÃ�Ô ¬
2/(B + 1) 1−

sPÎ~ÊÌÃ�Ô
MaxR IS −B \ ¬

2/(B + 1) 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô ¬

2/(B + 1) 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô


 ÊÒÎ$skÅÇå(t�À*ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÔ
CGLO ] ë ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

CGLO[δ] ] ë ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ­ Î~ÑÇÐÒÑÓÃ?Âaú�À

MinDS � î
¬APX

ï
− −

¬
1/2 1−

sPÎ~ÊÌÃ�Ô
^E©

MinRV C−B
0TH

MinR IS−B
;BK327F1_PI903IUH`.1052�8:052RH78:FXSTH:FXCJIA2`;90

MinV C
05H

Max IS a ;9032�_J8M?/@Ab9032�8:K3_J6A.1F1058:2;90';B03_J8:K
Bc ©/.1032,S5.�?/2727032

CGLO
0TH

CGLO[δ] d 0TDBH:05IA27F1CPI92G;B032#S3.X?J2727052 GLO[R]
?J6BDe27CP.169H:F1CJIA2,S3CP4,@9.1K34,03IUHM?JFf8:032 d 27CPIUH;9KTg�I9FX052�?J6LSMb�?J@9FfH78:0Zh
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 ÂaÊ�Å ÂôÐÒÉkÑâÄÒÀ � Î~ÃT¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀVì�ÂaÊ GLO[R](h)
Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀó¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�zïÉkÑªúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐ�ÐÒÀlÃIÄ�Å Â

zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ ¿kÀ ÅÇÀlÉkÊÒÐqÎ~ìkÄÌÑqteÂÆÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�*ìPÎ~ÉkÊ�Å ÂÈt�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ ¿iw ÂaìkìkÊ�ÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã
R
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ��ªÉkÃ�À���Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀ o � Î~É�Ð�Ã�Î~É�Ð�ÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐÒÐÒÎ~Ã�Ð*¿�ÂaÃ�Ð¥ÍÏÀ�Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ��V¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ¥¿kÎ~ÃIÄ � �%Ã�Î~ÄÌÊÒÀÍÏÎ~ÃkÃ�ÂaÑÇÐÒÐ�ÂaÃ�ÍÏÀ � Å�w Âaì�ì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀXÂaÉ-� ÍlÅ Â~Ð�ÐÒÀÏÐ GLO[R]

Ã�w Â ì�Â~Ð ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ"�{ÂaÑâÄ
Å�w Î$s-�ÌÀlÄ ¿iw ÔlÄÌÉ�¿kÀ � ÀlÄ°Ã�Î~É�Ð��ÎIÍ¯ÂaÅÓÑÇÐ�Î~Ã�ÐªìkÅâÉ�ÐÆì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇålÊÒÀ(t�ÀÏÃIÄXÐÌÉkÊªÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅqÀlÄªÅ Â ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ
GLO[δ]

o

º �|� » o! �9`9\� #\
pD69¼9o! �k( 3 `95]pD�! 
¿F� Ú � Ú +�Ï@¤ÅÑÐ¢9Ó<�¡Í#�óÔ¨ÍÎ�Ð ;Ï��@���@��¤¤�v�¨Í<�¡Í#�Ø� Ä ¢ Ï ¢ ÔÐ���� i��Ï@Í
�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× ¯:��j#� 
 ÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ�ä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ
� Ã�À ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ

P
ÀÏÐÌÄÆä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ*ÐÌÑ ÀlÅâÅÇÀ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À

∀X, ∀Y ⊆ X, P (X)⇒ P (Y ).

È�I�0(��!C%q087 ��ÐÌÄ�Â6skÅÇÀ � ÍlÅâÑTzIÉ�À oqoqo�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× ¯:�ðl7�
P
x{ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã

ø Î~ÑâÄ
P
ÉkÃ�À�ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔ£ÀlÄ

X
ÉkÃîÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ � ÉkÃ�À P x{ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã ¿kÀ X ÀÏÐÌÄ<ÉkÃNÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

S =

{V1, ..., Vq}
¿kÀ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ�¿kÀ

X
zIÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À�ÅÇÀÏÐªÄÌÊÒÎ~ÑÇÐÆìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ

(∪qi=1Vi = X) , (∀i, j = 1, ..., q, i 6= j ⇒ Vi ∩ Vj = ∅)
ÀlÄ

(∀i = 1, ..., q, P (Vi)) .�Vü@â
×|Û öêÛ�àP× ¯:�T«f� 
 ÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿kÀ�ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�À(t�ÀlÃnÄ�ä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ
ø Î~ÑâÄ

Π
ÉkÃ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�Àã¿kÀ

NPO
¿kÎ~ÃIÄ ÅÇÀÏÐ°ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ Ð�Î~ÃIÄ°ÅÇÂ�¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ�¿iw ÉkÃeÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

X
ÀlÄ ÔlÁïÀcÃnÄÌÉ�ÀlÅ'x

ÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ
¿iw ÉkÃ�À�Á~ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
p : X → N

¿kÀÏÐ�ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ
¿kÀ
X

ò
Π
ÀÏÐÌÄqÉ�Ã2ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀtì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�À(teÀlÃIÄ

ä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ ÐNw ÑâÅ�À��[ÑÇÐÌÄÒÀ¥ÉkÃ�À2ìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔWä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ
P
ÄÒÀlÅâÅÇÀ�zïÉ�À¥ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ2ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
¿kÀ

Π
ÊÒÀlÁnÑÇÀlÃIÄ&�

ÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀ�ÉkÃVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿[É Ä�ËnìPÀ��

βΠ(I) = min{
q∑

i=1

α(Vi) | S = {V1, ..., Vq} P
x{ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã<¿kÀ

V }



���

Î »
α
ÀÏÐÒÄ�ÉkÃ�ÀP��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã¥¿iw ÔlÁ~ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã2¿kÀÏÐ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐq¿kÀ°Ä�ËIìPÀ°ÑâÃ�¿[ÑÇÍ¯ÂaÄÌÊÌÑÇÍÏÀ Ã�Î~ÄÒÔÏÀ

»| � ìPÎ~ÑÇ¿kÐÅteÂ¶�nÑqt¥É#t �ìPÎ~ÑÇ¿kÐÈt�ÎêË�ÀlÃ oqoqo
È�I�0(��!C%q087 �nÍÏÎ~ÅÇÎ~Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃDî

MinC
ï � ì�ÂaÊÌÄÒÑÓÄÒÑâÎ~Ã%ÀlÃOÍlÅâÑTzIÉ�ÀÏÐõî MaxP −Cl

ï � skÑâÃ-x{ì�Â~Í��IÑâÃkúóî
MinBP

ï oqoqo
r ÀCìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀV¿kÀCÍÏÎ~ÅÇÎ~Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã£ì�ÂaÊÌÄ�Âaú�À%ÅÇÀÏÐWÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ ÀlÃ®ÉkÃxÃ�Î$t3skÊÒÀñt ÑâÃkÑqt¥É#t�¿kÀCÐÌÄ²Â6skÅÇÀlÐ � ÍÏÀlÅâÉkÑ¿kÀWì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃBÀlÃRÍlÅâÑTzïÉ�ÀlÐ�ÀlÃ0ÉkÃ0Ã�Î$t3skÊÒÀ·t ÑâÃkÑqt¥É#t ¿kÀ ÍlÅâÑTzIÉ�ÀÏÐ � Ä�ÂaÃ�¿[ÑÇÐ&zIÉ�À2ÅÇÀWìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ�skÑâÃ-xì�Â~Í��nÑâÃkúCÊÒÀlÅÇålÁ�À2¿[É<Ê�ÂaÃkú�À(t�ÀlÃIÄ�¿iw ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ�¿�ÂaÃ�ÐXÉkÃ�Ã�Î$t3skÊÒÀMt ÑâÃkÑqt¥É#t�¿kÀ3sPÎi/ÇÄÒÀÏÐ � ¿kÀ¥Ð�Î~ÊÌÄÒÀ3zIÉ�ÀÅ ÂôÐÒÎ$t·t�ÀV¿kÀÏÐ ÁïÎ~ÅÓÉ t�ÀlÐe¿kÀÏÐ Î$s-�ÌÀlÄÒÐ�¿�ÂaÃ�Ð ÉkÃ�À�sPÎi/ÇÄÒÀ%Ã�w À��kÍÏåÏ¿kÀ%ì�Â~Ð ÅÇÀ%Á�Î~ÅâÉ#t�À ¿kÀCÅ Â�sPÎi/ÇÄÒÀ o¨r Â
ÐÌÄ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ � Å ÂWÍlÅâÑTzIÉ�À � Å ÂMteÂ¶�ÌÎ~Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ÐÒÎ~ÃIÄÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀÏÐÆÄÌÊÒÎ~ÑÇÐÆ¿kÀÏÐÆìkÊÒÎ~ìkÊÌÑÇÔlÄÒÔÏÐ�ä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀÏÐ o
* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:��j#� Ì<�

Π
087��&��4D!>�/����%T,���0A=�0M!#�$�(���+�����$4 4;0���0�4<��*-���/�/=$�����$�K��0A=Å2 ��56�$%)�-�������$4

α =»|�$%q�$�87
Π ∈ GLO[δ]

U
® �/0(�E560ÞO ÄÒÎ~ÉkÄ�Î~ìkÄÒÑ't2É#tJÅÇÎIÍ¯ÂaÅ
ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀãÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À p x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔXÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�ÀãÉkÃ%Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄª¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ ¿kÀ pËÊ$n-o
ø Î~ÑâÄ

Π
ÉkÃRìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀO¿kÀ ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�À(t�ÀlÃnÄ¥ä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀOÀlÄ

X = {x1, ..., xn}
ÉkÃ�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ��

n
ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ o;­ ÎêËIÂaÃIÄXÉkÃ�ÀWì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃRÍÏÎ$t·t�ÀWÉkÃ�ÀWÊÒÔlì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃB¿kÀÏÐ ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ*¿kÀ

X
ÐÌÉ�Ê�ÂaÉôìkÅâÉ�Ð

nÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ � Î~Ã ìPÀlÉkÄ�ÊÒÀlìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÀlÊ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ*ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã V1, V2, ..., Vq
ì�ÂaÊÆÉkÃóÁ�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ

s ∈ {0, 1}n
2 zIÉ�w ÑâÅ

�{ÂaÉkÄªÑâÃIÄÒÀlÊÌìkÊÒÔlÄÒÀlÊãÐ�ÀlÅÇÎ~Ã&�

“s i
j = 1⇐⇒

Å�w ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ
xi
ÀÏÐÌÄ�¿�ÂaÃ�ÐªÅÇÀ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

Vj”

ÀlÄ�zïÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À��
∀i = 1, ..., n,

∑n
j=1 s

i
j = 1 s

087��Ð�E4C0"!#�$�(���+�����$4
∀j = q + 1, ..., n,

∑n
i=1 s

i
j = 0

7L0(�E% 7&%q0�7{.È!>�/0�����0��87G�+4>=$��B�0�7�7(�$4>�¨�����+%)�ð7N�87
.

r Â%Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ*¿iw ÉkÃ�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃBìPÎ~ÉkÊ
α =»|

ÀÏÐÌÄ�ÅÇÀWÃ�Î$t3skÊÒÀe¿kÀ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐG��Î~Ê�teÂaÃIÄ�Å Â%ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã
ÀlÄ¥ÍÏÎ$t·t�ÀOÍÏÀ�Ã�Î$t3skÊÒÀeÃ�À�ìPÀlÉkÄ2À��[ÍÏÔÏ¿kÀlÊ¥Å Â Í¯ÂaÊÒ¿[ÑâÃ�ÂaÅâÑâÄÒÔ

n
¿kÀ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ � ÑâÅtÐNw ÀlÃ�ÐÌÉkÑâÄ3zIÉ�À Π ÀÏÐÌÄ

ÔlÁnÑÇ¿kÀ(t·t�ÀlÃIÄ�ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃnÄ�sPÎ~ÊÌÃ�Ô��

∀X ∈ IΠ, ωΠ(X) = |X| = n.

´ Î~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�ÅÇÀãÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
V
zIÉkÑ
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀ��*ì�Â~Ð�ÐÒÀlÊ�¿iw ÉkÃ�À ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã��*ÉkÃ�ÀXÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã%Á�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�ÀXÀlÃ

Ã�À Í�ä�ÂaÃkú�À¯ÂaÃIÄ|Å�w Âhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�zïÉ�À ¿iw ÉkÃ2ÔlÅâÔ(t�ÀlÃIÄ�ÀlÄqÐÒÎ~ÑâÄ
{V1, ..., Vq}

ÉkÃ¥Î~ìkÄÌÑqt¥É#tUÅÇÎIÍ¯ÂaÅïÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ
�*ÍÏÀ�Á�Î~ÑÇÐÒÑÓÃ?Âaú�À o

V
ÀÏÐÌÄtì�ÂaÊ�¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã p x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔXÀlÄtÅ�w Î~ìkÄÌÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ ¿kÀ�Å Â�ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã

{V1, ..., Vq}
ÐÌÑâú�ÃkÑ'~�À

zIÉ�w ÂaÉ�ÍlÉkÃ�À<Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀ<¿iw ÉkÃ ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄó�0ÉkÃEÂaÉkÄÌÊÒÀ�Ð�Î~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀóÃ�w Â6t�ÔlÅâÑÇÎ~ÊÒÀlÊ�Â~ÑâÄ%Å Â
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã.Â~ÍlÄÌÉ�ÀlÅâÅÇÀ���ÀlÃ ¿iw ÂaÉkÄÌÊÒÀÏÐCÄÒÀlÊ�t�ÀÏÐ � ÑâÅãÃ�w ÀÏÐÌÄOì�Â~ÐC¿�ÂaÃ�Ð {V1, ..., Vq}

¿kÀ�ÐÌÑâÃkú�ÅÇÀlÄÒÎ~Ã®zIÉ�À Å�w Î~Ã
ìkÉkÑÇÐÒÐÒÀ�ÔlÅâÑqt ÑâÃ�ÀlÊ o ø Ñ Å Â ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÍÏÎ$t ìPÎ~ÊÌÄÒÀ

k
ÐÌÑâÃkú�ÅÇÀlÄÒÎ~Ã�Ð � Î~ÃóÐÌÉkìkìPÎ�ÐÒÀ&zIÉ�w ÑâÅ�ÐNw Âaú�ÑâÄã¿kÀÏÐ k ì�ÊÒÀ(t ÑâÀlÊÒÐ



�-p

ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ
V1 = {v1}, ..., Vk = {vk}

ÀlÄªÅ�w Î~Ã ÊÒÀ(teÂaÊ/zIÉ�À��
∀(i 6= j) ∈ {1, ..., k}, ¬P ({vi, vj}) ⇒ ∀s ∈ SolΠ(X), mΠ(X, s) ≥ k ⇒ βΠ(X) ≥ k

P
�(����4<�¨*-���/�/=$�����$�+�/0|h�%T087G7(�$����0(�+7

v1, ..., vk
7L0(���$4<�Ð���$� ô �$���873=@�$4#7�Ú�0�4#7L0(�Á�(%q087M=$�K7����+4>BL�+7

.

 ÂaÊãÂaÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÐ � ÅÇÀÏÐãÂaÉkÄÌÊÒÀÏÐãÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ Vk+1, ..., Vq

ÍÏÎ~ÃIÄÒÀlÃ�ÂaÃIÄXÍ�ä�Â~ÍlÉkÃ<ÂaÉ:t�Î~ÑâÃ�Ð�¿kÀlÉ-� ÔlÅÇÔ�x
t�ÀlÃIÄÒÐ � ÑâÅÇÐªÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ

q∑
i=k+1

|Vi| = n− k ≥ 2(q − k) ⇔ q ≤ (n+ k)/2.

� ÄÆÅ Â ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã�ÐNw Ñqt ìPÎ�ÐÒÀ
δΠ(X, {V1, ..., Vq}) =

ωΠ(X)− q

ωΠ(X)− βΠ(X)
≥
n− (n+ k)/2

n− k
=

1

2
¦

´ ÀóÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄ � ì�ÂaÊOÅ�w Âaìkì�ÂaÊÒÀlÃIÄÒÀ�Ã�Âi��Á�ÀlÄÒÔ�¿kÀ Å ÂRÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃEÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔÏÀ � Ã�w ÀÏÐÌÄCÍÏÀcìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄOì�Â~ÐOÐÌÑÂaÃ�ÎI¿[ÑâÃVì�ÉkÑÇÐ/zïÉ�w ÑâÅ ÔlúïÂaÅÇÀ ÅÇÀXÊ�Âaì�ìPÎ~ÊÌÄÆÎ$skÄÒÀlÃIÉ ìPÎ~ÉkÊªÅÇÀXìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ�ÍlÎ~ÅÇÎ~Ê�ÂaÄÒÑâÎ~Ã:t ÑâÃkÑqt¥É#t'¿�ÂaÃ�Ð c �-p	dî+t�Î~ÃIÄÒÔ:� �@Ê¶� ¿kÀlìkÉkÑÇÐ c ���0d ïCòPteÂaÑÇÐ ÑâÅ�Å ÂaÑÇÐÒÐÒÀVÐÌÉkÊÌÄÒÎ~ÉkÄeÂaÉkú�ÉkÊÒÀlÊ�¿kÀ�t�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÀÏÐOÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð��
Å�w ÂaÑÇ¿kÀ�¿iw ÉkÃ�À¥ÂaÃ�ÂaÅâËnÐÒÀ�ÉkÃ ìPÀlÉ ìkÅâÉ�ÐR~�Ã�À � Â¯ÁïÀÏÍ�¿kÀÏÐÆÁ�Î~ÑÇÐÒÑÓÃ?Âaú�ÀlÐÆÉkÃ ìPÀlÉ ìkÅâÉ�Ðªú�Ê�ÂaÃ�¿kÐ oõ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯¤�ðl7� 1Ø087�!>������%T,���087é=�0ñ!#�$�(���+�����$4 4C0���0(4<�M*#���/�/=$�+�����K�/0éS ���$�K%+%q0é�/�$��4C��0D7(�$4<��=@��4#7
GLO

U
® �/0(�E560
ø Î~ÑÇÀlÃIÄ

B
ÉkÃ�À�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ<ÀlÄ

Π
ÉkÃKìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À<¿kÀ ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�À(teÀlÃIÄ%ä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ � Å ÂRÁïÀcÊ�ÐÌÑÇÎ~Ã

B
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀ*¿kÀ

Π
ÀlÐÒÄªÅÇÀ ìkÊ�Î$skÅÇå�t�À

Π′
¿kÎ~ÃnÄÆÅÇÀlÐÆÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÒÄÒÀlÃIÄH�2ÊÒÔÏÐÒÎ~É�¿[ÊÒÀ�ÅÇÀ�ÐÌË[ÐÌÄÒå(t�À

min
S

mΠ(I,S)

βΠ′(I) =

{
S = {V1, ..., Vq} P

x{ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã
∀i = 1, ..., q, |Vi| ≤ B.

´ Î$t·t�À�Í¯Â~Ðqì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊ�¿[É¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
Π
¿kÎ~ÃIÄqÅ�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ"�ªÅ Â�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ

GLO[δ]
ÁnÑÇÀlÃIÄ|¿iw µlÄÌÊÒÀ

ÔlÄ�Â6skÅâÑÇÀ � Π′ ÀÏÐÌÄ*ÔlúïÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄWÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ2¿kÀ Å Â ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ¨ò Î~Ê � Î~ÃBÊÒÀ(teÂaÊ/zïÉ�ÀÁ�{Â~ÍlÑâÅÇÀ�t�ÀlÃnÄ3zIÉ�À ÅÇÀÏÐ*Á�ÂaÅâÀlÉkÊ�Ð¿iw ÉkÃ�À ìkÑâÊÒÀ�ÀlÄ�¿iw ÉkÃ�À·t�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÀeÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð*¿kÀWÄÒÎ~ÉkÄÒÀ ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I
¿kÀ

Π′
ÐÒÎ~ÃIÄ�ÅâÑÇÔÏÀÏÐ�ì�ÂaÊ�Å ÂCÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã

“ωΠ′(I) ≤ BβΠ′(I)”
�

∀I ∈ IΠ′ , βΠ′(I) ≥
|X|

B
=
ωΠ′(I)

B
.


 ÂaÊeÂaìkìkÅâÑÇÍ¯ÂaÄÌÑÇÎ~ÃTÑqt·t�ÔÏ¿[Ñ ÂaÄÒÀ ¿kÀCÅ Â<ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã �-oqp�p ìPÎ~ÉkÊ ÉkÃxìkÊ�Î$skÅÇå�t�À ¿kÀ ���K4<�K���K7(��������4 � Î~Ã¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄW¿kÀOÍÏÀlÄÌÄÒÀeÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã®Å Â
G[ρ, δ]

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãx¿kÀ
Π′

� ÅâÉkÑ'x�tÁµ(t�À � zïÉkÑÐt�ålÃ�ÀO¿[ÑâÊÒÀÏÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄÁ� Å ÂÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã&�kÅÇÀÏÐÆÎ~ìkÄÌÑqteÂ p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�
s̃
¿kÀ ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿kÀ

Π′
úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄÆÉkÃVÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À

ρΠ′(I, s̃)
ÁïÔlÊÌÑ'~?ÂaÃIÄ��

1/ρΠ′(I, s̃) ≤ 1/2 + 1/2B ⇔ ρΠ′(I, s̃) ≥
2

B + 1
¦



��n

¿F� Ú � � l ¤Å¦¨ÕÅÍ Ï��@¦¨Ï�ÍÎÔb�TÍ#�v�6Í<�JÑÐ¢9Í#�
� Ã�À�ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I = (C, S)
¿[ÉCìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿kÀXÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ ¿iw ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐRt ÑâÃkÑqt¥É#t8ÀÏÐÌÄtÅ Â¥¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ

¿kÀ
C : {c1, c2, ..., cm}

ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿iw ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐõ� ÍÏÎ~ÉkÁIÊÌÑâÊ
S : {S1, S2, ..., Sn} ⊆ P(C)

�{Â6t ÑâÅâÅÇÀ�¿kÀ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ�¿iw ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐã¿kÀ
C
¿iw ÉkÃkÑÇÎ~Ã

C.

r ÀMskÉkÄ�ÀÏÐÌÄ�¿kÀ2ÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀlÊ ÉkÃ0ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
S̃ ⊆ S

¿kÀWÍ¯ÂaÊÒ¿[ÑâÃ�ÂaÅâÑâÄÒÔ·t ÑâÃkÑqt¥É#tìzIÉkÑ|ÊÒÀÏÍÏÎ~ÉkÁnÊÒÀ
C
o�º Ã

ÐÒÀ�ÊÒÀÏÐÒÄÌÊÒÀlÑâÃIÄãÑÇÍlÑ�ÂaÉ-� ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ
B
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀÏÐ � Í�w ÀÏÐÌÄyx¹�¶xv¿[ÑâÊÒÀWÂaÉ-� ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ I = (C, S)

¿kÎ~ÃIÄãÄ�Î~É�Ð�ÅÇÀÏÐ
ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ

Si
¿kÀ Å ÂM��Â6t ÑâÅâÅÇÀ

S
Á�ÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ

|Si| ≤ B
o

Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× ¯¤�T«f�
MinSC −B ∈ GLO[δ]

® �/0(�E560ÞO ÄÒÎ~ÉkÄVÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�ìPÎ~ÉkÊVÅÇÀ<Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À p x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô0ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀ<É�ÃEÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ*¿kÀ
1/(B + 1)

o
r ÂRÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊC¿iw ÉkÃ�À<ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

S̃
ÀÏÐÌÄO¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ�ì�ÂaÊ

mSC(I, S̃) = |S̃|
o�á ÅãÐNw Âaú�ÑâÄC¿iw ÉkÃKìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�sPÎ~ÊÌÃ�Ô ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�ÀVÅ ÂôìkÑâÊÒÀóÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã � ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄ�ÂaÃIÄñ�0ÐÒÔlÅÇÀÏÍlÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�ÀlÊOÄÒÎ~ÉkÄ
S � ÀÏÐÒÄ�¿kÀÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ

n
oÅr ÀeÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À p x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔO¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀeÑÇÍlÑ�ÍÏÎ$t·t�ÀeÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�ÀO¿iw ÉkÃ�ÀOÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

S̃
ÄÒÎ~ÉkÄÒÀOÐ�ÔlÅÇÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã

S̃′
¿kÎ~ÃIÄ�ÂaÉxìkÅâÉ�Ð2ÉkÃ£ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ%¿[ÑÓù
ålÊÒÀ%¿kÀ

S̃
òqÅÇÀÏÐWÎ~ìkÄÌÑqteÂ<ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-��ìPÎ~ÉkÊ ÍÏÀCÁ�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�ÀCÐ�Î~ÃIÄ

ÐÌÑqt ìkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄã¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÈt ÑâÃkÑqteÂaÅÇÀÏÐ o
´ Î~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�ÐXÉkÃ�À¥ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ

S̃ = {S1, S2, ..., Sp}
¿kÀ*Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ

p
ò
S̃
ÀÏÐÌÄãÉkÃ�À¥ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ3t ÑâÃkÑ'x

teÂaÅÇÀ�ÐÌÑ ÀlÅâÅÇÀ�ÁïÔlÊÌÑ'~�À
(SC1) ∀i = 1, ...,m, ∃j ∈ {1, ..., p} / cj ∈ Sj

(SC2) ∀j = 1, ..., p, ∃ij ∈ {1, ...,m} / (cij ∈ Sj) ∧ (∀j′ 6= j ∈ {1, ..., p}, cij /∈ Sj′).

(SC1)
ÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑâÄeÅ ÂôÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔó¿kÀ Å Â0ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

S̃ � (SC2)
Ð²Â�t ÑâÃkÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ o 
 ÂaÊ

(SC2) � Î~ÃTÐ�ÂaÑâÄzIÉ�w Î~ÃOìPÀlÉkÄªÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉkÑâÊÒÀXÉkÃ%ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
C̃ = {ci1 , ..., ci1}

¿kÀ
p
ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐª¿[ÑÇÐÌÄÌÑâÃ�ÍlÄÒÐGî�ÉkÃ%ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ì�ÂaÊ

ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ
Sj
¿kÀ Å Â ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀËïRzIÉkÑ�ÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄ��

∀ci′ ∈ C̃, ∃!j ∈ {1, ..., p} / ci′ ∈ Sj .

ø Ñ°Å�w ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀOÀÏÐÌÄ�ÄÒÀlÅâÅÇÀ�zIÉ�À ÄÒÎ~ÉkÄ¥ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ
ci ∈ C

Âaìkì�ÂaÊ�Â0/ÇÄ2¿�ÂaÃ�Ð¥ÂaÉ	t�Î~ÑâÃ�Ð¥¿kÀlÉ-�RÐÒÎ~É�Ðyx
ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ

Sj � ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�Í�w ÀÏÐÌÄ�ÀlÃ ì?ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑâÀlÊãÁnÊ�ÂaÑ�¿kÀÏÐ�ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ c′1, ..., c′p′ ò�ÍÏÀlÉ-��xvÍlÑ Ã�À�ìPÎ~ÉkÁ~ÂaÃIÄ � ì�ÂaÊÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃkÑâÊó�ôÉkÃKÐ�ÀÏÍÏÎ~Ã�¿TÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀó¿kÀ
S̃ � ÑâÅÇÐCÂaìkì�ÂaÊ�ÂaÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄC¿kÎ~Ã�Í�¿�ÂaÃ�ÐeÅÇÀÏÐÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ

Sp+1, ..., Sn � ÍÏÀGzIÉkÑ�ìPÀlÊ�t�ÀlÄã¿iw ÔlÄ�Â6skÅâÑâÊ�Å�w ÑâÃ�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã

C̃ ⊆
n⋃

j=p+1

Sj .



���

r ÀÏÐ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ
Sj
¿kÀ

S\S̃
ÔlÄ�ÂaÃIÄ�¿kÀ�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀGsPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀ�ì�ÂaÊ

B � Î~ÃóÀlÃó¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄ�ÐÌÉkÊ p Å ÂWÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã&�

p ≤ B(n− p) ⇔ p ≤
B

B + 1
n.

´ À&zïÉkÑ�Ã�Î~É�Ð�Â6t�ålÃ�À¥ÂaÉVÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿kÀ�ìPÀlÊy�«Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ��

δSC(I, S̃) =
ωSC(I)− p

ωSC(I)− βSC(I)
≥
n−Bn/(B + 1)

n
=
n/(B + 1)

n
=

1

B + 1
.

ø Ñ�ÉkÃ£ÍÏÀlÊÌÄ�ÂaÑâÃTÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ��<ÍÏÎ~ÉkÁIÊÌÑâÊ
ci
Ã�w Âaìkì�ÂaÊ²Â0/âÄ�zIÉ�À%¿�ÂaÃ�ÐWÉkÃ£ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À�tMskÅÇÀ

Sj � ÍÏÀ%ÐÒÎ~É�ÐyxÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀãÐÒÀlÊ�Â�ÍÏÎ~ÃIÄÒÀlÃIÉC¿�ÂaÃ�Ð ÄÒÎ~ÉkÄÒÀãÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã o�� É�ÐÒÐÒÑ � ìPÎ~ÉkÊ�ÐÒÀªÊ�Â6t�ÀlÃ�ÀlÊ�ÂaÉOÍ¯Â~Ð ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄ � ÐÌÉ � Äyx{ÑâÅ¿iw ÂaìkìkÅâÑTzIÉ�ÀlÊeìkÊÒÔ¯ÂaÅ Â6skÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ��<Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍlÀ
I
ÉkÃ ìkÊÒÎIÍÏÀÏÐÒÐÌÉ�Ð�zïÉkÑÆìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀó¿iw ÑÇÐÒÎ~ÅÇÀlÊe¿kÀVÄÒÀlÅÇÐeÐÒÎ~É�Ðyx

ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ�ÀlÄ�ÐÒÀ Ê�Â6t�ÀlÃ�ÀlÊXÂaÑâÃ�ÐÌÑqÂaÉ Í¯Â~ÐÆìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄ��únm�o�p�m>o��>q>p�r�r�ý
→ ñ0ò¸ó�ô¸õ [I = (C, S)]ö�÷íø ñ0òEù

S0 = ∅ þ C ′ = C þ S′ = S ÿù � õ���ó = faux ÿù
õ���ò¸õ��íô ÷

ú
ò���ò � õ���ó

ý � ��ñ �s÷ù �)� ñ�� ÷�� ñ � õ ÷ c ∈ C ′ s 
�� ñ � ñ
��ò�õ ∃!j / (Sj ∈ S′) ∧ (c ∈ Sj) þ � ��ñ ��÷ù
S0 = S0 ∪ {Sj} þ C ′ = C ′\Sj þ S′ = S′\{Sj} ÿù
∀Sk ∈ S

′, Sk = Sk\Sj ÿù � ñEò���ò � õ���ó = vrai ÿ÷ ò 	
← ��ô¸õ�ó¸ô�õ [I ′ = (C ′, S′), S0]r ÀCÄÌÊ�ÂaÑâÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ únm�o�p�m>o��>q>p�r�r�ý ÊÒÀlÃIÁïÎ~ÑÇÀ%ÉkÃ£ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

S0
¿kÀ%ÐÒÎ~É�Ð�xvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ ÍÏÎ$t ìkÊÒÑâÐ�¿�ÂaÃ�Ð

ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃRÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀ�ÀlÄ�ÉkÃ�ÀWÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I ′
¿kÀ

MinSC − B
ìPÎ~ÉkÊ�Å Â$zIÉ�ÀlÅâÅÇÀ ÄÒÎ~ÉkÄ�ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ

c′iÀÏÐÌÄXÍÏÎ~ÃIÄÒÀlÃIÉô¿�ÂaÃ�Ð ÂaÉAt�Î~ÑâÃ�Ð ¿kÀlÉ-�óÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ
S′j

o>r ÀÏÐãÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ
I
ÀlÄ
I ′
Ð�Î~ÃIÄãÔlÄÌÊÒÎ~ÑâÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ ÅâÑÇÔÏÀÏÐ

ì�ÂaÊÆÅÇÀÏÐªÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ÐãÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀÏÐÈzIÉkÑ ÐÌÉ � ÐÒÀlÃIÄH�2ÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊ�Å ÂWìkÊÒÀlÉkÁïÀ��
S̃′ ∈ SolSC(I ′) ⇔ S̃′ ∪ S0 ∈ SolSC(I)ÀlÄ
mSC(I, S̃

′ ∪ S0) = mSC(I
′, S̃′) + |S0|

}
⇒ δSC(I, S̃

′ ∪ S0) = δSC(I
′, S̃′) ¦

õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯¤�'¯¤� Ì<�P%q0&4>�$�����/03=�0�7L�$��71=y0�4 7L0�����%T0873B��$4<�90(4>�$4<�¨��4D��%q�(�Á0(4<�Ð=��$4 4C�3087(�Ò�����84C�R!#�$�
��4C0�B/�$4 7����$4<�90

∆
h��$%q�$�87�%T0·����!@!-�����õ=$� -H�(�/0�4<����0�%Ð=Å2 ��!@!>���NI$�+�Á�������$4Î=Ø2 ��4C0·7(�$%)�������$4é���K4<�K�Á�$%T0�087(�

!#�$���9�MS
B∆

(B + 1)(B∆− 1)
.



�6�

® �/0(�E560
r Â Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ�¿kÀÏÐ ÐÒÎ~É�Ð�xvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ

sj
ÔlÄ�ÂaÃIÄ�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀÆì�ÂaÊ

B � ÉkÃ�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃOÎ~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀ�¿kÀlÁnÊ�Â ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ �ìPÎ~ÉkÊqÍÏÎ~ÉkÁnÊÌÑâÊ�ÅÇÀÏÐ
m
ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ|¿kÀ

C � ÂaÉ{t�Î~ÑâÃ�Ð m/B ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ o 
 ÂaÊ|ÂaÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÐ � ÐÌÑ�ÄÒÎ~ÉkÄqÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÂaìkì�ÂaÊ�Â0/ÇÄ2¿�ÂaÃ�Ð2ÂaÉBìkÅâÉ�Ð
∆
ÐÒÎ~É�Ð�xvÀcÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ � Å Â���Â6t ÑâÅâÅÇÀ

S
Ã�À�ìPÀlÉkÄ¥¿[ÑÇÐÒìPÎ�ÐÒÀlÊ¥¿kÀ ì�ÅÓÉ�Ð*¿kÀ

∆ × mÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ oC� ÃôÍÏÎ~Ã�ÐÒÔLzIÉ�ÀlÃ�ÍÏÀ � Å Â�Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ βSC(I) ¿iw ÉkÃ�À2ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃôÎ~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀWÐÒÀlÊ�ÂO¿iw ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð
m/B ≥ n/(B∆) � ÍÏÀGzIÉkÑ ÍÏÎ~Ã�¿[ÉkÑâÄ�ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄ�Î~ìkÄÌÑqteÂaÅ p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ S̃ ÂaÉ ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄãÂaÃkÃ�Î~Ã�ÍÏÔ��

δSC(I, S̃) ≥
n−Bn/(B + 1)

n− n/B∆
=

1

B + 1
×

B∆

B∆− 1
¦

õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯¤� ² � Ì<�P%q0&4>�$�����/03=�0�7L�$��71=y0�4 7L0�����%T0873B��$4<�90(4>�$4<�¨��4D��%q�(�Á0(4<�Ð=��$4 4C�3087(�Ò�����84C�R!#�$�
��4C0{B/��4#7����$4<�90

∆
h¨�$%q�$�87õ%T0�7(�$�E7|=T!>�����(%q,���0M=�0

MinSC
B��$���/0879!-��4>=@�$4<�¶h�4>�@�9�

MinSC −B −∆
h

087(�R��%T����0�4<�R=�0
GLO

hÐ�$560/BM�E4ú���8!@!#�$�(�ÒB(%q�67�7���.(� 0�=Å2 �8!@!>���NI��K�Á�������$4D=�0{�������90&7L�$%)�������$4����K4 �+�Á�$%T0
=�0

(B + 1)/(B2∆)
U

® �/0(�E560 �P¿iw ÂaìkÊÒåÏÐãÅ Â ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã �-oqp�p � ìkÉkÑÇÐ/zïÉ�À ωSC(I) ≤ B∆βSC(I)
ìPÎ~ÉkÊãÄÒÎ~ÉkÄÒÀ*ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I � ÑâÅÀ��[ÑÇÐÌÄÒÀXÉkÃ�À
G[ρ, δ]

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ãó¿[É%ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À{�2ÅâÉkÑ'x�tÁµ(t�À � úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐÒÐ�ÂaÃnÄªìPÎ~ÉkÊªÄÒÎ~ÉkÄÆÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t+ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ
S̃
ÉkÃ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄãÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À��

1

ρSC(I, S̃)
≤ δSC(I, S̃) + (1− δSC(I, S̃))B∆.

´ ÀlÅ ÂWÃ�Î~É�Ð�¿kÎ~ÃkÃ�À��
1

ρSC(I, S̃)
≤

B∆

(B + 1)(B∆− 1)
+
B∆[(B + 1)(B∆− 1)−B∆]

(B + 1)(B∆− 1)

=
B∆[(B + 1)(B∆− 1)− (B∆− 1)]

(B + 1)(B∆− 1)
=

B2∆

B + 1
¦

´ Î~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�ÐÞ��ìkÊÒÔÏÐ�ÀlÃIÄ�ÅÇÀÏÐ ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ�ìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔÏÀÏÐ|¿[É�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À � ÄÒÎ~ÉkÄqÀlÃ¥ÐÒÀ�sPÎ~ÊÌÃ�ÂaÃIÄP�ª¿kÀÏÐ ìPÎ~ÑÇ¿kÐ¿iw Î~ÊÒ¿[ÊÒÀ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÅ��Î~ÃeÃ�Î~ÄÒÀlÊ�Â
MinW [K]SC

ÅÇÀÏÐ°ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ ¿kÀ
MinSC

ìPÎ~ÉkÊ°ÅÇÀÏÐ/zIÉ�ÀlÅâÅÇÀÏÐ°ÅÇÀÏÐ ÐÒÎ~É�Ðyx
ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ

sj
¿kÀ Å Â3�{Â6t ÑâÅâÅÇÀ

S
ÐÒÎ~ÃIÄªìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔÏÐªì?ÂaÊÆ¿kÀÏÐªÀlÃnÄÌÑÇÀcÊ�Ð

pj ≤ K � Î » K ÀÏÐÌÄªÉkÃ�À�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ o
� Î~É�ÐØt�Î~ÃIÄÌÊÒÎ~Ã�Ð�zïÉ�ÀtÅÇÀÏÐqìkÊÒÀlÉkÁïÀÏÐØ��ÂaÑâÄÒÀÏÐ|ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀ(t·t�ÀlÃIÄ
ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÀlÃIÄ
ÀlÃ2ÊÒÔ¯ÂaÅâÑâÄÒÔ�¿iw ÔlÄ�Â6skÅâÑâÊ�Å ÂHzïÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ¿kÀÏÐ%Î~ìkÄÌÑqteÂ p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� � tÁµ(t�Àô¿�ÂaÃ�ÐVÍÏÀ<Í¯Â~ÐCìkÅâÉ�ÐCú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅ@�ªÍÏÀlÅ Â�ÐÒÑâú�ÃkÑ'~�À�zIÉ�w ÉkÃEÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ
¿[ÉRìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�Ã�Î~ÃRìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔeÀÏÐÌÄ�ÉkÃ�À·sPÎ~ÃkÃ�À�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃB¿[ÉRìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�ìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔ � Å Âñt ÑâÃkÑqteÂaÅâÑâÄÒÔO¿kÀÏÐ
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�zIÉkÑ�¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀªÅÇÀÏÐ°Î~ìkÄÌÑqteÂ p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-��ÔlÄ�ÂaÃIÄ°ÑâÃ�¿kÔlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄÒÀã¿iw ÉkÃ�ÀÈzIÉ�ÀlÅâÍÏÎ~Ã zIÉ�ÀªìPÎ~Ã�¿kÔlÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã o
* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:�T¿f�

MinW [K]SC −B ∈ GLO[δ]

® �/0(�E560
r ÀCÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄWÁnÑÇÀlÃIÄW¿kÀÏÐ ¿kÀlÉ-�®Î$s�ÐÒÀlÊÌÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÀÏÐ��qÅ Â<¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃ�ÍÏÀ%ÀlÃxÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊ � ¿�ÂaÃ�Ð2ÅÇÀ%Í¯Â~ÐìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔ � ÀlÃIÄÌÊÒÀ ÉkÃ�ÀXìkÑâÊÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÀlÄªÉkÃVÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t+ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ S̃ � ÀÏÐÌÄª¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ ì�ÂaÊªÅ Â2ÐÒÎ$t·t�À�¿kÀÏÐ�ìPÎ~ÑÇ¿kÐ



���

¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐã¿kÀ
S\S̃

ÀlÄÆÅÇÀÏÐÆìPÎ~ÑÇ¿kÐã¿kÀ�ÍÏÀÏÐÆÐ�Î~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐãÔlÄ�ÂaÃIÄãÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ðã¿kÀ p � Î~ÃóÔÏÍlÊÌÑâÄÃ�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ
ωWSC(I)−mWSC(I, S̃) ≥ ωSC(I)−mSC(I, S̃) ;

¿kÀHtÁµ(t�À � Å Â¥¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃ�ÍÏÀ ÀlÃCÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ � ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ�¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀXÍ¯Â~ÐtìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔ � ÀlÃIÄÌÊÒÀãÉkÃ�Àãì�ÑÓÊÒÀ ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃVÀlÄtÉ�ÃÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t�ú�ÅÇÎ$s�ÂaÅ
S? � ÀÏÐÒÄ ¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀWì�ÂaÊ ÅÇÂCÐÒÎ$t·t�ÀW¿kÀÏÐ ìPÎ~ÑÇ¿kÐ�¿kÀÏÐ ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ�¿kÀ S\S? ÀlÄ ÅÇÀÏÐ

ìPÎ~ÑÇ¿kÐ�¿kÀ�ÍÏÀlÐ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3s�ÅâÀÏÐãÔlÄ�ÂaÃIÄ�¿iw ÂaÉ ìkÅâÉ�Ð
K � Î~Ãó¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄ�ÐÒÑqt ìkÅÇÀ�t�ÀlÃnÄ

ωWSC(I)− βWSC(I) ≤ K(ωSC(I)− βSC(I)).

� ÑâÃ�ÐÌÑ�ÁIÑÇÀlÃIÄÆÅ Â ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã&�
δWSC(I, S̃) =

ωWSC(I)−mWSC(I, S̃)

ωWSC(I)− βWSC(I)
≤

ωSC(I)−mSC(I, S̃)

K(ωSC(I)− βSC(I))
=

1

K
δSC(I, S̃) ¦

ÿ 0��Á�$��.(� 0 � oqp U ´ À�¿kÀlÊÌÃkÑÇÀlÊ�ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄ � Î~ÃOìPÀcÉ�ÄtÄÌÊÌÑâÁIÑ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ÅÇÀÆú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅâÑÇÐÒÀlÊ�ÀlÃC¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ
ÍÏÎ$t·t�ÀÀlÃ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀÈ�XÄÒÎ~ÉkÄ
ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅâÑÇÐÌÄÒÀ
Π
¿kÎ~ÃIÄ°Å ÂXÁïÀlÊÒÐÌÑÇÎ~Ã Ã�Î~Ã ìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔÏÀ�ÔlÁ~ÂaÅâÉ�ÀªÐ�ÀÏÐ
ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

ì�ÂaÊÆÅÇÀlÉkÊ�Í¯ÂaÊÒ¿[ÑâÃ�ÂaÅâÑâÄÒÔ�î 0/I�U �
Max IS � MinV C � MinDS � MinFES

ï o ø Î~ÑâÄ
Π
ÉkÃ ÄÒÀlÅ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À �Î~ÃTÃ�Î~ÄÒÀ

WΠ
Ð²ÂôÁ�ÀlÊÒÐÌÑÇÎ~ÃTìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔÏÀ�òtÐÌÑÆÅ�w Î~ÃTÑâÃIÄÌÊÒÎI¿[ÉkÑâÄC¿kÀÏÐ�ìPÎ~ÑÇ¿kÐOÍÏÎ$t ìkÊÌÑÇÐO¿�ÂaÃ�Ð�ÉkÃTÑâÃIÄÒÀlÊÌÁ�ÂaÅâÅÇÀ

[k,K] � Î~Ã�Â2ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ
|ωWΠ(I)−mWΠ(I, s)| ≥ k|ωΠ(I)−mΠ(I, s)|ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀ

s
ÀlÄ

|ωWΠ(I)− βWΠ(I)| ≤ K|ωΠ(I)− βΠ(I)|,ÍÏÀúzïÉkÑXÃ�Î~É�Ð Â~ÐÒÐÌÉkÊÒÀ<Å ÂBìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã.¿[ÉEÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ*ÂaÉ¡��Â~ÍlÄÒÀlÉkÊ
k/K

ìkÊÒåÏÐÅòtìPÎ~ÉkÊ%ÅÇÀ
Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄXÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À � ÑâÅ�ÐÒÉ � Ä�¿kÀ*ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊ mKΠ(I, s) ≤ K ×mΠ(I, s)

ÀlÄ
βWΠ(I) ≥ k × βΠ(I)ÐÌÑ

Π
ÀÏÐÌÄtÉkÃCìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ �M�+4 �+���ð7L�������$4 � mKΠ(I, s) ≥ k×mΠ(I, s)

ÀlÄ
βWΠ(I) ≤ K × βΠ(I)

ÐÌÑ
Π
ÀÏÐÌÄ°ÉkÃ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�Àã¿kÀ �·�ËI$�K���K7(�������$4 � ìPÎ~ÉkÊtÐNw Â~ÐÒÐÒÉkÊÒÀlÊ ¿kÀªìkÊÒÔÏÐÒÀlÊÌÁïÀlÊ ÅÇÀªÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄt¿iw ÂaìkìkÊ�ÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã �ÂaÉ�tÁµ(t�À��{Â~ÍlÄÒÀlÉkÊ

k/K
ìkÊÒåÏÐ o

õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯:� m �
MinHS −B ∈ GLO[δ]® �/0(�E560ÞO ì�ÂaÊÆÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃóÑqt·t�ÔÏ¿[Ñ ÂaÄÒÀ3�

MinSC −Bø Î~ÑÇÀlÃIÄ
C = {c1, c2, ..., cm}

ÉkÃôÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ3~�ÃkÑ
ÀlÄ
S = {S1, S2, ..., Sn}

ÉkÃ�À3�{Â6t ÑÓÅâÅÇÀ ¿kÀWÐÒÎ~É�Ðyx
ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ�¿kÀ

C
ÄÒÀlÅÇÐ·zIÉ�ÀCÄÒÎ~ÉkÄ�ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ

ci
Âaìkì�ÂaÊ�Â0/ÇÄe¿�ÂaÃ�Ð�ÂaÉ£ìkÅâÉ�Ð

B
ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3s�ÅâÀÏÐ

Sj � É�ÃÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ¥ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÒÁ�ÀlÊÒÐ�ÂaÅ�ÀÏÐÌÄãÉkÃ�À¥Ð�ÔlÅÇÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã
C̃
¿iw ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ�¿kÀ

C
zIÉkÑqì�ÂaÊÒÍÏÎ~ÉkÊÌÄXÄÒÎ~ÉkÄ

S
¿�ÂaÃ�ÐãÅÇÀ2ÐÒÀlÃ�Ð

Î » ÄÒÎ~ÉkÄ�ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
Sj ∈ S

¿kÎ~ÑâÄãÂ¯Á�Î~ÑâÊãÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�ÐÆÉkÃ ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄã¿�ÂaÃ�Ð
C̃
�

∀j = 1, ..., n, Sj ∩ C̃ 6= ∅.

r ÂOÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃDzIÉkÑ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀ·��ÑâÃnÄÒÀlÊÌÁ�ÀlÊÌÄÌÑâÊ ÅÇÀÏÐXÊ/ü~ÅÇÀÏÐ�¿kÀÏÐ ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐ�ÀlÄ ¿kÀÏÐ ÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀÏÐ ÀÏÐÌÄXÉkÃ�À
G
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã

¦
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¿F� Ú � © -B�?�6Í<�JÑÒ¢�ÍÎ�®�¥���¹�J¦�� Ôb�T ;Ï>t#��Í#��Ï@Í �$¤Ø¦¨Ï
* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:� ¾ �

MinFES ∈ GLO[δ]® �/0(�E560ÞO ÄÒÎ~ÉkÄ�Î~ìkÄÌÑqt¥É#t8ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ
ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀãÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À p x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀXÉkÃCÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÆ¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ ¿kÀ
1/2

o
ø Î~ÑâÄ

G(V,E)
ÉkÃ.ú�Ê�Âaìkä�ÀRÐÌÑqt ìkÅÇÀ � ÅÇÀôìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀRÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀY�x¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊ ÉkÃ ÐÒÎ~É�Ð�xvÀcÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

¿iw ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ
F ⊆ E

¿kÀ Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ·t ÑâÃkÑqt¥É#t ÄÒÀlÅ�zIÉ�ÀWÄÒÎ~ÉkÄ*ÍlË[ÍlÅÇÀ�À(t ìkÊÌÉkÃIÄÒÀOÂaÉYt�Î~ÑâÃ�Ð�ÉkÃ�ÀeÂaÊ/µlÄÒÀe¿kÀ
F
o

á ÀM��Â$¼ÏÎ~ÃRÔlÁnÑÇ¿kÀlÃIÄÒÀ � Î~ÃBÂCìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄ�ú�Ê�Âaì�ä�À G(V,E) ωFES(G) = |E|
ÀlÄ
βFES(G) ≥ 0

��Í�w ÀÏÐÌÄ
ÉkÃ ì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�À�ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄõsPÎ~ÊÌÃ�Ô oC´ Î~Ã�ÐÒÑâ¿�ÔcÊ�Î~Ã�Ð�ÉkÃ�ÀG�«Î~ÑÇÐ�¿kÀ�ìkÅâÉ�ÐÆÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð�t ÑâÃkÑqteÂaÅÇÀÏÐ �Î~ìkÄÌÑqteÂ ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�RìPÎ~ÉkÊ*ÅÇÀ�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À p x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�zIÉkÑ ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇÐÌÄÒÀ�� Â~ÍÏÍÏÀlìkÄÒÀlÊWÍÏÎ$t·t�ÀOÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð*ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�ÀÏÐ
¿iw ÉkÃ�ÀCÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

F
ÄÒÎ~É�Ð¥ÅÇÀÏÐ2ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐW¿iw ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ2Î$skÄ�ÀcÃnÉ�Ð¥ì�ÂaÊ¥Å�w Â¶�ÌÎ~ÉkÄ2Î~É�ÅÇÀeÊÒÀlÄÌÊ�ÂaÑâÄW¿iw ÉkÃ�À%ÂaÊ/µlÄÒÀ

�0Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
F
o ø Ñ

Γ = {γ1, ..., γr}
¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀóÅ�w ÀcÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀÏÐeÍlË[ÍlÅÇÀÏÐOÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀÏÐCÐÌÉ�Ê

G � ÉkÃÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ&t ÑâÃkÑqteÂaÅ
F = {e1, e2, ..., ep}

¿iw ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ�ÊÒÀlÄÒÎ~ÉkÊÆÁïÔlÊÌÑ'~�À��
(FES1) ∀i = 1, ..., r, ∃j ∈ {1, ..., p} / ej ∈ γi

Ù¸0�4#7L0(�Á�(%q0�=Å2 ���/Q(�9087&�/0L���$�E�
(FES2) ∀j = 1, ..., p, ∃ij ∈ {1, ..., r} / γij ∩ F = {ej}

Ù¡���+4 �+�·��%qU
´ Î~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�Å ÂM��Â6t ÑâÅâÅÇÀ

{γi1 , ..., γij , ..., γip}
¿kÀÏÐ�ÍlËnÍlÅÇÀÏÐ�zIÉkÑ � Ð�ÀlÅÇÎ~Ã (FES2) � ì�Â~ÐÒÐÒÀlÃIÄ�Í�ä�Â~ÍlÉkÃì�ÂaÊÆÉkÃ�À�ÉkÃkÑTzïÉ�À¥ÂaÊ/µlÄÒÀ

ej = ujvj
¿kÀ

F
ò[ÄÒÎ~ÉkÄãÍlËnÍlÅÇÀ

γij
ÍÏÎ~ÃnÄÒÀlÃ�ÂaÃIÄXÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð�ÄÌÊÒÎ~ÑÇÐãÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ � ÑâÅ�À(t�xìkÊÌÉkÃIÄÒÀ ¿kÀlÉ-�%ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐª¿[ÑÇÐÌÄÌÑâÃ�ÍlÄÒÀÏÐ

tjuj
ÀlÄ
vjwj

î ��5$0�4<��� 0�%K%T0(��0�4<�
tj = wj

ï ¿kÀ
E\F

ÑâÃ�ÍlÑÇ¿kÀlÃIÄÒÀÏÐ��
ej
o

ø Î~ÑâÄ
F ′ = ∪pj=1{tjuj , vjwj}

Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÆ¿kÀªÍÏÀÏÐ ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ � ÍÏÎ$t·t�ÀªÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ V (F ) = ∪pj=1{uj , vj}¿kÀÏÐ*Ð�Î$t·t�ÀlÄÒÐ¥ÀlÃkú�ÀlÃ�¿[ÊÒÔÏÐ*ì�ÂaÊ*ÅÇÀÏÐ2ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ*¿�À
F
ÀÏÐÌÄ*ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�ÔO¿iw ÂaÉ	t�Î~ÑâÃ�Ð

p
ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ¥¿[ÑÇÐÌÄÌÑâÃ�ÍlÄÒÐ �Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

F ′ � ÀlÃCÄ�ÂaÃIÄRzIÉ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ ¿iw ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐª¿iw À��[ÄÌÊÒÔ(t ÑâÄÒÔXÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐª¿kÀ V (F ) � ÍlÎ~ÃnÄÌÑÇÀlÃIÄªÔlúïÂ¶xÅÇÀ(t�ÀlÃIÄXÂaÉót�Î~ÑâÃ�Ð
p
ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ�¿[ÑÇÐÌÄÌÑâÃ�ÍlÄÒÀÏÐ o á w Î » Å Â ÐÒÀlÊÌÑÇÀ�¿iw Ñqt ìkÅâÑÇÍ¯ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð��

|F ′| ≥ p
ÀlÄ
F ′ ⊆ E\F ⇒ |E\F | ≥ p ⇒ |E| − p ≥ p ⇔ p ≤ |E|/2

¿kÎ~ÃIÄÆÅÇÀ�ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÆÃ�Î~É�ÐÆìPÀlÊ�t�ÀlÄ�¿kÀ�¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ*ÀlÄÆ¿kÀ�ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÊÒÀ��
δFES(G,F ) =

ωFES(G)− p

ωFES(G)− βFES(G)
≥
|E| − |E|/2

|E|
=

1

2
¦

¿F� Ú �À¿ l ¤Å¦��Ð¢9 CÙÅÍ?�  C§¨�¹�£¦�� Ô� f�?�A¦?� ÄØ×��"Í Ï@Ù�Ï� C� Ä¨Í
õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯:� ³ �

MaxSP −B ∈ GLO[δ]® �/0(�E560ÞO ì�ÂaÊÆÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�ÔlÁIÑÇ¿kÀlÃIÄÒÀ3�
Max IS −B

î B.,NU ì?ÂaÊ�Âaú�Ê�Âaìkä�À �-oqpN� ï
¦

¿F� Ú � ª ÌÈÍ#�:��Ï@¤ÅÑÐ¢9Ó<�¡Í#�óÔb�T¤�Ï�Ô�¤¤�?�� f��¥-Í<�¡Í#�Ø�
� Î~É�Ð|ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�ÅÇÀÏÐqìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
ÐÌÑqt ìkÅÇÀÏÐ�¿iw Î~ÊÒ¿kÎ~ÃkÃ�ÂaÃ�ÍÏÀLt�ÀlÃIÄ°¿kÀtÄ��~Í�ä�ÀÏÐ�ÐÌÉkÊ|¿kÀÏÐÞt¥ÉkÅâÄÌÑâìkÊÒÎIÍÏÀÏÐyxÐÒÀlÉkÊÒÐ � Ã�Î~ÄÒÔ MinMS

î �:�K4<�K�������:��%)����!>���ËB8087�7L�$�<ÌCB(*-0/=$�E%)�+4�+ ïCò�ÑÓÅ�Ð�ÀlÊ�ÂãÑâÃIÄÒÔlÊÒÀÏÐ�Ð�ÂaÃIÄ ¿kÀ�ÊÒÀ(teÂaÊ/zïÉ�ÀlÊ



�@u

zIÉ�ÀªÐÌÉ�Ê°ÍÏÀÏÐ°ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐtÐÌÑqt ìkÅÇÀÏÐ � ÅÇÀÏÐ ÐÌÑqt ìkÅÇÀÏÐ Î~ìkÄÌÑqteÂ p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-��úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄ ÉkÃeÀ��kÍÏÀlÅâÅÇÀcÃnÄ°Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÒÄ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�¿�w Âaì�ìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã o
* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:��j�Æ:�

MinMS(k) ∈ GLO[δ]

® �/0(�E560ÞO ÄÒÎ~ÉkÄVÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�ìPÎ~ÉkÊVÅÇÀ<Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À
1
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔôÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀ<É�ÃEÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�¿kÀ

m/(m+ 1)
ÐÒÑ
m
¿kÔÏÐÒÑâú�Ã�À�ÅÇÀ Ã�Î$t3skÊÒÀ*¿kÀGteÂ~Í�äkÑâÃ�ÀÏÐ o

� Ã�À�ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
I
¿[É�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿iw Î~ÊÒ¿kÎ~ÃkÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ(teÀlÃIÄ|¿kÀ�Ä��~Í�ä�ÀÏÐ�ÐÒÉkÊ ¿kÀÏÐit¥ÉkÅâÄÌÑâìkÊÒÎIÍÏÀÏÐÒÐ�ÀlÉkÊÒÐqÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀ

ÀlÃ¥Å Â�¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀt¿iw ÉkÃ2Ã�Î$t3skÊÒÀ
m
¿kÀ�teÂ~Í�äkÑâÃ�À

M1, ...,Mm
ÀlÄ|¿kÀ

n
Ä��~Í�ä�ÀÏÐ

J1, ..., Jn � ¿kÀ ¿[ÉkÊ�ÔlÀÏÐ�¿iw À��[Ô�xÍlÉkÄÌÑÇÎ~Ã0ÊÒÀÏÐÌìPÀÏÍlÄÌÑâÁïÀÏÐ
p1, ..., pn

î«Î~Ã0ÐÌÉkìkìPÎ�ÐÒÀ�zIÉ�À2Å ÂC¿[ÉkÊÒÔÏÀW¿iw À��kÔÏÍlÉkÄÌÑÇÎ~ÃR¿iw ÉkÃ�ÀWÄ��~Í�ä�ÀWÀÏÐÒÄXÑâÃ�¿kÔlìPÀlÃ-x
¿�ÂaÃIÄÒÀ*¿kÀ�ÅÇÂ·teÂ~Í�äkÑâÃ�À*ÐÒÉkÊÆÅ Â$zïÉ�ÀlÅâÅÇÀ*ÀlÅâÅÇÀ*ÐÒÀlÊ�Â Àcù�ÀÏÍlÄÌÉ�ÔÏÀËï o<� Ã�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÒÄÒÀ�ÀlÃ Å Â ÊÒÔlì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã
¿kÀÏÐtÄ��~Í�ä�ÀÏÐ�ÐÒÉkÊtÅÇÀÏÐÐteÂ~Í�äkÑâÃ�ÀÏÐ � ¿kÀãÐ�Î~ÊÌÄÒÀõ�&t ÑâÃkÑqt ÑÇÐ�ÀlÊ�ÅÇÀãÄÒÀ(t ì�Ð�¿iw À��[ÔÏÍlÉkÄÌÑÇÎ~ÃV¿kÀãÅ Â&teÂ~Í�äkÑâÃ�ÀXÅ Â�ì�ÅÓÉ�ÐÐÒÎ~ÅâÅâÑÇÍlÑâÄÒÔÏÀúî�ÑâÅ Ã�w ËBÂ ì�Â~Ð¥¿kÀOÍÏÎ~ÃIÄÌÊ�ÂaÑâÃIÄÒÀÏÐW¿kÀeìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃ�ÍÏÀËï oÞ� Ã�ÀeÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã®ÐÒÀlÊ�Â ÊÒÀlìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÔÏÀOì�ÂaÊ¥ÅÇÀ
ÁïÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ

x ∈ {0, 1}nm
¿kÎ~ÃIÄ¥ÅÇÀÏÐ2ÍÏÎ$t ìPÎ�Ð�ÂaÃIÄÒÀÏÐ

xij
Ã�Î~Ã�ÃIÉkÅâÅÇÀÏÐ2ÍÏÎ~ÊÌÊÒÀÏÐÌìPÎ~Ã�¿kÀlÃIÄÁ� Å�w Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã£¿kÀ

Å ÂCÄ��~Í�ä�À
j
�CÅÇÂ�teÂ~Í�äkÑâÃ�À

i
o�º ÃBÐÒÀ2ÊÒÀÏÐÌÄÒÊÒÀlÑÓÃnÄ � ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ ÉkÃ�ÀM��Î~ÑÇÐ � ìPÎ~ÉkÊ¥Â~ÐÒÐÌÉkÊÒÀlÊ�Å Â%ÍÏÎ~ÃIÁïÀlÊÌú�ÀlÃ�ÍÏÀ�ÀlÃÄÒÀ(t ì�ÐXÊ�ÂaÑÇÐÒÎ~ÃkÃ�Â6skÅÇÀ2¿kÀÏÐ ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐ�¿kÀ*ÊÒÀÏÍ�ä�ÀlÊÒÍ�ä�ÀW¿iw Î~ìkÄÌÑqteÂOÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� � �e¿kÀÏÐãìPÎ~ÑÇ¿kÐãìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ�xt�ÀlÃIÄÐsPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ o�r Â�ìkÑâÊÒÀãÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃCÊÒÀlÁIÑÇÀlÃIÄtÃ�ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃnÄ"��ìkÅ Â~ÍÏÀlÊ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀÏÐtÅÇÀÏÐ Ä��~Í�ä�ÀÏÐ�ÐÒÉkÊ ÉkÃ�À�tÁµ(t�À

teÂ~Í�äkÑâÃ�À � ¿kÀXÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ ωMS(I) =
∑n

j=1 pj � zïÉ�ÂaÃ�¿%ÉkÃ�À�t�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃVÃ�À ìPÎ~ÉkÊÌÊ�ÂH�ÒÂ6teÂaÑÇÐÒ�{ÂaÑâÊÒÀt�Î~ÑâÃ�Ð"zïÉ�ÀXÅ Â¥¿[ÉkÊÒÔÏÀõt�ÎêËïÀlÃkÃ�À ¿iw À��kÔÏÍlÉkÄÌÑÇÎ~Ã ¿kÀÏÐ�Ä��~Í�ä�ÀÏÐªÐÌÉkÊ
m

teÂ~Í�äkÑâÃ�ÀÏÐ&î«Î~ìkÄÌÑqt¥É#t+¿kÉCìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
ÊÒÀlÅ Â¶�kÔËï � ÐÒÎ~ÑâÄ βMS(I) ≥ 1/m ×

∑n
j=1 pj

o�� ÑâÃ�ÐÌÑ � ìPÎ~É�Ê�¿kÀÏÐ�¿[ÉkÊÒÔÏÀÏÐ·sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀÏÐ�ì�ÂaÊ nk ìPÎ~ÉkÊ ÉkÃ�À
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ�ÉkÃkÑâÁ�ÀlÊÒÐ�ÀcÅâÅÇÀ

k � ÅÇÀ ¿[Ñ Â6t�ålÄÌÊÒÀ�¿[Ñ Â6t Π(I)
¿kÀXÅ�w ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÀÏÐÌÄRskÑÇÀlÃósPÎ~ÊÌÃ�Ô ì?ÂaÊ�ÉkÃVìPÎ~ÅâËIÃ ü$t�À

(m− 1)/m×nk+1 ÀlÃOÅ Â*Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ n ¿kÀãÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ o ´ Î~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�ÉkÃCÎ~ìkÄÒÑ't2É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ x ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄÂaÉBÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
1
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�zïÉkÑ�Â~ÍÏÍÏÀlìkÄÒÀOÍÏÎ$t·t�ÀOÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Á�Î~ÑÇÐÒÑÓÃ�À�¿iw ÉkÃ�ÀCÂhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã®¿kÀÏÐ*Ä��~Í�ä�ÀÏÐ2ÂaÉ-�

teÂ~Í�äkÑâÃ�ÀÏÐ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀWÊÒÔlì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃB¿kÎ~ÃIÄ�ÂaÉôìkÅâÉ�Ð Å�w Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃR¿iw ÉkÃ�ÀWÄ��~Í�ä�À ¿[ÑÓù
ålÊÒÀ � ÀlÄ�ÐÌÉkìkìPÎ�ÐÒÎ~Ã�ÐGzIÉ�ÀÅ ÂWìkÊÒÀ(t ÑÇåcÊ�ÀGteÂ~Í�äkÑâÃ�À*ÀÏÐÌÄÆÅ Â2ìkÅâÉ�Ð�Í�ä�ÂaÊÌú�ÔÏÀ � ÐÒÎ~ÑâÄÈzIÉ�w ÀlÅâÅÇÀ�Á�ÔlÊÌÑ'~�À � ÐÌÑ p(Mi)
¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�À�Å Â Í�ä�ÂaÊÌú�À�¿kÀ�ÅÇÂ

teÂ~Í�äkÑâÃ�À
Mi

�
p(M1) =

n∑

j=1

x1j × p1j =
m

max
i=1
{p(Mi) =

n∑

j=i

xij × pij}.

º Ã Ã�Î~ÄÒÀ*ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ
k
Å�w ÑâÃ�¿[ÑÇÍÏÀ*¿kÀ Å ÂWÄ��~Í�ä�À�¿kÀ�ìkÅâÉ�ÐªÅÇÎ~Ãkú�É�À*¿[ÉkÊÒÔÏÀ�ìkÅ Â~ÍÏÔÏÀ*¿�ÂaÃ�Ð

M1 � ÐÒÎ~ÑâÄ

k = argmax{pj : j / x1j = 1}.

ø Ñ Å�w Âhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
x
ÀÏÐÌÄªÉkÃóÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t

1
x{ÅâÎIÍ¯ÂaÅ � ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�ÀlÅâÅÇÀ�Á�ÔlÊÌÑ'~�À��

∀i = 2, ...,m, pk + p(Mi) ≥ p(M1)

(
∑

i)⇒ (m− 1)pk +
(∑n

j=1 pj − p(M1)
)
≥ (m− 1)p(M1)

⇔ m× p(M1) ≤ (m− 1)pk + ωMS(I).



���

r ÂYt�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÀôÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃEÔlÄ�ÂaÃIÄCÃ�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐ�ÂaÑâÊÒÀ(t�ÀlÃIÄVÐÌÉkìPÔlÊÌÑÇÀlÉkÊÒÀôÎ~É ÔlúïÂaÅÇÀú�BÅ ÂB¿[ÉkÊÒÔÏÀ<¿kÀ<Í�ä�Â$zïÉ�À
Ä��~Í�ä�À � Î~ÃóÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÄ

mMS(I, x) ≤

(
1−

1

m

)
βMS(I) +

1

m
ωMS(I) ¦

õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯:��j<jr�
MinMS(k) ∈ GLO

® �/0(�E560
á À�Å ÂãÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã

βMS(I) ≥ 1/m×
∑n

j=1 pj � Î~Ã�¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄ ωMS(I) ≤ m×βMS(I) � ÍÏÀRzIÉkÑ[ìPÀlÊ�t�ÀlÄ¿kÀ�ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÊÒÀ¥Â¯Á�ÀÏÍ�Å Â2ìkÊÒÀlÉkÁïÀ�ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄÒÀ��

mMS(I, x) ≤

(
2−

1

m

)
βMS(I) ¦

r ÂWÁïÀlÊÒÐÌÑÇÎ~Ãó¿[É ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À¥¿iw Î~ÊÒ¿kÎ~ÃkÃ�ÂaÃ�ÍÏÀLt�ÀlÃIÄ ¿kÀ�Ä��~Í�ä�ÀÏÐãÐÌÉkÊ�¿kÀÏÐÈt¥ÉkÅâÄÌÑâìkÊÒÎIÍÏÀÏÐÒÐÒÀlÉkÊÒÐõzïÉ�À�Ã�Î~É�Ð
ÁïÀlÃ�Î~Ã�Ð�¿iw ÔlÄÌÉ�¿[ÑÇÀlÊªÀÏÐÒÄtÅÇÀãìkÊÒÀ(t ÑÇÀlÊ�ì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿kÀ

GLO � GLO[δ]
¿�Î~ÃIÄ�Ã�Î~É�Ð�Ð�Â¯Á�Î~Ã�ÐÒzIÉ�w ÑâÅ�Â~¿-t�ÀlÄ�ÉkÃ

ÐÒÍ�ä�Ô(teÂ ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÒî c �-p	d ï o
º �«� � oJ�b`vu969¼9o!"R5�kRo�8y`b$�$&o�578>oÒoy4Ñ_�oJ�b`9\
 r\
pR6b¼9o

2− opt

* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:��j-lf�
MinTSP (k) ∈ GLO[δ]
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2− opt

ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀ�ÉkÃVÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ�¿�À pËÊ$n-o
ø Î~ÑâÄ

I
ÉkÃ�ÀªÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÆÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÑâÄÌÉ�ÔÏÀ�¿iw ÉkÃ�ú�Ê�Âaìkä�À�ÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄ

G(V,E)
�
n
ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ ÀlÄt¿iw ÉkÃ�ÀªÁ�ÂaÅâÉ�Â¶x

ÄÌÑÇÎ~Ã
d : E → N

¿kÀÏÐ|ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ|¿kÀ
G
o6º Ã¥Í�ä�ÀlÊÒÍ�ä�ÀtÉkÃ*ÄÒÎ~ÉkÊ|ÐÌÉkÊ

V
¿kÀtÍÏÎ$÷kÄÅt ÑâÃkÑqt¥É#t � ÅÇÀ ÍÏÎ$÷kÄ|¿iw ÉkÃ¥ÄÒÎ~ÉkÊÔlÄ�ÂaÃIÄã¿kÎ~ÃkÃ�Ô*ì�ÂaÊ�Å Â ÐÒÎ$t·t�À¥¿kÀÏÐ�ÍÏÎ$÷kÄÒÐã¿kÀÏÐãÂaÊ/µlÄÒÀÏÐHzIÉkÑ ÅÇÀ*ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�ÀlÃIÄ��

mTSP (I, t) =
∑

e∈t d(e)
o

º Ã�ÐÒÀôÅâÑqt ÑâÄÒÀ®ÂaÉ-�EÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐóìPÎ~ÉkÊóÅÇÀÏÐ/zIÉ�ÀlÅâÅÇÀÏÐ
dmax = maxe∈E{d(e)} ≤ nk ìPÎ~ÉkÊóÐËw Â~ÐÒÐÌÉkÊÒÀlÊ

¿kÀ�teÂaÃkÑâìkÉkÅÇÀlÊ2ÅÇÀÏÐ¥ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ2¿iw ÉkÃ®ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀOìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀÏÃIÄ�sPÎ~ÊÌÃ�ÔOÀlÄWÂaÑâÃ�ÐÌÑÒµlÄÌÊÒÀOÀlÃét�ÀÏÐÌÉkÊÒÀ
¿kÀe¿kÔlÄÒÀlÊ�t ÑâÃ�ÀlÊ ¿kÀÏÐ¥Î~ìkÄÌÑqteÂ ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-��ÀcÃ�ÄÒÀ(t ì�Ð¥ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ@��Â¯ÁïÀÏÍ

ωTSP ≤ n.maxe∈E{d(e)}
ÀlÄ

βTSP ≥ n.mine∈E{d(e)} ≥ 0 � ÑâÅ|ÁIÑÇÀlÃIÄ |ωTSP − βTSP | ≤ nk+1 o 
 Î~ÉkÊ ìkÅâÉ�ÐX¿�À¥ÍlÅ ÂaÊÌÄÒÔ � Î~Ã<Ã�Î~ÄÒÀÍÏÎ$t·t�À*ÀlÃ �-oqp�o}n
[u, v]

Å�w ÂaÊ/µlÄÒÀ�¿iw À��[ÄÌÊÒÔ(t ÑâÄÒÔÏÐ
u
ÀlÄ
v
ÀlÄ
d(u, v)

ÅÇÀ�ÍÏÎ$÷kÄãÂ~ÐÒÐ�ÎIÍlÑÇÔ o
� Î~É�ÐGt�Î~ÃIÄÌÊÒÎ~Ã�Ð3zïÉ�ÀWÅÇÀ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À MinTSP (k)

úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑâÄ�Å ÂózïÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ�¿kÀ�ÐÒÀÏÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂ%ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�
ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀ2ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

2 − opt
ìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄÒÔ ÀlÃ �-oqp�o}n-oi� ÃôÄÒÎ~ÉkÊ�Ã�w ÔlÄ�ÂaÃIÄ¥ÂaÉkÄÌÊÒÀ·zïÉ�w ÉkÃ�ÀWìPÀlÊ�t¥ÉkÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃBÐÒÉkÊ

ÅÇÀÏÐãÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ � Ã�Î~É�Ð�Ã�Î~É�Ð�ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÎ~Ã�Ð ¿iw ÉkÄÌÑâÅâÑÇÐÒÀlÊãÉkÃ�À�Ã�Î~Ä�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã:��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�ÀlÅâÅÇÀ o ø Î~ÑÇÀlÃIÄ
t : i 7→ t(i)ÉkÃ Î~ìkÄÌÑqt¥É#t8ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ ÀlÄ

s : i 7→ s(i)
ÉkÃ Î~ìkÄÌÑqt¥É#t8ú�ÅÇÎ$s�ÂaÅ�ò[ìPÎ~ÉkÊÆ¿kÀlÉ-�%ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊÒÐ

i
ÀlÄ
k
¿kÀ Å�w ÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ

{1, ..., n} � tk(i) ¿kÔÏÐÒÑÓú�Ã�À ÅÇÀ k ÑÇå(t�ÀtÐÒÉ�ÍÏÍÏÀÏÐÒÐÒÀlÉkÊ|¿[É¥ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ i ¿�ÂaÃ�ÐqÅÇÀ°ÄÒÎ~ÉkÊ t î�ÂaÑâÃ�ÐÌÑ tn(i) = i
ï � Ä�ÂaÃ�¿[ÑÇÐzIÉ�À

ti,k
¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�À¥ÅâÀ*ÄÒÎ~ÉkÊãÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�¿kÀ

t
Î$skÄÒÀlÃIÉ<ÀlÃ<ÔÏÍ�ä�ÂaÃkú�À¯ÂaÃIÄ ÅÇÀÏÐXÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ

[i, t(i)]
ÀlÄ

[tk(i), tk+1(i)]



���

ÍÏÎ~ÃIÄÌÊÒÀ�ÅÇÀ�ÍÏÎ~ÉkìkÅÇÀ�¿�w ÂaÊ�µcÄ�ÀlÐ
( [i, tk(i)], [t(i), tk+1(i)] )

�

∀i ∈ {1, ..., n}, ∀k ∈ {1, ..., n− 1},

t =
( w
, x�y wNz , t2(i), ..., tk−1(i), x k y wNz , x k+1 y wNz , tk+2(i), ..., tn−1(i), i

)

ti,k =
( w
, x k y wNz , tk−1(i), ..., t2(i), x�y wNz , x k+1 y wNz , tk+2(i), ..., tn−1(i), i

)
.

r w Î~ìkÄÌÑqteÂaÅâÑâÄÒÔ*ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀ*¿kÀ
t
ÐÒÀ ÄÌÊ�Â~¿[ÉkÑâÄ�ì�ÂaÊªÅÇÀÏÐÆÑâÃ�ÔlúïÂaÅâÑâÄÒÔÏÐ��

∀i∈{1, ..., n}, ∀k∈{1, ..., n− 1},

d (
w
, x�y wNz ) + d

( x k y wNz , x k+1 y wNz ) ≤ d
(
i, tk(i)

)
+ d

(
t(i), tk+1(i)

)
,

zIÉkÑ�Ñqt ìkÅâÑTzïÉ�ÀlÃIÄãÀlÃ ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊ
∀i ∈ {1, ..., n}, d (i, t(i)) + d (s(i), t(s(i))) ≤ d (i, s(i)) + d (t(i), t(s(i)))

⇒
∑n

i=1 d (i, t(i)) +
∑n

i=1 d (s(i), t(s(i))) ≥
∑n

i=1 d (i, s(i)) +
∑n

i=1 d (t(i), t(s(i))).ø Â~Í�ä�ÂaÃIÄ
∑n

i=1 d (i, t(i)) =
∑n

i=1 d (s(i), t(s(i))) = mTSP (I, t),∑n
i=1 d (i, s(i)) = mTSP (I, S) = βTSP (I),ÀlÄ ∑n

i=1 d (t(i), t(s(i))) = mTSP (I, u)
Î »

u
ÀÏÐÒÄªÅÇÀ ÄÒÎ~ÉkÊ

(i 7→ t ◦ s ◦ t−1(i)),

ÑâÅ�Ã�À ÊÒÀÏÐÌÄÒÀ�ìkÅâÉ�Ð�zïÉ�w}� ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÊÒÀ
2mTSP (I, t) ≤ βTSP (I) +mTSP (I, u) ≤ βTSP (I) + ωTSP (I)

⇔ mTSP (I, t) ≤ 1/2βTSP (I) + 1/2ωTSP (I) ⇔ δTSP (I, t) ≥ 1/2 ¦

õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯:��j�«:�
MaxTSP (k) ∈ GLO[δ]
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¦

õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯¤��jE¯:� ® �$�E�H���$�-�90õB��$4#7�����4<�90
k
h-!#�$�E�H���$�-�Å�+4<�90���5¶�$%K%T0õ=$�K7(BL�/0(�

[a, b]
�90�%C.(�#0

b ≤ k×a
h

MinTSP [a, b] ∈ GLO
U
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á w ÂaìkÊÒåÏÐWÅÇÀÏÐ2ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð � ÔlÄ�Â6skÅâÑÇÀÏÐ�ÂaÉ£Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ � � zïÉ�w ÀlÃIÄÌÊÒÀlÄÌÑÇÀlÃkÃ�ÀlÃnÄ ÅÇÀÏÐWÔlÁ�ÂaÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀÀlÄ ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀR¿kÀÏÐVìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ

TSP [a, b]
î�ÊÒÀÏÐÒÄÌÊÌÑÇÍlÄÌÑÇÎ~Ãç�x¿kÀÏÐóÂaÊ/µlÄÒÀÏÐVÁ�ÂaÅâÉ�ÔÏÀlÐóÐÌÉkÊ%Å�w ÑâÃIÄÒÀlÊÌÁ�ÂaÅâÅÇÀ

¿[ÑÇÐÒÍlÊÒÀlÄ
[a, b]

ï � Î~ÃT¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄO¿kÀVÅ�w Âaì�ìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀA� pËÊ$n ì�ÂaÊ�ÅÇÀÏÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂ0ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�£¿kÀ
MinTSP [a, b]

ÉkÃVÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄãÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À
ρ
Á�ÔlÊÌÑ'~?ÂaÃIÄÅ�

1

ρ
≤

1

2
+

1

2

b

a
⇔ ρ ≥

2a

a+ b
¦



u$�
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� Î~É�Ð�ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÎ~Ã�Ð3teÂaÑâÃIÄÒÀlÃ�ÂaÃIÄ2¿kÀÏÐ¥Í¯Â~Ð*¿kÀ�Ã�Î~Ã®Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ%ÂaÉ-�RÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ GLO[R]

ò�ÑâÅ¨�{ÂaÉkÄ
ÍÏÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄWÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊWÍÏÀÏÐ*ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐWÂ¯ÁïÀÏÍ�ìkÊÌÉ�¿kÀlÃ�ÍÏÀ � Å Â Ã�Î~ÄÌÑÇÎ~Ã®¿kÀeÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À h x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔeìPÎ~ÉkÁ�ÂaÃIÄµlÄÌÊÒÀG�«Î~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄX¿kÔlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄÒÀ¥¿[É�ÍÏÎI¿�Âaú�À*Í�ä�Î~ÑÇÐÌÑq¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð o � Î~É�ÐÆìPÀlÃ�ÐÒÎ~Ã�Ð�Ã�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄ��WÅ�w ÑâÃ-xÄÒÔlú�Ê�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � ¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀWÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � ¿kÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð*ÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ¯Ð�� ì�ÂaÊ�À��kÀ(t ìkÅÇÀ � Ã�Î~É�Ð�Á�ÀlÊÌÊÒÎ~Ã�Ð¥ÂaÉÍ�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ � zIÉ�À

Max 2CCSP
Ã�ÀWúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑâÄ*ì�Â~Ð�Å ÂózïÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ�¿kÀ�ÐÒÀÏÐ�Î~ì�ÄÌÑqteÂ%ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�ôìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀÏÐ�Á�Î~Ñ'x

ÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐóÂaÉ.ÐÒÀlÃ�Ð%É�ÐÌÉ�ÀlÅ�¿kÀ<ÄÒÀlÅÇÐ%ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À � ÂaÅÇÎ~ÊÒÐózIÉ�ÀôÐÌÑXÅ�w Î~Ã ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kålÊÒÀ0ÐÌÑqt ìkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ

Å�w Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃRÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ � ÅÇÀ2Á�Î~ÑÇÐÒÑÓÃ?Âaú�À p x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ÂaÉkú�t�ÀlÃIÄÒÔ ¿kÀWÍÏÀlÄÌÄÒÀWÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃôúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑ
ìPÎ~ÉkÊÐÒÀÏÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂãÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�2ÉkÃWÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ
ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÑTzïÉ�À�¿kÀ pËÊ$�-o$� ÃWÄÒÀlÊ�t�À�¿kÀ�¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ � ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀ�ÍÏÎI¿�Âaú�À�Ã?ÂaÄÌÉkÊÒÀlÅzIÉkÑ
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kålÊÒÀ ÐÌÉkÊ�ÉkÃ�ÀXÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀG�
n
Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ�ÉkÃ%ÁïÀÏÍcÄ�ÀcÉ�ÊÒskÑâÃ�ÂaÑâÊÒÀ�¿kÀãÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ

n � ¿kÀlÉ-�%Âhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑÇÊÒÀÏÐ
T
ÀlÄ
T
ÐÒÎ~ÃIÄãÀcù�ÀlÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ

n
xv¿[ÑÇÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀÏÐãÀlÄ�Ã�À�ìPÀlÉkÁïÀlÃIÄXÂaÑâÃ�ÐÌÑØµlÄÌÊÒÀ*ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÔÏÀÏÐ

ÍÏÎ$t·t�À ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�ÀÏÐ�¿�ÂaÃ�Ð�ÅÇÀ Í¯Â~¿[ÊÒÀ�¿kÀ ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ�ò ÍÏÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄ � ÑâÅ°ÐÌÉ � Ä*¿iw Â¶��Î~ÉkÄÒÀlÊ*ÉkÃDskÑâÄ

ÐÌÉkìkìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀXÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÉ�ÁïÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ
T
î«ÍÏÀ�zïÉkÑ�¿kÀ(t�ÀlÉkÊÒÀ�ÉkÃOÍÏÎI¿�Âaú�ÀÆÊ�ÂaÑÇÐÒÎ~ÃkÃ?Â6skÅÇÀNï°ìPÎ~ÉkÊ ÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ

ÍÏÀlÅ ÂRìPÎ�ÐÒÐÌÑqskÅÇÀ�� ÑâÅãÐNw Âaú�ÑâÄO¿iw ÑâÃIÄÒÀlÊÌìkÊÒÔlÄÒÀlÊVÍÏÀ�skÑâÄOÍÏÎ$t·t�À�ÅÇÀóÐÒÀlÃ�ÐO¿kÀ ÅÇÀÏÍlÄÌÉkÊÒÀ�¿kÀÏÐ
n
skÑâÄÒÐOÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÐ o

� ÅÇÎ~ÊÒÐ � ÅÇÀ ì�Â~ÐÒÐ�Âaú�Àe¿iw ÉkÃ�ÀeÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃÎ�VÐ�Î~ÃBÍÏÎ$t ìkÅÇÔ�t�ÀlÃnÄ�ÂaÑâÊÒÀOÃ�À ÊÒÔÏÍlÅ Â6t�ÀeìkÅâÉ�Ð
n � teÂaÑÇÐ�ÉkÃBÉkÃkÑTzïÉ�ÀÍ�ä�ÂaÃkú�À(t�ÀlÃIÄXÀlÄªÅÇÀÏÐÆÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

T
ÀlÄ
T
Ð�À ÊÒÀlÄÌÊÒÎ~ÉkÁ�ÀlÃIÄ�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�ÀÏÐªìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÆÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô o


 Î~ÉkÊªÅÇÀlÁïÀlÊªÅ�w Â6t3skÑâú�És��ÄÒÔ¥Âhù�ÔlÊÒÀlÃIÄÒÀ*ÂaÉ ÍÏÎI¿�Âaú�À�¿kÀÏÐÆÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð � ÑâÅ;�{ÂaÉ�¿[Ê�ÂWÍÏÎ$t ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ�ÅÇÀÏÐªÊÒÔÏÐÌÉkÅ'xÄ�ÂaÄÒÐ�Ã�ÔlúïÂaÄÌÑ'�«Ð�ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÔÏÐãÍÏÎ$t·t�À¥ÔlÄ�ÂaÃIÄãÔÏ¿[ÑÇÍlÄÒÔÏÐ�ìPÎ~ÉkÊ�ÉkÃ�À�ÑâÃIÄÒÀlÊÌìkÊÒÔlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ�Ã
“
ìkäIËnÐÒÑTzïÉ�À

”
ÀlÄÆÃ�Î~ÃóìkÅâÉ�Ð

teÂaÄÌä�Ô(teÂaÄÌÑTzIÉ�À*¿kÀÏÐÆÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ o

¿F� © � Ú ­  C�@�¥�iÛy i�¥�6 ;ÑÐ�¹¢9��� ¢ �¡ C§��¹�£¦��
r Â ìkÊÒÀlÉkÁïÀ�¿kÀªÅ�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�Í¯Àã¿[ÉeìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

MaxSat
� Å Â�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ

GLO
Â�ÔlÄÒÔ"�{ÂaÑâÄÒÀÆ¿�ÂaÃ�Ð c p�p1d �ìPÎ~ÉkÊ ÅÇÀªÁ�Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À p x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ÀlÄ°ÉkÃ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ pËÊ$n ò�Ã�Î~É�Ð¨t�Î~ÃIÄÌÊÒÎ~Ã�ÐÐzIÉ�w ÑâÅ�Ã�w ÀlÃeÀÏÐÒÄ
ì�Â~Ð ¿kÀ"tÁµ(t�ÀÆìPÎ~ÉkÊ

ÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ o
* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:��j ² �

MaxSat /∈ GLO[δ]

® �/0(�E560ÞO Î~Ãót�Î~ÃIÄÒÊÒÀ&zIÉ�À ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄ
h � MaxSat /∈ GLO[δ](h)

o
´ Î~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�ÐÆÅ ÂM��Â6t ÑâÅâÅÇÀ�¿iw ÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ

(Ik)k≥1 � Ik = (Xk, Ck) ∀k � ¿kÔ�~�ÃkÑÇÀ�ì�ÂaÊ��
(i) Xk = {x1, x2, ..., xk} ⇒ Lk = {x1, x2, ..., xk} ∪ {x̄1, x̄2, ..., x̄k}

(ii) Ck = P ′k(Lk)\{(x̄1, x̄2, ..., x̄k)}

Î »
P ′k(Lk)

¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�À Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿�ÀlÐ�ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÀÏÐ*¿kÀWÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ
k
¿kÀ Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

Lk
¿kÀÏÐ�ÅâÑâÄÌÄÒÔlÊ�ÂaÉ-�YzIÉkÑ
Ã�À

ÐÒÎ~ÃIÄÆì�Â~ÐÆ¿kÀÏÐÆÄ�ÂaÉkÄÒÎ~ÅÇÎ~ú�ÑÇÀÏÐ o



u�p

Ç Î~ÉkÄÒÀÏÐ ÅÇÀÏÐ�ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ�¿kÀ�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ
k � Ð�ÂaÉ-�nÅ ÂªÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀ°ÍÏÎ$t ìPÎ�ÐÒÔÏÀ ¿kÀÏÐ k ÅâÑâÄÌÄÒÔlÊ�ÂaÉ-��Ã�ÔlúïÂaÄÌÑ'��Ð (x̄1, x̄2, ..., x̄k) �ÐÒÎ~ÃIÄ�¿kÎ~Ã�Í
ú�ÔlÃ�ÔlÊÒÔÏÀÏÐ oNÇ Î~ÉkÄÒÀ ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀ°ÍÏÎ~ÃIÄÒÀlÃ�ÂaÃIÄ|ÂaÉGt�Î~ÑâÃ�Ð ÉkÃ�ÅâÑâÄÌÄÒÔlÊ�ÂaÅïìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑ'� � Å�w Âhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã (1, 1, ..., 1)Ð�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑâÄ�ÅÇÀÏÐ

|Ck|
ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ�ò?¿iw ÂaÉkÄÌÊÒÀ*ì�ÂaÊÌÄ � ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ¥ÂaÉkÄÌÊ�À¥Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã<Ð�ÂaÄÌÑÇÐ���ÂaÑâÄ |Ck| − 1

ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ o>� �Kx
��ÀÏÍlÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄ � ÐÒÎ~ÑâÄ t ÉkÃ�À�Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã � Î~Ã0Ã�Î~ÄÒÀ t0 Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀÏÐ�ÑâÃ�¿[ÑÇÍÏÀÏÐ�¿kÀÏÐ�ÍÏÎ$t ìPÎ�Ð�ÂaÃIÄÒÀÏÐ*ÃIÉkÅÇÐ¿kÀ

t
�

t0 = {i1, ..., ip} = {i ∈ {1, ..., n} / ti = 0} ;

t
Â¯ÁïåcÊ�ÀXÄÒÎ~ÉkÄÒÀÏÐÆÅÇÀÏÐªÍlÅ ÂaÉ�Ð�ÀÏÐ � Ð�ÂaÉ-�|Å Â2ÍlÅ ÂaÉ�Ð�À c0 ¿�ÂaÃ�ÐªÅ Â$zïÉ�ÀlÅâÅÇÀ�ÅÇÀÏÐªÁ~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ�¿iw ÑâÃ�¿[ÑÇÍÏÀ�¿�ÂaÃ�Ð t0 Âaìkì�Â¶xÊ�ÂaÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄ�ÐÒÎ~É�ÐR��Î~Ê�t�À�ìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑâÁ�À�ÀlÄÆÅÇÀÏÐ�ÂaÉkÄÌÊÒÀÏÐÆÁ�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀlÐãÐÒÎ~É�ÐR�«Î~Ê�t�À�Ã�ÔlúïÂaÄÌÑâÁïÀ��

c0 = (x̄1, ..., x̄i1−1, xi1 , x̄i1+1, ..., x̄ij−1, xij , x̄ij+1, ..., x̄ip−1, xip , x̄ip+1, ..., x̄n).

º Ê � c0 À��nÑÇÐÌÄÒÀ
ÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐ�¿�ÂaÃ�Ð Ck
ÐÒÑ
t 6= (1, 1, ..., 1)

oËº Ã¥ÂÆÂaÑâÃ�ÐÌÑ�ìPÎ~ÉkÊ
k
zïÉ�ÀcÅÇÍÏÎ~Ã zIÉ�À

ω(Ik) = |Ck|−1ÀlÄ
β(Ik) = |Ck|

��zIÉ�ÀlÅÇÐ�zïÉ�À�ÐÒÎ~ÑÇÀlÃIÄ Å Â�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ
h
ÀlÄ°ÅÇÀÆÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔãÂ~ÐÒÐ�ÎIÍcÑÇÔ � ÑâÅ?À��nÑÇÐÒÄÒÀ�Â¯ÁïÀÏÍ

Ck
ìPÎ~ÉkÊ

k > h
ÉkÃ�ÀtÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿[É2ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

MaxSat
ìPÎ~ÉkÊ�Å Â$zïÉ�ÀlÅâÅÇÀ�Å�w Âhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã

(0, 0, ..., 0)
ÀÏÐÌÄ��

Å ÂH�«Î~ÑÇÐ
Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�ÀlÄ
ìkÑâÊÒÀªÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃAî�ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�w ÑâÅ��{ÂaÉ�¿[Ê�ÂaÑâÄ°Í�ä�ÂaÃ�ú�ÀcÊ
k
Á~ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ
ìPÎ~ÉkÊ ÂaÉkú�t�ÀlÃIÄÒÀlÊ ÅÇÂ

ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ � ÐÒÎ~ÑâÄ�ìkÅâÉ�Ð�¿kÀ h Í�ä�ÂaÃkú�À(t�ÀlÃIÄÒÐ8ï�ÀlÄ�¿kÀ���ÂaÑâÄ � ÍÏÀlÄÌÄÒÀ�Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃVÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�ÀXÉkÃ%Î~ìkÄÌÑqt¥É#tÅÇÎIÍ¯ÂaÅ ¿kÀ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÆ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ ÃIÉkÅ o<º ÃVÀlÃ ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÄÆÅ Â¥Ã�Î~ÃóÂaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ*¿kÀ
MaxSat

�2Å Â2ÍlÅ Â~ÐÒÐ�À
GLO[δ] ¦

´ ÀlÄÌÄÒÀ ¿kÔ(t�Î~Ã�ÐÌÄÌÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã¥Ã�Î~É�Ð ìPÀlÊ�t�ÀlÄq¿kÀ°¿kÔÏ¿[ÉkÑâÊÒÀ°ÉkÃ�À
ÑâÃ-��Î~Ê�teÂaÄÌÑÇÎ~Ã*Ñqt ìPÎ~ÊÌÄ�ÂaÃIÄÒÀtÐÌÉkÊ�ÅÇÀÏÐi�{Â6t�ÀcÉ�ÐÒÀÏÐ
ÐÒÎ~É�ÐyxvÍlÅ Â~Ð�ÐÒÀÏÐ

Maxk − Sat
¿kÀÏÐ ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐe¿kÀ Ð�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ���Î~Ê�t�ÔÏÀlÐe¿kÀ ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐe¿iw ÂaÉ ìkÅâÉ�Ð

kÅâÑâÄÌÄÒÔlÊ�ÂaÉ-�G�
õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯:��j�¿:�

∀k, ∀h < k, Maxk − Sat /∈ GLO[δ](h)
U

¿F� © � � -B�?�6Í<�JÑÒ¢�ÍÎ�®�¥���¹�J¦�� Ô�ÍL�6¤Å�®�¡Í#�í��Ï@Í#��¤Å¦�Ï
ø Î~ÑâÄ

G(V,E)
ÉkÃOú�Ê�Âaìkä�À�zïÉ�ÀlÅÇÍÏÎ~Ã zIÉ�À � ÑâÅPÃ�ÀãÐNw Âaú�ÑâÄ�ìkÅâÉ�Ð�ÍÏÎ$t·t�ÀãìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀãìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À MinFES¿kÀ ÍÏÎ~ÉkÁnÊÌÑâÊ�ÅÇÀÏÐ�ÍlË[ÍlÅÇÀÏÐ�¿kÀ

G
ì�ÂaÊ�ÅÇÀÏÐ*ÂaÊ/µlÄÒÀÏÐ � teÂaÑÇÐ�ì�ÂaÊ�ÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ���ÉkÃ�À�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃBÀÏÐÌÄ�ÉkÃBÐÒÎ~É�ÐyxÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

U ⊆ V
¿kÀ�Ð�Î$t·t�ÀlÄÒÐÆÄÒÀlÅÅzIÉ�À�ÄÒÎ~ÉkÄ�ÍlË[ÍlÅÇÀ�¿kÀ

G
À(t ìkÊÌÉkÃIÄÒÀ¥ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð�ÉkÃóÐÒÎ$t·t�ÀlÄã¿kÀ

U
o

É ÂaÅâú�ÊÒÔ�ÅÇÀlÉkÊ°ú�Ê�ÂaÃ�¿kÀÆÐÌÑqt ÑâÅ ÂaÊÌÑâÄÒÔ � ÍÏÀÏÐ°¿kÀlÉ-�WìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ Î~ÃIÄ°ÉkÃ�ÍÏÎ$t ìPÎ~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃnÄ¨��Î~ÊÌÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ ¿[ÑâÁïÀlÊÌú�ÀlÃIÄzIÉ�ÂaÃIÄ���ÅÇÀlÉkÊóÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã ì�ÂaÊ ¿kÀÏÐVÎ~ìkÄÌÑqteÂ®ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�EìkÉkÑÇÐ/zïÉ�À
MinFNS � ÍÏÎ~ÃIÄÒÊ�ÂaÑâÊÒÀ(t�ÀlÃIÄA�

MinFES � Ã�w Â~ÐÒÐÌÉkÊÒÀÆì�Â~Ðt¿�ÂaÃ�Ð ÅÇÀ�Í¯Â~Ð ú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅ?Å Â&zïÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ�¿�À�ÐÒÀÏÐ Î~ìkÄÌÑqteÂ�ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-��ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄªÂaÉ-�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ o

* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:��j m �
MinFNS /∈ GLO[δ]



u$n

® �/0(�E560ÞO Î~Ãót�Î~ÃIÄÒÊÒÀ�ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄ
h MinFNS /∈ GLO[δ](h)

o
´ Î~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�ÐXÅ ÂÁ�{Â6t ÑâÅâÅÇÀ2¿kÀÏÐXú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐõskÑâì�ÂaÊÌÄÌÑÇÐ�ÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄÒÐ

Gp(Xp ∪ Yp, Ep)
¿kÔ�~�ÃkÑÇÐ ìPÎ~ÉkÊXÄÒÎ~ÉkÄ

ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ
p ≥ 1

ì�ÂaÊ��

Xp = {x1, ..., xp}, Yp = {y1, ..., yp2}
ÀlÄ

Ep = Xp × Yp.

r ÀÏÐ�ÍlË[ÍlÅÇÀÏÐ�ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀÏÐe¿kÀ
G
ÔlÄ�ÂaÃIÄ�¿kÀ%Å ÂA��Î~Ê�t�À

(xi1 , yi1 , xi2 , yi2 , ..., xij , yij , ..., xis , yis , xi1) �ÉkÃ�À*ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
U
Ð�ÀcÊ²ÂWÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀ¥ÐÌÑ�ÀlÄãÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄXÐÌÑ�ÀlÅâÅÇÀ*ÍÏÎ~ÃIÄÌÑÇÀlÃIÄ�� ÉkÃ�ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ�ìkÊÒåÏÐ�ÄÒÎ~ÉkÄ

Xp
Î~É

ÄÒÎ~ÉkÄ
Yp

�

∀U ⊆ Xp ∪ Yp, U
ÀÏÐÌÄÆÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

⇔ min{|Xp\U |, |Yp\U |} ≤ 178�+4>�$4
∃{xi1 6= xi2} ∈ Xp\U, ∃{yj1 6= yj2} ∈ Yp\U / (xi1 , yj1 , xi2 , yj2 , xi1) ∩ U = ∅

o
� ÅÇÎ~ÊÒÐ�ÅÇÀlÐãÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

Xp\{x1}
ÀlÄ
Up = Yp\{y1}

ÐÒÎ~ÃnÄÆÃ�Î~Ã�Ð�ÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄãÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�Â6skÅÇÀÏÐ � teÂaÑÇÐXÂaÉ�ÐÒÐÌÑÊÒÀ(teÂaÊ/zIÉ�Â6skÅÇÀÏÐ��
Å ÂeìkÊÒÀ(t ÑÇålÊÒÀ ÀÏÐÌÄXÉkÃ0Î~ìkÄÌÑqt¥É#t�ú�ÅÇÎ$s�ÂaÅ
¿kÀ¥Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ
p − 1 � Å ÂOÐÒÀÏÍÏÎ~Ã�¿kÀ2ÉkÃ0Î~ìkÄÌÑqt¥É#tÅÇÎIÍ¯ÂaÅ ¿kÀWÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊ

p2 − 1
ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄ�ÁïÎ~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô � h < 2p − 1 � ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�w ÑâÅP�{ÂaÉ�¿[Ê�ÂaÑâÄ�ÑâÃIÄ�Ôcú�Ê�ÀcÊ�VÅ ÂóÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

p − 1
ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ2¿kÀ

Xp
ì�ÉkÑÇÐ*ÊÒÀlÄÌÑâÊÒÀlÊ

p
ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ2¿kÀ

Up ∩ Yp
ìPÎ~ÉkÊ2ÍÏÎ$t·t�ÀlÃ�ÍÏÀlÊÁ�

Å�w Â6t�ÔlÅâÑÇÎ~ÊÒÀlÊtÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ o�r Â ìkÑâÊÒÀªÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃeÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÒÄÒÀ"zïÉ�ÂaÃIÄÐ� ÀlÅâÅÇÀÈ� ÐÒÔlÅÇÀÏÍlÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�ÀlÊ ÄÒÎ~É�Ð
ÅÇÀÏÐ°ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ
Xp ∪ Yp

o
r Â�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

Up � ìPÎ~ÉkÊWÄÒÎ~É�ÄWÀlÃIÄÒÑâÀlÊ p ≥ 1 � ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�À%¿kÎ~Ã�ÍCÉkÃ£Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐ�ÂaÃIÄWÅÇÀ
Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ@�

δFNS(Gp, Up) =
ωFNS(Gp)− |Up|

ωFNS(Gp)− βFNS(Gp)
=
p+ p2 − (p2 − 1)

p+ p2 − (p− 1)
=

p+ 1

p2 + 1
−→

p→+∞
0.

� ÑâÃ�ÐÌÑ � zIÉ�ÀlÅâÅÇÀ�zïÉ�À2Ð�Î~ÑâÄXÅ ÂOÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ²ÂaÃIÄÒÀ h � Î~ÃôìPÀlÉkÄ�ÍlÊÒÔÏÀlÊ Å ÂÁ�{Â6t ÑâÅâÅÇÀW¿iw ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ (Gp)p>h
ìPÎ~ÉkÊ

ÅÇÀÏÐ/zIÉ�ÀlÅâÅÇÀÏÐ�ÉkÃ�À ÐÒÉkÑâÄÒÀ ¿iw Î~ìkÄÌÑqteÂ ÅÇÎïÍ¯ÂaÉ-�
(Up)p≥1

ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄM�%ÄÒÎ~ÉkÄ�Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�À
h
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô�ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀ

ÉkÃ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿kÀ�ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ¥Â~ÐÌË�t ìkÄÒÎ~ÄÌÑTzïÉ�À(t�ÀlÃIÄ�ÃIÉkÅ
¦á ÅC�{ÂaÉkÄÆÐÒÀ ÊÒÀÏÐÌÄÌÊÒÀlÑâÃ�¿[ÊÒÀ*ÂaÉóÍ¯Â~ÐÆ¿kÀ ú�Ê�Âaìkä�ÀÏÐH�W¿kÀlú�ÊÒÔGsPÎ~ÊÌÃ�Ô ì�ÂaÊÆÉkÃ�À�ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄ�ÂaÃIÄÒÀ

B
ìPÎ~ÉkÊ�Â~Ð�ÐÌÉkÊÒÀlÊ

ì�ÂaÊÆÅÇÀÏÐÆÎ~ìkÄÌÑqteÂ p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�VÉkÃVÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÒÄ�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅq¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã<ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ o
Ý�çaà<�°à?ÜêÛ�öêÛ�àP× ¯¤��j ¾ �

MinFNS −B ∈ GLO[δ]

® �/0(�E560
r Â*ìkÊÒÀlÉkÁïÀ ÀÏÐÌÄ�ÐÒÀ(t3skÅ Â6skÅÇÀG�2ÍlÀlÅâÅÇÀ�zIÉkÑPÃ�Î~É�ÐªÂ¥ìPÀlÊ�t ÑÇÐª¿iw ÔlÄ�Â6skÅâÑâÊ�Å�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿kÀ

MinFES�eÅ ÂOÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ oi´ Î~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�¿�ÂaÃ�ÐXÉkÃ<ú�Ê�Âaìkä�À
G(V,E)

ÉkÃôÐÒÎ~É�ÐyxvÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ
U
¿kÀ2ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐXÑâÃ�ÍlÑÇ¿kÀlÃIÄ

�2ÄÒÎ~É�ÄÆÍlË[ÍlÅÇÀ�¿kÀ
G � ¿kÀ�Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀGt ÑâÃkÑqteÂaÅÇÀ�ò?ÍÏÀcÅ Â�ÐÌÑâú�ÃkÑ'~�À��

∀x ∈ U, ∃γ
ÍlË[ÍlÅÇÀ�ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ

/ γ ∩ U = {x}.



u$�

ø Ñ
U
ÀÏÐÌÄ�ÍlÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�Ô ¿kÀ

p
ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ

u1, ..., up � ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�Î~Ã0ìPÀlÉkÄ{�CÍ�ä�Â~ÍlÉkÃB¿iw ÀlÃIÄÌÊÒÀ�xvÀlÉ-�RÂ~Ð�ÐÒÎIÍlÑÇÀlÊ É�ÃÍlË[ÍlÅÇÀVÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑâÊÒÀ
γi

zïÉkÑÆÃ�w ÑâÃIÄÒÀlÊÒÐÒÀÏÍlÄÒÀ
U

zïÉÅw ÀlÃ ÅÇÀ ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ
ui
o � Î~ÄÒÎ~Ã�Ð ai ÀlÄ bi ÅÇÀÏÐeÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐÂ~¿6�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄÒÐÈ�

ui
¿�ÂaÃ�Ð

γi � ai ÀlÄ bi ÐÒÎ~ÃIÄÒskÑÇÀlÃV¿[ÑÇÐÒÄÌÑâÃ�ÍlÄÒÐGî�ÄÒÎ~É�ÄªÍlËnÍlÅÇÀ ÔlÄ�ÂaÃIÄª¿kÀãÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ�ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ðª¿kÀlÉ-� ï
ÀlÄãÂaìkì�ÂaÊÌÄÌÑÇÀlÃkÃ�ÀlÃIÄ�î�ì�ÂaÊÈt ÑâÃkÑqteÂaÅâÑâÄÒÔËïÆÂaÉóÍÏÎ$t ìkÅÇÔ(t�ÀlÃIÄ�ÂaÑÇÊÒÀ

U
¿kÀ

U
o#� Ã ÐÒÎ$t·t�ÀlÄ�Ã�À ìPÎ~ÉkÁ�ÂaÃIÄ�µlÄÌÊÒÀ

Â~¿6�ÒÂ~ÍÏÀlÃIÄõ� ìkÅâÉ�Ðã¿kÀ
B
ÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ � ÑâÅ�Ë Â ì�ÂaÊ�t ÑqÅ�w ÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ {a1, ..., ap, b1, ..., bp} ÂaÉ:t�Î~ÑâÃ�Ð

2p/BÐÒÎ$t·t�ÀlÄÒÐ�¿[ÑÇÐÌÄÌÑâÃ�ÍlÄÒÐ � ÀlÄ�Î~ÃóÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÄ
|U | ≥

2|U |

B
⇔ |U |(

2

B
+1) ≤ n⇔ |U | ≤

B

B + 2
ωFNS(I) ≤

B

B + 2
ωFNS(I)+

2

B + 2
βFNS(I)¦

¿F� © � © ÌÈÍ �6 ;¥��	Âr�(Ô¨¤>�
r À�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À¥¿[É�Ð�Â~Í�x¹�¶xv¿kÎ�ÐãÀlÃIÄÌÑÇÀlÊãÎ~É:skÑâÁ�ÂaÅÇÀcÃnÄ � ìPÎ~ÉkÊÌÄ�ÂaÃIÄ��«Î~ÊÌÄ�skÑÇÀlÃóÊÒÔÏÐÒÎ~ÅâÉ Ä�ÂaÃnÄ�ÀlÃ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀzIÉ�w ÀlÃ<¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃIÄÒÑâÀlÅ�ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�w ÑâÅ�Â~¿-t�ÀlÄ ¿kÀÏÐXÐÒÍ�ä�Ô(teÂ~Ð ÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄÒÐ � Ã�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÌÑÇÀlÃIÄ ì�Â~Ð���Å ÂeÍlÅ Â~Ð�ÐÒÀ GLO o

ø ÀÏÐãÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐH�«Î~Ê�t�ÀlÃIÄXÉkÃ�À2ÐÒÎ~É�Ð�xvÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ¥¿kÀ¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿kÀ*ìkÊÒÎ~ú�Ê�Â6t·teÂaÄÌÑÇÎ�ÃôÅâÑâÃ�Ô¯ÂaÑâÊÒÀWÀlÃ<Ã�Î$t3skÊÒÀÏÐ
ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊÒÐÆìPÎ~É�ÊÆÅÇÀÏÐ/zIÉ�ÀlÅÇÐªÅ Â�teÂaÄÌÊÌÑÇÍÏÀ*¿kÀÏÐ�ÍÏÎ~ÃIÄÌÊ�ÂaÑâÃIÄÒÀÏÐãÐÒÀ�ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄõ�2ÉkÃóÐÒÀlÉkÅ ÁïÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ o 
 Î~É�Ê�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊ
Å�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�Í¯ÀG�

GLO[R] � Ã�Î~É�ÐtÃ�Î~É�ÐtÅâÑqt ÑâÄÒÀlÊÒÎ~Ã�ÐÆÂaÉCÐÒÎ~É�Ðyx{ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À MaxKS(k)
zIÉkÑ�ÊÒÀlú�ÊÒÎ~É�ìPÀ

ÅÇÀÏÐ�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ�ìPÎ~ÉkÊ�ÅÇÀÏÐ/zïÉ�ÀlÅâÅÇÀÏÐ�Å ÂCìkÅâÉ�Ð�ú�Ê�ÂaÃ�¿kÀ Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ�ÃIÉ#t�ÔlÊÌÑTzIÉ�À�ÀlÃôÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊ*Â6s�Ð�Î~ÅÓÉ�À ÀÏÐÌÄGsPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀ
ì�ÂaÊtÅ Â{zIÉ�ÂaÃIÄÌÑâÄÒÔ

nk Î » n ¿kÔÏÐÌÑâú�Ã�ÀãÅÇÂ*¿[Ñqt�ÀlÃ�ÐÒÑâÎ~Ã%¿kÀ�Å�w ÀÏÐÌì�Â~ÍÏÀX¿kÀ�Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�òIÅÇÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀX¿kÀãÐ�Â~Í�x¹�¶x¿kÎ�Ð � ÅâÑqt ÑâÄÒÔ3��ÍÏÀlÄÌÄÒÀG��Â6t ÑâÅâÅÇÀ¥¿iw ÑÓÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ � ÀÏÐÒÄÆìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅqìkÉkÑÇÐ�zïÉ�À�ÅÇÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À*ú�ÅÇÎ$s�ÂaÅ�Â~¿-t�ÀlÄ�É�ÃÐÒÍ�ä�Ô(teÂO¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃRÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄ oiº Ê � Ã�Î~É�ÐHt�Î~ÃIÄÒÊÒÎ~Ã�Ð�zïÉ�w ÉkÃ<Í¯Â~Ðãì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊ�¿kÀ¥ÍÏÀlÄÌÄÒÀ{��Â6t ÑâÅâÅÇÀ¿kÀªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐtìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t ÑÇÂaÉ#� � ÍÏÀlÅâÉkÑ?¿[ÉeÐ�Â~Í�x¹�¶xv¿kÎ�Ð�skÑâÁ~ÂaÅÇÀlÃIÄÐzIÉkÑ�ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇÐÌÄÒÀH��ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊtÅâÀÏÐ Á~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ�2Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ�¿�ÂaÃ�Ð
{0, 1}

ÀlÄ�zïÉ�À Å�w Î~Ã Ã�Î~ÄÒÀ
MaxKS(k){0, 1} � Ã�w ÀÏÐÌÄÈtÁµ(t�À�ì�Â~Ð�¿�ÂaÃ�Ð GLO o

* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:��j ³ �
MaxKS(k){0, 1} /∈ GLO ∪GLO[δ]® �/0(�E560ÞO Î~Ãót�Î~ÃIÄÒÊÒÀ�ìPÎ~ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄ

h “MaxKS(k){0, 1} /∈ GLO[δ](h)”
o

ø Î~ÑâÄÆÉkÃ�À�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ*¿[ÉVì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ�Ð�Â~Í�x¹�¶xv¿kÎ�ÐÈskÑâÁ�ÂaÅÇÀlÃIÄÆìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄHsPÎ~ÊÌÃ�Ô£�

I

max c · x{
a · x ≤ b

x ∈ {0, 1}n

Â¯ÁïÀÏÍ c ∈ (N?)n
ÀlÄ

max{ci} ≤ nk

a ∈ (N?)n
ÀlÄ

max{ai} ≤ nk

b ∈ N?

� Á�ÀÏÍ
ωKS(I) = 0

ìPÎ~ÉkÊ
x =

−→
0
ÀlÄ

βKS(I) ≤
∑n

i=1 ci ≤ nk+1 ìPÎ~ÉkÊ x =
−→
1 � Å Â<Á~ÂaÅÇÀlÉkÊ�¿kÀÅ�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ

I
ÀÏÐÒÄ"sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÀ�ì�ÂaÊÆÅÇÀ�ìPÎ~ÅâËIÃ ü$t�À

nk+1 o
´ Î~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�teÂaÑâÃIÄÒÀlÃ�ÂaÃIÄ�Å ÂM��Â6t ÑâÅâÅÇÀ*¿iw ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ

(Ih,n)n≥0
¿kÔ�~�Ã�ÑâÀ�ì�ÂaÊ��

∀n ≥ 0, Ih,n =





a = (n− 1, 1, 1, ..., 1)

c = (h− 1, 1, 1, ..., 1)

b = n− 1



u¶�

r À�Á�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ¥Î~ìkÄÌÑqteÂaÅ
x ∗n = (0, 1, ..., 1)

zIÉkÑ°ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇÐÌÄÒÀ��%ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ�ÄÒÎ~É�Ð�ÅÇÀÏÐ*Î$s-��ÀlÄÒÐ*Ð�ÂaÉ-��ÅÇÀ ìkÊÒÀ(t ÑÇÀlÊ
ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÀãÉkÃ�À�ÉkÄÌÑâÅâÑâÄÒÔX¿kÀ

n− 1 � zIÉ�ÂaÃ�¿eÅ Â*ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã%ÍÏÎ$t ìkÅÇÔ�t�ÀlÃnÄ�ÂaÑâÊÒÀ xn = (1, 0, 0, ..., 0)
Ã�w ÂaìkìPÎ~ÊÌÄÒÀ

zIÉ�w ÉkÃ�À<ÉkÄÌÑâÅâÑâÄÒÔ0¿kÀ
h − 1

ò�Î~Ê � Í�w ÀÏÐÒÄCÉkÃ.Î~ìkÄÌÑqt¥É t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ ìPÎ~ÉkÊ%ÄÒÎ~É�Ä%Á�Î~ÑÇÐÒÑÓÃ?Âaú�À
h′
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô � h′ ≤

h � ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�w ÑâÅÐ��ÂaÉ�¿[Ê�ÂaÑâÄ2ìPÎ~ÉkÊ�Â6t�ÔcÅâÑÇÎ~ÊÒÀlÊ Å ÂóÍÏÎ$t ìPÎ�ÐÌÑâÄÌÑÇÎ~Ã£¿[ÉxÐ�Â~Í�x¹�¶xv¿kÎIÍ xn ü~ÄÒÀlÊ2ÅÇÀeìkÊÒÀ(t ÑÇÀlÊ Î$s-�ÌÀlÄ
¿iw ÉkÄÌÑâÅâÑâÄÒÔ

h − 1 � ìkÉkÑÇÐ�Â¶��Î~ÉkÄÒÀlÊ�ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð
h
Î$s-�ÌÀlÄÒÐX¿iw ÉkÄÌÑâÅâÑâÄÒÔ2ÉkÃkÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ o;r ÀÏÐ Î~ìkÄÌÑqteÂeÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�

xn
¿kÀÏÐ

ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ
Ih,n

ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀlÃIÄXÂaÑâÃ�ÐÌÑ�ÉkÃ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿kÀ ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ¥Â~ÐÌË�t ìkÄÒÎ~ÄÌÑTzIÉ�À(t�ÀlÃIÄ�ÃIÉkÅ@�
∀n, δKS(Ih,n, xn) =

h− 1

n− 1
−→

n→+∞
0.

´ ÀÏÐtÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ
Ih,n

t�Î~ÃIÄÌÊÒÀlÃIÄ"zIÉ�À�ÅÇÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀXú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅPÃ�Î~ÃñsPÎ~ÊÌÃ�ÔãÃ�ÀãúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑâÄ�ì�Â~Ð�Å Â{zIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔX¿kÀ
ÐÒÀÏÐÆÎ~ìkÄÌÑqteÂ ÅÇÎIÍÏÂaÉ#�%ÁnÑÇÐyx¹�¶x{ÁIÑÇÐÆ¿kÀ�Á�Î~ÑÇÐÒÑâÃ�Âaú�ÀÏÐ

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ � ÀcÄ�ÍÏÀ&zïÉ�ÀlÅâÅÇÀ&zIÉ�À�ÐÒÎ~ÑâÄÆÅ ÂWÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ h ¦� Ã��{ÂaÑâÄ � ÑâÅ;�{ÂaÉ�¿[Ê�ÂaÑâÄÈsPÎ~ÊÌÃ�ÀlÊÆÅÇÀÏÐªìPÎ~ÑÇ¿kÐ ai ÍÏÎ$t·t�À�ÅÇÀÏÐªÉkÄÌÑâÅâÑâÄÒÔÏÐ ci ìPÎ~ÉkÊ�Î$skÄÒÀlÃkÑâÊHzïÉ�ÀlÅTzIÉ�À�Í�ä�Î�ÐÒÀ��ÐÌÑ
ìPÎ~ÉkÊ*ÄÒÎ~ÉkÄ

i � ai ≤ A
ÀlÄ

ci ≤ C � sCµlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ � ÉkÃBÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t Ã�À��«ÀlÊ�ÂM�ÌÂ6teÂaÑÇÐ&t ÑÇÀlÉ-�YzïÉ�À
b × Cî 78�R���$�-�H��%T����0�4<�õ087(�È=E0H!#�$��=67

1
0(��=Å2 �����+% ���9�

C
ï�ÀlÄ ÉkÃ0Î~ìkÄÌÑqt¥É#t�ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ � ÉkÃ�ÀWÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃDteÂ¶�nÑqteÂaÅÇÀ

ÐÌÑqt ìkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ � �ÒÂ6teÂaÑÇÐ3t�Î~ÑâÃ�Ð�zIÉ�À bb/Ac ≥ (b − A + 1)/A
î 78�õ���$���{��%T����0�4<�{087(�G=�0{!#�$��=67

A
0(�

=Å2 �����+%)�+�9�
1
ï � Â~ÐÒÐÒÉkÊ�ÂaÃIÄªÉkÃ Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄã¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã?î«ÀlÃóÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊ�ÂaÃIÄ

b ≥ A
ïC�

b−A+ 1

AbC
=

b

AbC
−
A− 1

AbC
≥

1

AC
−
A− 1

A2C
=

1

A2C
.

´ ÀCÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄWÃ�w ÀÏÐÌÄ ÍÏÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄ ì�Â~ÐWÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�ÂaÃIÄ�òqÉ�Ã�À%ÂaÉkÄÌÊÒÀCìkÑÇÐÌÄ�ÀCÐÒÀlÊ�ÂaÑâÄ ¿kÀCÐÒÀOÊÒÀlìPÎ~ÊÌÄÒÀlÊ�ÐÌÉkÊ
ÉkÃ�ÐÒÎ~É�Ð�x{ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀeÄÒÀlÅ

MaxS Sum
î ���ËI$�K����� Ì>�#�87N0(�qÌ<��� ïXìPÎ~ÉkÊ¥ÅÇÀLzïÉ�ÀlÅtÅÇÀÏÐ*Á�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊÒÐ

a
ÀlÄ

cÍÏÎ���Ã�ÍlÑÇ¿kÀlÃIÄ��hÑâÅnÐNw Âaú�ÑâÄ � ÔlÄ�ÂaÃIÄ|¿kÎ~ÃkÃ�Ô ÉkÃ2ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ b ÀlÄ n ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊÒÐ c1, ..., cn ¿kÀ Nn � ¿kÀ°ÄÌÊÒÎ~ÉkÁïÀlÊqÅÇÀ¨t�ÀlÑâÅâÅÇÀlÉkÊt ÑâÃ�Î~Ê�ÂaÃIÄe¿kÀ
b
ìPÎ�ÐÒÐÒÑqskÅÇÀCì�ÂaÊWÉkÃ�ÀVÍÏÎ$t3skÑâÃ�ÂaÑÇÐÒÎ~ÃT¿iw ÔlÅÇÔ�t�ÀlÃnÄÒÐ

ci
oPá Å�ÐÒÀCÄÌÊÒÎ~ÉkÁ�À�teÂaÅâä�ÀlÉkÊÒÀlÉ�ÐÒÀ(t�ÀlÃnÄ

zIÉ�ÀW¿kÀ2Ã�Î~ÉkÁïÀ¯ÂaÉRÐÌÉkÊ�ÍÏÀ2ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À � Î~Ã0ìPÀlÉkÄ�À��näkÑqsPÀlÊ�ìPÎ~ÉkÊ�ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ h ÉkÃ�ÀM�{Â6t ÑâÅâÅÇÀ Jh,n¿iw ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐ:zIÉkÑGt�ÀlÄÌÄÒÀ	�x¿kÔ��{ÂaÉkÄVÅ ÂJzïÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔR¿kÀÏÐ Î~ìkÄÌÑqteÂ
h
x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�G�ªìPÎ~ÉkÊ ÄÒÎ~ÉkÄ

n � Î~Ã�¿kÔ�~�ÃkÑâÄ
c = (n2, n2, 1, ..., 1)

Á�ÀÏÍlÄÒÀlÉkÊ�¿kÀ
Nn ÀlÄ b = n2

ò�Å Â�Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã
x? = (1, 0, ..., 0)

ÀÏÐÌÄtÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ú�ÅÇÎ$s�ÂaÅ
¿kÀ¥Á~ÂaÅÇÀlÉkÊ

n2
ÀlÄãÅ ÂOÐÒÎ~ÅâÉkÄÒÑâÎ~Ã

x = (0, 1, ..., 1) � ¿kÀ¥Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ n − 2 � ÀÏÐÌÄXÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t h
x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ�ìPÎ~ÉkÊXÄÒÎ~ÉkÄ

n/h ≤ n − 2
ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�w ÑâÅ¨�{ÂaÉ�¿[Ê�ÂaÑâÄ � ìPÎ~ÉkÊ¥Å�w Â6t�ÔlÅâÑÇÎ~ÊÒÀlÊ � ÊÒÀlÄÌÑâÊÒÀlÊ¥ÄÒÎ~É�Ð¥ÅÇÀÏÐ n − 2

ÔlÅÇÔ(t�ÀlÃIÄÒÐWÍÏÎ~ÃIÄÒÀlÃIÉ�Ð
¿�ÂaÃ�Ð

x
Â¯Á~ÂaÃIÄ�¿kÀ2ìPÎ~ÉkÁïÎ~ÑâÊ�ÔlÁïÀlÃIÄÌÉ�ÀlÅâÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ&t�ÀlÄÌÄÌÊÒÀ

x1
Î~É

x2
� p�o�º Ê � ÅÇÀ2Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÔ2ì�ÂaÊ x �¿kÀ

(n− 2)/n � ÄÒÀlÃ�¿VÑâÃ�¿[É#skÑâÄ�Â6skÅÇÀ(t�ÀlÃnÄ�ÁïÀlÊÒÐ � zIÉ�ÂaÃ�¿ n ÄÒÀlÃ�¿VÁïÀlÊÒÐªÅ�w ÑâÃ-~�ÃkÑ o
º �¥º Y|{ _
o! Ñ8y_
69 r #o! 

GLO[R]
 ro� #\�4r"Ro!pq4 ( o!_�_
o! ~}

� ÉkÄ�ÂaÃIÄªÎ~ÃVÐ�ÂaÑâÄÈ�*ìPÀlÉ%ìkÊÒåÏÐªÍÏÀ�zïÉkÑ�ÍÏÀãì�Â~Ð�ÐÒÀãìPÎ~ÉkÊ
GLO � ÂaÉkÄ�ÂaÃIÄªÅâÀÏÐªÍ�ä�Î�ÐÒÀÏÐªÐÒÎ~ÃIÄ�ÉkÃCìPÀlÉ%ìkÅâÉ�Ð
�Î~É�ÀÏÐ ÍÏÎ~Ã�ÍÏÀlÊÌÃ�ÂaÃIÄ

GLO[δ]
�?¿kÀ{�{Â$¼ÏÎ~Ã�ìkÅâÉ�ÐXú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅÇÀ � Î~ÃôÍÏÎ~ÃkÃ�Â0/ÇÄ�teÂaÅ�ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀ¥ÅÇÀÏÐH��ÊÒÎ~ÃIÄÌÑÇålÊÒÀÏÐ�¿kÀÏÐÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐÆ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã<ÐÒÎ~É�ÐªÅÇÀ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ�¿kÑ ù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅ o



u$�

¿F�À¿?� Ú
GLO[R]

Í#��¢�Í#��¥#¢9 7���6Í#�:Ô9�ð C�Ð��Ï@¤>§¨�9�¡ C���9¤¤�
´ Î$t·t�ÀWÃ�Î~É�Ð ÁïÀlÃ�Î~Ã�Ð�¿kÀ2Å�w ÑâÅâÅâÉ�ÐÌÄÌÊÒÀlÊ*Â¯ÁïÀÏÍ

MaxKS(k) � ÉkÃôìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ìPÀlÉkÄGµlÄÌÊÒÀ “,(�@BL�K%T0 ” ÂaÉÐÒÀlÃ�ÐÆ¿kÀ�Å Â2ÊÒÔÏÐ�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃóÀlÃ ÄÒÀ(t ì�ÐÆìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅqÀlÄãÂ~¿-t�ÀlÄÌÄÌÊÒÀ*¿kÀGteÂaÉkÁ~ÂaÑÇÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂ ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-���

P * GLO
ÀlÄ
P * GLO[δ].

Ç Î~ÉkÄ¥Î~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅ úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑâÄ¥ÉkÃRÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ2ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄ¥ÀlÄ�ì�ÂaÊ¥¿kÔ�~�ÃkÑâÄÌÑÇÎ~Ã � GLO[R]
ÊÒÀlÃ-��ÀcÊ/t�Àe¿kÀÏÐ

ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�ÐÌÉkÊXÅÇÀÏÐ/zIÉ�ÀlÅÇÐãÅÇÀÏÐ�ÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�ÀÏÐ�¿kÀ¥ÊÒÀÏÍ�ä�ÀlÊÒÍ�ä�À2ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÇÀWÎ$skÄÌÑÇÀlÃkÃ�ÀlÃIÄ�ÉkÃôÎ~ìkÄÌÑqt¥É#tFÅÇÎIÍ¯ÂaÅ
ÀlÃ
ÄÒÀ(t ì�Ð*ìPÎ~ÅâËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅ@�|ÂaÑâÃ�ÐÒÑ ÅÇÀlÐ

LSA
ÐÒÎ~ÃIÄ � ÐÌÉkÊ*ÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ2¿�ÀlÐ¥ÍlÅ Â~ÐÒÐ�ÀÏÐ GLO[R] � ¿kÀÏÐ PTAAì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊÒÐ o¨� ÃxÊÒÀlÁ�ÂaÃ�Í�ä�À � ìkÉkÑÇÐ�zïÉ�ÀCÄÒÎ~ÉkÄWìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀVìPÎ~ÅÓËnÃ�Î$t Ñ ÂaÅ{î�zIÉkÑ�ÀÏÐÒÄ Â:�«Î~ÊÌÄÌÑÇÎ~ÊÌÑ

APX[R]
ï

Ã�w ÀÏÐÌÄÆì�Â~ÐªÃ�ÔÏÍÏÀÏÐÒÐ²ÂaÑâÊÒÀ(t�ÀlÃIÄ
GLO[R] � ÑâÅ�ÐNw Âaú�ÑâÄ�¿iw ÉkÃ�À�ÑâÃ�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã�ÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ��

GLO ⊂ APX
ÀlÄ
GLO[δ] ⊂ APX[δ].


 ÂaÊ�ÂaÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÐ � Ã�Î~É�ÐªÅ�w Â¯ÁïÎ~Ã�Ð�ÁnÉ Â¯Á�ÀÏÍ ÅâÀ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿iw Î~ÊÒ¿kÎ~ÃkÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ(t�ÀlÃnÄÈt¥ÉkÅâÄÌÑâìkÊÒÎIÍÏÀÏÐÒÐÒÀlÉkÊ�Î~É ÀlÃ�ÍÏÎ~ÊÒÀÅÇÀÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀX¿kÀ
BinPacking � ÅÇÀÏÐ�ÍlÅÇÂ~Ð�ÐÒÀÏÐ GLO[R]

ÑâÃIÄÒÀlÊÒÐÒÀÏÍlÄÒÀlÃIÄ�Å Â�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ
PTAS

¿kÀÏÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ
Â~¿-t�ÀlÄÌÄ�ÂaÃIÄ�ÉkÃóÐÒÍ�ä�Ô(teÂ ¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã&�

∃Π ∈ GLO / Π ∈ PTAS
ÀlÄ
∃Π ∈ GLO[δ] / Π ∈ PTAS[δ].

r Â�~�ú�ÉkÊÒÀ � oqp Îaù
ÊÒÀOÉkÃ�ÀOÑâÅâÅâÉ�ÐÌÄÌÊ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã£¿kÀÏÐ2ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�Ð·zïÉÅw ÀlÃnÄÌÊÒÀlÄÌÑÇÀlÃkÃ�ÀlÃIÄ ÅÇÀÏÐ2ÍlÅ Â~Ð�ÐÒÀÏÐ
GLO[R]

Â¯ÁïÀÏÍ
ÅÇÀÏÐOÍlÅ Â~ÐÒÐ�ÀÏÐO¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã î !#�$�ú0�I�0��H!>%T0|h�!#�$�E�

GLO[δ]
h
MinPB ∈ GLO[δ] ∩ PTAS[δ]

h
MinTSP (k) ∈ GLO[δ]\PTAS[δ]

0L�
MaxKS(k){0, 1} ∈ P\GLO[δ]

ï o;´ Î~Ã�ÍÏÀlÊÌÃ�ÂaÃIÄ
GLO

ÀlÄ
APX � � É�ÐÌÑÇÀlÅâÅÇÎ%ÀlÄ 
 ÊÒÎ~Ä�Â~ÐÌÑ�t�Î~ÃIÄÌÊÒÀlÃIÄ�¿�ÂaÃ�Ð c pN�id zïÉ�À2Å Â��«ÀlÊ�t�ÀlÄÌÉkÊÒÀ ¿kÀ

GLO
ÐÒÎ~É�Ð

P
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�Ð

ÍÏÎ���Ã�ÍlÑÇ¿kÀ¥Â¯ÁïÀÏÍ
APX

�
GLO

P
= APX.


 Î~ÉkÊ2ÍÏÀlÅ Â � ÑâÅÇÐ&�«Î~ÃIÄ2ÂaìkìPÀlÅÒ� ¿kÀÏÐ*ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ¥ì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊÒÐ2¿kÀeÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ�Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀlÐ�x{ìPÎ~Ã�¿kÔlÊÒÔÏÐzIÉkÑ�ÐÒÎ~ÃnÄ
APX

xvÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄÒÐ ìPÎ~ÉkÊ Å Â
P
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã oE� Ã�ÀªÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�¿kÀ

MaxW Sat
î¯® ������%T,���0G=�09ÌC��=

���K7 ,L�$�ð7L�����+% ���9�"�Á�NI$�+�M���®!#�$4>=��(�/�õ�$560/BG�/�$��4C0 ï�ÀÏÐÌÄ�Å Â ¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀª¿iw ÉkÃ�À�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ
(X,C)

¿kÀ
MaxSat �¿iw ÉkÃõ�ÌÀlÉW¿kÀ�ìPÎ~ÑÇ¿kÐ

p1, ..., pn
ÐÌÉkÊ�ÅÇÀÏÐ|Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ

x1, ..., xn
ÀlÄ�¿iw ÉkÃ�ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ

B ∈ N? ÄÒÀlÅÇÐ�zIÉ�ÀtÅ ÂXÐÒÎ$t·t�À
¿kÀÏÐªìPÎ~ÑÇ¿kÐ

pi
ÀÏÐÌÄ�ÍlÎ$t ì�ÊÌÑÇÐÒÀ�¿�ÂaÃ�ÐÆÅ�w ÑâÃIÄÒÀlÊÌÁ~ÂaÅâÅÇÀ

[B, 2B]
�

B ≤
n∑

i=1

pi ≤ 2B
î
B
ìPÎ~ÉkÁ~ÂaÃIÄHµlÄÌÊÒÀ*ÂaÊ�skÑâÄÌÊ�ÂaÑâÊÒÀ(t�ÀlÃIÄãú�Ê�ÂaÃ�¿<ï

.



u$�

P

PTAS

APX

GLO

Max KS(k){0,1}

Min MS(k)

Max TSP(k)

P

PTAS[δ]

APX[δ]

GLO[δ]

Max KS(k){0,1}

Min BP

Min TSP(k)

Min VC Min FNS

Min C

Max k-Sat-dense

Min MS(k)

Max TSP(k)

!#"%$ x � oqp � 1Ø087{BL%'�6787L087
GLO[R]

0(��%T0873B(%'�$7�7L0�73=Å2 ��!@!>���NI$�+�Á�������$4

� Ã�ÀXÂhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
T
¿kÀÏÐtÁ�ÂaÅÇÀlÉkÊÒÐ�¿kÀãÁïÔlÊÌÑâÄÒÔ � ÐÌÑPÀlÅâÅÇÀXÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑâÄtÄÒÎ~ÉkÄÒÀÏÐ�ÅÇÀÏÐ�ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ � Ð�ÀcÊ�Â¥ÔlÁ�ÂaÅÓÉ�ÔlÀXì�ÂaÊ�Å ÂÐÒÎ$t·t�À�¿kÀÏÐÆìPÎ~ÑÇ¿kÐÆ¿kÀÏÐÆÁ~ÂaÊÒÑÇÂ6s�ÅâÀÏÐÈt ÑÇÐ�ÀÏÐ�� p ì�ÂaÊ

T
òkÐÌÑâÃ�Î~Ã � T ÀÏÐÌÄÆÔlÁ�ÂaÅâÉ�ÔÏÀ{� B �

∀T ∈ {0, 1}n, mWSat(I, T ) =





n∑
i=1

pi × T (xi)
ÐÌÑ
T
Âhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃóÁ�ÂaÅâÑÇ¿kÀ

,

B
ÐÌÑâÃ�Î~Ã

.

´ ÀªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�Â ÔlÄÒÔ"t�Î~ÃIÄÌÊÒÔÆ¿�ÂaÃ�Ð c n��idÅpËÊ$n x�ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂ6s�ÅÇÀ3î ��4C0õ�«-H0/BL���������$4�4>�$4ñ5¶�$%)��=�0¤,(���ð7L�$4<�
B

.(�#�$4>=�%/2 �8!C���+�M��� 4C0"!-���E����� ô �$�Á�$�ð730�I@B8�/=�0(�
2B

ï�ÀlÄ
APX

xvÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄ o ø ÉkÊÆÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍlÀ � Î~ÃÐ�ÂaÑâÄ
ÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉkÑâÊÒÀªÀlÃ ÄÒÀ(t ì�Ð
ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅ�ÉkÃ�ÀÆÂhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
T 0 Ã�Î~Ã Á~ÂaÅâÑÇ¿kÀ��~ÑâÅ�ÐÌÉ � Ä
¿kÀ�ìkÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀªÅ ÂãìkÊÒÀ�x

t ÑÇålÊÒÀXÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀ
c1
ÀlÄ�¿iw Âhù
ÀÏÍlÄÒÀlÊ�ÅÇÀÏÐtÁ�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐtÑâÃIÄÒÀlÊÌÁïÀlÃ�ÂaÃIÄ�¿�ÂaÃ�Ð

c1
¿kÀãÐÒÎ~ÊÌÄÒÀõ�*ÍÏÀHzIÉ�ÀÆÄÒÎ~É�Ð�Ð�ÀÏÐ ÅâÑâÄÌÄÒÔ�x

Ê�ÂaÉ-��ÐÒÎ~ÑÇÀlÃIÄ��{ÂaÉ-��î«Î~Ã�Ê�ÂaìkìPÀlÅâÅÇÀ�zIÉ�w Î~ÃeÐÌÉkìkìPÎ�Ð�À�Ä�Î~É$��Î~ÉkÊÒÐt¿[ÑÇÐÌìPÎ�ÐÒÀlÊ ¿iw ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀÏÐÐzIÉkÑ�Ã�ÀÆÍÏÎ$t ìPÎ~ÊÌÄÒÀlÃIÄ
ì�Â~Ð�¿kÀ2Ä�ÂaÉkÄÒÎ~ÅÇÎ~ú�ÑÇÀËï o�� ÅÇÎ~ÊÒÐXÑâÅ
ÀÏÐÌÄ�ÔLzIÉkÑâÁ~ÂaÅÇÀlÃIÄ�¿[ÉôìPÎ~ÑâÃIÄ�¿kÀ2ÁIÉ�ÀW¿kÀ2Å�w ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃBÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�ÀW¿kÀ
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÀlÊXìPÎ~ÉkÊãÅÇÀÏÐXÂhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã�ÐãÁ�ÂaÅâÑÇ¿kÀÏÐãÅ Â���Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã&�

mWSat(I, T ) = max{B,
n∑

i=1
pi × T (xi)}

o
� ù�ÀÏÍlÄÌÑâÁ�À(t�ÀlÃIÄ � Å Â�Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ Î~ìkÄÌÑqteÂaÅÇÀWÀÏÐÌÄãÑâÃ�Í�ä�ÂaÃkú�ÔÏÀóî

βWSat(I) ≥ W
ïÆÀlÄXìPÎ~ÉkÊXì�Â~ÐÒÐÒÀlÊX¿iw ÉkÃ�À2ÔlÁ~Â¶x

ÅâÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã��¥Å�w ÂaÉkÄÌÊÒÀ � ÑâÅ
ÐÌÉ � Äª¿kÀXÐÒÉ#s�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�ÀlÊÈ�*ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�Âhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃVÁ�ÂaÅâÑâ¿�À T ¿kÎ~ÃIÄ�Å Â¥ÐÒÎ$t·t�À ¿kÀÏÐ�ìPÎ~ÑÇ¿kÐ¿kÀÏÐ�Á~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ�t ÑÇÐÒÀÏÐ¨� p ÀÏÐÌÄ
ÐÌÄÌÊÌÑÇÍlÄÒÀ(t�ÀlÃIÄ°ÑâÃ-�«ÔlÊÌÑÇÀlÉkÊÒÀÈ�
B
Å ÂXÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã

T 0 o�´ Î~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð°¿kÎ~Ã�Í�ÅÇÀ�ìkÊÒÎ6x
skÅÇå(t�À

MaxW Sat
¿kÎ~ÄÒÔW¿iw ÉkÃ�À2ÄÒÀlÅâÅÇÀ{��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã0Î$s-��ÀÏÍlÄÌÑ'� � ÑâÅ�ÀÏÐÌÄXÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ pËÊ$n x�ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂ6skÅÇÀ:î !-�$�

���$�-�90{�«-H0/BL���������$4ú=�087�5¶��%q0����87&=E0�56�(�8���9�|h¨���$�-�90�7L�$% �-�����$4 ,(�$�K7(�$4>�������·���K4#7
B

.L�-�$4C=
βWSat

�/087(�90
�/�$��4C�Ð!#�$�

2B
ï°ÀlÄ

APX
xvÍÏÎ$t ìkÅÇÀlÄ&î c n��id ï o 
 Î~ÉkÊ�¿kÔ(t�Î~ÃnÄÌÊÒÀlÊ�Å�w ÔlúïÂaÅâÑâÄÒÔ GLOP

= APX � � É�ÐÌÑÇÀlÅâÅÇÎ2ÀlÄ
 ÊÒÎ~Ä�Â~ÐÌÑ ÐÒÀ2Ê�Â6t�ålÃ�ÀlÃIÄ¥ÂaÉRÍ¯Â~¿[ÊÒÀWìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t ÑÇÂaÅÇÀ(t�ÀÏÃIÄ{sPÎ~ÊÌÃ�Ô�Â¯ÁïÀÏÍ2ÅÇÀ2ìkÊ�Î$skÅÇå�t�À
MaxW Sat − PB



u�u

¿kÎ~ÃIÄÆÅ�w Î$s-�ÌÀÏÍlÄÌÑ'�
ÀÏÐÌÄÆÅÇÀ�ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄ��
∀T ∈ {0, 1}n, mWSat−PB(I, T ) = n+

⌊
n(mWSat(I, T )−B)

B

⌋
.

� Á�ÀÏÍªÍÏÀlÄÌÄÒÀR��Î~Ã�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃeÎ$s-��ÀÏÍlÄÌÑ'� � Î~Ã�ÐNw Â~Ð�ÐÌÉkÊÒÀ"zïÉ�ÀªÅÇÂ Á�ÂaÅÇÀlÉkÊ°¿kÀªÄÒÎ~ÉkÄÒÀÆÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃeÐ�ÀlÊ�Â ÍÏÎ$t ìkÊÌÑÇÐÒÀÆÀlÃIÄÌÊÒÀ nÀlÄ
2n � Å Â�¿[ÑÓù
ÔlÊÒÀlÃ�ÍÏÀ mWSat(I, T )−B

ÔlÄ�ÂaÃIÄ°ÄÒÎ~É$�ÌÎ~ÉkÊÒÐ°ÍÏÎ$t ìkÊÌÑÇÐÒÀ�ÀlÃIÄÌÊÒÀ � ÀlÄ
B
o@� ÑâÃ�ÐÌÑ � ÅÇÀªìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À

MaxW Sat−PB
ÀÏÐÌÄ�ÍlÅ ÂaÑâÊÒÀ(t�ÀlÃIÄÆ¿�ÂaÃ�Ð

GLO � ÔlÄ�ÂaÃIÄ�ìPÎ~ÅâËIÃ�Î$t Ñ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃnÄ"sPÎ~ÊÌÃ�Ô�î �$4�0�7���=@�$4>B{�67|=
78���/�"=E0R�����$��560��Ø!-���

LSA
��4��8!C���+���E�Ö%q�NB��$% 0�4��90��H!<7�!#�$%*'$4C�$�����$% ï � ÀlÄqúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐÒÐ�ÂaÃIÄqÄÌÊÌÑâÁnÑ ÂaÅÇÀ(t�ÀlÃIÄÉkÃóÊ�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ pËÊ$n ìPÎ~ÉkÊãÄÒÎ~ÉkÄãÎ~ìkÄÌÑqt¥É#t ÅÇÎIÍ¯ÂaÅÒî B��$����0�B<2 087��"=�� ô S�%T0�B��67M=�0M���$�-�90{7(�$%)�-�����$4 ï o>º Ê � ÑâÅÀÏÐÌÄ"t�Î~ÃIÄÌÊÒÔ�¿�ÂaÃ�Ð c n��0d zïÉ�À MaxW Sat

ÀÏÐÌÄ
P
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑqskÅÇÀ{�WÐ�Â¥Ê�ÀlÐÒÄÌÊÌÑÇÍlÄÌÑÇÎ~Ã

MaxW Sat− PB
ÀlÄ

ÍÏÀlÅ Â ÐÌÉ � ÄH�WÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉkÊÒÀ��
APX

P
∝MaxW Sat

P
∝MaxW Sat− PB ∈ GLO

GLO ⊂ APX

}
⇒ GLO

P
= APX ¦

´ ÀlÄÌÄÒÀ�ÔlúïÂaÅâÑâÄÒÔ�ÑâÃ�¿[ÉkÑâÄÆÃ�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄHz>w ÉkÃ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À
APX

zIÉkÑ
Ã�w ÀÏÐÒÄªì�Â~Ð
GLO

î«ÀlÄÆÃ�Î~É�Ð�Â¯ÁïÎ~Ã�Ð
ÁnÉézIÉ�ÀO¿kÀeÄÒÀlÅÇÐ¥ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐWÀ��[ÑÇÐÌÄÒÀlÃIÄ8ï�ÐÒÀeÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄ ÂaÉét�Î~ÑâÃ�Ð¥ì�ÂaÊ

P
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã£� ÉkÃ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀC¿kÀ

GLO
o � Î~ÄÒÎ~Ã�Ð2ÂaÉBì�Â~ÐÒÐ�Âaú�À�zïÉ�À�ÍÏÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À � MaxW Sat − PB � Ã�w ÀÏÐÒÄ�ì�Â~Ð2ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂ6skÅÇÀCÀlÃ¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅÒ��t�Î~ÑâÃ�Ð3zIÉ�À

P
Ã�w ÔlúïÂaÅÇÀ

NP
��Ã�Î~É�Ð{t�Î~ÃIÄÌÊÒÎ~Ã�Ð*ì�ÂaÊ*ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã?�%ì�ÂaÊÌÄÌÑâÊ¥¿kÀ

Sat
zïÉ�À

ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ*ÂaìkìkÊÒÎN�[ÑqteÂaÄÌÑÇÎ~Ã�¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ�Ã�Î~Ã ÃIÉkÅâÅÇÀ�¿kÀ�ÍÏÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�ìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÌÊ�ÂaÑâÄã¿kÀ�¿kÔÏÍlÑÇ¿kÀlÊ
Sat

o
* ßqüïà?ç¶ÃnþRÙ ¯:�ðl Æf� °>�$�����$%j+@�$�����+*���0&!-��%*'$4>�$�����$%

A
�8!@!>���ËB�*-�{!#�$���

MaxW Sat − PB
�L������%)�+�

��4����8!@!#�$�(�Ò=$� -H���/0�4<����0�%Þ=�0"!#0��¶,L�$�8�Á�$4CB�0{4<�E%NO%�
δMaxW Sat−PB = 0.® �/0(�E560


 Î~ÉkÊ�ÍÏÀ � ÍÏÎ~Ã�ÐÌÑÇ¿kÔlÊÒÎ~Ã�Ð�ÉkÃ�ÀtÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ I = (X,C)
¿kÀ

Sat
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�ÔÏÀ�¿kÀ

n
Á~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐÞsPÎIÎ~ÅÇÔÏÀlÃkÃ�ÀÏÐ

x1, ..., xn
ÀlÄ
m
ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ

c1, ..., cm
ò�Î~Ã0ÑâÃIÄÌÊÒÎI¿[ÉkÑâÄ*ÉkÃRÀlÃ�Ð�À�tMskÅÇÀ

Y = {y1, ..., yn}
¿kÀ

n
Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ

sPÎIÎ~ÅÇÔÏÀlÃkÃ�ÀÏÐãÀlÄÆÅÇÀÏÐÆ¿kÀlÉ-�VÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀÏÐ
C ′
ÀlÄ
D
¿kÀ�ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ�ÐÌÉkÑâÁ�ÂaÃIÄÒÐ��

C ′ =
n⋃

i=1

n⋃
j=1
{c′i,j}

Î »
c′i,j = ci ∨ ȳj

D =
n−1⋃
j1=1

n⋃
j2=j1+1

{(yj1 , yj2)}.

� Ã Â~Ð�ÐÒÎIÍlÑ ÂaÃIÄ�ÂaÅÇÎ~ÊÒÐ�ì�ÂaÊÆÀ��kÀ(t ìkÅÇÀ&�2Í�ä�Â$zIÉ�ÀXÁ�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀ
xi
ÉkÃVìPÎ~ÑÇ¿kÐ

pXi = 1 � �WÍ�ä�Â$zïÉ�À Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀ
yj
ÉkÃCìPÎ~ÑÇ¿kÐ

pYj = 3 � ÀcÄªÀlÃCìPÎ�Ð�ÂaÃIÄ B = 2n � Î~ÃVÎ$skÄÌÑÇÀlÃIÄ�ÉkÃ�ÀãÑâÃ�ÐÒÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ I ′ ¿kÀ MaxW Sat
¿kÎ~ÃkÃ�ÔÏÀ

ì�ÂaÊ�Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀXÁ~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ
X ∪ Y � Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ�¿kÀ ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ C ′ ∪D � ÅÇÀÏÐÞ�ÌÀlÉ-�C¿kÀXìPÎ~ÑÇ¿kÐ pX ÀlÄ pYÀlÄÆÅ ÂWÍÏÎ~Ã�ÐÌÄ�ÂaÃIÄÒÀ

B
o#� ù
ÀÏÍlÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ � ÅÇÀÏÐªìPÎ~ÑÇ¿kÐÆÁïÔlÊÌÑ'~�ÀlÃIÄÈskÑÇÀlÃóÍÏÎ$t·t�À�ÑâÅ ÐÒÀ�¿kÎ~ÑâÄÅ�

n∑

i=1

pXi +
n∑

j=1

pYj = n+ 3n = 4n ∈ [B = 2n, 2B = 4n].
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� Ã�ÀWÂhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
T ′
Ã�Î~ÃôÐ²ÂaÄÌÑÇÐy��ÂaÑÇÐ�Â6s�ÅâÀ2ÊÒÔ¯ÂaÅâÑÇÐÒÀlÊ�ÂOÉkÃ�À2ìPÀlÊy��Î~Ê�teÂaÃ�ÍÏÀ ¿kÀ

B
ò?ì�ÂaÊ�ÂaÑâÅâÅÇÀcÉ�ÊÒÐ � ìPÎ~ÉkÊÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑâÊÒÀXÅ�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

D
¿kÀ ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ � ÉkÃ�À�Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã T ′ ¿kÀlÁnÊ�Â3t�ÀlÄÌÄÌÊÒÀ*ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð

n− 1
Á�ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ

yj
� p î«ÐÌÑâÃ�Î~ÃRÉkÃ�À ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀ

(yj1 , yj2)
Ã�À�ÐÒÀlÊ�ÂCì�Â~Ð�Á�ÔlÊÌÑ'~�ÔÏÀËï ÀlÄ*ÂaÑâÃ�ÐÒÑ � ÐÒÀlÊ�Â%ÔlÁ�ÂaÅâÉ�ÔÏÀWì�ÂaÊ�Å Â%ÐÒÎ$t·t�À¿kÀÏÐ�ìPÎ~ÑÇ¿kÐã¿kÀÏÐ�Á~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ�t ÑÇÐ�ÀÏÐH� p � ÍÏÀlÄÌÄÒÀ*ÐÒÎ$t·t�À*Á~ÂaÅ ÂaÃIÄXÂaÉ:t�Î~ÑâÃ�Ð

3(n− 1) ≥ B
oC´ ÀlÅ Â�ÐÌÑâú�ÃkÑ'~�À

ÂaÉ�ÐÒÐÌÑÞzIÉ�w ÉkÃ�ÀWÂhù
ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
T ′ � ìPÎ~É�Ê�µcÄÒÊÒÀ¥Ð²ÂaÄÌÑÇÐy��ÂaÑÇÐ²Â6skÅÇÀ¥ÐÌÉkÊ I ′ � ¿kÀlÁnÊ�Â�Ñqt ìPÔlÊ�ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ�Å�w µlÄÌÊÒÀ¥ÄÒÎ~ÉkÄÂaÉkÄ�ÂaÃIÄ�ìPÎ~É�Ê

I
�kìPÎ~ÉkÊãÉkÃ�À�Á~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀ

yj
Âhù�ÀÏÍlÄÒÔÏÀ3� p î«ÀlÄ�Î~ÃóÁnÑâÀlÃnÄ�¿kÀ�Á�Î~ÑâÊHzïÉ�À*Í�w ÔlÄ�ÂaÑâÄ�ÅÇÀ*Í¯Â~Ð�¿iw ÂaÉ

t�Î~ÑâÃ�Ð
n − 1

Á~ÂaÊÌÑ Â6skÅÇÀÏÐ�ï � Å Â%ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀ c′i,j = ci ∨ ȳj
Ã�À ÐÒÀlÊ�Â Â¯Á�ÔlÊÒÔÏÀÁzIÉ�w Â%ÍÏÎ~Ã�¿[ÑâÄÌÑÇÎ~ÃézïÉ�ÀWÅ Â%ÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀ

ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀ
ci
ÅÇÀWÐÒÎ~ÑâÄ�ÀlÅâÅÇÀ�x�tÁµ(t�À o�� ÑâÃ�ÐÌÑ � ÉkÃ�À Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃRÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÅÇÀWÐÒÀlÊ�ÂOÄÒÎ~É$��Î~ÉkÊÒÐ&�OÁ~ÂaÅÇÀlÉkÊ�¿�ÂaÃ�Ð

[3(n − 1), 4n]
zIÉ�ÂaÃ�¿ôÄÒÎ~ÉkÄÒÀeÂaÉkÄÌÊÒÀ Ð�Î~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ãú��ÀlÊ�Â � Ã�Î~É�Ð�Å�w Â¯ÁïÎ~Ã�Ð�¿[ÑâÄ � B = 2n

o ø Ñ
ÉkÃBÂaÅâú�Î~ÊÌÑâÄÌä#t�À
ÂaìkìkÊÒÎIÍ�ä�ÔCìPÎ~ÉkÊ

MaxW Sat
Â~ÐÒÐÌÉkÊÒÀOÉkÃ�Ê�ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ¿[ÑÓù�ÔcÊ�ÀcÃnÄÌÑÇÀlÅ�Ã�Î~Ã®ÃIÉkÅ�ÑâÅtìPÀlÊ�t�ÀlÄÌÄÒÊ�Â � ÐÌÉkÊ I ′ � ¿kÀÊÒÀlÃIÁïÎêË�ÀlÊXÉkÃ�À2ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~ÃôÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÅÇÀ¥ÐNw ÑâÅ|ÀlÃôÀ��[ÑÇÐÌÄÒÀ � ÀlÄX¿kÎ~Ã�Í2¿kÀ¥ÊÒÀÏÍÏÎ~ÃkÃ�Â0/ÇÄÌÊÒÀWÐÌÑ|Î~ÉkÑ�Î~É�Ã�Î~Ã I ÀÏÐÌÄÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÅÇÀ o@á Å�ÀlÃ�ÀÏÐÒÄ°¿kÀ"tÁµ(t�ÀªìPÎ~ÉkÊ

MaxW Sat−PB
Î » ÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�Âhù�ÀÏÍlÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃeÃ�Î~ÃeÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÅÇÀ

ÐÒÀlÊ�Â2ÔlÁ�ÂaÅâÉ�ÔÏÀ&�
n
ÀcÄªÄÒÎ~ÉkÄÒÀ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã Ð�ÂaÄÌÑÇÐ���ÂaÑÇÐ�Â6skÅÇÀG� ÂaÉ�t�Î~ÑâÃ�Ð

n+ 1
î«Î~ÃVìPÀlÉkÄÆÐÌÉkìkìPÎ�ÐÒÀlÊ

n ≥ 5
ÀlÄ

ÂaÑâÃ�ÐÌÑ � n(mWSat(I, T )−B)/B ≥ n(3(n− 1)− 2n)/2n = (n− 3)/2 ≥ 1
ï
¦r ÂÆÍÏÎ~Ã�ÐÒÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã�zïÉ�À°Ã�Î~É�Ð�ÁïÀlÃ�Î~Ã�Ðq¿kÀ ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÀlÊqìkÊÒÎI¿[ÉkÑâÄ�¿kÀÏÐqÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐ|¿kÀ°Ä�ÂaÑâÅâÅÇÀ n ÐÌÉkÊ�Å�w ÀlÃ�ÐÒÀ(t3skÅÇÀ

D
ÍÏÎ~Ã�ÐÌÄÌÑâÄÌÉ�Ô�¿�ÀlÐCÍÏÎ~ÉkìkÅÇÀÏÐ

(yj1 , yj2)
ÀlÄO¿kÀÏÐCÍlÅ ÂaÉ�ÐÒÀÏÐC¿kÀ:tÁµ(t�ÀóÄ�ÂaÑâÅâÅÇÀ�zïÉ�À�ÍÏÀlÅâÅÇÀ�¿kÀÏÐOÍlÅ ÂaÉ�Ð�ÀÏÐO¿�À

Å�w ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ�ÑâÃkÑâÄÌÑ ÂaÅÇÀ � ��ÉkÃWÅâÑâÄÌÄÒÔlÊ�ÂaÅ[ì�ÊÒåÏÐ�ò~ÂaÉ�Ð�ÐÌÑ � Å ÂãÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÔÏÀ�ìPÀlÉkÄ�ÄÌÊ�ålÐPskÑÇÀlÃ·µlÄÌÊÒÀ�ÁnÉ�ÀtìPÎ~ÉkÊÄÌÊ�ÂaÃ�Ðy��Î~Ê�t�ÀlÊãÉkÃ�À*ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍÏÀ¥¿kÀ
k − Sat

ìPÎ~ÉkÊ
k ≥ 3

ÀlÃ�ÉkÃ�À�ÑâÃ�ÐÌÄ�ÂaÃ�ÍlÀ2¿kÀ
MaxW (k + 1) − Sat �ÑâÃ�¿[ÉkÑÇÐ�ÂaÃIÄ ÐÌÉkÊãÍÏÀ¥¿kÀlÊÌÃkÑÇÀlÊXìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À¥ÅÇÀÏÐ�tÁµ(t�À*ÊÒÔÏÐÒÉkÅâÄ�ÂaÄãÃ�ÔlúïÂaÄÌÑ'� ¿iw Âaìkì�ÊÒÎN�nÑqteÂ6skÑâÅâÑâÄ�Ô2¿[ÑÓù�ÔlÊÒÀlÃIÄÌÑÇÀlÅâÅÇÀ

zIÉ�À�ÐÌÉkÊªÅÇÀ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�ú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅ o
õ à�çaà?Ú«Ú�Ö�Û�çhÙ ¯:�ðl;jr� °>�$�-�Ø�$%j+@�$���+�+*���0�!#�$%*'$4>���M���$%

A
�8!@!>���ËB�*#��!#�$�E�

MaxW k−Sat−PB
�L������%)�+�

��4·���8!�!-�$�(��=$� -H���/0�4<����0�%#=�0Ø!#0��¶,L�$�8�Á�$4CB�0R4 ��% h�0(��B80".(� 0�%K%T0�.(� 0Ò7(�$���C%'�&B��$4#7�����4<�90
k ≥ 4

B��$4#78��=����/��0ÞO

∀k ≥ 4, δMaxW k−Sat−PB = 0.

¿F�À¿?� �
GLO[R]

Í#��¢�Í#��¥#¢9 7���6Í#�:¢�¤ÅÙÅ�¥�P¦¨Ír�

GLO ∩GLO[δ] ∩MaxSNP 6= ∅


 ÂaÊOÀ��kÀ(t ìkÅÇÀ � Max IS − B ∈ GLO[R]
ìPÎ~ÉkÊ

R = ρ, δ
ò
ì�ÂaÊCÂaÑâÅâÅÇÀlÉkÊÒÐ � ÐÌÑ�Î~ÃTÐ�À%ÊÒÀÏÐÌÄÒÊÒÀlÑÓÃnÄCÂaÉÍ¯Â~Ð�ÍlÅ Â~ÐÒÐÌÑTzIÉ�À � ÅÇÀ2ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À Max 3 − Sat

Ð�À(t3skÅÇÀH��Î~É�ÀlÊ ÉkÃôÊ/ü~ÅÇÀ ÍlÅÇÀ��tìkÉkÑÇÐ/zIÉ�À2Ã�Î~Ã0ÐÒÀlÉkÅÇÀ(t�ÀlÃIÄ�ÑâÅ
Âaìkì�ÂaÊÌÄÌÑÇÀlÃIÄÈ�

GLO
teÂaÑÇÐ�ÀlÃOìkÅâÉ�Ð � ÄÒÎ~ÉkÄtìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿kÀ MaxSNP

ÐNw Ë ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄ�ì�ÂaÊ
LOP

x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã
î c p�p	d ïC�

∀Π ∈MaxSNP, Π
LOP
∝ Max 3− Sat.
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Max SNP0

Max NP0

APX

GLO

Max 2-CCSP

Max k-Sat

Max Sat

Max � -Sat-PB

Max SNP0

Max NP0

GLO[δ]

Max 2-CCSP

Max IS-B

?

Min C

Max TSP(k)

Max Cut Max Cut

Min TSP(k)

!#"�$Cx � o}n � 1Ø087{B(%q�6787L087
GLO[R]

0L��%T087{BL%'�6787L087{%'��+$��.(�#0�7
r Â

LOP
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍcÄÒÑâÎ~Ã ÀÏÐÌÄ ÉkÃ�À%ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~ÃK¿kÔ�~�ÃkÑÇÀó¿�ÂaÃ�Ð c p�p	d zïÉkÑªìkÊÒÔÏÐ�ÀlÊÌÁ�ÀVìPÎ~ÉkÊ�Å�w Âaì�ìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ~ÃÅÇÀÏÐ�ÐÒÍ�ä�Ô(teÂ2¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�nÑqteÂaÄÌÑÇÎ�ÃVì�ÂaÊ

L
x{ÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã � ìPÎ~ÉkÊ�Å Â2ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀXÅÇÀÏÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂ¥ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�Oì�ÂaÊ LOC xÊÒÔÏ¿[É�ÍlÄÌÑÇÎ~Ã o

∃Π ∈ (GLO ∩GLO[δ]) \MaxNP, ∃Π ∈MaxSNP\ (GLO ∪GLO[δ])


 Î~ÉkÊ
R ∈ {ρ, δ} � Å ÂóÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀ GLO[R]

ÀlÄ*ÅÇÀÏÐ2ÍlÅÇÂ~Ð�ÐÒÀÏÐ
MaxSNP � MaxNP

ÐNw ÑâÃIÄÒÀlÊÒÐÒÀÏÍlÄÒÀlÃIÄMskÑÇÀlÃ
Ð�÷kÊ � ìkÉkÑÇÐ/zIÉ�À GLO[R]

ÍÏÎ$t ìPÎ~ÊÌÄÒÀ ¿kÀÏÐ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�¿kÀ
MaxSNP � teÂaÑÇÐ ÑâÅ�Ã�w Ë<Âeì�Â~Ð�¿kÀ2ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã¿iw ÑâÃ�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã&��ÑâÅ ÀÏÐÌÄ*¿kÀÏÐ*ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ¥¿kÀ

MaxSNP
zIÉkÑ°Ã�À úïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐÒÐÒÀlÃIÄ¥ì�Â~Ð�Å ÂózIÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔe¿kÀ ÅÇÀlÉkÊÒÐ

Î~ìkÄÌÑqteÂBÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-��î
Maxk − CSP ∀k ≥ 2 c nid � Max 2 − CCSP c ���0d ìPÎ~ÉkÊ GLO � ¿kÎ~Ã�ÍóìPÎ~ÉkÊ

GLO[δ]
ï � ¿kÀÏÐÆìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿kÀ GLO[R]

zïÉkÑ Ã�À�ÐÒÎ~ÃIÄÆì�Â~Ð
MaxNP

î
MaxTSP (k)

ìPÎ~ÉkÊ
GLO

ÀlÄ
GLO[δ] � MinC

ìPÎ~ÉkÊ
GLO[δ]

ï o;� Ã#~�Ã � ¿kÀÏÐ�ÔlúïÂaÅâÑâÄÒÔÏÐ MaxNP
P
= APX

ÀlÄ
GLO

P
= APX �Î~Ã£¿kÔÏ¿[ÉkÑâÄ

MaxNP
P

= GLO
P ò�ÀlÃxì�ÂaÊÌÄÌÑÇÍlÉkÅâÑÇÀlÊ � ÄÒÎ~ÉkÄ ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À ¿kÀ GLO ÐÒÀ

P
x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄ���ÉkÃ

ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ
MaxNP � ÄÒÎ~ÉkÄ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�À�¿kÀ MaxNP

ÐÒÀ
P
x{ÊÒÔÏ¿[ÉkÑâÄñ�ôÉkÃTìkÊÒÎ$skÅÇå(t�Àó¿kÀ

GLO
o

� Î~É�Ð¥ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÎ~Ã�Ð ÂaÉ®ÄÌÊ�Â¯ÁïÀlÊÒÐ2Å Âó~�ú�ÉkÊÒÀ � o}n ÉkÃ�ÀOÊÒÀlìkÊÒÔÏÐÒÀlÃIÄ�ÂaÄÌÑÇÎ~Ã ¿kÀOÍÏÀÏÐ2ÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐóî !#�$�ó0�IE0��H!>%q01h
!#�$�E�

GLO
h
MaxCut ∈ GLO ∩ MaxSNP0

h
MaxSat ∈ GLO ∩ MaxNP0\MaxSNP0

h
MaxTSP (k) ∈ GLO\MaxNP0

0(�
Max 2CCSP ∈MaxSNP0\GLO

ï o
¿F�À¿?� © �:¦¨Í<¢¹¢�ÍÎ¦?�Ð��� ¢ Ô¨ f�v���$¤Ø¦����-  �

r ÂO¿[ÑâÁïÀlÊÒÐÌÑâÄÒÔ2¿kÀÏÐXìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ�ÐÒÀ2ÐÌÑâÄÌÉ�ÂaÃIÄ ¿�ÂaÃ�Ð Î~É<ä�Î~ÊÒÐ ¿kÀÏÐ ÍlÅ Â~ÐÒÐ�ÀlÐ
GLO

ÐÒÀ(t3skÅÇÀ¥ÊÒÀlÃ�¿[ÊÒÀ2ìPÀlÉ
ìkÅ ÂaÉ�ÐÌÑqskÅÇÀ*Å�w ÔlÄ�Â6skÅâÑÇÐÒÐÒÀ(t�ÀlÃIÄ ¿iw ÉkÃ�À*Í¯ÂaÊ�Â~ÍlÄÒÔlÊÌÑÇÐ²ÂaÄÌÑÇÎ~Ã<ÉkÃkÑ'~�ÔÏÀ*¿�ÀlÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐãúïÂaÊ�ÂaÃIÄÌÑÇÐ�Ð�ÂaÃIÄãÅ ÂÁzïÉ�ÂaÅâÑâÄÒÔ
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GLO GLO[δ]

Max Sat Min C

Min TSP(k)

Max IS-B

Max Cut

Min VC-B

Min DS-B

Max TSP(k)

Min FNS

Min MS(k)

Max KS(k){0,1}

Max k-Sat

Max 2-CCSP

Max � -Sat-PB Min FES

!#"%$Cx � o}� �
GLO

0L�
GLO[δ]

¿kÀXÅÇÀlÉkÊÒÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂ2ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� o 
 ÂaÊªÀ��[À(t ìkÅÇÀ � ÅÇÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ MinFES
ÀlÄ
MinFNS

ÐÒÎ~ÃnÄ�ÐÌÑPìkÊÒÎIÍ�ä�ÀÏÐ
zIÉ�w ÑâÅ ÀÏÐÌÄÆ¿kÔlÅâÑÇÍ¯ÂaÄã¿iw À��[ìkÅâÑTzïÉ�ÀlÊ�ìPÎ~ÉkÊ/zïÉ�Î~Ñ�ÅÇÀcÉ�ÊÆÀ��[ìkÊÒÀÏÐÒÐÌÑÇÎ~Ã ÑâÃ�¿[ÉkÑâÄyxvÀlÅâÅÇÀ�Å�w Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀ*ìPÎ~ÉkÊÆÅÇÀ ìkÊÒÀ�x
t ÑÇÀlÊ � Å Â Ã�Î~ÃOÂaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�Í¯ÀÆìPÎ~ÉkÊ ÅÇÀÆÐÒÀÏÍÏÎ~Ã�¿ � � GLO[δ]

o � Î~É�Ð
Ã�w Â¯ÁïÎ~Ã�Ð°ì�Â~Ð � ÐÌÉkÊ
Å Â�ÐÌËnÃIÄ�Â¶�kÀRtÁµ(t�À¿kÀÏÐtìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ � t ÑÇÐR�"��Î~ÉkÊ�¿kÀ�t�ÎêËïÀlÃC¿kÀã¿kÔÏÍlÑÇÐÌÑÇÎ~Ã%¿iw Âaìkì�ÂaÊÌÄÒÀlÃ�ÂaÃ�ÍÏÀG� GLO ÃkÑ GLO[δ]
o-v É�À�Å�w Î~Ã

ÊÒÀlúïÂaÊÒ¿kÀ ÐÒÎ~É�Ð�Å�w ÂaÃkú�ÅÇÀ ¿kÀãÅ Â&��Î~Ê�t¥ÉkÅ ÂaÄÌÑÇÎ~Ã%ÅÇÎ~ú�ÑTzIÉ�ÀXÎ~É%¿kÀãÅ Â*ìkÊÒÎ~ú�Ê�Â6t·teÂaÄÌÑ Î~ÃVÅâÑâÃ�Ô¯ÂaÑâÊÒÀXì�Â~Ð�À��kÀ(t ìkÅÇÀ �ÊÌÑÇÀlÃ Ã�À�ÁIÑÇÀlÃIÄ�¿iw ÔlÁIÑÇ¿kÀlÃ�ÍÏÀ oC´ w ÀÏÐÒÄÆÍÏÀlìPÀlÃ�¿�ÂaÃIÄ�ÉkÃ�À�ÁïÎ~ÑÇÀ&� À��nìkÅÇÎ~ÊÒÀlÊ � teÂaÑÇÐÆ¿kÀ��{Â$¼ÏÎ~Ã�~�Ã�À�ÀlÄÆìkÊÒÔÏÍlÑÇÐÒÀ �¿kÀÒtÁµ(t�ÀÈzïÉ�À�Å Â ÐÌÄÌÊÌÉ�ÍlÄÌÉkÊÒÀ�Ê�Â~¿[Ñ ÂaÅÇÀÆ¿kÀÏÐ�ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ ¿kÎ~ÃIÄ�Ã�Î~É�Ð
ì�ÂaÊÌÅÇÎ~Ã�Ð ÂaÉ ìkÊÒÎIÍ�ä�ÂaÑâÃ�Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ o@� Ã�À
ÂaÉkÄÌÊÒÀ�Î$s�ÐÒÀlÊÌÁ~ÂaÄÌÑÇÎ~ÃAzIÉkÑ�ìPÎ~ÉkÊÌÊ�ÂaÑâÄ�ì�ÂaÊ�Â0/ÇÄÌÊÒÀ*ÐÌÉkÊÌìkÊ�ÀcÃ?ÂaÃIÄÒÀ � Í�w ÀÏÐÌÄ�zïÉ�À�ÐÒÎ~ÉkÁïÀlÃIÄ � ÍÏÀ�ÐÒÎ~ÃIÄªÅÇÀÏÐ�ÐÒÎ~ÅâÉkÄÌÑÇÎ~Ã�ÐÅÇÀÏÐÆìkÅâÉ�ÐãÐÌÑqt ìkÅÇÀÏÐ � ÅÇÀÏÐ�Î~ìkÄÌÑqteÂ p x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-� � zIÉkÑ Ã�Î~É�ÐãÎ~ÃIÄÆìPÀlÊ�t ÑÇÐã¿iw ÔlÄ�Â6skÅâÑâÊX¿kÀÏÐÆÊ²Âhì�ìPÎ~ÊÌÄÒÐã¿iw ÂaìkìkÊÒÎN�[Ñ'xteÂaÄÌÑÇÎ~Ã&ò[ÅÇÀ��{ÂaÑÓÄ�ÅÇÀãìkÅâÉ�Ð�ÊÒÀ(teÂaÊ/zIÉ�Â6skÅÇÀ�ÀÏÐÌÄRzIÉ�Àãì�ÂaÊy�«Î~ÑÇÐRtÁµ(t�À � ÑâÅ
ÀÏÐÌÄ�ìPÎ�ÐÒÐÒÑqskÅÇÀX¿kÀHt�Î~ÃIÄÌÊ�ÀcÊ{î«ÍÏÀ ÐÒÀlÊ�ÂÃ�Î~Ä�Â6t·t�ÀlÃIÄ ÅÇÀªÍ¯Â~Ð��XìkÊÒÎ~ìPÎ�Ð°¿�ÀªÍÏÀcÊÒÄ�ÂaÑâÃ�Ð°ìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐ ¿kÀªÐ�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ�ÂaÉ�Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ � ïÞzIÉ�w ÑâÅÇÐ°ÐÒÎ~ÃIÄ
ÂaÉ�ÐÒÐÌÑisPÎ~Ã�Ð�zIÉ�À ÅÇÀÏÐÆÎ~ìkÄÌÑqteÂ

h
x{ÅÇÎIÍ¯ÂaÉ-�%ìPÎ~ÉkÊÆÄ�Î~ÉkÄ�ÀlÃIÄÌÑÇÀlÊ

h
x�sPÎ~ÊÌÃ�ÔÏÐ o

� ÃRú�ÉkÑÇÐÒÀ�¿kÀ�ÍÏÎ~Ã�ÍlÅâÉ�ÐÌÑÇÎ~Ã�¿kÀ�ÍÏÀlÄÌÄÒÀeÐÒÀÏÍlÄÌÑÇÎ~Ã � Ã�Î~É�Ð�ìkÊÒÎ~ìPÎ�ÐÒÎ~Ã�Ð*ì�ÂaÊ�Å Âñ~�ú�ÉkÊÒÀ � o � Å�w Î$s�ÐÒÀlÊÌÁ~ÂaÄÌÑÇÎ~Ã
ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ�¿�ÀlÐ%ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ

GLO
ÀlÄ

GLO[δ]
ì�ÂaÊOÅÇÀÏÐOì�ÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀlÐózIÉ�ÀóÃ�Î~É�Ð%Â¯ÁïÎ~Ã�Ð � ��É�Ð/zIÉ�w ÑâÍlÑ � ÔlÄÒÔ�ÀlÃt�ÀÏÐÌÉkÊÒÀV¿kÀVÐÌÑâÄÌÉ�ÀlÊ ÊÒÀlÅ ÂaÄÌÑâÁïÀ(t�ÀlÃIÄ��<ÍÏÀÏÐ�ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ�î !#�$�:0�I�0(��!C%q0|h

Maxk − Sat ∈ GLO\GLO[δ]
h

MaxTSP (k) ∈ GLO ∩GLO[δ]
0L�
MinTSP (k) ∈ GLO[δ]\GLO

ï o

º �«Å ���!8y6 Z \�4r"R_�6C4r\E[ kRo! [5]�! r"R_�4r6C4r 
á À&tÁµ(t�ÀMzïÉ�w ÂaÉ<Í�ä�ÂaìkÑâÄÌÊÒÀ¥ìkÊÒÔÏÍÏÔÏ¿kÀlÃIÄ � Ã�Î~É�Ðãì�ÂaÊÒÍÏÎ~ÉkÊÒÎ~Ã�ÐãÅÇÀÏÐãìkÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐXÔlÁïÎEzIÉ�ÔÏÐ�ì�ÂaÊ�Å�w ÀlÃIÄÌÊÒÀ�xt ÑÇÐÒÀ2¿iw ÉkÃ�Ä²Â6skÅÇÀÏÂaÉDzIÉkÑqÊÒÔÏÐÌÉ#t�À¥ÅÇÀlÉkÊ ÐÌÑâÄÌÉ�ÂaÄÌÑÇÎ~ÃA�{Â~ÍÏÀ2ÂaÉ-��ÍlÅ Â~ÐÒÐÒÀÏÐ

GLO[R]
ò?ÉkÃ�À&��Î~ÑÇÐX¿kÀ*ìkÅâÉ�Ð � ÅÇÀÏÐÊÒÔÏÐÌÉkÅâÄ�ÂaÄÒÐ�Î~ÊÌÑâú�ÑâÃ�ÂaÉ-� Ð�Î~ÃIÄ"t ÑÇÐÆÀlÃ�Â¯Á�ÂaÃIÄ o



�-p


 ÊÒÎ$skÅÇå(t�À*ÍÏÎ~Ã�ÐÒÑÇ¿kÔlÊÒÔ
GLO

ë ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À
GLO[δ]

ë ÂaìkìPÎ~ÊÌÄ ­ Î~ÑÇÐÌÑâÃ�Âaú�À


 ÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿kÀ�ì�ÂaÊÌÄÌÑâÄÌÑÇÎ~ÃkÃ�À(t�ÀlÃnÄ�ä�ÔlÊÒÔÏ¿[ÑâÄ�ÂaÑâÊÒÀ
Í¯Â~Ðªú�ÔlÃ�ÔlÊ�ÂaÅ � î

¬APX
ï

− −
¬ 1

2 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô

Í¯Â~Ð
B
x�sPÎ~ÊÌÃ�Ô ¬ 2

B+1 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô ¬ 1

2 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô


 ÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿kÀ�ÍÏÎ~ÉkÁïÀlÊÌÄÌÉkÊÒÀ�¿iw ÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ
MinSC −B ? ? ?

¬ 1
B+1 1−

sPÎ~ÊÌÃ�Ô
MinSC −B −∆

¬ B+1
B2∆

1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô ¬ B∆

(B+1)(B∆−1) 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô


 ÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿iw ÀlÃ�Ð�À(t3skÅÇÀ�ÄÌÊ�ÂaÃ�ÐÒÁ�ÀlÊÒÐ²ÂaÅ@� ��=�0��
MinFES ? ? ?

¬ 1
2 1−

sPÎ~ÊÌÃ�Ô
MinMS(k)

¬ 2−1
m 1−

sPÎ~ÊÌÃ�Ô ¬
1− 1/m 1−

sPÎ~ÊÌÃ�Ô

 ÊÒÎ$skÅÇå(t�À*¿[É ÁïÎêËïÂaú�ÀlÉkÊ�¿kÀ�ÍÏÎ$t·t�ÀlÊÒÍÏÀ
MinTSP (k) � î

¬APX
ï

− −
¬ 1

2 4−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô

MaxTSP (k)
º c � p	d 1

2 4−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô ¬ 1

2 4−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô

MinTSP [a, ka]
¬ 2

k+1 4−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô ¬ 1

2 4−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô


 ÊÒÎ$skÅÇå(t�ÀÏÐã¿kÀ�Ð�ÂaÄÌÑÇÐy�{ÂaÑÇÐ�Â6skÑâÅâÑâÄÒÔ
MaxSat

º 1
2 c p�p1d 1−

sPÎ~ÊÌÃ�Ô �
− ∀h ∈ N

Maxk − Sat
º k

k+1 c �EuEd 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô �

− ∀h < k

MinFNS
�

− ∀h ∈ N
�

− ∀h ∈ N

MinFNS −B ? ? ?
¬ 2

B+2 1−
sPÎ~ÊÌÃ�Ô

MaxS Sum
�

− ∀h ∈ N
�

− ∀h ∈ N



��n



���

G HJILKNMPORQDS �

��������������� �����������W� ��� �����

���A�`�G U¡¢ /£¤�A¥�¦¨§n©E¡
ª��`«�¬`�G«�¬�­�®¨¦¯«��`� z ¬`¡°® z ¬`¡U�#§E¡°±²¥`�,®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´�µ�¡U�G«�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·¸¥¹«�¬�©,©E¡°º�¡ x
��¦¨©��n¬�©¢®³�»µ�´°§E¡°©n±²¦¨�¤�A§n¦¯«��¼±e½°±e¡²µ�¡ §E¡°®¨®¯¡U���E«�®¨¬�§n¦¯«��`�N¾À¿L«�¬`�¢�`«�¬`���E«�±²±e¡U���A¬Á¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£`¡¶Ã�¾¨Ä
¾¨Ä
 U«���§E¡°��§E´U�)µ`¡Zµ�«����`¡°© z ¬`¡°® z ¬¤¡°�) U«��`µ�¦¨§n¦¯«��`��§n©n¦¨º�¦³�A®¯¡U�)µ�¡Zµ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§k¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®�µ w ¬�� �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡
µ�¡#©E¡U /£`¡°©E /£`¡G®¯«� N�A®¯¡,Â>´°�`´°©n¦ z ¬`¡
ª>�E¬�©nº>«�®³�A��§Z®³� z ¬`¡U�E§n¦¯«��e °©n¬` °¦³�A®¯¡'Æ>�n¬`© z ¬`¡°®�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ª>¡°§'¥¹«�¬`© z ¬`¡°®
§TÅ�¥¹¡Èµ�¡Èº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
ªÀ¥¹«�¬�©n©/�É½°§n©E¡²µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`´²¬��¼«�¥�§n¦¨±Ê¬�±Ë®¯«� N�A®'©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§ÊÌ¸ U¡Èº>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡e¡°�
§E¡°±²¥`�W¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®EÍGÎ'º
�A®¨¬`¡°©W®³�Ï¥¹¡°©3ÐR«�©n±¶�A�` U¡
ª> U«�±²±e¡Ñ�`«�¬`�W® w �Nº>«��`�kÐ7�A¦¨§ÓÒ3¬`� z ¬ w ¦¯ °¦:ªA¡U�n§k¬��`¡# /£`«
�E¡'Ô
½°§n©E¡�¡°�¸±e¡U�n¬�©E¡�µ�¡¢µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©G¬��`¡¢�/«�®¨¬�§n¦¯«��Õ¡P�Õ¡U�n§#¬��`¡��A¬�§n©E¡
ª z ¬`¡L�`«�¬`�G�A­¹«�©Eµ�«��`�,¦¯ °¦<µ�¬¸¥¹«�¦¨��§
µ�¡�º�¬`¡�µ�¡�®³�² °®³���E�E¡

PLS
¡°§~µ�¡U�#ÖÓ×EØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞß×nà>á�â7à�ã
ä'Ô¤ U¡°§n§E¡�¥�©E´U�E¡°��§/�A§n¦¯«��Á�È¥¹«�¬�©G±e«�§n¦¨º
�A§n¦¯«���µ�¡

±²¦¯¡°¬�·É U¡°©n�`¡°© åR�/�A�`�G�E¡¢¥�©E´°§E¡°�`µ�©E¡ßµ w ¡P·�£¤�A¬¤�n§n¦¨º�¦¨§E´Bæ#®¯¡� /£¤�A±²¥çµ�¡�©E¡U /£`¡°©E /£`¡U�Ï¡°§Gµ�¡�µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´U�G¥¹« x
�E´U¡U�#¥¤�A©,®¯¡U�,«�¥�§n¦¨±¶�È®¯«� N�A¬�·¸¡°�ç�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Õ¥¹«�®¨Å��¤«�±²¦¯�A®¯¡
¾¹ê�«��É©Eë�®¯¡�¡°�E§#¥�¬�©E¡°±e¡°��§G¦¨��ÐR«�©E±¶�A§n¦éÐ
¡°§G� w � ¥¤���G® w �A±Ê­�¦¨§n¦¯«���µ w ¡P·�¥¹«
�E¡°©ÏÌ ¥�©E«�¥�©E¡°±e¡°��§Ï¥¤�A©n®¯¡°©~µ�¡�©E´U�n¬�®¨§/�A§G�`«�¬�º�¡N�A¬<¾

ì¢íJî ï¸ðòñ)óEð~ô¤ô¤õ
PLS ö õ'ôø÷ ù¹úGû óEüZý�õ'ô ö õþùÀõ'ñÀÿÊõWùÀñÀÿ õ óEú�ñ)ðGó/õ

�)� z ¬`¡U�n§n¦¯«��
“
Ì¤ã�×��Uã�ÝPÚ<ÖÓ×nØ�Ù°Ú¨ÛPÜ¶Ý��Aà�â³Þ����NÝ
	��R×EÝ

EàPÖ�à�ÙPÚ¨ÝÉá�Ý»á����MÝP×PÜ â��¹ÝP×»á�ÝJÞ ØPÖ��Râ�ÜeàçÚ¨Ø�
Eà�ã
ä

”
ª

�>«���£`�E«��<ª��W�A¥¤��µ�¦¨±²¦¨§n©n¦¯«
¬ ¡°§��Ñ�A���¤��������¦¯�²�E¡ ®³��¥¹«
�/¡°��§²µ`�A�`����� ��!G¡°� §E¡°©n±e¡Éµ�¡»®³�  °®³���E�/¡
PLSå#",Ø�Ú%$&�ÓØ�ÜÈâ7à�Ú'�(�Râ�Ü¶Ý*)�Ø+
/à�Ú¸ÌÀÝEà�×,
�-�æ<µ�¡U�<¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�kµ�¡'©E¡U /£`¡°©E /£`¡ µ w «�¥�§n¦¨±¶�G®¯«� N�A¬�·O¾�.~��§/¡P®�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

¡U�n§G®³�²µ�«����`´U¡ßµ w ¬��ç¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Π = (IΠ, SolΠ,mΠ, optΠ)

µ�¡
NPO

¡°§~µ w ¬��`¡�ÐR«��` °§n¦¯«��çº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
V
¥¹«�¬�©ß®¯¡ z ¬`¡°® «��  U«����¤�0/¯§Ê¬�� �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡

CΠ
z ¬�¦:ªO¥¹«�¬�©Ê§E«�¬�§Ê U«�¬�¥�®¯¡

(I, s)
µ�¡

IΠ × SolΠ(I)
ª

�/�A¦¨§ µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©È¡°� §E¡°±²¥`�Ê¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®#¡°�
|I|
�E¦
s
¡U�n§Ê«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A® ©/¡P®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§²Ì

V
¡°§ß®¯¡

 N���È´U /£`´N�A��§Nªk©E¡°��º�«�¦¯¡ ¬��`¡»�E«�®¨¬�§n¦¯«��
s′ ∈ V(I, s)

�n§E©n¦¯ P§/¡P±e¡°��§È±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E¡ z ¬`¡
s
�A¬ �E¡°�`� µ�¡

mΠ¡°§Lµ�¡
optΠ

¾1� w ¦¯µ�´U¡È¡U�n§Lµ�¡ß©E¡U�n§n©E¡°¦¨�`µ�©E¡ ®³�e�`«�§n¦¯«��Áµ w «�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�· Ì¶µ�¡U�Ïº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�L N�A®¯ °¬�®³�A­�®¯¡U�
¡°�»§E¡°±²¥`�Ñ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:ª� U«��`µ�¦¨§n¦¯«��É�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡��A¬¸µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§,¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®<µ�¡U�

LSA
¾2.Ï�`¡GÐ7«�¦¯� ®³�



3�4

 °®³���E�E¡~¥¹«
�E´U¡
ª�§E«�¬�§ ©E¡U�n§E¡LÌ�Ð7�A¦¨©E¡'Æ��/�Nº�«�¦¨© z ¬`¡°®¯�  U«�¬�¥�®¯¡U��å³ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý657�AØ�â³ÞPâ8�¹à+9�ÝEæ'¥¹¡°©n±e¡°§n§n©E«���§ x ¦¨®¯�,µ�¡
µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©,©J�A¥�¦¯µ�¡°±e¡P��§Gµ�¡U�,«�¥�§n¦¨±¶�Ê®¯«� N�A¬�·O¾;: w ¡U�n§#®³Ìß§E«�¬�§E¡¢®³�ß©n¦¯ /£`¡U�/�E¡¢�A¥�¥¹«�©n§E´U¡�ÌÊ®³�Êµ�¦¯�/ °¦¨¥�®¨¦¨�`¡
¥¤�A© ®¯¡U� §n©/�Nº
�A¬�· µ�¡<�Ñ�A���¤��������¦¯�»¡°§¸�A®:¾ µ`�A�`�=��� ��!Mª>� u�u !Mª>� 3 ? !Mªv±e«���§n©J�A��§¸ U«�±Ê­�¦¯¡°�ø®¯� z ¬`¡U�n§n¦¯«��
¥�©E¡°�`µ �E«�� �/¡°�`�L¥¤�A©�¬��`¡È¥�©E«AÐR¬`�n¦¯«�� µ�¡È©E´U�n¬�®¨§/�A§E��¥¹«
�n¦¨§n¦éÐ7��¡°§¢�`´°Â��A§n¦éÐ7�NªÀµ�¡È©E´U�n¬�®¨§/�A§E�� °©n¬` °¦³�A¬�· µ�¡
 U«�±²¥�®¯´°§n¬`µ�¡
ª� U«����¤�A¦¯�E�/�A�` U¡¶Ì»®³� z ¬`¡°®¨®¯¡È®¯¡U�� U«���§n©n¦¨­�¬�§n¦¯«��`�Êµ�¡A@¢©E¡°��§E¡°®vµ`�A�`�B��C C�!v¡°§D@¢®³�A¬` E�Áµ`�A�¤�
��C�Ä�!��E«���§G�`«�§/�A±²±e¡°��§LÌÈ�E¦¨Â
�¤�A®¯¡°©N¾
F7GIHJGIH KMLONIPRQTSVUXWZY[NV\ ]^Q�L_Q�];\&La`�bcSId�P�\eS#fgdhQTLai<fgj�\eSIbkPlNIf*WmPnY�o
pBqgr2s8tJqur�vxwuy;z�{�y1wuvB{|wg}7{�v+~�r2wgv+�Z�7s�r�v
���e� w�{�z�{�y�w��n�|�a�

PLS.Ï�� U«�¬�¥�®¯¡
(Π,V)

«&�
Π
¡U�n§Ï¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Èµ�¡

NPO
¡°§
V
¬��`¡�Ð7«��` °§n¦¯«�� º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ �n¬�©

Π
¡U�n§Ï¬��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡

PLS
� w ¦¨®�¡P·�¦¯�n§E¡�¬��ç�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡

CΠ
z ¬�¦Oº�´°©n¦��¤¡'Æ

PLS1 ∃p`
¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡

/ CΠ(I, s)
µ�¡� U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´Ê�A¬É¥`¦é©/¡�µ�¡U�~ N���

p`(|I|) ;

PLS2 ∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I), CΠ(I, s) =

{
s
�n¦
s
«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬�©

V(I, s)
ª

t ∈ V(I, s) / mΠ(I, t) Â mΠ(I, s)
�n¦¨�`«��<¾

�W«�¬�©~ U«�±²¥¤�A©E¡°©Ï±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§~®¯¡�µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§Lµ�¡
LSA

¡°��§n©E¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ïµ�¡�®³�² °®¯���/�E¡
ª�®¯¡U�Ï�A¬ x
§E¡°¬�©E�Wµ�´��`��¦¯�/�E¡°��§k�¤�A§E¬�©E¡°®¨®¨¡°±e¡U��§'®³�

PLS
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾�:Ñ«���§n©/�A¦¨©E¡°±e¡°��§vÌ~®³�ß×��Eá�ãZ
��Râ7Ø&�¸á�Ý��9Ø�â�ÞJâ��Óà+9�Ý°ª

®³�
PLS

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��È /£`¡°©E /£`¡ ¡P·�¥�®¨¦¯ °¦¨§E¡°±e¡°��§��D�R×nà&��ÞMÖ�Ø
×��MÝP×�Ö�à�× ×��Eá�ãZ
��RâRØ �eÚ¯ÝJÞ#ØPÖ��Râ�ÜeàLÚ¨Ø�
Eà
ã�äÊá�Ý
f(I)�AÝP×JÞ

I
ª<±¶�A¦¯�ß¥¤�����`´U U¡U�E�J�A¦¨©E¡°±e¡°��§ÈÌÉ©/�A§n§/�� /£`¡°©Ê§E«�¬�§Ê«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®Ñµ�¡

I
ÌÉ¬�� «�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®

µ�¡
f(I)

Ô`¥¤�A©L�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Bª¤µ`�A�`�~®³�e °®³���/�E¡
PLS

ª<Ú¨Ý��9Ø�â�ÞJâ��Óà+9�ÝG¡U�n§~¥¤�A©n§n¦¯¡ß¦¨��§E´°Â
©/�A��§E¡Êµ�¡ß®¯�eµ�´��`�`¦é§E¦¨«��
µ�¡U�#¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Nª�,Uà�â�Þ°à&�a�và�â8�`ÞJâ¤Ö�à
×��Râ:Ýßá�ÝJÞ�Ø�Ù��UÝ��%Þ��e×��ná
ã�â%×EÝ°ª�§/�A�`µ�¦¯� z ¬`¡L®³�Ê©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��Õµ�¡Lº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
§E¡°��§E¡eµ w ���E�E«� °¦¯¡°©ÊÌ»§E«�¬�§�º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡²µ w ¬��`¡e U¡°©n§/�A¦¨�`¡e�E§n©n¬` °§n¬�©E¡e�n¬�©

Π′
¬�� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡²µ�¡e�n§n©n¬` °§n¬�©E¡

�E¡°±Ê­�®³�A­�®¯¡É�E¬�©
Π
¾7�<¡U�²º>«�¦¯�E¦é�Ó�AÂ>¡°�e U«��`�n¦¯µ�´°©E´U�e�E«���§e�A¬ µ�¡°±e¡°¬�©/�A��§¶µ�¡»§E«�¬�§/¡¸�E«�©n§E¡
ª'´°º>¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡ x

±e¡°��§Ñ©E´U�n¬�®¨§/�A��§Ñµ w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±¶¡U�#�/«�¥�£�¦¯�n§n¦ z ¬`´U�Bª>±e½°±e¡L�n¦¤®¯¡U� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�
h
x ­¹«�©n�`´U�Ñ«���§ §E«�¬�Òn«�¬�©E� ¬��`¡

Â
©/�A�`µ�¡�¥¤�A©n§ÏÌÏÒn«�¬`¡°©N¾
���e� w�{�z�{�y�w��n���n�

PLS
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��ê�«�¦¯¡°��§

(Π,V)
¡°§

(Π′,V ′)
µ�¡°¬�·Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Lµ�¡

PLS
ª`¬��`¡

PLS
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

R = (f, g)
µ�¡

(Π,V)Ì
(Π′,V ′)

ª��`«�§E´U¡
(Π,V)

PLS
∝ (Π′,V ′)

ª�¡U�n§G¬��`¡¢©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� µ�¡
Π
Ì
Π′

z ¬�¦Oº�´°©n¦��¤¡'Æ
PLS ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)),

s′
«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬�©

V ′(f(I), s′) ⇒ g(s′)
«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬�©

V(I, g(s′)).

ê�¦
(Π,V)

PLS
∝ (Π′,V ′)

¡°§ z ¬`¡É® w «���¥¹¡°¬�§ µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°© ¥¤�A©
LSA

ªZ¡°��§E¡°±²¥`�¶¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:ªZ¬��
«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®

s′
µ w ¬��`¡L¦¨�`�E§/�A�` U¡

f(I)
µ�¡

Π′
ª��A®¯«�©E�,«��Õ�Êµ�¦¨©E¡U °§E¡°±e¡°��§G¥¤�A©

g
ª z ¬�¦À¡U�n§,´°Â��A®¯¡°±e¡°��§

µ�¡� U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´�¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡ß¡°�
|I|
ª�¬��Õ«�¥�§n¦¨±Ê¬`± ®¯«� N�A®

s = g(s′)
µ�¡

I
¾
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Max
¡°§
MinCircuit

¥¹«�¬�©L®¯¡ßº>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
1
x ­¹«�©n�`´ «���§L´°§E´Ê®¯¡U�Ï¥�©E¡°±²¦¯¡°©E�L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�L±e«���§n©E´U�

PLS
x  U«�±²¥�®¯¡°§E��ÔÑ¬��`¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡Áµ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Áµ�¡c�kâ%×,
°ã�â��Ï¡U�E§ ®³� µ�«����`´U¡Áµ w ¬��ø °¦¨©E °¬�¦¨§¸­¹«�«�®¯´U¡°�

åR�/�A�`�Ê­¹«�¬` °®¯¡Bæß�n¬�©ß®¯¡U�Ê¥¹«�©n§E¡U�
“
Ý��
”
å
∧
æPª

“
Ø�ã
”
å
∨
æ�¡°§

“
�ÓØ&�

”
å
¬
æ z ¬�¦v¥�©E¡°�`µ ¡°� ¡°��§n©E´U¡¶¬�� ±e«�§

­�¦¨�¤�A¦¨©E¡
σ
µ�¡�®¯«���Â
¬`¡°¬�©

m
å
σ ∈ {0, 1}m

æ,¡°§Ï©E¡°��º>«�¦¯¡Ê¡°� �E«�©n§n¦¯¡�¬���±e«�§Ï­�¦¨�¤�A¦¨©E¡
τ
µ�¡ß®¯«���Â
¬`¡°¬�©

nå
τ ∈ {0, 1}n

æ¹ÔB�E¡°®¯«��Ê®³�,º�¡°©E�n¦¯«��Ê U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡
ª9¦¨®�� w �AÂ
¦¨§)µ�¡v§n©E«�¬�º>¡°©)¬��Ê¦¨��¥�¬�§
σ
µ�«���§)®³�~�E«�©n§n¦¯¡

τ
ÜeàNä
â8�

ÜÈâ³ÞNÝÑ«�¬ ÜÈâ��`â�ÜÈâ�ÞUÝv®¯¡¢�`«�±Ê­�©E¡ ∑n−1
i=0 τi2

i µ w ´U °©n¦¨§n¬�©E¡�­�¦¨�¤�A¦¨©E¡ τ ¾�� w �A¬�§n©E¡U�,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï«���§G¡°�`�n¬�¦¨§E¡´°§E´Ê±e«���§n©E´U�
PLS

x  U«�±²¥�®¯¡°§E�¶åR�E«�¬�º�¡°��§L¥¤�A©¢µ�¡U�¢ U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«��`�¢Ð7���E§n¦¯µ�¦¯¡P¬¤�E¡U�JæPª¹ °¦¨§E«��`�L�`«�§J�A±²±²¡°��§
MinTSP

¥¹«�¬�© ®¯¡~º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
k− opt

«&�
k
¡U�n§v¬��`¡Ï U¡°©n§/�A¦¨�`¡L U«��`�n§/�A��§E¡���C C�!Wå%®¯¡~º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

k− optÐ:�A¦¨§ ® w ´U /£¤�A��Â>¡
ª�µ w ¬��¸§E«�¬�©,Ìß¬��»§E«�¬�©#º�«�¦¨�E¦¨�<ª�¡°��§n©E¡Lµ�¡°¬�· ¥¤� z ¬`¡°§E�#µ�¡
k
�A©E½°§E¡U�JæPª

MaxWCut
� u�u !Mª

MaxW2−Sat
¡°§
MaxWPosNAE− 3−Sat

å���C C�!O¡°§�� u�u !%æZ¥¹«�¬�©#®¯¡~º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
1
x ­¹«�©n�`´
ª�«&�»®¯¡

µ�¡°©n��¦¯¡°©G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�¡U�n§,®³� ©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��çµ�¬É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
MaxWNAE − 3− Sat

ÌÈµ�¡U�G¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�~µ�¡
 °®³�A¬`�E¡U�~ U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡U�~¬���¦ z ¬`¡°±e¡°��§Ïµ�¡�®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·É¥¹«
�n¦¨§n¦éÐR�B¾

:Ñ¡U�G©E´U�n¬�®¨§/�A§E�Nª`­�¦¯¡°� z ¬`¡�¥�©E´U °¦¯¡°¬�·Àª`�`¡��E«���§ z ¬ w ¦¨��§E¡°©n±e´Uµ�¦³�A¦¨©E¡N�<Æ`�`«�¬`�G�`¡��E«�±²±e¡U�G¥¤���~¡°�` U«�©E¡
¡°��±e¡U�n¬�©E¡ µ w ¡°� µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡ µ�¡U�Ï©E´U�n¬�®¨§/�A§E�L�`´°Â��A§n¦éÐR�Nª¹ U¡ z ¬`¡ß¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡°��§¢Â>´°�`´°©/�A®¯¡°±e¡°��§�µ�¡�Ð:�A¦¨©E¡Êµ�¡U�
©E´U�n¬�®¨§/�A§E��µ�¡È U«�±²¥�®¯´°§n¬`µ�¡
¾J�<¡U�¢ /£`¡°©E /£`¡°¬�©/���/¡ßÐR«� N�A®¨¦¯�E¡°��§��A®¯«�©E���n¬�©L®¯¡Èµ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§ßµ�¡U�

LSA
«�¬

¥�®¨¬`��¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§NªÀ®¯¡°¬�©��¤�Nº�¦¨Â��A§n¦¯«�� µ`�A�`�¢® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡²µ�¡U���E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Bª¹¥¹«�¬�©�µ�´��`��¦¨©�¬��`¡ ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
z ¬�¦<´°§/�A­�®¨¦¯�E�E¡�¬��`¡�©E¡°®³�A§n¦¯«��ç¥�®¨¬`�#Ð7«�©n§E¡�¡°�` U«�©E¡ß¡°��§n©E¡�®¯¡U�~µ�¡°¬�·¸¦¨�`�n§/�A�` U¡U�G±²¦¯�E¡U�G¡°�Õ©/�A¥�¥¹«�©n§N¾
� r��1�0�Z~7�ur<}�r<z+���;wgv�{8z�{�y1w

�)�¢Ð7«��` °§n¦¯«��»«�­�Òn¡U °§n¦éÐ�«�©Eµ�«����`¡~®¯¡U� �/«�®¨¬�§n¦¯«��`� µ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ª�µ�¡Ï�E«�©n§E¡ z ¬`¡G® w «�� ¥¹¡°¬�§ §E«�¬�Ò3«�¬�©E�
©E¡°¥�©E´U�E¡°��§E¡°© ® w ¡U�E¥¤�� U¡çµ�¡U� �E«�®¨¬�§n¦¯«��`�¸ÌÁ® w �A¦¯µ�¡�µ w ¬�� Â
©/�A¥�£`¡�«�©n¦¯¡°��§E´�µ�«���§ ®¯¡U�¶�/«�±²±e¡°§E� �E«���§¶®¯¡U�
�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�É©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡U�ç¡°§É®¯¡°�ç�A©E U�É®¯¡°�Õ U«�¬�¥�®¯¡U�Õµ�¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«��`�

(x, y)
§E¡°®¯� z ¬¤¡ ®³� �/«�®¨¬�§n¦¯«��

y
¡U�n§

±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E¡ z ¬¤¡
x
¾��¢¡~Ð:�&�U«��»¥�®¨¬`���`�`¡¢¡P§,µ`�A�`�Ñ® w ¡U�E¥�©n¦¨§,µ�¡Ï®³�ß©E¡U /£`¡°©E /£¤¡¢µ w «�¥`§n¦¨±¶�Ê®¯«� N�A¬�·Oª�¦¨®À�E¡°©/�A¦¨§

¦¨��§E´°©E¡U�E�/�A��§¸µ�¡��E¡ç®¨¦¨±²¦¨§E¡°©É�A¬�·  U«�¬�¥`®¨¡U�
(x, y)

µ�¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��`�»º>«�¦¯�n¦¨�`¡U�Áå7�A¬ø�E¡°�`� µ w ¬��`¡  U¡°©n§/�A¦¨�`¡
�n§n©n¬` °§n¬�©E¡#µ�¡ º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡Bæ<§E¡°®¨®¯¡U� z ¬`¡

y
¡U�n§W�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§W±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E¡ z ¬`¡

x
ÔAµ`�A�`�W U¡°§n§E¡ ©E¡°¥�©E´U�/¡°��§/�A§n¦¯«��

µ�¡
SolΠ(I)

ª
®¯¡U�v�/«�±²±e¡°§E� z ¬�¦`� w «���§Z¥¤���vµ w �A©/ G�/«�©n§/�A��§Nª z ¬`¡,�`«�¬`� z ¬¤�A®¨¦��¤¡°©E«��`� µ w à�ÙJÞUØ�×NÙnà&�1�%ÞPª��/«���§
®¯¡U�Ñ«�¥�§n¦¨±¶�ß®¯«� N�A¬�·»µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
¾����A�`��� u�u !Mª�¦¨®¹¡U�n§ z ¬`¡U�E§n¦¯«�� ¥¹«�¬�©Ñ¬��`¡~¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡

(Π,V)
µ�¡

PLSµ�¡�9�×nàJÖa-�Ý á�Ý��R×nà&��ÞPâ��Râ7Ø&�e¡°§G�`«�§E¡
TGΠ(I) = (VI , AI)

®¯¡�Â
©/�A¥�£`¡�«�©n¦¯¡°��§/´�µ�´��`��¦<¥¤�A©�Æ
VI = SolΠ(I)

¡°§
AI = {(s, t) ∈ SolΠ(I) / t ∈ V(I, s) ∧mΠ(I, t) Â mΠ(I, s)}.

���x-�à�ã2�MÝ°ã�×ßág� ã �ÕÞ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��
v
¡U�n§#µ�´��`��¦¯¡Lµ¤�A�`�

TGΠ(I)
¥¤�A©Ñ®³�ß®¯«���Â
¬`¡°¬�©,µ w ¬`�»¥�®¨¬`�# U«�¬�©n§# /£`¡°±²¦¨�

µ�¡
v
º>¡°©E�ß¬�� �/«�±²±e¡°§»à�ÙPÞ°Ø�×NÙEà&�a�7ª�®³�¡-�à�ãm�MÝPã�×ßµ�¡

TGΠ(I)
¡U�E§�®³�É£¤�A¬`§E¡°¬�© µ�¬ �E«�±²±e¡°§ µ�¡e¥�®¨¬`�

Â
©/�A�`µ�¡e£¤�A¬�§E¡°¬�©N¾�:Ñ¡U��µ�´��`��¦¨§n¦¯«��`�Ê�E«���§ß�/�A�`�ß�A±Ê­�¦¨Â
¬Z¢7§E´
ª
TGΠ(I)

´°§/�A��§ß °®³�A¦¨©E¡°±e¡°��§ß©E¡°�`µ�¬ �/�A�`�
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 °¦¨©E °¬�¦¨§ ¥¤�A© ®³�¼�`´U U¡U�E�n¦¨§E´�µ w �A±e´°®¨¦¯«�©E¡°©¸�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§»®³�¼º��A®¯¡°¬�©»µ�¡U� �/«�®¨¬�§n¦¯«��`�»µ w ¬��`¡�¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´ÁÌ
® w �A¬�§n©E¡Lµ�¡L /£¤� z ¬`¡¢�A©E 
¾2.~�» /£`¡°±²¦¨�Éµ w ¬��`¡L�E«�®¨¬�§n¦¯«��

s
Ì�¬��`¡L�E«�®¨¬�§n¦¯«��

t
ª�¥�¬�¦¯� z ¬`¡ z ¬ w ¦¨®O�A±e´°®¨¦¯«�©E¡Ï®³�

Ð7«��` °§n¦¯«�� «�­�Òn¡U °§n¦éÐ�Ì� /£¤� z ¬`¡G¥¤���E�/�AÂ>¡~µ w ¬��`¡Ï�E«�®¨¬�§n¦¯«��»Ì�¬��`¡~�/«�®é¬`§n¦¯«��¶º�«�¦¯�n¦¨�`¡
ª�¡U�n§ �A¥�¥¹¡°®¯´Ïµ`�A�`�>�1Ã £�!

�-�Ý°Ü â��¼à�Üx�PÚ âRØ
×nà&�a�7¾;��¡�µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§¢µ w ¬��

LSA
�E¡�®¨¦¨§L�A¦¯�E´°±e¡°��§Ï�E¬�©~ U¡�Â
©/�A¥�£`¡'Æ¤¥¤�A©n§/�A��§Lµ w ¬��`¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��ß¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡~å%¥¤�A©)¡P·�¡°±²¥�®¯¡
trivΠ(I)

ªB�A¬�¥�¦¨©E¡Zµ�¡U�< N���<¬��`¡'¥�¦¨©E¡Z�E«�®¨¬�§n¦¯«��
xW
æPªU /£¤� z ¬`¡'¦¨§E´°©/�A§n¦¯«��

 U«��`�n¦¯�n§E¡²¡°�Á®¯¡È /£`«�¦é·Áµ w ¬�� �/«�±²±e¡°§�µ�¡U�E U¡°�`µ`�A��§�¥¤�A©¢®¯¡ ¥¤�A©E U«�¬�©/��µ w ¬��¼�A©E 
ª�Ò5¬`� z ¬ w Ì §E«�±Ê­¹¡°©��n¬�©
¬��ç�E«�±²±e¡°§Êà�ÙJÞUØ�×UÙEà&�1�7ª`«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®�µ�¬É¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡ßµ�´U�E¦¨Â
�`´�¥¤�A©

V
¾Z¤Ï¦¨�`�n¦:ª�®³�² U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´ßµ w ¬��

LSA
¡U�n§Ê±²¦¨�`«�©E´U¡¼å7�A¬ Ð:�� P§/¡P¬`© ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®#¥�©EÇU�Èµ�¬  /£`«�¦é· µ�¬ º�«�¦¯�n¦¨� Ì� /£¤� z ¬`¡ ¦¨§E´°©/�A§n¦¯«��ÓæÊ¥¤�A©

®³�¸£¤�A¬�§E¡°¬�©Êµ�¡
TGΠ(I)

¾J�k«�¬�©ß©/�A¥�¥�©E«� /£`¡°© µ�¡°¬�·Á¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡U� µ�¡
PLS

µ�¬¼¥¹«�¦¨��§Êµ�¡²º�¬`¡eµ�¡²®¯¡°¬�©
©E´U�E«�®¨¬�§n¦¯«��ç®¯«� N�A®¯¡
ª�¦¨®ÀÐ:�A¬�§Gµ�«��` �µ�´��`��¦¨©~¬��`¡¢©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� z ¬�¦O©/�A¥�¥�©E«� /£`¡�®¯¡°¬�©>9�×nàJÖ1-�Ý á�Ý��R×nà&��ÞPâ��Râ7Ø&�¤¾
.Ï� ¥¹¡°¬� U«�±²±e¡¸® w «���§ÈÐ7�A¦¨§A¤Ï¬`�n¦¯¡°®¨®¯«Á¡°§B�'©E«�§/���n¦Gµ`�A�`���¨Ä
Ä�!Mªu�Ñ�A���¤��������¦¯�²� w ¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡ÉÌ�¬����E«�¬`� x
¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ßµ�¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Ïµ�¡�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡�¦¨±¶�AÂ>¡
ªÓ�E«�®¨¬�§n¦¯«��`� z ¬ w ¦¨® z ¬¤�A®¨¦��¤¡ßµ�¡²×nà�â�Þ°Ø&�a�Óà�ÙPÚ¯ÝJÞ,¡°§ z ¬`¦7ª¤¡°�
z ¬`¡°® z ¬`¡ß�E«�©n§E¡
ª`¡U�E§G®³�È¥¤�A©n§n¦¯¡�¥¹¡°©n§n¦¨�`¡°��§E¡ µ�¡

SolΠ′(f(I))
¥¹«�¬�©~©E¡°¥�©E´U�E¡°��§E¡°©

SolΠ(I)
µ�¬Õ¥¹«�¦¨��§Ïµ�¡

º�¬`¡Ï§n©/�A¦¨§E´�µ�¡L®³�Ê©E´U�E«�®¨¬�§n¦¯«��É®¯«� N�A®¯¡
¾Z���
Stricte−PLS

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��ç� µ�¡ÊÞ��R×JâV
��MÝ ®³�Ê¥�©E«N·�¦¨±²¦¨§E´¢¥�®¨¬`�
Â
©/�A�`µ�¡ z ¬ w ¡°®¨®¯¡�±e¡°§~¡°�ç´°º�¦¯µ�¡°�` U¡ß¡°��§n©E¡�®¯¡U�Gµ�¡°¬�·¸¦¨�`�E§/�A�` U¡U�~ U«�±²¥¤�A©E´U¡U�N¾
���e� w�{�z�{�y�w��n�¦¥§�

stricte
x
PLS

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
.Ï�`¡

PLS
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

R = (f, g)
¡°��§n©/¡Õµ�¡°¬�· ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

(Π,V)
¡°§

(Π′,V ′)
µ�¡

PLS
¡U�n§²¬��`¡

stricte
x
PLS

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ª��`«�§E´U¡
(Π,V)

s−PLS
∝ (Π′,V ′)

ª>� w ¦¨®¤¡P·�¦¯�n§E¡,¥¹«�¬�©v§E«�¬�§E¡G¦¨�`�n§/�A�` U¡
I
µ�¡

IΠ
¬`��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

SΠ′(f(I))
µ�¡

SolΠ′(f(I))
¡°§�¬��`¡²ÐR«��` °§n¦¯«��

g′ : SolΠ(I) → SΠ′(f(I))
¥¹«�®¨Å��`« x±²¦³�A®¯¡�¡°�

|I|
§E¡°®¯� z ¬`¡'Æ

s−PLS1 SΠ′(f(I))
 U«���§n¦¯¡°��§G§/«�¬`�,®¯¡U�~«�¥�§n¦¨±¶�È®¯«� N�A¬�·Õµ�¡

f(I) ;

s−PLS2 ∀s ∈ SolΠ(I), g ◦ g′(s) = s ;

s−PLS3
¥¹«�¬�©G§E«�¬�§~ /£`¡°±²¦¨�

Cs′t′
µ�¡

s′
Ì
t′
µ`�A�`�

TGΠ′(f(I))
µ�«���§G®¯¡U�~¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´U�

s′
¡°§
t′�E«���§~µ`�A�`�

SΠ′(f(I))
¡°§,§E«�¬`�~�E¡U�G�E«�±²±e¡°§E�G¦¨��§E¡°©n±e´Uµ�¦³�A¦¨©E¡N�Ïµ`�A�`�

SolΠ′(f(I))\SΠ′(f(I))
ª

�A®¯«�©E�~µ`�A�`�
SolΠ(I)

ª��/«�¦¨§
g(s′) = g(t′)

ª��E«�¦¨§
(g(s′), g(t′))

¡U�n§,¬����A©E �µ�¡
TGΠ(I)

¾
¨ � º>«�¦¨§eÐ:�� °¦¨®¯¡°±e¡°��§ z ¬`¡
ªv�E¦

(Π,V)
s−PLS
∝ (Π′,V ′)

¡°§ z ¬ w ¬��
LSA

 /£`¡°©E /£¤�A��§»¬�� «�¥�§n¦¨±Ê¬�±
®¯«� N�A®Z©E¡°®³�A§n¦¨º>¡°±e¡°��§ Ì

V
�E¬�©

I
µ�«�¦¨§ß¡°±²¥�©n¬���§E¡°© �A¬ ±e«�¦¨�`�

k
�A©E U��µ`�A�`�

TGΠ(I)
ª<�A®¯«�©E��¬��

LSA /£`¡°©E /£¤�A��§Z¬��e«�¥`§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®�©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§ÑÌ
V ′
�n¬�©

f(I)
µ�¡°º�©/�¢¡°±²¥�©n¬���§E¡°©v´°Â��A®¯¡°±e¡°��§Ñ�A¬²±e«�¦¨�`�

k
�A©E U�vµ`�A�`�

TGΠ′(f(I))
ª�¬�� �A©E G�n¬�©

SolΠ(I)
 U«�©n©/¡°�E¥¹«��`µ`�A��§ÑÌL¬��¶ /£`¡°±²¦¨�¶µ`�A�`�

SolΠ′(f(I))
Æ�®³�

£¤�A¬�§E¡°¬�©'µ�¡Ñ§E«�¬�§E¡#�E«�®¨¬�§n¦¯«��
v
µ�¡

SΠ′(f(I))
µ`�A�`�

TGΠ′(f(I))
¡U�n§'�A¬ ±e«�¦¨�`�Z�A¬`�E�n¦�¦¨±²¥¹«�©n§/�A��§E¡ z ¬`¡

®³� £¤�A¬�§E¡°¬�©Gµ�¡¢®³� �E«�®¨¬�§n¦¯«��
g(v)

µ`�A�`�
TGΠ(I)

¾m��¡L§/¡P±²¥¤�,¡U�E§G�A®¯«�©E�#º�¡°��¬Éµ w ´°�`«��¤ °¡°©~®¯¡°�,©E´U�n¬�®¨§/�A§E�
�`´°Â��A§n¦éÐ7�<Æ�¦¨®O�`¡ÈÞJã�©l�À¥�®¨¬`�G¥¹«�¬�©~ U¡°®³� z ¬`¡�µ�¡� U«��`�E§n©n¬�¦¨©E¡
ª¤�A©n§n¦��¤ °¦¯¡°®¨®¯¡°±¶¡°��§Nª¤¬��Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡

PLSµ�«���§È® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡Õµ�¡ ©E¡U /£`¡°©E /£`¡¸®¯«� N�A®¯¡É�E«�¦¨§Èµ�¡¸ U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´É¡P·�¥¹«��`¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡¼å%¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Éµ�«���§
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® w �A©n­�©E¡ µ�¡¶§n©/�A�`�n¦¨§n¦¯«�� ¡U�n§ß¬��  /£`¡°±²¦¨� ¬���¦ z ¬`¡¶�E¬�©ß¬�� �`«�±Ê­�©E¡»¡P·�¥¹«��`¡°��§n¦¯¡°®#µ�¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Jæ�¡°§ µ�¡
©E¡°¥�©E¡°�`µ�©E¡Ï®¯¡U�v¥�©E¡°¬�º>¡U�Ñµ�¡

PLS
x  U«�±²¥�®¯´°§n¬`µ�¡L�/«�¬`�Z® w �A��Â
®¯¡Ïµ`¡G®³�

stricte−PLS
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾2¤Ï¦¨�`�n¦:ª

�`«�§/�A±²±e¡°��§¶¥¹«�¬�©²®¯¡U�È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�¶�n¬`¦éº
�A��§E�NªW®¯¡¸µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§ µ w ¬��
LSA

¡U�n§²¡P·�¥¹«��`¡°��§n¦¯¡°®:ªÏÝ���
/Ý
â��Óá��MÖ`Ý��Óá>à
Ü Ü¶Ý��a� á�Ý�Ú¨àeÞ��R×Eà �I�#9�â7Ý á�Ý�
�-�Ø�âéä¸á
ã<�9Ø�â�ÞJâ8�M�ª
�-�à��°ã�Ý â��I�°×nà �Râ7Ø&�~Æ

MinTSP
¡°§,®¯¡�º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

k − opt
å%¥¹«�¬�©~¬��`¡� U¡P©E§/�A¦¨�`¡� U«��`�E§/�A��§E¡

k
æ
,

Max
¡°§
MinCircuit,

MaxWCut,

MaxW2− Sat,

MaxWPosNAE − 3− Sat





¡P§G®¯¡�º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡eÄ x ­¹«�©n�`´
.

:Ñ¡U��©E´U�n¬�®¨§/�A§E��¥¹¡°¬�º�¡°��§)�n¬�©n¥�©E¡°�`µ�©E¡'ÆB¥¹«�¬�©�®¯¡Z¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
MaxWCut

¥¤�A©�¡P·�¡°±²¥�®¯¡
ª9 °¡°®³�~�n¦¨Â
��¦��¤¡
z ¬ w ¬��¶�E«�±²±e¡°§Ñ�A¬e±e«�¦¨�`� µ�¬eÂ
©/�A¥�£`¡Ï�E¡°©/��ª��A¬¶ U«�¬�©E� µ�¬¶µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§#µ�¬

LSA
ª��9Òn«�¬�§E´G¡°§Z©/¡P§E¦é©/´~Ì

®³�Ï�E«�®¨¬�§n¦¯«��² U«�¬�©/�A��§E¡#¬�� �`«�±Ê­�©E¡,¡P·�¥¹«��`¡°��§n¦¯¡°®`µ�¡vÐ7«�¦¯�N¾��'®¨¬`�k¥`©E´U P¦¯�/´°±e¡°��§'¡°�` U«�©E¡
ª
¡°§k¥�®¨¬`�W´°®¯« z ¬`¡°��§
�,«�©E¡°±e¡°��§ z ¬¤�A��§çÌ ®³� µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´¼µ�¡Áµ�´°§E¡°©n±²¦¨�¤�A§n¦¯«
� µ w «�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·Àª#¥¹«�¬�©É§E«�¬`�Õ U¡U�É U«�¬�¥�®¯¡U�
å³ÖÓ×nØ�ÙPÚ¨Û°ÜeÝ�5��9Ø
â³ÞPâ8�Óà�9�ÝEæPªv®¯¡ ÖÓ×nØ�Ù°Ú¨ÛPÜ¶ÝÕÞ��:à&�Óá�à�×ná ág� ØJÖ��Râ�ÜÈã�Ü ÚéØ�
/à�Ú'���/�E«� °¦¯´¼åR�/�Nº�«�¦¨©NªW¥¤�A©n§/�A��§ µ w ¬��`¡
�E«�®¨¬�§n¦¯«�� ¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
ª µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°© ®³� �E«�®¨¬�§n¦¯«�� z ¬¤¡¸©E¡°§E«�¬�©n�`¡°©/�A¦¨§»® w £`¡°¬�©n¦¯�n§n¦ z ¬`¡�µ�¡É©E¡U /£`¡°©E /£`¡ç®¯«� N�A®¯¡
 U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡Bæv¡U�n§v±e«���§n©E´

PSPACE
x µ�¦éè¶ °¦¨®¯¡�� 3 ? !M¾����ß °®³���E�E¡

PSPACE
©E¡°Â
©E«�¬�¥¹¡Ï® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Lµ�¡U�

¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Èµ�¡ µ�´U °¦¯�E¦¯«�� z ¬`¡¶® w «�� �/�A¦¨§Ê©E´U�E«�¬`µ�©E¡ µ`�A�`�È¡P�|Ý��1
/Ø�Ü¶ÙP×EÝPÜ¶Ý��a�¢Üx�PÜeØ�â�×EÝß¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:ª
¡°§~®³�e U«���Ò3¡U °§n¬�©E¡Ê¡U�E§,Ð7«�©n§E¡ßµ�¡�¥¹¡°�`�E¡°© z ¬`¡

NP
�/«�¦é§~¬����E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡¢Ö¹×nØJÖÓ×EÝ~µ�¡

PSPACE
ª¤ U¡

z ¬�¦`Ð7�A¦¨§ µ�¡U� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
PSPACE

x µ�¦éè¶ °¦¨®¯¡U�Ñµ�¡U� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U��Ý��1
EØ
×EÝvÖ¹Ú�ã�Þ¢á�ã�×JÞ z ¬`¡G®¯¡U�v¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
NP

x µ�¦éè¶ P¦¨®¯¡U�B¾
¬L¡°¬�©E¡°¬`�E¡°±e¡°��§¢ U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Nª¹¦¨®k¡U�n§Ïµ�¡U�Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�¢¡°§Lµ�¡U�~º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�Lµ�«���§Ï®¯¡U�L«�¥�§n¦¨±¶�¶®¯«� N�A¬�·

� w «�­�§n¦¯¡°���`¡°��§ç¡°��§E¡°±²¥`�É¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:ª,±¶�A¦¯�É¦¨®LÐ:�A¬�§¸¥¹«�¬�©Õ U¡°®³� �E¡Á U«���§E¡°��§E¡°©çµ w ¦¨�`�n§J�A�` U¡°�Õ¥¹«�®¨Å x
�`«�±²¦³�A®¯¡°±e¡°��§»­¹«�©n�¤´°¡U��Æv®³�¼µ�´°§E¡°©n±²¦¨�¤�A§n¦¯«���µ w «�¥�§n¦¨±¶� Ä x ®¯«� N�A¬�· ¥¹«�¬�© ®¯¡U�¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

MaxCut
ª

Max 2−Sat
¡°§
MaxPosNAE − 3−Sat

�ß¥¤�A©#¡P·�¡°±²¥�®¯¡¢´°§E´L±e«���§n©E´U¡
P
x  U«�±²¥�®¯Ç°§E¡'Ô`µ�¬¸ U«�¬�¥<ª

®¯¡GÖÓ×nØ�ÙPÚ¨Û°ÜeÝ�Þ��:à&�¹á>à�×ná¶ág� ØJÖ��Râ�ÜÈã�Ü ÚéØ�
/à�Ú����E�E«� °¦¯´¢ÌÊ U¡U�Ñ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Gµ�¡°º�¦¯¡°��§,´°Â��A®¯¡°±e¡°��§
P
x  U«�±²¥�®¯¡°§N¾

�W«�¬�©² U«��` °®¨¬�©E¡¸�E¬�©È U¡ ¥¹«�¦¨��§²¡°§ ¦¨®¨®¨¬`�E§n©E¡°©² U«�±Ê­�¦¯¡°� ®³��§E­� /£`¡»¥¹¡°¬�§²½°§n©E¡É�A©Eµ�¬`¡ z ¬`¡»µ w �A¥�¥�©E´ x
£`¡°�`µ�¡°©,�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§Ñ®³�Ê U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´¢µ�¡Lµ�´°§E¡°©n±²¦¨�¤�A§n¦¯«��Õµ w ¬��¸«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®7ª��`«�§E«��`�Ñ®¯¡U� ©E¡U /£`¡°©E /£`¡U�
µ�¡
®k¦¯�n£`¡°©�� 4�¯ ! z ¬�¦:ªW´°§/�A��§eµ�«����`´U�²¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
ª)¬`�`¡ Ð7«��` °§n¦¯«�� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

V
ªk¬��`¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��¼¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
s0(I)

¡°§�¬�� ¡°��§n¦¯¡°©
z
¥¹«
�E¡²®¯¡È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¶µ�¡eµ�´U °¦¯�n¦¯«��

Π? �n¬�¦¨º��A��§�Æ “ ÞUØ�â|� I ã2�¹Ýâ���Þ��:à&��
/Ý á�Ý
IΠ

5#ÝEä�â³Þ��MÝ��°�|�Tâ�ÚWá>à ��Þ
TGΠ(I)

ã �±
�-�ÝPÜÈâ8� à�Üx�PÚ�â7Ø�×nà&�1�Ñá�Ý
s0(I)

� ã �¼ØPÖ��Râ�ÜÈã�Ü Ú¨Ø+
/à�Ú
à�ã ÞUÝ���Þ»á�Ý

V
á�Ý
�:à�â�Ú�Ú¯Ý â���,+�P×Pâ7ÝPã�×EÝÉØ�ã_�V9�à�Ú¨Ý<�

z ² ” ®k¦¯�E /£`¡°©Ê¥�©/«�¬�º>¡ ¥¤�A© ¡P·�¡°±²¥�®¯¡ z ¬`¡¶®¯¡U�Ê¥�©E« x
­�®¯Ç°±e¡U�

MaxWCut?
ª
MaxWE−2−Sat?

ª
MaxWPosNAE Sat?

¥¹«�¬`©k®¯¡Ñº>«�¦¯�E¦¨�¤�AÂ>¡LÄ x ­¹«�©n�`´
ª
MinTSP ? ¥¹«�¬�©G®¯¡¢º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ 2− opt

ª��E«���§G§E«�¬`�
NP

x  U«�±²¥�®¯¡°§E�N¾
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F7GIHJG8³ ´¡jTj[`efao�S°b�P�\eS#fgdhQTLai<fJjT\eSIbkPlN#f*WZPnY�o
�)��©E¡U /£`¡°©E /£`¡Éµ w «�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�· �E¡°±Ê­�®³�A��§²�E¦#µ�¦éè¶ P¦¨®¯¡¸¥¹«�¬�©e U¡°©n§/�A¦¨�`�È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Nª*@¢®³�A¬` E� �E¡

µ�¡°±¶�A�`µ�¡eµ`�A�`�A��C�Ä�!Z� w ¦¨®W� w ¡U�n§¢¥¤�����A¬ ±e«�¦¨�`�¢¥¹«
�E�E¦¨­�®¯¡Èµ�¡ ®¯¡U���A¥�¥�©E«� /£`¡°©eâ#µ�Ý+µOµ�¡²µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©ßµ�¡U�
�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�

s
z ¬�¦#�E«�¦¯¡°��§²�A¬ ±e«�¦¨�`�²�A¬¤�E�n¦ ­¹«����`¡U� z ¬`¡¶®¯¡ ¥�¦¨©E¡¸µ�¡U� «�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�·Oª'ÌÕ¬�� Ð:�� °§E¡°¬�©

±Ê¬�®¨§n¦¨¥�®¨¦¯ N�A§n¦éÐ
r ∈]0, 1]

¥�©EÇU�N¾m�W«�¬�©,®¨¦¯¡°©,®¯¡U�#¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~¡°��§n©E¡ x ¡°¬�·Àª;@¢®³�A¬` E�»µ�´��`��¦¨§G¬��¸�`«�¬�º�¡°®<«�¬�§n¦¨®
�`«�±²±e´

forte
x
PLS

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� z ¬�¦��9Òn«�¬�§E¡ Ì ®³�
stricte

x
PLS

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ªGµ�«���§¸®¯¡�©Eë�®¯¡Á¡U�n§Éµ�¡
¥�©E´U�E¡°©nº�¡°© ®³� �n§n©n¬` °§n¬�©E¡
ª ¬������n¥¹¡U °§¸µ�¡ç¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡Áµ�«���§ ®¯¡�©Eë�®¯¡�¡U�E§ µ`¡ç¥�©E´U�E¡°©nº�¡°© ®¯¡���¦¨º>¡N�A¬
µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���©E¡°®³�A§n¦¨º>¡°±e¡°��§Èà�ãÈÖÓâ%×EÝ ØJÖ��Râ%Ü ã�Ü ÚéØ�
/à�Ú ¾¤¿Ï«�§E«��`� z ¬ w «��ç�E¡¢©/�A¥�¥�©E«� /£`¡Êµ�¡�¥�®¨¬`�~¡°�
¥�®¨¬`�,µ�¡U�

G
x ©E´Uµ�¬¤ P§E¦¨«��¤�Nª�§E«�¬�Ò3«�¬�©E�~ÌÊ®³�Ê��¬¤�A�` U¡�¥�©EÇU� z ¬ w ¦¯ °¦À®¯¡U�,º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�G�E«���§,µ�´��`��¦¯�~�Ê¥�©n¦¯«�©n¦:¾;¶M®

� w ¡°� µ�¡°±e¡°¬�©E¡~¥¤���v±e«�¦¨�`� z ¬ w ¦¨®Ó� w �AÂ
¦¨§v®³Ì�µ w ¬��»«�¬�§n¦¨®¤¦¨��§E´°©E¡U�E�/�A��§ÑÌ�©E¡°Â��A©Eµ�¡°©Ñ�E«�¬`�Z® w �A��Â
®¯¡
GLO

ª>¡°�
¡P·�¦¨Â>¡N�A��§#§E«�¬�§E¡PÐ7«�¦¯�, U«�±²±e¡L¥�©E´U�E¡°©nº
�A§n¦¯«��Õµ�¬»��¦¨º�¡N�A¬Éµ�¡L¥¹¡°©3ÐR«�©n±¶�A�` U¡
ª� U¡°®¨®¯¡�µ�¡Ï®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´¢Â
®¨«�­Ó�A®¨¡
µ�¡U�Ï«�¥�§n¦¨±¶�¶®¯«� N�A¬�·À¾1�<¡U�Ï©E´U�n¬�®¨§/�A§E�Ï�`´°Â��A§n¦éÐ7�Ï�E¡°©E«���§Ïµ�¡ß¥¹«�©n§E´U¡ß±e«�¦¨�`µ�©E¡
ª¹�n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§L¥�®¨¬`�~¥�©E´U °¦¯�
åR«����`¡Êµ�¦¨©/�e¥�®¨¬`� z ¬`¡

Π
�`¡ßÂ��A©/�A��§n¦¨§L¥¤���~®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´Êµ�¡Ê�E¡U�Ï«�¥�§n¦¨±¶�¶®¯«� N�A¬�·Õ¥¹«�¬�©Ï§E«�¬`§Ïº>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x ­¹«�©n�`´
ª ±¶�A¦¯�»¥¹«�¬�©»¬��`¡ÕÐ7«��` °§n¦¯«�� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡�¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯Ç°©E¡BæP¾·�)�  U«�±²¥�®¯´°§n¬`µ�¡Á¥¤�A©

forte
x
PLS

x
©E´Uµ�¬` °§n¦¯«���µ`�A�`�

PLS
µ�¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï�n¬�¦¨º��A��§E�G¡U�n§G´°§/�A­�®¨¦¯¡ßµ`�A�`����C�Ä�!�Æ

MinW4− CCSP −B,
º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

1
x ­¹«�©n�`´

,
¥¹«�¬�©G¬��`¡� U«��`�n§/�A��§E¡

B
Ô

MinWIDS −B,
º�«�¦¨�E¦¨�¤�AÂ>¡

k
x ­¹«�©n�`´

,
¥¹«�¬�©~µ�¡°¬�·É U«��`�n§/�A��§E¡U�

B
¡°§
k
Ô

Min
¡°§
MaxPL{0, 1},

º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
k
x ­¹«�©n�`´

,
¥¹«�¬�©G¬��`¡� U«��`�n§/�A��§E¡

k¡°§
MinTSP,

º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
k − opt,

¥¹«�¬�©G¬��`¡� U«��`�n§/�A��§E¡
k.

��¡L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Min IDS

å#¸6�Óá�ÝMÖ`Ý��¹á�Ý��a��¹ÊØ�ÜÈâ��Óà �Râ8�29DÌOÝ��7ª
MinWIDS

¥¹«�¬�©G�/�ßº�¡°©E�n¦¯«��¸¥¹«�� x
µ�´°©E´U¡BæPªO U«��`�E¦¯�n§E¡²Ì»µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©ß¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡eµ�«�±²¦¨�¤�A��§ z ¬�¦'�E«�¦¨§��n§/�A­�®¯¡È¡°§�µ�¡ ¥�®¨¬`��¥¹¡°§n¦¨§E¡È§/�A¦¨®¨®¯¡
¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡
¾·:Ñ¡°§n§E¡Õ�`«�¬�º�¡°®¨®¯¡ç U«�±²¥�®¯´°§n¬`µ�¡Á�A¥�¥¹«�©n§E¡� U«�±²±e¡�¡°�`�E¡°¦¨Â
�`¡°±e¡°��§¸�n¬�¥�¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡�®³�¼µ�¦éÐ x
�¤ °¬�®¨§E´^�¹Ø&� ÖÓÚ ã�ÞÕÞPâ�ÜÏÖÓÚ¯ÝPÜ¶Ý��1�Èág� Ø�Ù��MÝ��a�Râ7Ø&� µ w ¬��ø«�¥�§n¦¨±Ê¬�±�®¯«� N�A®L±¶�A¦¯� ág� àPÖ>ÖÓ×nØNä
â�Üeà �Râ7Ø&� µ w ¬��`¡
§E¡°®¨®¯¡¢�/«�®¨¬�§n¦¯«���Æ�«��¸�`¡L¥¹¡°¬�§~�A¥�¥�©E«� /£`¡°©,¬��¸¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π PLS
x µ�¦éè¶ °¦¨®¯¡��A¬É�E¡°�`�,µ�¡Ï®³�

forte
x
PLS

x
©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� Ì

2−nε µ�¡e® w «�¥`§n¦¨±Ê¬�± Â
®¯«�­¤�A®ÑÌ¸±e«�¦¨�`� z ¬`¡
P
� w ´°Â��A®¯¡

NP
ª*�`â,Üx	PÜ¶Ý»á�Ý¶Ú�� ØJÖn�Râ�ÜÈã�Ü

Ú¨Ø+
/à�Ú�¥¹«�¬�©
ε > 0

Ì ±e«�¦¨�`� z ¬`¡
P
� w ´°Â��A®¯¡

PLS
�ºC�Ä�!M¾

�)�
forte

x
PLS

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¥�©E´U�E¡°©nº
�A��§¶®¯¡U�¶�E /£¤´P±¶��� µ w �A¥�¥`©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ªÑ¡°§  U«�±²±e¡ç®³�  °®³���E�/¡
PLS

 U«���§n¦¯¡°��§ µ�¡U�Á¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
NPO

x µ�¦éè¶ °¦é®¯¡U� �A¬ �/¡°�`�Áµ�¡ ®³�
P
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«���å

MinTSP
¥¤�A©

¡P·�¡°±²¥�®¯¡BæPª'® w ´°§/�A­�®¨¦¯�E�/¡°±e¡°��§ µ�¡É®³� µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´çµ w ¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡çº�¦¯� x Ì x º�¦¯�eµ�¡Õ U¡°§n§E¡É©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� µ`�A�¤�
®³�¶ °®³���E�/¡

PLS
¥¹¡°©n±e¡°§¢µ�¡ µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡Ê®³�

NPO
x µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´Èµ�¡  U¡ß¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡'Ô¹¥¤�A©��A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nª¹¡°��©E¡°Â��A© x

µ`�A��§'®¯¡U�W©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�Z¥�©E«�¥¹«
�E´U¡U�Z�E«�¬`�W® w �A��Â
®¯¡Gµ�¡Ñ®³�
E
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ªe@¢®³�A¬` E� µ�´°±e«���§n©E¡,�`«�§/�A±²±e¡°��§v®¯¡

Ð:�A¦¨§'©E¡°±¶�A© z ¬¤�A­�®¯¡ z ¬`¡#®¯¡,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Min 3−CCSP −3

¡U�n§Z U«�±²¥�®¯¡°§ ¥¹«�¬�©Z®³�� °®³���E�E¡
NPO−PB

¾



3 £

ì¢í�» ï¸õ'ô�÷ÊùÀú,ûÈóEüZý�õ'ôøùÀð ö�¼ ð¾½�¿

¨ � � w ¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡ß¦¯ °¦WÌ¶µ�¡U�~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U��µ�«���§ÊÚ¯Ý�9
×nàJÖa-�Ýeá�ÝÀ�R×nà&��ÞPâ��Râ7Ø&� ¡U�E§Ï¡P·�¥�®¯«�¦¨§/�A­�®¯¡Ê¥¹«�¬�©Ï¬��`¡
 U¡°©n§/�A¦¨�`¡ �E§n©n¬` °§n¬�©E¡ µ�¡ßº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
ª¹´Pº�« z ¬¤�A��§Lµ`�A�`�L¬���¥�©E¡°±²¦¯¡°©L§E¡°±²¥`�L®¯¡U�Ï§n©/�Nº
�A¬�·ç¡�ÁO¡U °§n¬`´U��Ì¶ U¡
¥�©E«�¥¹«
�~µ`�A�`�,®¯¡� N��µ�©E¡�µ�¬Õ©/�A¥�¥¹«�©n§~µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª�©E¡°¥�©E¡°�¤�A��§Ï U¡U�,§n©/�Nº
�A¬�·Éµ`�A�`�,¬��Õ�E¡U U«��`µÉ§E¡°±²¥`�ÏÌ
® w �Nº
�A��§/�AÂ>¡#µ�¡Ñ® w �A¥�¥�©E«� /£`¡

GLO
¾&���Ï©E¡°¥�©E´U�E¡°��§/�A§n¦¯«��eµ�¡Ñ® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡,µ�¡U�W�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�'�/«�¬`�)ÐR«�©n±e¡#µ w ¬��

Â
©/�A¥�£`¡ � w �É¥¤��� ´°§E´¶® w ¬���¦ z ¬`¡¶¦¨�`�E¥�¦¨©/�A§n¦¯«�� µ�¡U�Ê /£`¡°º
�A®¨¦¯¡P©/� µ�¡e® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´»®¯«� N�A®¯¡'Ôkµ`�A�`���1Ã ? !Mª)«��
¡P·�¥�®¯«�¦¨§E¡Ï®³�Ê¥¹«
�E�n¦¨­�¦¨®¨¦¨§E´ z ¬ w «�ÁÀ©E¡°��§# U¡°©n§/�A¦¨�`�#¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Gµ�¡Ï©E¡°¥�©E´U�E¡°��§E¡°©,®¯¡°¬�©#¡°�`�/¡P±Ê­`®¨¡¢µ`¡L�E«�®¨¬�§n¦¯«��
�E«�¬`��Ð7«�©n±e¡ µ w ¬�� �A©n­�©E¡'Æk  w ¡U�n§Ê®¯¡¶ N��� µ�¡U��Ö¹×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ ×nà>á
âRà�ã
ä
¾����ç�n§n©n¬` °§n¬�©E¡»µ�¡¶§E¡°®¯�ß¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
¥¹¡°©n±e¡°§ßµ�¡eµ�´°¥�®¯«BÅ�¡P©ß® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡eµ�¡e�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�ßµ�¡² /£¤�� °¬��`¡¶µ�¡È®¯¡°¬�©E��¦¨�`�n§/�A�` U¡U�ß�E«�¬`�¢ÐR«�©n±e¡eµ w ¬��
�A©n­�©E¡Êµ�¡ß©/�� °¦¨�`¡ß¬��`¡ß¥�¦¨©E¡Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«��<ª¹µ�¡ß�E«�©n§E¡ z ¬¤¡�§E«�¬�§E¡Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«�� ¡°§L¡°��¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©L¬��`¡Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«��
«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡»�E«�¦¨§Êµ�´Uµ�¬` °§n¦¨­�®¯¡¸µ�¡¶ U¡°§n§E¡¶¥�¦¨©E¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«�� ¥¤�A©Ê¬��`¡ÕÞJãZ
E
/ÝPÞ/ÞJâ7Ø&��ã �`âV�°ã`Ý¸á�Ý¶ÞUØ�Ú�ãm�Râ7Ø&��Þ z ¬�¦
�A±e´°®¨¦¯«�©E¡°��§G /£¤�� °¬��`¡L�E§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§#®³��º
�A®¯¡°¬�©#«�­�Òn¡U °§n¦¨º>¡
¾m�k«�¬�©# U«�±²¥�©E¡°�`µ�©E¡¢® w ¦¨��§E´°©E½°§,µ�¡Ï®³�ß /£¤«
�E¡
ª�¦¨®
Ð:�A¬�§k¥¹«�©n§E¡°©v�A§n§E¡°��§n¦¯«�� Ì~®³�Ï©E¡°±¶�A© z ¬`¡,�n¬�¦¨º��A��§E¡'Æ
�E¡°®¯«��È®³�Ï�¤�A§n¬�©E¡#µ�¬È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡#§n©/�A¦¨§E´
ª�®¯¡�9�×nàJÖa-�ÝLá�Ý
�R×nà&�`ÞJâ��Râ7Ø&�e� w ¡U�n§~¥¤���GÐR«�©E U´°±e¡°��§À
/Ø&�;�¹ÝEä�Ý°¾1�k«�¬�©Ï®¯¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡��n§/�A­�®¯¡
ª`§E«�¬`§E¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«���¡U�E§G¦¯�E�n¬`¡
µ�¬É±e½°±e¡¢¥¹«�¦¨��§~µ�¡�µ�´°¥¤�A©n§NªÀÚ¯Ý��Nâ7á�Ý°ª�¥¤�A©Gµ�¡U�~�9Òn«�¬�§E�,�n¬` U U¡U�/�n¦éÐR�,µ�¡��E«�±²±e¡°§E�<Ô�¥¹«�¬�©Gµ w �A¬`§n©E¡U�,¥�©E« x
­�®¯Ç°±e¡U�' U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Nª�¦¨®�� w Å �~¥¤���k�`´U U¡U�/�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§Zµ�¡Ñ�/«�®¨¬�§n¦¯«��¸Ü¶ÛP×EÝ~á�ÝÂ�:Ø�ã2�MÝPÞk�A¬²�E¡°�`�Wµ�¡U��
�-�ÝPÜÈâ8�`Þ
à�Üx�PÚ âRØ
×nà&�a�%Þ~µ`�A�`�¢®¯¡ Â
©/�A¥�£`¡Èµ�¡ §n©/�A�`�n¦¨§n¦¯«��<ªO¡°§L§E«�¬�§E¡È�/«�®¨¬�§n¦¯«��Á� w ¡U�n§¢¥¤���L�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§¶á �V9
×nà&�
á>à�Ù°Ú¨Ý#µ`�A�`�,�E«��»º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡'Æ��`«�¬`�#¥¹¡°�`�E«��`�#�`«�§/�A±²±e¡°��§ÏÌ

MinTSP
�Nº�¡U Ï®¯¡Lº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

2− opt
¡°§

µ�«����`«��`� ¬��»¡P·�¡°±²¥�®¯¡~¥¹«�¬�©
MaxSat

�Nº>¡U G®¯¡~º>«�¦¯�E¦é�Ó�AÂ>¡ßÄ x ­¹«�©n�`´
¾Z:Ñ«��`�n¦¯µ�´°©E«��`� ® w ¡°�`�E¡°±Ê­`®¨¡Lµ�¡~�E¦é·
 °®³�A¬`�E¡U�

{(x1, x̄2), (x3, x̄4), (x2, x̄3), (x4, x̄1), (x̄1, x̄3), (x̄2, x̄4)}
¡°§Ê® w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��

T = (1, 1, 1, 1)z ¬�¦Ó±e¡°§Ñ§E«�¬�§E¡U�Ñ®¯¡U� º��A©n¦³�A­�®¯¡U�,Ì Ä'Ô
T
º
�A®¨¦¯µ�¡ 4  °®³�A¬`�E¡U�Nª��A¦¨�`�n¦ z ¬`¡��:Ø�ãm�MÝJÞLÞUÝJÞ�à«-ÏÝ�
��:à �Râ7Ø&��Þ��9Ø
â³ÞPâ8�¹ÝPÞ

(1, 1, 1, 0)
ª
(1, 1, 0, 1)

ª
(1, 0, 1, 1)

¡°§
(0, 1, 1, 1)

¾Ó�¢¡ �E«�©n§E¡
ª
T
¡U�n§L¬�� ¥¹«�¦¨��§L¦¯�E«�®¯´ µ`�A�`�L®¯¡ÊÂ
©/�A¥�£`¡

µ�¡É§n©/�A�`�n¦¨§n¦¯«��<ªZ�`«�� µ�´Uµ�¬` °§n¦¨­�®¯¡�ÌÁ¥¤�A©n§n¦¨© µ w ¬��`¡Õ¥�¦¨©E¡Õ�E«�®¨¬�§n¦¯«��
(1, 0, 1, 0)

«�¬
(0, 1, 0, 1)

®¯¡É®¯«���Â
µ w ¬��`¡  /£¤�0/¯�`¡»�A±e´°®¨¦¯«�©/�A��§E¡
¾W���A�`�ß®¯¡�9�×EàJÖa-�ÝÉá�Ýª�R×nà&��ÞJâ|�Râ7Ø&��µ w ¬��  U«�¬�¥�®¯¡Áå³ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý65��9Ø
â³ÞPâ8�Óà+9�ÝEæPª
�n¦'§E«�¬�§E¡²�/«�®¨¬�§n¦¯«�� ±eÇ°�`¡²¥¤�A©�¬��¼ /£`¡°±²¦¨� Ì»¬��¼�E«�±²±e¡°§ à�ÙPÞ°Ø�×NÙnà �a�Z«�¥�§n¦¨±Ê¬�±Ë®¯«� N�A®:ª<¡°� ©E¡°º
�A�` /£`¡
§E«�¬�§ «�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A® � w ¡U�n§Ê¥¤���Ê�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§e�� U U¡U�E�n¦¨­�®¯¡¸ÌÉ¥¤�A©n§n¦¨©Èµ w ¬��`¡»�E«�®¨¬�§n¦¯«�� µ`¡¶µ`´P¥Ó�A©n§N¾
¤)º>¡U ²®¯¡U�¢Ö¹×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ¶×nà>á
âRà�ã
ä
ª)«�� �E¡²©E¡U�n§E©E¡°¦é��§ �A¬�· ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U� µ�«���§ß®¯¡U�ß¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�Êµ�¡¶�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
¥¹¡°¬�º�¡°��§ ½°§n©E¡e©E¡°¥�©E´U�/¡°��§E´U�Ê¥¤�A©ß¬`� à�×NÙP×EÝ°ª z ¬�¦  U«�¬�º�©E¡��:Ø�ãm�MÝJÞ¶Ú¯ÝJÞeÞ°Ø�Ú ã2�Râ7Ø&��Þ°ª�¡°§Êµ�«���§Ê®³�¸Ð7«��` °§n¦¯«��
Ö`ÛP×EÝG U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ�Ì ¬��`¡�µ�´°Â
©/��µ`�A§n¦¯«�� Ì²µ�´��`��¦¨©~µ�¡� /£¤� z ¬`¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��<¾;¶T®<� w �AÂ
¦¨§~µ�«��` �µ�¡¢¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
µ�«���§È®¯¡�9�×nàJÖ1-�Ýçá�Ý��R×nà&��ÞPâ��Râ7Ø&�Áµ�¡»§E«�¬�§E¡»¦¨�`�n§/�A�` U¡É¡U�n§�
/Ø&�;�ÀÝnä�ÝÈ¡°§Õá�ÝJÞ�
°×JâXÖ��Râ:ÙPÚ¯Ýçà ÖÓ×PâRØ�×PâRª)¥¤�A©È®³�
 U«����¤�A¦¯�E�/�A�` U¡~ U«���Òn«�¦¨��§E¡Gµ w ¬��`¡ÑÖ¹â�×EÝGÞUØ�Ú�ãm�Râ7Ø&�ß¡°§vµ w ¬��`¡!,UØ&�1
��Râ7Ø&�Éá�Ý>�R×nà&�`ÞJâ|�RâRØ&��µ�¡,§E«�¬�§E¡G�E«�®¨¬�§n¦¯«��»Ì
¬��`¡#�E«�®¨¬�§n¦¯«��²º�«�¦¯�n¦¨�`¡#µ�´°Â
©/��µ`�A��§E¡
¾
¿L«�¬`�'´°§E¡°�`µ�©E«��`�Z¡°�`�n¬�¦¨§E¡Ñ®³�Ï©E¡°¥�©E´U�E¡°��§/�A§n¦¯«��¶�E«�¬`�kÐR«�©n±e¡#µ w �A©E­�©E¡



£ ¯

wI

φIπI

solutions

Ã·Ä8Å·Æ1��¾¨Ä
Æ1Ç~×NÙEØ�×EÝJÞ�
/Ý��1
JÝÈá�Ý�Ú�� Ý���ÞUÝ°ÜeÙ°Ú¨Ý á�ÝJÞ¢ÞUØ�Ú ã2�Râ7Ø&��Þßág� ã �¶Ö¹×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ýß×nà�á�âRà
Ú
�A¬ Â
©/�A¥�£`¡eµ`¡È§n©/�A�`�n¦¨§n¦¯«��¼§E¡°® z ¬ w ¦¨®Z¡U�n§�µ�´��`��¦vµ`�A�`�x� u�u !MªO¡°� ¡U�E�/�NÅ��A��§�µ w ¡P·�¥�®¯«�¦¨§E¡°©�®¯¡U��¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�
±²¦¯�E¡U��¡°� �Nº
�A��§¢¥¤�A©�®³�¸�n§n©n¬` °§n¬�©E¡É×nà>á�â7à�Ú¨Ý�µ�¬Á¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
¾u:#�A©�®³�»©E¡°¥�©E´U�E¡°��§/�A§n¦¯«�� µ�¡ ® w ¡U�n¥¤�� U¡eµ�¡U�
�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Z�E«�¬`�Wµ�¡Ñ§E¡°®¨®¯¡U�kÐ7«�©n±e¡U�Nª z ¬¤�A�`µÈ U¡°®³�L¡U�n§W¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡
ªA¥¹¡°©n±e¡°§Zµ�¡#µ�´U °©n¦¨©E¡#§E«�¬�Òn«�¬�©E�W®¯¡U�'«�¥�§n¦¨±¶�
Ä x ®¯«� N�A¬�·Õ¡°§G¥¤�A©3ÐR«�¦¯�Nª`µ�¡U�G N���~µ w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` U¡ Ì

GLO[δ]
¾

F7G8³*GIH ÈÉY¾Ê¦Lai0\�Ë�WZLOÌ7YTLÍ`eP§Q[S#P§N&Î
��¡U���A¬�§E¡°¬�©E�¢¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¯�/¡°��§�µ`�A�`�A�1Ã ? !W¬��`¡ Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡²µ�¡Ê¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡°� z ¬�¦Z��µ�±e¡°§n§E¡°��§�µ`¡°��¡U�n¥¤�� U¡U�

µ�¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��`�~µ`�A�`�G®¯¡U� z ¬`¡°®¯�G¦¨®<¡U�n§#Ð:�� °¦¨®¯¡�µ�¡¢�¤�Nº�¦¨Â
¬`¡°©Nª` U¡°®¨®¯¡ßµ�¡U�ÑÖÓ×nØ�Ù°Ú¨Û°ÜeÝPÞ�×nà�á�âRà�ã
ä
¾
���e� w�{�z�{�y�w
���e� w�{�z�{�y�wX�n�ÐÏJ� .~��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�n§Ïµ�¦é§ ×nà>á�â7à�Ú`� w ¦¨®�º�´°©n¦��¤¡ß¥¹«�¬�©¢µ�¡°¬�·Õ¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡U�

p¡°§
q
¡°§~µ�¡°¬�·»Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡°�

(πI)I∈IΠ
¡°§

(φI)I∈IΠ
µ�¡¢Ð7«��` °§n¦¯«��`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡U�Ï¡°�

|I|
®¯¡U�,¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U��Ñ�Æ

∀I ∈ IΠ,





πI : SolΠ(I)→ SolΠ(I)
¡°§
φI : SolΠ(I)→ P(SolΠ(I))

(RAD1)
®³� ¥�¦¨©E¡��/«�®¨¬�§n¦¯«��

wI
¡U�E§,¬���¦ z ¬`¡�¡°§~ U«��`�n§n©n¬` °§n¦¨­�®¯¡ß¡°�Õ§E¡°±²¥`�

p(|I|)

∀s ∈ SolΠ(I),





(RAD2) ∃k ≤ q(|I|) ∈ N / πk
I (s) = wI

(RAD3) mΠ(I, s) Â mΠ(I, πI(s))

(RAD4) φI(s) = π−1I (s) = {t ∈ SolΠ(I) / πI(t) = s}

�W«�¬�©W¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ñ©/��µ�¦³�A®:ªA® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡#µ�¡U�W�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�'µ w ¬��`¡Ñ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I
¥¹¡°¬�§'�A¦¨�`�E¦��E¡v©E¡°¥�©E´U�/¡°� x

§E¡°©#�/«�¬`�vÐ7«�©n±e¡Lµ w ¬��Õ�A©n­�©E¡
AI = (wI , πI) = (wI , φI)

µ�¡Ï©/�� °¦¨�`¡
wI
ª�µ`´6�¤��¦Àµ�¡ÏÐ7�&�U«��É´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°��§E¡

Ò�ÓEÔ6Õ
P(X) Ö�×�ØVÙ�Ú�Û�Ü*ÝÐÞ Ü�Û�ØVÜ(ß�à0Ý�Ü*Ö0Ü�ØJá�âEãVä#Ù�Ü�ØgÖ0Ü X



£�Ä

¥¤�A©ß®¯¡U��Ð7«��` °§n¦¯«��`�Ê¥¹Ç°©E¡¶¡°§��`®¯�
πI
¡°§

φI
å,
§,�µJ�`Â
¬�©E¡ª��¾¨ÄBæP¾)�¢¡A�`®¯�Ê¡°� ¥¹Ç°©E¡
ª)µ w �A¥�©EÇU�Ê®³�É¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´

(RAD3)
ª<®³�ç�E«�®¨¬�§n¦¯«�� �/¡¶µ�´°Â
©/��µ�¡»¡°§ß§E«�¬�§E¡»�E«�®¨¬�§n¦¯«�� ©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡ z ¬�¦ �`¡¶�/«�¦¨§ß¥¤��� µ�¡e¥�¦¨©E¡¶º
�A®¯¡°¬�©

§n©E«�¬�º�¡ µ w �A¥�©EÇU�
(RAD2)

�/�¶¥�®³�� U¡Èµ`�A�`�¢® w �A©n­¹«�©E¡U�E U¡°�` U¡
ªO�E¬�©Ï¬`�Á /£`¡°±²¦¨� µ w ¬��`¡ ÐR¡°¬�¦¨®¨®¯¡²Ì
wI
ÔÀµ�¡

¥¹Ç°©E¡�¡°�l�¤®¨�BªZ®³�¼�/«�®¨¬�§n¦¯«�� �E¡Õ­¹«���¦��¤¡
ª ¡°§ §E«�¬�§E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«�� ¥¹¡°¬�§»½°§n©E¡çº�¬`¡ç U«�±²±e¡ç®¯¡ÕÐ%©n¬�¦¨§»µ w ¬��`¡
�n¬�¦¨§E¡�µ w �A±e´°®¨¦¯«�©/�A§n¦¯«��¤�~¦¨�må`¦¨Â>´U¡U�ÏÌÈ®³�²�E«�®¨¬�§n¦¯«��

wI
¾;¤~¦¨�`�n¦O®¯¡U�~«�¥�§n¦¨±¶��ª`®¯«� N�A¬�·É U«�±²±e¡�Â
®¯«�­¤�A¬�·Oª`�E¡

�n¦¨§n¬`¡°��§L�n¬�©Ï®¯¡U�GÐ7¡°¬�¦¨®¨®¯¡U�<Æ
s
¡U�n§~¬��`¡�Ð7¡°¬�¦¨®¨®¯¡Ê� w ¦¨®�� w ¡U�n§Ï¥¤���Lµ�¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��

t
µ`�A�`�

SolΠ(I)
§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡

s�E¡�§n©E«�¬�º�¡°©/�A¦¨§Ï�n¬�©G®¯¡� /£¤¡P±²¦¨� µ�¡
t
Ì
wI

z ¬�¦<©E¡°±e«���§E¡ß®³� Ð7«��` °§n¦¯«��ç¥¹Ç°©E¡
πI
¾`���A�`�G¬����A©n­�©E¡
ª¤¦¨®�¡U�n§

Ð:�� °¦¨®¨¡ µ�¡¶ °¦¨©E °¬�®¯¡°© ¡°§ß¥�®¨¬`�ß¥�©E´U °¦¯�E´°±e¡°��§Ê¦¯ °¦:ª�«�� �J�A¦¨§ßµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©Èµ�¡U�Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�ß¦¨��§E´°©E¡U�E�/�A��§E¡U� ¡°�
§E¡°±²¥`�ß¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®>Æ�® w ¡°��§n©E´U¡¶µ`�A�`�ß® w �A©n­�©E¡e¥¤�A©

wI
¡U�n§�¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡e¥Ó�A©

(RAD1)
¥�¬�¦¯��®¯¡e�n¬�¦¨º�¦

µ�¡¸®³�çÐ7«��` °§n¦¯«��
φI
µ�¡¸¥¹Ç°©E¡É¡°�O�`®¯�LÒ3¬`� z ¬ w ÌÁ�A©E©n¦¨º>¡°©e¡°� ¬��`¡»Ð7¡°¬�¦¨®¨®¯¡É¡U�n§²´°Â��A®¯¡°±e¡°��§¶¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:ª

®³�Õ£¤�A¬�§E¡°¬�©
HI

µ�¡¶® w �A©n­�©E¡Áå%®¯«���Â
¬`¡°¬�©Èµ w ¬�� ¥�®¨¬`�Ê®¯«���Â  /£`¡°±²¦¨� µ`�A�`�
AI
æ�´°§/�A��§Èµ�¡e® w «�©Eµ�©/¡ µ w ¬��

¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡�¡°�Õ®³� §/�A¦¨®¨®¯¡ßµ�¡¢® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡�¥¤�A©G®³� ¥�©/«�¥�©n¦¯´°§E´
(RAD2)

¾
æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ý
��¾¨Ä�µ v ¬�¦¨§E¡¶Ì¶ÐR¬`�n¦¯«����`¡°©�®¯¡U�¢¥`¦é©/¡°�ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��`��¡°� ¬��¼�E«�±²±e¡°§NªO«�� ¥¹¡°¬�§ß�n¬�¥�¥¹«
�E¡°©��/�A�`�¥¹¡°©n§E¡�µ�¡�Â>´°�`´°©/�A®¨¦¨§E´ z ¬`¡¢®³�È¥�¦¨©E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��ç¡U�n§,¬���¦ z ¬`¡
¾
æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ý
��¾ ? µ,���A�`�A�fÃ ? !Mª

wI
� w ¡U�n§¢¥¤���¢�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§�¬��`¡ ¥�¦¨©E¡È�/«�®¨¬�§n¦¯«��Á±¶�A¦¯�¢¬��`¡²�E«�®¨¬�§n¦¯«��µ�«����`´U¡'Ô)® w ¦¯µ�´U¡»¡U�n§ µ�¡ µ�¦¯�n¥¹«
�E¡°© µ w ¬��`¡»�E«�®¨¬�§n¦¯«�� �A¥�¥�©E«� /£`´U¡É�� U U¡U�E�n¦¨­�®¯¡»¡°� §E¡°±²¥`�Ê¥¹«�®¨Å��¤«�±²¦¯�A®GÌ¥¤�A©n§n¦¨©Êµ�¡²®³� z ¬`¡°®¨®¯¡¶«��¼¥�¬�¦¯�/�E¡eµ�´°º>¡°®¯«�¥�¥¹¡°©Ê® w �A©n­¹«�©E¡U�E U¡°�` U¡ µ�¡U�ß�/«�®¨¬�§n¦¯«��`��©E´N�A®¨¦¯�J�A­�®¯¡U�Êµ�¡e�E«�©n§E¡¶µ�¡¥¹«�¬�º�«�¦¨©ßµ�´Uµ�¬�¦¨©E¡��:Ø�ãm�MÝeÞ°Ø�Ú ãm�RâRØ&� Ü¶ÝPâ%Ú�Ú¯ÝPã�×EÝ z ¬`¡

wI
åRµ�«���§ß®¯¡U�ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Ê«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡U�Jæ�Ì¸¥¤�A©E§n¦¨©Êµ�¡

wI
¥¤�A©Ï¬��¤¡Ê�n¬�¦¨§E¡Êµ�¡ß§n©/�A�`�3ÐR«�©n±¶�A§n¦¯«��`�¢�E¦é±²¥`®¨¡U�¢�A±e¡°�¤�A��§�Ìeµ�¡U�¢�A±e´°®¨¦¯«�©/�A§n¦¯«��`���n¬` U U¡U�E�n¦¨º�¡U�Ïµ�¡ß®³�Ð7«��` °§n¦¯«��¼«�­�Ò3¡U °§n¦éÐn¾g:Ñ¡°®³�»�/«�¬`� x ¡°��§E¡°�`µ µ�«��`  z ¬`¡ ®¯¡U���E«�®¨¬�§n¦¯«��`��´°º�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§��¤«��Á©E¡°¥�©E´U�E¡°��§E´U¡U�µ`�A�`�G® w �A©n­¹«�©E¡U�E U¡°�` U¡ß�/«���§,§E«�¬�§E¡U�~µ�«�±²¦¨�`´U¡U�~¥¤�A©

wI
¾

ê�¦��`«�¬`�k¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¯�E«��`�W U¡v±e«�µ�Ç°®¯¡
ªA  w ¡U�n§ z ¬`¡v¥¤�A©n±²¦�®¯¡°�)¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U� z ¬`¡v�`«�¬`�W�A­¹«�©Eµ�«��`�'�A¬  U«�¬�©E�
µ�¡ß °¡ßµ�«� °¬�±e¡°��§NªÓ U¡°©n§/�A¦¨�`�Nª¹ÌÈ® w ¦¨±¶�AÂ>¡Êµ�¡

Max IS
ª
MinSC

ª
MinC

«�¬ç¡°�` U«�©E¡
MaxKS

ª`�E«���§
µ�¡~§E¡°®¯�v¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡U��Ô�®¯¡U�  U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©,�A®¯«�©E�Ñ�E«�¬`�  U¡°§#�A��Â
®¯¡L«�Á¹©E¡~®³��¥¹«
�E�n¦¨­�¦¨®¨¦¨§E´Ïµ�¡~±²¦¯¡°¬�·  U¡°©n�`¡°© ®¯¡°¬�©
�n§n©n¬` °§n¬�©E¡
ªÓ U¡°®¨®¯¡ x ®³Ìe±e½°±e¡ z ¬�¦<�`«�¬¤�L�È¥¹¡°©n±²¦¯�Lµ w ´°§/�A­�®¨¦¨©Ï®¯¡�©/�A¥�¥¹«�©E§Lµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®W °«��¤�n§/�A��§~Â��A©/�A��§n¦
¥¤�A©G®¯¡U�G�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�G±¶�9·�¦¨±¶�A®¯¡U�~«�¬Õ±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡U�Ïµ�¡� °¡°©n§J�A¦é�¤¡°�~¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~µ�¡� U¡U�,¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡U�B¾

ç s|s�quv�z+���mz�{�y1w
:Ñ«��`�E¦¯µ�´°©E«��`�e¥¤�A©¶¡P·�¡°±²¥�®¯¡É®¯¡É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Max IS
¡°§e® w ¬��`¡Õµ�¡Õ�E¡U�²¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

I = G(V,E)«&�
V = {v1, ..., vn}

ÔO¥¹«�¬�©�§E«�¬�§ß�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
U ⊆ V

µ�¡²§/�A¦¨®¨®¯¡
q
ªO«�� «�©Eµ�«����`¡¶�/¡U���E«�±²±e¡°§E�

¥¤�A©²«�©Eµ�©E¡Éµ w ¦¨�`µ�¦¯ U¡É °©E«�¦¯�E�/�A��§
σ(1) < σ(2) < ... < σ(q)

¾
Max IS

¡U�n§È©/��µ�¦³�A®~�Nº>¡U »¥¹«�¬�©²¥�¦¨©E¡
�E«�®¨¬�§n¦¯«��� U«��`�n§n©n¬` °§n¦¨­�®¯¡ß¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®�®³�²�E«�®¨¬�§n¦¯«��

wI = ∅
¡°§G¥¹«�¬�©GÐR«��` °§n¦¯«��`�G¥¹Ç°©E¡ß¡°§��`®¯�



£ ?

1

2

3

45

G AI

∅

1 2 3 4 5

13 14 15

145

25 45

Ã·Ä8Å·Æ1��¾ ? Æ1ÇÏ×UÙEØ�×/ÝJÞ�
JÝ��1
JÝ~Ö�Ø�ã�×ßã �¶ÖÓ×EØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý á�Ý�Þ��:à�ÙPÚ¨Ý
®¯¡U�#Ð7«��` °§n¦¯«��`�

πI
¡°§
φI
µ�´��`��¦¯¡U�G¥¤�A©<Æ

∀U
�n§/�A­�®¯¡�µ`�A�`�

G,





πI(U) = U\{vσ(q)}

φI(U) =
n⋃

j=σ(q)

{W = U ∪ {vj} / W
�E§/�A­�®¯¡

} .

�����`Â
¬�©E¡���¾ ? «�ÁÀ©E¡~¬��`¡Ï¦¨®¨®é¬¤�n§n©/�A§n¦¯«��¸µ�¬»±e«�µ�Ç°®¯¡ z ¬`¡G�¤«�¬`� º>¡°�`«��¤�Ñµ�¡~¥�©E«�¥¹«
�E¡°©Ñ¥¹«�¬�©Ñ®¯¡~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
µ�¡ �n§/�A­�®¯¡¼�Nº>¡U   U«�±²±e¡Á¦¨�`�n§/�A�` U¡ ®¯¡ Â
©/�A¥�£`¡

G(V,E)
µ�´��`��¦�¥¤�A©

V = {1, 2, 3, 4, 5}
¡°§

E =

{{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}{3, 5}}
¾

æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ýª��¾1Ã;µ#«�� �  /£`«�¦¯�n¦:ªÀ´°§/�A��§¢µ�«����`´ ¬��Á�n§/�A­�®¯¡
U = {uσ(1), ..., uσ(q−1), uσ(q)}

ªÓµ�¡ µ�«��`�`¡°©¥¤�A§E¡°©n��¦¨§E´ Ì¼® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
{uσ(1), ..., uσ(q−1)}

µ�´Uµ�¬�¦¨§¸µ�¡
U
¡°� ®¨¬�¦L©E¡°§n¦¨©/�A��§¸®¯¡��E«�±²±e¡°§¸µ�¡ç¥�®¨¬`�Â
©/�A�`µç¦¨�`µ�¦¯ U¡'ÔÓ U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§NªÓ§E«�¬�§E¡�Ð7«��` °§n¦¯«���¥¹Ç°©E¡ßµ�´°§E¡°©n±²¦¨��¦¯�n§E¡ßÐR«�©E±¶�A��§~¬����n§/�A­`®¨¡Êµ�¡ß N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´¦¨��Ð7´°©n¦¯¡°¬�©E¡�¥¤�A©G®¯¡�©E¡°§n©/�A¦¨§~µ w ¬��ç�E«�±²±e¡°§LÌ

U
¡U�E§~�� U U¡°¥�§/�A­�®¯¡
¾

ê�«�¦¨§Õ±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§
I = (C, S)

¬��`¡Á¦¨�`�n§/�A�` U¡¼µ�¬|¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¼µ�¡  U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡¼µ w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡¼µ�¡
Ð:�A±²¦¨®¨®¨¡

S = {S1, ..., Sn}
Ô9®³�Ï¥�¦¨©E¡#�E«�®¨¬�§n¦¯«��² U«��`�E¦¯�n§/�A��§ZÌ~¥�©E¡°�`µ�©E¡#®³�~Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡,¡P��§n¦¯Ç°©E¡
ª�«��e�Ï§E«�¬�Ò3«�¬�©E�

wI = S
¾1�k«�¬�©Ï§/«�¬�§E¡Ê�E«�¬`� x Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡

S′ ⊆ S
µ�¡ß§/�A¦¨®¨®¯¡

q
ª¤«�� «�©Eµ�«��`�`¡ß®¯¡U�L�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�Lµ�¡

S\S ′¥¤�A© «�©Eµ�©E¡Ïµ w ¦¨�`µ�¦¯ U¡Ï °©E«�¦¯�E�/�A��§�Æ
σ(1) < σ(2) < ... < σ(n− q)

¾ ¨ � µ�´��`��¦¨§#�A®¯«�©E�v®¯¡U�ZÐR«��` °§n¦¯«��`� ¥¹Ç°©E¡
¡°§��`®¯�

∀S′
 U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡

:





πI(S
′) = S′ ∪ {Sσ(n−q)}

φI(S
′) =

⋃
j>σ(n−q)/Sj∈S′

{T = S′\{Sj} / T
 U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡

} .

���A�`� ®¯¡U�Ñµ�¡°¬�·¶ N���Nª�¦¨®¹� w �AÂ
¦¨§ ­�¦¯¡°�»µ�¡~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ñ©/��µ�¦³�A¬�·¶¥�¬�¦¯� z ¬`¡~®¯¡U�ZÐ7«��` °§n¦¯«��`�
φI
¡°§
πI
¥�©E« x

¥¹«
�E´U¡U�#�E«���§#µ�¡L U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´L¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡'Æ
πI
 U«��`�n§n©n¬�¦¨§,¡°�»¥¤�A©E U«�¬�©/�A��§,®¯¡U�Ñ�E«�±²±e¡°§E�,µ�¡

V
å5×EÝJÞMÖ§µ

®¯¡U�G�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�Gµ`¡
S
æ#�A¬Õ¥�®é¬¤�

n
¥¹Ç°©E¡U�Nª`µ�¡¢§/�A¦¨®¨®¯¡ß�A¬Õ¥�®¨¬`�

n
Ô�µ�¡��E«��Õ Uë�§E´
ª

φI
¥¤�A©E U«�¬�©n§~® w ¡°� x

�E¡°±Ê­�®¯¡~µ�¡U� �E«�±²±e¡°§E�¢å5×EÝJÞ:Ö§µ�µ�¡U� �E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�JæZ¡°§Zº�´°©n¦��¤¡G®³��©E´N�A®¨¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´Ïµ w �A¬ ¥�¦¨©E¡
n
�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�



£
Ã

 U«��`�n§n©n¬` °§n¦¨­�®¯¡U��Ì²¥¤�A©n§n¦¨©Lµ�¡
U
å5×EÝJÞ:Ö§µ

S′
æP¾1¤~¬�§n©E¡°±e¡°��§NªÓ®¯¡U�~¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�

(RAD2)
¡°§

(RAD3)
�E«���§

§n©n¦¨º�¦³�A®¯¡°±e¡°��§ º>´°©n¦��¤´U¡U�<Æ�¥¤�A©Ê® w �9Ò3«�¬�§ µ w ¬�� �E«�±²±e¡°§¸å5×/ÝJÞ:Ö§µ)®³�ç�n¬�¥�¥�©E¡U�E�n¦¯«�� µ w ¬�� �E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡BæPª
«�� �A±e´°®¨¦¯«�©E¡Ê�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§Ï®³�²º
�A®¯¡°¬�©Ïµ�¡�®³�e�E«�®¨¬�§n¦¯«��

(RAD3)
Ô¤¡°�m�`�<ª¤§E«�¬�§Ï¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Êµ�¡ß�E«�±²±e¡°§E�

U
¥¹¡°¬�§#½°§n©E¡~º�¬» U«�±²±e¡Ï® w ¬���¦¯«��¸µ�¡Ï�/¡U� ´°®¯´°±e¡°��§E�Nª�§E«�¬�§E¡L�E«�¬`� x Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡

S′
 U«�±²±e¡Ï®³��©E´U�n¬�®¨§/�A��§E¡¢µ�¡

�n¬�¥�¥�©E¡U�E�E¦¯«��`�G�n¬` U U¡U�E�E¦¨º>¡U�Gµ�¡U�G´°®¯´°±e¡°��§E�Ïµ�¡�®³�ÊÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡
S (RAD2)

¾
è y;z�{8éZ�mz�{�y1w

�)�,�`«�§n¦¯«��Êµ�¡Z¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�)©/��µ�¦³�A¬�·ß�G´°§E´Z¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¨§E¡ µ`�A�`�[�1Ã ? !�¥¹«�¬�©)µ�¡°¬�·� /£`«
�E¡U��ÆU§E«�¬�§)µ w �A­¹«�©EµOª
´°§/�A­�®¨¦¨©Z® w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡G¡°��§n©E¡,® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��»�A¬e�E¡°�`�'¬`�n¬`¡°®`¡°§'® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¨«
�»���nÅ�±²¥�§/«�§n¦ z ¬`¡Gµ�¡
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�v©/��µ�¦³�A¬�·²�/«�¬`�'®¯¡#©/�A¥�¥¹«�©n§ µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®>Ô�¡°�`�E¬�¦¨§E¡
ª>«��²©E¡°±¶�A© z ¬`¡ z ¬`¡#¥¹«�¬�©Z§E«�¬�§Z¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
©/��µ�¦³�A®:ª<�E¦W®³�¸¥�©E«AÐ7«��`µ�¡°¬�©ßµ�¡²® w �A©n­�©E¡ z ¬�¦'­¹«�©n�`¡²®³�¸®¯«���Â
¬`¡°¬�©Êµ�¬ ¥�®¨¬`��®¯«���Âç /£`¡°±²¦¨� µ�¡

wI
Ì»¬��`¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«�� «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡ ¡U�n§ßµ w «�©Eµ�©/¡¶ U«��`�n§/�A��§Nªk�A®¨«�©/�ß U¡e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ ¡°�E§�¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®eêu�'�A©/�A®¨®¯Ç°®¯¡P±¶¡°��§²Ì
 U¡U�¶§n©/�Nº
�A¬�·OªTë «����`«�§»¡P·�¥�®¯«�¦¨§E¡ç®³�¼©/��µ�¦³�A®¨¦¨§E´ µ`�A�`����C 3 !Ï¥¹«�¬�© ¦¯�E«�®¯¡°© ¬��`¡ÉÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡�µ�¡Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
∆
x �n¦¨±²¥�®¯¡U�¢Ìeµ�¦³�A±eÇ°§n©E¡Ê§n©/�A¦¨§/�A­�®¯¡'ÆÓ¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
¡U�n§

∆
�MÞJâ%Ü~Ö¹Ú¨Ý~�n¦�¥¹«�¬�©Ï§E«�¬�§E¡Ê U«��`�n§/�A��§E¡

k
ª¤«��

�/�A¦¨§�©E´U�E«�¬`µ�©E¡²¡°� §E¡°±²¥`��¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®Z®¯¡U��¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
I
µ�¡²µ�¦³�A±eÇ°§n©E¡²­¹«�©n�`´È¥¤�A©

k
å5â#µ�Ý+µO§E¡°®¨®¯¡U� z ¬`¡

|βΠ(I) − ωΠ(I)| ≤ k
æ¹Ô

Π
¡U�n§¢Ì�á�âRà
ÜeÛ��R×EÝÀ�R×nà�â|�:à�ÙPÚ¯ÝÏ�n¦�¥¹«�¬�©L§E«�¬�§E¡  U«��`�n§/�A��§E¡

k
ªÓ«�� �/�A¦¨§Lµ�´U °¦¯µ�¡°©

¡°� §E¡°±²¥`�È¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®,�E¦:ªk«�¬�¦#«�¬ �`«��<ªk«����ç®³�ç©E¡°®³�A§n¦¯«���µ�¦³�A±
Π(I) ≤ k

¾*:Ñ¡°®³� ¡U�n§ ¬�§n¦¨®¯¡¸ N�A©²�n¦
¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡È¡U�n§¢Ìe®³�²ÐR«�¦¯�

∆
x �n¦¨±²¥�®¯¡Ê¡°§�Ìeµ�¦³�A±eÇ°§n©E¡ §n©/�A¦¨§/�A­�®¯¡
ªO�A®¯«�©E�Ï¥¹«�¬�©L§E«�¬�§E¡Ê U«��`�E§/�A��§E¡

k
¡°§

§E«�¬�§#�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡
A
�A¥�¥�©E«� /£`´Ï¥¹«�¬�©

Π
ª�®¯¡~©/�A¥�¥¹«�©n§#µ�¡~¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡Ï¥¹«�¬�©Ñ®³��±e¡U�n¬�©E¡Ïµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡

´°§/�A­�®¨¦<¥¤�A©
A
�E¬�©

IΠ
¡U�E§Gµ�«����`´�¥¤�A©G®³�È¥¹¡°©3ÐR«�©n±¶�A�` U¡ßµ�¡

A
�E¬�©,®³�ÊÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡�µ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

Ik = {I ∈

IΠ /
µ�¦³�A±

Π(I) > k}
å%�`«�§n¦¯«��øµ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�» °©n¦¨§n¦ z ¬`¡U�»µ�´��`��¦¯¡ç¥Ó�A©�ë «����`«�§JæP¾�: w ¡U�n§  U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§

µ`�A�`�¢¬`�Á§E«�¬�§ß�A¬�§n©E¡² N��µ�©E¡²µ w ´°§n¬`µ�¡ z ¬`¡ �`«�¬`���E«�¬�£¤�A¦¨§E«��`��¡P·�¥�®¯«�¦¨§E¡°©�®³�¶Ð7«�©n±Ê¬�®³�A§n¦¯«�� ©/��µ�¦³�A®¯¡eµ�¡U�
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Nª¤ U¡°®¨¬�¦�µ�¡�®³� Â��A©/�A��§n¦¯¡ßµ�¡�¥¹¡°©3ÐR«�©n±¶�A�` U¡ß¥¤�A©,®¯¡U�~«�¥�§n¦¨±¶�È®¯«� N�A¬�·O¾
F7G8³*G8³ ì¾LaiÉjT`efgí[NIîabkLai

τ−
`�PnQ[S#P§Y*o

� w ¦¯µ�´U¡,µ�¬²¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡,©/��µ�¦³�A®`¡U�E§W® w ¡P·�£�¦¨­�¦¨§n¦¯«��¶µ w ¬��`¡#ÐR«��` °§n¦¯«�� z ¬�¦�¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡~ÌL®³�~Ð7«�¦¯�'µ�¡ÑÂ>´°�`´°©E¡°©
§E«�¬�§W® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

Solπ(I)
Ì~¥¤�A©n§n¦¨©'µ`¡

wI
¡°§Wµ w «�©Eµ�«����`¡°©v�E¡U�W�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�N¾�¿L«�¬`�'�Nº�«��`�Wµ�´5ÒEÌ~©E¡°±¶�A© z ¬`´

z ¬`¡,®¯¡U� «�¥�§n¦¨±¶�Êµ w ¬��`¡G¦¨�`�E§/�A�` U¡Ïµ w ¬��¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ï©/��µ�¦³�A®¹�E¡~�n¦¨§n¬¤�A¦¯¡°��§Ñ�n¬�©v®¯¡U�ZÐR¡°¬�¦¨®¨®¯¡U�Ñµ�¡G® w �A©n­�©E¡
AI
ª

±¶�A¦¯� z ¬`¡°®¨®¯¡U�ÏÐ7¡°¬�¦¨®¨®¯¡U��Í¶ê�¬�©¢®³�B�`Â
¬�©E¡A��¾ ? ªÓ®¯¡U�¢¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U���n§/�A­�®¯¡U�
{1, 3}

ª
{1, 4, 5}

ª
{1, 5}

ª
{2, 5}

ª
{3}
ª
{4, 5}

¡°§
{5}

 U«�©n©E¡U�E¥¹«��`µ`�A��§��A¬�·ÉÐ7¡°¬�¦¨®¨®¯¡U�Lµ�¡ß® w �A©n­�©E¡
AI
�E«���§Lµ�¡Ê�E§/�A§n¬�§E�Ï­�¦¯¡°�  U«���§E©/���n§E´U�<Æ

¥¤�A©¶¡P·�¡°±²¥�®¯¡
ª
{1, 3}

¡U�n§²¬�� �n§/�A­�®¯¡É±¶�9·�¦¨±¶�A®:ª
{1, 4, 5}

¬�� �n§/�A­�®¯¡É±¶�9·�¦¨±Ê¬�±ÕªZ§/�A�`µ�¦¯� z ¬`¡
{5}� w ¡U�n§G¥¤���G±e½°±e¡�±¶�9·�¦¨±¶�A®eêa¤~¦¨�`�n¦:ª�®³�²�n§n©n¬` °§n¬�©E¡ßµ w �A©n­�©E¡ßµ�´U U«�¬�®³�A��§Lµ�¡U�,ÐR«��¤ P§E¦¨«��¤�

πI
¡°§
φI
� w ¡U�E§

¥¤���²�n¦Ñ®¨¦¯�n¦¨­�®¯¡ z ¬ w «�� ¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§²®¯¡»�/«�¬�£¤�A¦¨§E¡°©²�E¦Ñ® w «�� � w ¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡¸¡°� ©E´N�A®¨¦¨§E´ÕÌç®³� µ�¡U�E °©n¦¨¥�§n¦¯«�� �`«��



£ 4

¥¤���Gµ w ã2�¹ÝF,Uà ïBØ �¶µ�¡¢Â>´°�`´°©E¡°©G¬��`¡��E«�®¨¬�§n¦¯«�� z ¬`¡°®¯ U«�� z ¬`¡ßÌ ¥¤�A©n§n¦¨©Gµ`¡¢®³� ¥�¦¨©E¡��/«�®¨¬�§n¦¯«��
wI
ª�±¶�A¦¯�~µ�¡

�:Ø�ãm�MÝJÞÏÚ¯ÝJÞ>,°àeïBØ&��Þ'µ�¡~®¯¡,Ð:�A¦¨©E¡
¾��k«�¬�©# U¡°®¯��ª��¤«�¬`�Ñ�A®¨®¯«��`� ¥�©E¡°�`µ�©E¡Ï¡P·�¥�®¨¦¯ °¦¨§E¡°±e¡°��§#¡°�  U«��`�E¦¨µ`´P©J�A§n¦¯«��»®³�
§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«�� �E«�¬`� x Òn�� U¡°��§E¡~�A¬�·ÈÐR«��` °§n¦¯«��`�Z¥¹Ç°©E¡~¡°§*�`®¯�Z¡°§v U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©v¥¹«�¬�©  /£¤� z ¬`¡~�E«�®¨¬�§n¦¯«��e�`«��
¥¤���)¬��`¡Ñµ�´°Â
©/��µ`�A§n¦¯«��È¥¹«
�E�E¦¨­�®¯¡�ª9±¶�A¦¯�k§E«�¬�§E¡U�)®¯¡U�kµ�´°Â
©/��µ`�A§n¦¯«��¤�W¥¹«�¬�º��A��§k±e¡°�`¡°©'ÌG¬��`¡ ¥�¦¨©E¡Ñ�E«�®¨¬�§n¦¯«��
¥¤�A©  U¡°§n§E¡¶§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��<¾k���A�`�ß®¯¡¶Â
©/�A¥�£`¡

G
ª<®¯¡ �n§/�A­�®¯¡

{1, 4, 5}
¡U�n§ �A¬�§/�A��§ ®³�É©E´U�n¬�®¨§/�A��§E¡»µ�¡

® w �9Òn«�¬�§ßµ�¬ �E«�±²±e¡°§
1
�A¬ �n§/�A­�®¯¡

{4, 5}
z ¬`¡²®³�É U«��`�E´ z ¬`¡°�` U¡¶µ�¡²® w ¦¨��§E´°Â
©/�A§n¦¯«�� µ�¬ �E«�±²±e¡°§

5
�A¬

�n§/�A­�®¯¡
{1, 4}

¾k�L´U °®³�A©E¡°©È®³��©/��µ�¦³�A®¨¦é§/´¸µ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ªW  w ¡U�n§È´°§/�A­�®¨¦¨©È®³�ç¥¹«
�/�n¦¨­�¦¨®¨¦¨§E´»µ�¡¸µ�´Uµ�¬` °§n¦¯«��
µ�¡�§E«�¬�§E¡ß�E«�®¨¬�§E¦¨«���µ w ¬��`¡�¥�¦¨©E¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��ç¥¤�A©L�A±e´°®¨¦¯«�©/�A§n¦¯«��`�L�n¬` U U¡U�E�E¦¨º>¡U�<Ô�¬��`¡¢Ð7«�¦¯�~ U¡°§n§E¡��E§n©n¬` °§n¬�©E¡
±²¦¯�E¡²Ì�Òn«�¬�©� U«�±²±e¡°�` U¡²�E«�� ¡P·�¥�®¯«�¦¨§/�A§n¦¯«��¼¥¤�A©¢®³�¶©E¡°¥�©E´U�/¡°��§/�A§n¦¯«��¼¡P·�£¤�A¬`�n§n¦¨º�¡ µ�¡ ®³�» U«��`�n§n¦¨§n¬�§n¦¯«��
µ�¡U�G�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�N¾
¿L«�¬`�v�`«�¬`�  U«��` U¡°��§n©E«��`�#µ�«��` Ï�n¬�©v®¯¡U�v¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�#�E«�¬`� x ÒE�� U¡°��§E¡U�ÑÌ�®³��©/��µ�¦³�A®¨¦¨§E´'Æ�µ w ¬��`¡~¥¤�A©n§Nª�®³�

¥¹«
�E�n¦¨­�¦¨®¨¦¨§E´ µ`¡v U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡Ñ¡°�Ê§E¡°±²¥`�)¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¹Ú�� ã2�`âV�°ã�Ý)ÖÓâ%×EÝ ÞUØ�Ú�ãm�Râ7Ø&�Lµ�¡v§E«�¬�§E¡v¦¨�`�n§/�A�` U¡
ª9µ w �A¬`§n©E¡
¥¤�A©n§Nª�®³�É¥¹«
�E�n¦¨­�¦¨®¨¦¨§E´ µ�¡¶µ�´Uµ�¬` °§n¦¯«�� µ�¡e§E«�¬�§E¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«�� ¥¤�A©Ê¬��`¡�
�-�à ð8�¹Ý¸à�Üx�PÚ âRØ
×nà&�a�MÝÊÌÉ¥¤�A©n§n¦¨© µ�¡
 U¡°§n§E¡ ¥�¦¨©E¡Ñ�/«�®¨¬�§n¦¯«��<¾�ñÏ�A©/¡°�W�E«���§)®¯¡U�k¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�'µ�«���§k®¯¡·9�×nàJÖa-�ÝÏá�Ý��R×Eà&��ÞJâ|�RâRØ �Ï¥�©E¡°�`µÊ�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§
®³� Ð7«�©n±e¡Áµ w ¬��|�A©n­�©E¡ ¡°§É U«�±²±e¡Á�`«�¬`�¸® w �Nº�«��`�¸º�¬ø¥¹«�¬�©¸®¯¡U� z ¬¤¡P® z ¬`¡U�É¡P·�¡°±²¥�®¯¡U�É¥�©E«�¥¹«
�E´U�Nª#®³�
©E¡°¥�©E´U�E¡°��§/�A§n¦¯«��ç�E«�¬`�Ñ®³�ßÐ7«�©n±e¡¢µ w �A©n­�©E¡ÏÐ7«�©E U¡�Ìß©E¡U�E§n©E¡°¦¨�`µ�©E¡��A©n­�¦¨§n©/�A¦¨©E¡°±e¡°��§G®³�Ê©E¡°¥�©E´U�E¡°��§/�A§n¦¯«��çµ�¡U�
�A©E U� ¡°��§n©/¡Ï�E«�®¨¬�§n¦¯«��`� º>«�¦¯�n¦¨�`¡U�¢åR U¡ z ¬�¦¤©E¡°º�¦¯¡°��§#Ì�Ð7�A¦¨©E¡Ïµ�¡U�  U«�¬�¥¹¡U�Ñµ`�A�`�v®¯¡~º>«�¦¯�E¦¨�¤�AÂ>¡BæPª�¡°��Â>¡°�`µ�©/�A��§
´°º�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§vµ�¡U�kÐR¡°¬�¦¨®¨®¯¡U�W�¤«��²«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡U�<Æ
  w ¡U�E§' U¡ z ¬`¡Ñ�`«�¬`�Wº�«�¬�®¯«��`�'´°º�¦¨§E¡°©W±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§N¾>¿L«�¬`�
§n©/�Nº
�A¦¨®¨®¯¡°©E«��`�#µ�«��¤ L�n¬�© ®¯¡�9�×nàJÖ1-�Ý�á�ÝD�R×nà&��ÞPâ��Râ7Ø&�  U«�±²¥�®¯¡°§,µ�¡Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�#©/��µ�¦³�A¬�·¶¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©E�Gµ�¦¨§E�
τ−
©/��µ�¦³�A¬�· z ¬�¦O�`«�¬`�G¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡°��§~¥�®¨¬`�,¥�©E´U °¦¯�E´°±e¡°��§Ï¥¹«�¬�©G® w �A¥�¥�©E«� /£`¡

GLO
¾

���e� w�{�z�{�y�w
���e� w�{�z�{�y�wX�n���n� .~��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�n§Lµ�¦¨§

τ−
×nà>á
âRà�Ú¤� w ¦¨®)¡P·�¦¯�n§E¡Êµ�¡°¬�·Õ¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡U�

p
¡°§

q
¡°§L¬��`¡ÊÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡Èµ�¡ßÐ7«��` °§n¦¯«��`�¢±Ê¬�®¨§n¦¨º>« z ¬`¡U�

(τI : SolΠ(I)→ P(SolΠ(I)))I∈IΠ
¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡²¡°�

|I|
§E¡°®¨®¯¡U� z ¬`¡

Π
¡°§

(τI)I∈IΠ
º�´°©n¦��¤¡°��§G¥¹«�¬�©G§E«�¬�§E¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡

I
µ�¡

IΠ
®¯¡U�G¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�<Æ

(τ −RAD1)
®³�È¥�¦¨©E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��

wI
¡U�n§,¬���¦ z ¬`¡�¡°§G U«��`�n§n©E¬` °§n¦¨­�®¯¡ß¡°�É§E¡°±²¥`�

p(|I|)

(τ −RAD2) ∀s ∈ SolΠ(I),

{
∃k ≤ q(|I|) ∈ N / τkI (s) = {wI} (2.1)

∀k ∈ N, wI ∈ τkI (s)⇒ τkI (s) = {wI} (2.1)

(τ −RAD3) ∀s 6= wI ∈ SolΠ(I), ∀t ∈ τI(s), mΠ(I, s) Â mΠ(I, t)

(τ −RAD4)
®³� ÐR«��` °§n¦¯«��

θI : s ∈ SolΠ(I) 7→ θI(s) = {t ∈ SolΠ(I) / s ∈ τI(t)}¡U�n§,¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡ß¡°�
|I|��¡É9
×nàJÖa-�ÝÁá�ÝÉ�R×nà ��ÞJâ|�RâRØ&� µ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

τ−
©/��µ�¦³�A®~¥¹¡°©n±e¡°§»µ�¡Õ�/¡Éµ�´°¥�®³�� U¡°©¶Ð:�� °¦¨®¯¡°±e¡°��§ µ�¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�,¡°�¸�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Ñº�«�¦¯�n¦¨�`¡U�,Ìß®³�ß©E¡U /£`¡°©E /£`¡¢µ w «�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·�Æ�¬��`¡L�/«�®¨¬�§n¦¯«��
s
�ß¥¤�A©#¡P·�¡°±²¥�®¯¡

¥¹«�¬�©Zº�«�¦¯�n¦¨�`�Zµ�¦¨©E¡U °§E�ÏåR«�¬
1
x ®¯«� N�A¬�·²º�¦¯� x Ì x º�¦¯�Zµ w ¬��`¡G U¡°©n§/�A¦¨�`¡G§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��ÓæW®¯¡U�Z¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

τI(s)



£ �

GΠ(I)
∅

1 2 3 4 5

13

14 15

145

25 45

Ã·Ä8Å·Æ1��¾1Ã�Æ1))Ý>9�×nàPÖa-�Ý á�Ý��R×nà ��ÞJâ|�RâRØ&�eÖ�Ø�ã�×ßã �¶ÖÓ×EØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý á�Ý�Þ��:à�ÙPÚ¨Ý
µ�¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��`� z ¬�¦<�E«���§G§E«�¬�§E¡U�~�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§~¥�¦¨©E¡U� z ¬`¡

s
¡°§
θI(s)

µ�¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��`� z ¬�¦O®¨¬�¦��E«���§G§E«�¬�§E¡U�
�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§~±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E¡U�N¾�:Ñ¡°§n§E¡¢Ð7«�¦¯�Nª<ØJÖ��Râ%ÜeàeÚ¨Ø�
Eà
ã�äÊ¡°§¢Þ°Ø
Ü Ü¶Ý��%Þ�à�ÙJÞ°Ø�×NÙEà&�a�%Þ, U«&¢7�` °¦¨µ`¡P��§N¾
ò'ä�Ý°Ü~Ö¹Ú¨Ý���¾¨Ä�µ*�<¡~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ïµ�¡~�E§/�A­�®¯¡~¡U�n§v­�¦¯¡°�

τ−
©/��µ�¦³�A®À�Nº�¡U ,¥¹«�¬�© §n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��»´°®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡®¯¡�©E¡°§n©/�A¦¨§G¬���¦¨§/�A¦¨©E¡ßµ�¡��E«�±²±e¡°§Êå,
.,+µm�`Â
¬�©E¡���¾1Ã>æ¹Æ

∀s ∈ {0, 1}n, τI(s) =
⋃

i / si=1

{t ∈ {0, 1}n/(∀j 6= i, tj = sj) ∧ (ti = 0)}.

ó ® w ´°º�¦¯µ�¡°�` U¡
ªG¦¨®�¡°�|¡U�E§Õµ�¡Á±e½°±e¡¼µ�¬|¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡  U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡¼µ w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡
ª~¡°�| U«��`�n¦¯µ�´°©/�A��§�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§L U«�±²±e¡�§n©/�A�`�3ÐR«�©n±¶�A§E¦¨«���´°®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡ß®¯¡�©E¡°§n©/�A¦¨§G¬���¦¨§/�A¦¨©E¡ßµ�¡��E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
¾
¿L«�¬`�'�Nº�«��`�Wµ�´5ÒnÌÏ¥¤�A©n®¯´#µ�¡Â-�à�ã2�MÝ°ã�×Wµ`�A�`�k®¯¡�9�×nàJÖ1-�ÝÏá�Ý¾�R×nà&�`ÞJâ|�RâRØ&�ÓªN�¤«�¬`�k¥¤�A©n®¯¡°©E«��`�'±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§

µ�¡��`â��AÝEà�ã#Æ
�E¦�¥¹«�¬�©Z® w ¡°�E§n¦¨±¶�A§n¦¯«��¶µ�¡#®³�¢ U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´Gµ w ¬��
LSA

ª
«��e� w ¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡GÌL®³�L®¯«���Â
¬`¡°¬�© µ w ¬��`¡
 /£¤�0/¯�`¡��A±e´°®¨¦¯«�©/�A��§E¡¢µ�¡Ï§E«�¬�§E¡¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��ÉÌß¬���Þ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��Zà�ÙJÞUØ�×NÙnà �a�7ª�¥¹«�¬�©#® w ¡U�n§n¦¨±¶�A§n¦¯«��Éµ�¡Ï®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´
µ�¡U��«�¥�§n¦¨±¶�»®¯«� N�A¬�· ¡°� µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª<«��¼� w ¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡eÌ ®³�»®¯«���Â
¬`¡°¬�©ßµ w ¬��`¡² /£¤�0/¯�`¡¶�A±e´°®¨¦¯«�©/�A��§E¡¶µ�¡
Ú¨àçÖÓâ%×EÝ�Þ°Ø�Ú ãm�RâRØ&��Ì §E«�¬�§E¡Á�E«�®¨¬�§n¦¯«��<ª#¡°§¸¡°�ø¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©çÌ ¬���Þ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��²à�ÙPÞ°Ø�×NÙEà&�a�7¾·��� ¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´
(τ − RAD2.2)

¥¹¡°©n±e¡°§NªÓ¡°�ç¦¨±²¥¹«
�J�A��§~¥¹«�¬�©Ï§E«�¬�§E¡ß�/«�®¨¬�§n¦¯«��
s
z ¬`¡�®¯¡U�Ï /£`¡°±²¦¨�`�Lµ�¡

wI
Ì
s
�E«�¦¯¡°��§

µ�¡ ®¯«���Â
¬`¡°¬�©È¬`��¦ z ¬`¡
ªWµ�¡»µ�´��`��¦¨©È¬��`¡ §E¡°®¨®¯¡»�`«�§n¦¯«�� µ`¡��`â8��Ýnà
ã�¾7ô7ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Nª' U«��`�n¦¯µ�´°©E«��`�È¬��`¡
�E«�®¨¬�§n¦¯«��

s
¡°§Gµ�¡°¬�·É /£`¡°±²¦¨�`�

C1
¡°§
C2
µ�¡

wI
Ì
s
µ�¡¢®¯«���Â
¬`¡°¬�©G©E¡U�E¥¹¡U °§n¦¨º>¡

k1
¡°§
k2
Ô� U¡°®³�²�n¦¨Â
��¦��¤¡

z ¬`¡
wI ∈ τ

k1
I (s)

¡°§
wI ∈ τ

k2
I (s)

ª� U¡#µ�«���§'«��²µ�´Uµ�¬�¦¨§'¥¤�A©
(τ−RAD2.2) τk1I (s) = τk2I (s) = {wI}

¾
ê�¦¤Òn�A±¶�A¦¯�

C2
´°§/�A¦¨§Ï¥�®¨¬`�Ï®¯«���Â z ¬`¡

C1
ª¤®¯¡

k1
¦¯Ç°±e¡Ê�/«�±²±e¡°§Ï©E¡°�` U«���§n©E´ ¡°��©E¡°±e«���§/�A��§

C2
Ìe¥¤�A©n§n¦¨©

µ�¡
s
�E¡°©/�A¦¨§,¬��`¡¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��

t
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§E¡�µ�¡

wI
ª� °«���§n©E¡Uµ�¦¯�/�A��§~�A¦¨�`�E¦

(τ −RAD2.2)
¾m¤Ï¥�¥¹¡°®¯«��`�,µ�«��¤ 

�`â��AÝEà�ã ág� ã2�ÁÞUØ�ÜÈÜeÝ��
s
µ`�A�`�

TGΠ(I)
¡°§L�`«�§E«��`�

n(s)
®³�e®¯«���Â
¬¤¡P¬`©¢µ w ¬��Á /£`¡°±²¦¨�Áµ�¡

wI
Ì
s
Ô¤µ`¡

¥�®¨¬`�Nª`�`«�¬`�Ïµ�´U�n¦¨Â
�`¡°©E«��`�Ï¥¤�A©
NI
®³�²®¯«���Â
¬`¡°¬�©Lµ w ¬��ç¥�®¨¬`�~®¯«���Â  /£`¡°±²¦¨� µ�¡�®³�²©/�� °¦¨�`¡ÊÌ²¬��¼Þ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��

à�ÙJÞUØ�×NÙnà&�1��¡°§Z¥¤�A©
LI
®¯¡#¥�®¨¬`�'Â
©J�A�`µ²µ�¡°±²¦ x µ�¡°Â
©E´~¡P·�§E´°©n¦¯¡°¬�©Ïå%®¯¡,µ�¡°±²¦ x µ�¡°Â
©E´~¡P·�§E´°©n¦¯¡°¬�©vµ w ¬��¶�E«�±²±e¡°§



£ C

s
 U«�±²¥�§E¡�®¯¡¢�`«�±Ê­`©E¡��E¡��/«�±²±e¡P§/�

t
¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´�§E¡°©n±²¦¨�¤�A®¯¡ßµ w ¬����A©E �µ w ¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´�¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡

s
æ¹Æ

∀s ∈ SolΠ(I), n(s) = min{k ∈ N / τ kI (s) = {wI}}

NI = max
s∈SolΠ(I)

{n(s)}, LI = max
s∈SolΠ(I)

{|θI(s)|}.

¿L«�§E«��`� z ¬`¡
ª�¥¤�A©Gµ�´��`��¦¨§n¦¯«���µ�¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
τ−
©/��µ�¦³�A¬�·Àª�®¯¡U� z ¬¤�A��§n¦¨§E´U�

NI (τ −RAD2.1)
¡°§

LI (τ −RAD4)
�E«���§,­¹«�©n�`´U¡U�~¥¤�A©Gµ�¡U�G¥¹«�®¨Å��¤ë�±e¡°�Ï¡°�É®³�È§/�A¦¨®¨®¯¡�µ�¡�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
¾

õ ��ya�7s�ö ÷±r v
τ−

�0�Z}7{��;qJø_r�zBy1~gz�{|÷±�±s�ynù��;qJø
�W«�¬�©¶¬��`¡Õ§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��

τI
��µ�´ z ¬¤�A§E¡ åEÝnä�µ#�9Òn«�¬�§6úA�n¬�¥�©E¡U�E�E¦¯«�� ¬���¦¨§/�A¦¨©E¡�µ w ´°®¯´°±e¡°��§E�»µ w ¬��`¡

�n§n©n¬` °§n¬�©E¡  U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡BæPªB®¯¡U��¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�)µ�¡v�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
τI(s)

¡°§
θI(s)

Ð7«�©n±e¡°��§�®¯¡U��º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�
1
x ­¹«�©n�`´U�

z ¬�¦)�`«�¬`�¢«���§¢¥¹¡°©n±²¦¯�¢µ w ´°§/�A­�®¨¦¨©¢® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�¤ U¡²µ�¡U�L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U��Ì
GLO[R]

ª¹¡°§L®¯¡U�¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��`� z ¬�¦
�E¡»�n¦¨§n¬`¡°��§²�E¬�© ®¯¡U� ÞUØ�ÜÈÜeÝ��%Þ¸à�ÙJÞ°Ø
×UÙEà&�a�%Þ µ�¡

TGΠ(I)
�`¡»�/«���§²�A¬�§n©E¡U� z ¬`¡ ®¯¡U�È«�¥�§E¦é±¶� Ä x ®¯«� N�A¬�·

©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§ÏÌÈ U¡U�,º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�B¾Z�<¡¢�`«�±Ê­�©E¡�µ�¡��/«�®¨¬�§n¦¯«��`�Gµ�¡¢��¦¨º�¡N�A¬
k
¡U�n§#­¹«�©n�`´�¥¤�A©,®³� z ¬¤�A��§n¦¨§E´

Lk
I

Ô��A¦¨�`�E¦:ªA¦¨®�Å �Lµ`�A�`�
TGΠ(I)

�A¬È¥�¦¨©E¡
LNI
I

ÞUØ�ÜÈÜeÝ��%ÞGà�ÙJÞ°Ø
×UÙEà&�a�%Þ°ª
«�¥�§n¦¨±¶�ÈÄ x ®¯«� N�A¬�· ©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§
Ì¸®³�¸§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��

τI
Æ<�E¦

s
¡U�n§ à�ÙJÞUØ�×UÙEà&�1�7ª<  w ¡U�E§ z ¬ w ¦é®v� w ¡U�n§�¥¤���ßµ�¡e�/«�®é¬`§n¦¯«��

t
±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E¡ z ¬`¡

s
§E¡°®¨®¨¡ z ¬`¡

s = τI(t)
Ôv¥¤�A©n±²¦L U¡U�»�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�¸�E¡Õ§n©E«�¬�º�¡°��§»µ�¡U�»«�¥�§n¦¨±¶� Â
®¯«�­¤�A¬�·À¾�:Ñ«�±Ê­�¦¯¡°�øµ�¡

§E¡°±²¥`�ÏÐ:�A¬�§ x ¦¨®:ªÓ¥¤�A©n§/�A��§¢µ�¡
wI
ªÓ¥¹«�¬�©��A§n§E¡°¦¨�`µ�©E¡ ¬�� ÞUØ�ÜÈÜ¶Ý��,à�ÙPÞ°Ø�×NÙEà&�a�EÍA¤~¬�¥�®¨¬`�

C(θI) ×NI
�n¦

C(θI)
µ`´°�E¦¨Â
�`¡L®³�È U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´�µ�¡

θI
ª��E«�¦¨§#¬��`¡ z ¬¤�A��§E¦é§/´L­¹«�©n�`´U¡�¥¤�A©#¬��¸¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡�¡°�¸®³� §/�A¦¨®¨®¯¡�µ�¡

® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
ª
C(θI)

´°§/�A��§G�n¬�¥�¥¹«
�E´U¡L¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡
ª
NI
´°§/�A��§#­¹«�©E�`´U¡L¥¤�A©

q(|I|) (τ −RAD2.1)
¾2���

¥�¦¨©E¡Ï�/«�®¨¬�§n¦¯«��
wI
´°§/�A��§#¡°®¨®¯¡ x ±e½°±e¡¢ U«��`�n§n©n¬` °§n¦¨­�®¯¡¢¡°� §E¡°±²¥`� ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:ª�¡°®¨®¨¡Ï¥¹¡°©n±e¡°§#µ�¡~Â��A©/�A��§n¦¨©

® w «�­�§E¡°��§n¦¯«�� µ w ¬��`¡e�/«�®¨¬�§n¦¯«��
τ−
±¶�9·�¦¨±¶�A®¯¡e«�¬

τ−
±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡
ª��E¡°®¯«�� z ¬ w ¦¨®Z� w �AÂ
¦¯�E�E¡²µ w ¬��¼¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

µ�¡�±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«���«�¬çµ�¡¢±²¦¨��¦¨±²¦¯�J�A§n¦¯«��<ª¤¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:¾
õ ��ya~���{ � z � �n�|�a� Ì¤âÊã2� ÖÓ×EØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý

Π
á�Ý

NPO
ÝPÞ��

τ−
×Eà>á�âRà
Ú�5eà�ÚéØ
×/Þ Ø&�|Þ°à�â|�eá����MÝP×PÜÈâ8�¹Ý°× á�ÝPÞÞ°Ø
Ú�ãm�RâRØ ��Þ

τ−
ÜeàNä
â�Üeà�Ú¯ÝJÞ¢ÞJâ

Π
Ö¹×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝÊá�Ý�ÜeàNä
â�ÜÈâ�Þ°à �Râ7Ø&�Z5

τ−
ÜÈâ��`â%Ü²à
Ú¨ÝJÞLÞJâ

Π
Ö¹×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝÊá�Ý�ÜÈâ��

�`â%ÜÈâ³ÞUà �RâRØ&�ÁÝ��¡�MÝPÜÏÖ¤ÞÑÖ�Ø�Ú%$&�ÓØ�ÜÈâRà
ÚÐµ
¤Ï¬ x µ�¡°®³Ì�µ�¡U�Ê�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�Ê±¶�9·�¦¨±¶�A®¯¡U�È¡P§ ±²¦é�`¦é±¶�A®¯¡U�Bªk�/�A¬�©/�A¦¨§ x § x «�� µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©²µ�¡U�Ê«�¥�§n¦¨±¶�ç®¯« x

 N�A¬�·
h
x ­¹«�©n�`´U�~�n¬`©#®¯¡¢Â
©/�A¥�£`¡

TGΠ(I)
Í ¨ �çµ�´��`��¦¨§~ U«�±²±e¡�º�«�¦¯�n¦¨�`�

h
x µ�¦¯�n§/�A��§E�~µ w ¬��`¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��

s® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡²µ`¡°���E«�®¨¬�§n¦¯«��`� z ¬`¡ ® w «�� ¥¹¡°¬�§��A§n§E¡°¦¨�`µ�©E¡¶Ì ¥¤�A©n§n¦¨©�µ�¡
s
¡°�¼�A¥�¥�®¨¦ z ¬¤�A��§ß�A¬ ¥�®¨¬`�

h
Ð7«�¦¯�

�A®¨§E¡°©n�¤�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§#®¯¡U�ZÐ7«��` °§n¦¯«��`�
τI
¡°§
θI
ª�µ�´U�n¦¨Â
�¤�A��§,�A¦¨�`�n¦Ó¥¹«�¬�© §E«�¬�§Ñ¡°��§n¦¯¡°©Ñ�¤�A§n¬�©E¡°®

h
®¯¡Gº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x ­¹«�©n�`´

Vh �n¬�¦¨º
�A��§<Æ

∀h ∈ N,

{
h = 0 V0(I, s) = {s}

∀h ≥ 1, Vh(I, s) = Vh−1(I, s) ∪ τ
(
Vh−1(I, s)

)
∪ θ

(
Vh−1(I, s)

)
.



£ u

�)� µ�´°§E¡°©n±²¦¨�¤�A§n¦¯«�� µ w ¬�� «�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®#©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§ �A¬ º>«�¦¯�E¦¨�¤�AÂ>¡
Vh � w ¡U�n§È¥¤���È¥¹«�®¨Å��`« x±²¦³�A®¯¡¸µ`�A�`�È®¯¡» N��� Â>´°�`´°©/�A®,¥¹«�¬�©

h ≥ 2
Æ)®¯¡U� ©E¡°§E«�¬�©E�²¡°���A©n©n¦¯Ç°©E¡ åRµ�´°Â
©/��µ`�A§n¦¯«���µ`¡ ®³���E«�®¨¬�§n¦¯«��Óæ

´°§/�A��§G�A¬�§E«�©n¦¯�E´U�#¥¤�A©#® w ¬�§n¦¨®¨¦¯�/�A§n¦¯«��Õµ�¡L®³�ß§n©/�A�`�nÐR«�©n±¶�A§n¦¯«��
τI
ª�¦¨®À¡U�E§Ñ¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡ z ¬`¡L®³�ß©E¡U /£`¡°©E /£`¡�µ w ¬��

«�¥�§n¦¨±Ê¬�±�®¯«� N�A®k±eÇ°�`¡ �A¬�¥¤�A©/ °«�¬`©E�
“
Ý�� Ú¨à�×V9�ÝPã�×

”
µ�¬�Â
©/�A¥�£`¡

TGΠ(I)
ÔÓ«�©Nª¤®¯¡Êµ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§�µ w ¬��

§E¡°®Ñ¥¤�A©E U«�¬�©E�È� w ���A¬¤ P¬`�`¡ ©/�A¦¯�E«�� µ w ½°§n©E¡»¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®,¥�¬�¦¯� z ¬`¡ ® w ¡P·�¥`®¨«�©J�A§n¦¯«A��µ�¡ §E«�¬�§E¡U� ®¯¡U� �/«�®¨¬ x
§n¦¯«��`�Êµ�¡e��¦¨º>¡N�A¬

k
¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§Ê©E¡°º>¡°��¦¨© ÌÕ U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°© µ�¡²® w «�©Eµ�©E¡ µ�¡

Lk
I

�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�Nª
k
¥¹«�¬�º
�A��§Ê½°§n©E¡

¬��`¡¸¥�¬�¦¯�E�/�A�` U¡Éµ�¡
n
¾7�W�A©²®³� �E¬�¦¨§E¡
ªk�`«�¬`�²�`«�¬`�È©E¡U�n§n©E¡°¦¨�`µ�©E«��`� Ì�¬��`¡»Ð:�A±²¦¨®é®¯¡Éµ�¡¸¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�¶�A¬

�n¬�¥�¥¹«�©n§ ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡°±e¡°��§¸­¹«�©n�`´
ª  U¡ z ¬�¦:ªZ�`«�¬`� ® w �Nº>«��`� º�¬ ¡°�øÃ�¾¨Ä
¾¨Ä
ªÑ���/�n¬�©E¡Õ®¯¡çµ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§
¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®Zµ�¡U���A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡U��µ�¡ ©E¡U /£`¡°©E /£`¡²®¯«� N�A®¯¡'ÆÀ¦¨®'� w �AÂ
¦¨§�µ�¡U�¢¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

τ−
©/��µ�¦³�A¬�·Áµ�«���§¢®³�

§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��
τI
¡°��Â>¡°�`µ�©E¡�¡°��§n©E¡¢¬��`¡¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��Õ¡°§,® w ¬��`¡¢µ�¡��E¡U�Ñ¦¨±¶�AÂ>¡U�,¬��Õ�/�A¬�§, U«��`�n§/�A��§Gµ�¡¢®³�

Ð7«��` °§n¦¯«��»«�­�Òn¡U °§n¦éÐ3¾Z:Ñ¡°§n§E¡Ï °®³���E�/¡G©E¡°��Ð7¡°©n±e¡Ï®¯¡U�ZÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡U� ©E¡°±¶�A© z ¬¤�A­�®¯¡U�#µ�¡U� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ñ£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡U�
å5×EÝJÞMÖ§µ<�A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¯©E¡U�JæÏ§E¡°®¯�

Max IS
å5×EÝJÞMÖ§µ

MinSC
æ~¡°§¢µ�¡U�¢¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U��µ�¡ ¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±e¡°��§

£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡U�~§E¡°®¯�
MinC

¡°§
MinBP

¾
F7G8³*G8û ü±dTLOi�fgY[i+Ë�ý�PnbcS°NIN#L^`eLabkPn`�Ì7Y�Pní[NIL
� r vx~u��ya�7s8ö2÷±r vA� � �1qus|{�r �0v
���A�`�M��£0!MªÑ®¯¡U�É�A¬�§E¡°¬�©E� z ¬¤�A®¨¦��¤¡°��§Õµ�¡_
/Ø&�;�AÝnä�Ý¸§E«�¬�§¸¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Á¥¹«�¬�©É®¯¡ z ¬`¡°®:ª#¡°��§n©E¡Á®¯¡U�»¥¹¡°© x

Ð7«�©n±¶�A�` U¡U�
ωΠ(I)

¡°§
βΠ(I)

µ w ¬��`¡¸¥�¦¨©E¡¸¡°§²µ w ¬��¤¡»±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E¡Õ�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Nªk§/«�¬�§E¡U�È®¯¡U�Èº��A®¯¡°¬�©E�²�/«���§
�A§n§E¡°¦¨��§E¡U�~¥¤�A©Gµ`¡°�~�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�G©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡U�Ïµ�¡¢® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡ß U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡'Æ

∀I ∈ IΠ, {mΠ(I, s), s ∈ SolΠ(I)} = [βΠ(I), ωΠ(I)] ∩ N.

:Ñ¡°§n§E¡~�`«�§n¦¯«��»��´°§E´~´°®³�A©nÂ
¦¯¡~µ`�A�`�>�1Ã ? !¹�A¬  N��� µ w ¬�� �/�A¬�§  U«��`�n§/�A��§¢å%±¶�A¦¯�v�`«��¶¥�®¨¬`�v�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§
¬���¦¨§/�A¦¨©E¡Bæ,¡°��§n©E¡�µ�¡°¬�·¸º
�A®¯¡°¬�©E�~ U«��`�E´U °¬�§n¦¨º>¡U��Æ

∀I ∈ IΠ, ∃KI ∈ N? /

{
∀s ∈ SolΠ(s), mΠ(I, s) ≡ 0[KI ]¡°§
{mΠ(I, s), s ∈ SolΠ(I)} = [βΠ(I)/KI , ωΠ(I)/KI ] ∩ N.

���A�`�G®¯¡� N��µ�©E¡�µ�¡�®³�È©/��µ�¦³�A®¨¦¨§E´
ª¤µ�¡¢§E¡°®¯�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï�E¡°©E«���§ z ¬¤�A®¨¦��¤´U�~µ�¡�©E´°Â
¬�®¨¦¯¡°©E�N¾
���e� w�{�z�{�y�wþ�n�¦ÿJ� .Ï� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π τ−
©/��µ�¦³�A®Ñµ�¡

NPO
¡U�n§Êµ�¦¨§ ×��#9�ã�Ú�â:ÝP×Ê� w ¦¨®vº�´°©n¦��¤¡e¥¹«�¬`©Ê§E«�¬�§E¡¦¨�`�n§/�A�` U¡

I
Æ
∃KI / ∀s 6= wI ∈ SolΠ(I), ∀t ∈ τI(s), |mΠ(I, s)−mΠ(I, t)| = KI .

ê�¦
Π
¡U�n§,©E´°Â
¬�®¨¦¯¡°©NªÓ�A®¯«�©E�G®³�Èº��A®¯¡°¬�©~µ�¡��E¡U�G�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�~�E¡¢®¨¦¨§Ï�A¦¯�E´°±e¡°��§~µ¤�A�`�,®¯¡�Â
©/�A¥�£`¡

TGΠ(I)
ª

 /£¤� z ¬`¡~�A©E ÑÐ:�A¦¯�/�A��§Z´°º�«�®¨¬`¡°©vµ�¡G�E«��e¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´,¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡ÏÌ¢�E«��¶¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´��`�¤�A®¯¡,®³�LÐR«��` °§n¦¯«��¶«�­�Òn¡U °§n¦éÐ



£ 3

µ w ¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§
KI

¬���¦¨§E´U�<Ô¤�A¦¨�`�n¦:ª�®³� º
�A®¯¡°¬�©~µ�¡¢§E«�¬`§E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��
s
�/¡°©/�Èµ�«����`´U¡�¥¤�A©<Æ

{
optΠ(I) = max ⇒ mΠ(I, s) = ωΠ(I) + (KI × n(s)) ,

optΠ(I) = min ⇒ mΠ(I, s) = ωΠ(I)− (KI × n(s)) .

ô'�Õ¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©NªÓ«��ç�
{

optΠ(I) = max ⇒ βΠ(I) = ωΠ(I) + (KI ×NI)

optΠ(I) = min ⇒ βΠ(I) = ωΠ(I)− (KI ×NI) .

¨ �²¡°�²µ�´Uµ�¬�¦¨§'®¯¡Ñ©/�A¥�¥¹«�©n§Zµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®`µ�¡Ñ¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡Gµ�«����`´Ñ¥¤�A©'§E«�¬�§E¡#�/«�®¨¬�§n¦¯«��
s
¥¤�A©W®¯¡Ñ©/�A¥�¥¹«�©n§

µ�¡U�,��¦¨º�¡N�A¬�·�Æ
δΠ(I, s) =

n(s)

NI
.

�W«�¬�© ®¯¡G§n£`´U«�©EÇ°±e¡ z ¬�¦Ó�E¬�¦¨§Nª
hI
µ�´U�E¦¨Â
�`¡G®³��£¤�A¬�§E¡°¬�©Ñµ�¡

wI
å%®¯«���Â
¬`¡°¬�©Ñµ w ¬�� ¥�®¨¬`�Ñ U«�¬�©n§Ñ /£`¡°±²¦¨�

µ�¡
wI
Ì ¬�� Þ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��Ñà�ÙJÞUØ�×NÙnà&�1�³æ#µ`�A�`�G®¯¡¢Â
©/�A¥�£`¡

TGΠ(I)
¾

� � � y1�0ö2÷±r¡�n���n� Ì¤â
Π
ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝÈá�Ý

NPO
ÝJÞ��

τ−
×nà>á�â7à�Ú)Ý�� ×��#9�ã�Ú â:ÝP× à�Ú¨Ø�×JÞßØ&� à¶Ú,� â%Ü~Ö¹Ú�âV
/à �RâRØ&���

hI
NI
≥ r ⇒ Π ∈ GLO[δ].

"Ñ×EÝ°ã �AÝ��>¥¹«�¬�©Z§E«�¬�§E¡,¦¨�`�n§/�A�` U¡
I
ª�®¯¡U�v«�¥�§n¦¨±¶�²Ä x ®¯«� N�A¬�·e�/«���§'®¯¡U�Z�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�

s
���E�E«� °¦¯´U¡U� �A¬�·»Þ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��

à�ÙJÞUØ�×NÙnà&�1�¨�~µ�¡
TGΠ(I)

ª�µ�«���§G®³�Èº��A®¯¡°¬�©G©E´N�A®¨¦¯�E¡�®¯¡�©/�A¥�¥¹«�©n§
n(s)/NI ≥ hI/NI ¦æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ý���¾ 4 µ¢Æ`¥�®¨¬`�Ï¥�©E´U °¦¯�/´P±e¡°��§Nª z ¬¤�A�`µç¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Π
¡U�n§

τ−
©/��µ�¦³�A®k©E´°Â
¬�®¨¦¯¡°©Nª¹«��Á�e±e½°±e¡® w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡

Π ∈ GLO[δ](1)⇔ ∃r / ∀I ∈ IΠ, hI/NI ≥ r.

� r vx~u��ya�7s8ö2÷±r vB� � � � }�{8z+�;{��0r vBrezx�;w�z�{��6� � � � }7{�z+�;{���r�v
¶T®)¡U�E§L�A¦¯�E´Êµ�¡ßº�«�¦¨© z ¬`¡
ª¤¥¤�A©L¡P·�¡°±²¥�®¯¡
ª

Max IS
¡°§
MinSC

�E«���§Ï©E´°Â
¬�®¨¦¯¡°©E���Nº�¡U ß¥¹«�¬�©Ï§E«�¬�§E¡
¦¨�`�n§/�A�` U¡

I KI = 1
ª�±¶�A¦¯�G  w ¡U�n§,¡°�É©E´N�A®¨¦¨§E´¢®¯¡ÏÐ:�A¦¨§,µ�¡L®³�ÊÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡¢¥�®¨¬`�,®¯�A©EÂ>¡LÐR«�©n±e´U¡�µ�¡U�#¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡U�ß¡°§ß�A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/��¦¨©E¡U�N¾g.Ï�`¡ ¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´
P
�n¬�©�¬��¼¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
¡U�n§�-Z�P×��Eá�â��:à
â�×EÝ��n¦Zµ�ÇU�

®¯«�©E� z ¬ w ¡°®¨®¯¡Ê¡U�E§~º�©/�A¦¯¡�¥¹«�¬�©L¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
Y ⊆ X

ª¹�A®¯«�©E�L¡°®¨®¯¡ß® w ¡U�n§L�n¬�©~§E«�¬�§¢�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
Z
µ�¡

Y
Ô`µ�¡�Ð7�&�U«����EÅ�±e´°§n©n¦ z ¬`¡
ª¤«���µ�¦¨©/�eµ w ¬��`¡�¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´ z ¬ w ¡°®¨®¯¡ß¡U�n§ à&�a�Râ��#-m�°×��ná
â��:à�â%×EÝ~�n¦�´°§/�A��§~º�´°©n¦��¤´U¡

¥¹«�¬�©Z¬��¶¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
Y ⊆ X

ª
¡°®¨®¯¡,®¯¡,�/¡°©/�¢´°Â��A®¯¡°±e¡°��§v¥¹«�¬�©Z§E«�¬�§v¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
Z
º�´°©n¦��Ó�A��§

Y ⊆ Z ⊆ X
¾

ñ~¡°±¶�A© z ¬`«��`� z ¬ w ¬��`¡~¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´
P
£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡²å5×EÝJÞ:ÖJµ��A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©/¡BæPª�¥¹«�¬�©Ñ½°§n©/¡Ïµ�´��`��¦¯¡L�n¬�©v¬��

¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
X
ªUµ�¡°º�©/�#�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§)º>´°©n¦��¤¡°©

P (∅)
å5×/ÝJÞ:Ö§µ

P (X)
æ'åR�n¦¨�`«��

P
�`¡Z�E¡°©/�#º�©/�A¦¯¡'�E¬�©��A¬` °¬��

�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡ µ�¡
X
æP¾��W�A©k¡P·�¡°±²¥�®¯¡
ªB®³�G�n§/�A­`¦é®¨¦¨§E´Ñ °«�±²±e¡ ®³�G °®¨¦ z ¬`¡v�n¬�©�® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

V
µ�¡U�)�E«�±²±e¡°§E�

µ w ¬��¼Â
©/�A¥�£`¡¶¡U�n§�¬��`¡²¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´e£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡
ª<§J�A�`µ�¦¯� z ¬`¡È®³�É U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡eµ�¡e�E«�±²±e¡°§E�ß U«�±²±e¡e®³�



£ £

µ�«�±²¦¨�¤�A�` U¡
ª�§E«�¬�Òn«�¬�©E�ß�E¬�©�® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡
V
µ�¡U�ß�E«�±²±e¡°§E�Êµ w ¬�� Â
©/�A¥�£`¡
ª��E«���§ßµ�¡U��¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�È�A��§n¦ x

£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡U�N¾Ó�L¡� U¡U�G¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�Ïµ�´U U«�¬�®¯¡°��§Ïµ�¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~�¤�A§n¬�©E¡°®¯�~µ w «�¥�§n¦¨±²¦¯�J�A§n¦¯«���ÆÓ«��ç�A¥�¥¹¡°®¨®¯¡
ÖÓ×nØ�Ù°Ú¨Û°ÜeÝÀ-m�P×��Eá�â|�:à�â�×/Ý~§E«�¬�§L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
z ¬�¦k /£`¡°©E /£`¡²Ìe±¶�9·�¦¨±²¦¨�/¡°©¢�n¬�©Ï¬��Á¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
®³�¶§/�A¦¨®¨®¯¡

µ w ¬�� ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡Éº�´°©n¦��Ó�A��§e¬��¤¡Õ U¡°©n§/�A¦¨�`¡Õ¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´Õ£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡
P
å
Max IS

ª
MaxClique

æ¹ÔW¬`�
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
�E¡°©/� z ¬¤�A®¨¦��¤´ µ�¡�ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ýeà&�a�Râ��#-Z�P×��Eá�â��:à
â�×EÝÏµ�ÇU�Ï®¯«�©E� z ¬ w ¦¨®�Ð7�A¬`µ�©/�¶¥¹«�¬�©L®¯¡ß©E´U�E«�¬`µ�©E¡

±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡°© ®³��§/�A¦¨®¨®¯¡~µ w ¬��»¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ z ¬�¦¹�Nº>Ç°©E¡G¬��`¡G¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´¢�A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡
P
�n¬�©v¬��¶¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

X
å%®¯¡U�)¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�'µ�¡  U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡

MinV C
�n¬�©)¬��È¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Ñµ w �A©E½°§E¡U�Nª

MinSC
�n¬�©)¬��È¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
ª

MinFNS
¡°§
MinFES

�n¬�©#®¯¡U�G °Å� °®¯¡U�,µ w ¬`�ÉÂ
©/�A¥�£`¡BæP¾��Ñ¦¯¡°�Õ¡°��§E¡°�`µ�¬<ª�®¯¡¢ °©n¦¨§EÇ°©E¡�µ w «�¥�§n¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��
¥¹¡°¬�§L½°§n©E¡Ê´°§E¡°�`µ�¬<ª¹µ`�A�`�~®¯¡Ê N���Ïµ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�L¥¹«��`µ�´°©E´U¡U�NªÀÌ²®³�e�/«�±²±e¡ßµ�¡U�Ï¥¹«�¦¯µ��Lµ�¡U�Ï´°®¯´°±e¡°��§E�Lµ�¬
�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡,�/«�®¨¬�§n¦¯«��e U«��`�E¦¯µ�´°©E´ßå

MinWV C
ª
MaxKS

æPª>�A¬e¥¹«�¦¯µ��Zµ�¡#® w ´°®¯´°±e¡°��§v®¯¡#¥�®¨¬`�'®¯«�¬�©Eµ
«�¬ �A¬ ¥¹«�¦¯µ��ß±e«BÅ�¡°� ¥¹«�¬�© µ�¡U�ß¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�²�A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡N�È¡°§E 
¾¨¾¨¾)�¢�A�`�  U¡¶ N��µ�©E¡
ª)«�� ©E¡°§n©E«�¬�º�¡
�`«�§/�A±²±e¡°��§Ï®³�È °®³���E�E¡�µ�¡U�,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ïµ�¡��/��  x Ì x µ�«
�	�ÁàNä�â�ÜÈã�Ü�
��ÓàPÖ¤Þ°àe

� z ¬�¦<¡U�E§Gµ`�A�`�

FPTAS¡°§¢µ�«���§�«��  U«����¤�0/¯§NªÀ¥¹«�¬�©�µ�¡Ê�`«�±Ê­�©E¡°¬`�E¡U��º��A©n¦³�A��§E¡U�Bª¹µ�¡U�� U«��`µ�¦¨§n¦¯«��`���`´U °¡U�/�/�A¦¨©E¡U��¡°§¢�n¬�è¶�/�A��§E¡U�
µ w ��µ�±²¦¯�E�n¦¯«���µ�¡��/ /£`´°±¶���G�E§/�A�`µ`�A©Eµ��~¡°§G U«�±²¥�®¯¡°§E��� 4 4 !M¾
���e� w�{�z�{�y�w��n���1� �Z©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡ß¡°§Ï�A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©/¡ê�«�¦¨§

Π
¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡çµ�¡

NPO
Ô
Π
¡U�n§²¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Õ£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡ å5×EÝJÞMÖ§µ �A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©/¡Bæe� w ¦¨®¡P·�¦¯�n§E¡¶¬��`¡¶¥`©E«�¥�©n¦¯´°§E´ £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡¼å5×EÝJÞ:ÖJµ'�A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡9æ

P
§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡¶§E«�¬�§E¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡

I
µ�¡

Π©E¡°º�¦¯¡°��§ÏÌ ©E´U�E«�¬`µ�©E¡�¬��É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¬Õ§TÅ�¥¹¡'Æ
βΠ(I) = max{α(Y ), Y ⊆ X/P (Y )}

�E¦
P
£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡

,

βΠ(I) = min {α(Y ), Y ⊆ X/P (Y )}
�E¦
P
�A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©/¡
¾

«&�
α
¡U�n§G¬��`¡�Ð7«��` °§n¦¯«���µ w ´°º��A®¨¬¤�A§n¦¯«�� µ�¡U�Ï¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�Ïµ�¡�§5Å�¥¹¡� N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´
ª¹�E«�±²±e¡ßµ�¡U�G¥¹«�¦¯µ��Nª¥¹«�¦¯µ��G±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª`¥¹«�¦¯µ��G±e«BÅ�¡°�<¾¨¾¨¾

ò'ä�Ý°Ü~Ö¹Ú¨ÝD��¾ ? µ v ¬`¡°®¯�'�E«���§k®¯¡U�k¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡U�
τ−
©/��µ�¦³�A¬�·²Ì~©/�A¥�¥¹«�©n§Zµ�¡ ��¦¨º�¡N�A¬�·  U«��`�n§/�A��§>Í

Max IS−

B
¡U�n§Ñµ�¡Ï U¡°¬�· x ®³Ì�ª�Ì�® w ¦¨�`�E§/�A©Ñµ�¬»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ÏÂ>´°�`´°©/�A®

Max IS
ª�Â��A©/�A��§n¦¯�E�/�A��§,�A¦¨�`�n¦Ó®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´Lµ�¡Ï�E¡U�«�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� U�A¬�·À¾�¿L«�¬`�#µ�´°±e«���§n©E«��`�Gµ�¡L�`«�¬�º>¡N�A¬¸® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�¤ U¡�µ�¬»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Max IS −B
Ìß®³� °®³���E�E¡

GLO[δ]
¥¤�A©Ê® w ¡P·�¥�®¯«�¦¨§/�A§n¦¯«�� µ�¬ Â
©/�A¥�£`¡

TGΠ(I)
Ô� U¡¶©E´U�n¬�®¨§/�A§Nª)µ�´5ÒnÌÕ´°§/�A­�®¨¦:ª)� w �Õµ w ¦¨��§E´°©E½°§

z ¬`¡¢µ`�A�`�,® w �A¦¯�J�A�` U¡�¡°§,®¯¡� N�A©/�� °§EÇ°©E¡ß U«��`�n§n©n¬` °§n¦éÐ'µ�¡��/�Èµ�´°±e«��`�n§n©/�A§n¦¯«���Æ¤¡°�Õ�E¡¢¥�©E«�±e¡°�¤�A��§Ïµ`�A�`�,®¯¡
9�×nàPÖa-�Ý�á�Ý��R×nà&��ÞPâ��Râ7Ø&�¤ª�¥¹«�¬�© ´°º
�A®¨¬`¡°©v®¯¡,©/�A¥�¥¹«�©n§Ñµ�¡U�Z£¤�A¬�§E¡°¬�©E� µ w ¬�� «�¥�§n¦¨±Ê¬�±þ®¯«� N�A®Ó¡°§ µ w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±Â
®¯«�­¤�A®:ªk«�� ¡P·�¥�®¨¦¯ °¦¨§E¡»®³�ÉÐ7�&�U«�� µ�«���§È�E¡  U«��`�n§n©n¬�¦¨§ ®³���E«�®¨¬�§n¦¯«�� «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡ÉÌÕ¥¤�A©n§n¦¨©Èµ�¡¶®³���E«�®¨¬�§n¦¯«��«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®¯¡
¾a:Ñ¡°®³�È¡°�` U«�¬�©/�AÂ>¡ßÌÊ©E¡°Â��A©Eµ�¡°©Nª z ¬Ó�A�`µ¸ U¡°®³�È¡U�n§#¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡
ª�®¯¡U�#¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~µ�¡

NPO�A¬Õ§n©/�Nº>¡°©E�G®¯¡U�Â9�×EàJÖa-�ÝJÞ á�Ý��R×nà&��ÞPâ��Râ7Ø&� z ¬¤�A�`µÉ U¡°¬�· x ®³Ì²«���§~µ�¡¢­¹«��`�`¡U�G¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�N¾
ê�«�¦¨§

I = G(V,E)
¬�� Â
©/�A¥�£`¡eÌ

n
�E«�±²±e¡°§E�NªO�n¦¨§n¬`«��`� x �`«�¬`���n¬�©¢¬�� ÞUØ�ÜÈÜ¶Ý��~à�ÙJÞUØ�×NÙnà&�1�

s
µ�¬Â
©/�A¥�£`¡

TGΠ(I)
¡°§ �E«�¦¨§

s?
¬��`¡¶�E«�®¨¬�§n¦¯«�� «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡'Ôk«�� �A¥�¥¹¡°®¨®¯¡

a
®¯¡eº>¡U °§E¡°¬�©  U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ`�A��§²Ì® w ¦¨��§E¡°©E�E¡U °§n¦¯«���µ�¡

s
¡°§

s?
ª �E«�®¨¬�§n¦¯«��øµ�¡�¥�®¨¬`� Â
©/�A�`µ ��¦¨º�¡N�A¬ø�E¡ç§n©E«�¬�º��A��§ÉÌ ® w ¦¨��§E¡°©E�E¡U °§n¦¯«���µ w ¬�� /£`¡°±²¦¨�»µ�¡

wI
Ì
s
¡°§ µ�¡

wI
Ì
s?
å,
§,�µe�`Â
¬�©/¡>��¾ 4 æP¾ ���ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��

s
¡U�n§ «�¥�§n¦¨±Ê¬�±þ®¯«� N�A®¹�n¦Ó«��¶�`¡G¥¹¡°¬�§



Ä ¯ ¯

s

s∗

wI

a

-(n(s)-n(a)) sommets+(n(s ∗)-n(s)) sommets

Ã·Ä�Å�Æ1��¾ 4 Æ1))ÝJÞ�-�à�ã2�MÝ°ã�×JÞ á�Ý
Max IS −B

®¨¬�¦W¦¨�` U«�©n¥¹«�©E¡°©Êµ�¡È�E«�±²±e¡°§��/�A�`�¢º�¦¯«�®¯¡°©¢®³�¸�n§/�A­�¦¨®¨¦¨§E´'ÆÀ®¯¡U�
n − n(s)

�/«�±²±e¡°§E�¢©E¡U�E§/�A��§E���E«���§�µ�«��` ¦¨��§E¡°©Eµ�¦¨§E�N¾m�k«�¬�©# U«��`�E§n©n¬�¦¨©E¡
s?
Ì�¥¤�A©n§E¦é©,µ�¡

s
ª�¦¨®À�A¬`©/��Ð7�A®¨®¨¬¸¡°��®¯¡°º>¡°©

n(s)−n(a)
�E«�±²±e¡°§E�,Ì

s
¥�¬�¦¯�¡°�¼�9Ò3«�¬�§E¡°©

n(s?) − n(a)
¾<ê�¦

∆
¡U�n§¢®¨¡Èµ�¡°Â
©E´ ±¶�9·�¦¨±Ê¬�±òµ w ¬�� �/«�±²±e¡°§�µ�¡

G
ªÀ�A®¯«�©E��¡°� ¡°��®¯¡°º��A��§

n(s)− n(a)
�E«�±²±e¡°§E�ÏÌ

s
ª`«����È¥�¬Õ®¯¡°º�¡°©'Ò3¬`� z ¬ w ¡°�É®³�²�/«�®é¬`§n¦¯«��

a
® w ¦é��§E¡°©Eµ�¦¯ °§n¦¯«�� µ w ¦¨�` U«�©n¥¹«�©/�A§n¦¯«
�µ w �A¬ ¥�®¨¬`�

∆ × (n(s)− n(a))
�/«�±²±e¡°§E�<Ô)«�� ¡°� µ�´Uµ�¬�¦¨§

n(s?) − n(a) ≤ ∆ × (n(s)− n(a))
¡°§�A¦¨�`�n¦>Æ

n(s?) ≤ n(a) + ∆× (n(s)− n(a))⇔ ∆n(s) ≥ n(s?) + (∆− 1)n(a)⇒
n(s)

n(s?)
≥

1

∆
.

ê�¦
∆
¡U�n§k­¹«�©n�`´Ñ¥¤�A©W¬��`¡# U«��`�n§/�A��§E¡

B
ª�«�� ©E¡°§n©E«�¬�º�¡Ñ®¯¡ ©E´U�n¬�®¨§/�A§Z�A���`«��` U´GÌ~® w «� U N���n¦¯«��eµ�¬ §n£`´U«�©EÇ°±e¡Ã�¾¨Ä
¾

� r vx~u��ya�7s8ö2÷±r vA}urÉ~��Z��z�{8z�{�y1w�wur ÷±r2w�zx� � � � }�{8z+�;{���r
��¡U�Ñ¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡U�Gµ�¡L¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±e¡U��§G£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡� U«��`�E¦¨�E§E¡°��§Nª�´°§/�A��§,µ�«����`´¢¬��É¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
¡P§

¬��`¡È¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´
P
ªOÌ»¥¤�A©n§/�AÂ>¡°©

X
¡°� ¬�� ±²¦¨��¦¨±Ê¬�± µ`¡È�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U��º�´°©n¦��Ó�A��§�®³� ¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´

På,
.,+µ�¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£`¡ 4 ¾¨Ä
¾¨ÄBæP¾¤ê�«�¦¨§Gµ�«��` 
Π
¬��¸§E¡°®À¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�¡°§

I
¬��`¡L¦¨�`�n§/�A�¤ °¡�µ�¡

Π
Ô�®³�Ê¥�¦¨©E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��

wI
 °«��¤�n¦¯�n§E¡GÌL¦¯�E«�®¯¡°©'®¯¡U�Z´°®¯´°±e¡°��§E�vµ�¡

X
¡°�

n = |X|
�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�N¾
¿L«�§/�A��§

S = {V1, ..., Vq}
®¯¡U�

¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��`�,µ�¡
X
ª�«��»µ�´��`��¦¨§#®³�ß§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��

τI
z ¬�¦¹ U«��`�E¦¯�n§E¡
ª�µ w ¬��`¡Ï¥¤�A©E§n¦¨§n¦¯«��

S
ª�Ìß U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©

§E«�¬�§E¡�¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«���«�­�§E¡°��¬`¡ÊÌ ¥¤�A©E§n¦¨©~µ�¡
S
¡°�Õ¦¨�/«�®³�A��§G¬��Õ�/«�±²±e¡°§~µ�¡¢® w ¬��çµ�¡��E¡U�G�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�<Æ

¥¹«�¬�©G§E«�¬�§E¡�¦¨�`�n§J�A�` U¡
I
¡°§G§E«�¬�§G¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��

S = {V1, ..., Vq}
�n¬�©

I :

τI(S) =
⋃

i∈{1,...,q}

⋃
x∈Vi

{S ′ = S\{Vi} ∪ {{x}, Vi\{x}}} .

�)�Á§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��
τI
µ�´U�E¦¨Â
�`¡Õ¡°��©E´N�A®¨¦¨§E´Õ®¯¡U�e±e½°±e¡U�¶«�¥�§n¦¨±¶��Ä x ®¯«� N�A¬�· z ¬`¡Õ U¡°¬�· z ¬�¦G«���§

¥¹¡°©n±²¦¯���A¬Á¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£`¡ 4 ¾¨Ä
¾¨ÄÈµ w ´°§/�A­�®¨¦¨©�® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` N¡²µ�¡U�¢¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U��µ�¡ ¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±e¡U��§�£`´ x
©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡ÊÌ

GLO[δ]
¾



Ä ¯ Ä

ì¢í�� � ú��Êñkó�½ ô ¼ ú��
��¡U�Ñ«�¥�§n¦¨±¶�Ê®¯«� N�A¬�·Àª�®¯¡°¬�©Ñ©E¡U /£`¡°©E /£`¡¢ U«�±²±e¡Ï®¯¡°¬�©#µ�¡°Â
©E´¢µ�¡~¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡
ª��E«���§Ñ¬��»º����n§E¡Ï�E¬�Ò3¡°§

µ w ´°§n¬`µ�¡ µ�«���§Ï�`«�¬`�L�Bº>«��`�~¥�©/´°�/¡°��§E´Ê�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§ z ¬`¡°® z ¬`¡U�L���n¥¹¡U °§E�BªÓ�A¥�¥�©E«AÐ7«��`µ�¦¯�Ï±¶�A¦¯�L´°®¯« z ¬`¡°��§E�<Ô
® w ¦¯µ�´U¡
ª�®¯¡~¥�©n¦¨�` °¦¨¥¹¡Ï¡U�E§ �n¦¤�¤��¢RÐ3ª�¡°§v¥¹«�¬�©n§/�A��§#µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©Ñ¬��»«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®¹¡°�¶§E¡°±²¥`� ©/�A¦¯�E«����¤�A­�®¯¡
¥¹¡°¬�§²�E¡ §n©E«�¬�º>¡°©È§n©EÇU�²�A±Ê­�¦¨§n¦¯¡°¬�·OªW¡°§È¥¹«�¬�©n§/�A��§È¥¤�A©3Ð7«�¦¯� ¦¨®¯�È�n¬�è¶�E¡°��§eÌ ���E�n¬�©E¡°© ¬�� ­¹«�� ©/�A¥�¥¹«�©E§
µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<¾n:Ñ¡� /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�� w �È¥¤���,¥�©E«�¥¹«
�E´�µ�¡�©E´U�n¬�®¨§/�A§Nª`�/¡°¬�®¯¡P±e¡°��§G¬��`¡�«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡��n¬�©,¬��`¡
º�«�¦¯¡eµ�´5ÒEÌÉ¡°±²¥�©n¬���§E´U¡ ¡°§Ê U«�±Ê­�¦¯¡°� ¡P·�¥�®¯«�¦¨§E´U¡¶¥¤�A©Êµ w �A¬�§n©E¡U�Nª) U¡°®¨®¯¡ z ¬�¦Z¥�®¯«���Â>¡»Ì¸® w ¦¨��§E´°©n¦¯¡°¬�©Èµ�¡e®³�
�n§n©n¬` °§n¬�©E¡È±e½°±e¡²µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ªO® w «�©nÂ��A��¦¯�/�A§n¦¯«�� µ�¡È�E«�� ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡²µ�¡È�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�N¾g:Ñ¡°®³�»º
� µ`�A�`��®¯¡
�E¡°�`�Ïµ�¡�® w �A±Ê­�¦¨§n¦¯«��<ªÓ§E«�¬�Òn«�¬�©E�~¥�©E´U�E¡°��§E¡
ªÓµ w ¬��`¡Ê�n§n©n¬` °§n¬�©J�A§n¦¯«�� µ�¡�® w ´U °®¯¡U °§n¦ z ¬`¡  °®³���E�E¡

NPO
¡°§Ïµ�¡

®³�È±²¦¨�/¡�¡°�Õ©E¡°Â��A©EµÕµ�¡�®³�Õá��¶Í��`â�Þ/ÞUà�ÙPâ%Ú�â|�I�#µ�¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï¡P§~µ�¡�®¯¡°¬�©ÊàJÖ>ÖÓ×nØBä�â�Üeà�Ù°â�Ú â��I�U¾



Ä ¯ ?



Ä ¯ Ã

� ���������! #" $

% � � &(' �*) �,+.- � � ��� � �0/21'�43~�*1'� �5)61'�718/:9 �;/
�W� �<' � �*&=/217- � �W�?> ���A@

���A�`�¢ U¡  /£¤�A¥�¦¨§n©E¡
ªÀ�`«�¬`�L�`«�¬`�¢ U«��` U¡°��§n©E«��`��¡P·� °®¨¬`�E¦¨º>¡°±e¡°��§��n¬�©L®¯¡U�L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U��µ�¡ �/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¯�/� x
­�¦¨®¨¦¨§E´'Ô)µ w �A­¹«�©Eµ ¥¤�A©E U¡ z ¬ w ¦¨®¯�,Òn«�¬`¡°��§ß¬��¼©Eë�®¯¡¶ °®¯¡PÐGµ¤�A�`��®¯¡¶ N��µ�©E¡¶µ�¡e® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��  °®³���E�n¦ z ¬`¡
ª
¡°�`�n¬�¦¨§E¡¸¥¤�A©E U¡ z ¬ w ¦¨®¯�È¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡°��§¶µ w �A¥�¥�©E´°£`¡°�`µ�¡°©¶®³��©n¦¯ /£`¡U�E�/¡¸µ�¡»®³���`«�§E¦¨«�� µ w «�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·�Ì
©/�A¥�¥¹«�©n§ÊÂ��A©/�A��§n¦Ñ¡°� ¡°��º�¦¯�/�AÂ>¡N�A��§ µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§E¡U�Ê¦¨��§E¡°©n¥�©E´°§/�A§n¦¯«��`�È«�¬ ´°®³�A©nÂ
¦¯�/�E¡°±e¡°��§ µ�¡e U¡¶ U«��` U¡°¥�§<Æ
«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®<¥¤�A©,©/�A¥�¥¹«�©n§ÏÌ z ¬`¡°®Oº>«�¦¯�E¦¨�¤�AÂ>¡
ª�«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®<¥¤�A©,©/�A¥�¥¹«�©E§ÏÌ z ¬`¡°®< °©n¦¨§EÇ°©E¡�µ w «�¥ x
§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´`ÍÀ�<¡U�Ï©E´U�E¬�®¨§/�A§E�Ï¥�©E«�¥¹«
�E´U�Nª z ¬�¦)¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡°��§�µ w ¦é®¨®¨¬`�E§n©E¡°©L¥¤�A©3Ð7�A¦¨§E¡°±e¡°��§¢®¯¡U�Ï °®³���/�E¡U�Ïµ�¡ß¥�©E« x
­�®¯Ç°±e¡U�k�E«�¬`� x Òn�� U¡°��§E¡U�WÌ,®³�~µ�´��`��¦¨§n¦¯«��Èµ w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´Ñ®¯«� N�A®¯¡  U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡
ªA U«��` U¡°©n�`¡°��§'¡U�E�E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡°±e¡°��§
®¯¡Ñ©/�A¥�¥¹«�©n§v °®³���E�n¦ z ¬`¡'ÔA�`«�¬`�'º>¡°©n©E«��`�Z¡�ÁÀ¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§ Ì z ¬`¡°®�¥¹«�¦¨��§Z U¡U�W¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Nª
±e½°±e¡,µ`�A�`�W®¯¡°¬�©E�
º�¡°©E�n¦¯«��`�,®¯¡U�,¥�®¨¬`�~�n¦¨±²¥�®¯¡U�Nª`�E¡°±Ê­�®¯¡°��§Ïµ�¦éè¶ °¦¨®¯¡U�ÏÌe�A¥�¥�©E«N·�¦¨±e¡°©Ï¡°�çµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®:¾

Î�íJî ï¸õ'ô�÷ÊùÀú,ûÈóEüZý�õ'ô ö õ ôÓðCB ¼ ôEDUð ¼ ôÓð,û ¼ ó ¼ BEF õ7�GB¤ùÀõ õ*½�¿

H7GIHJGIH Ix`e]1i0L1dg\ P�\eS#fgd
ê�«�¦¨§

X = {x1, ..., xn}
¬��¶¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡~µ�¡,º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Z­¹«�«�®¯´U¡°���`¡U�Nª

L = {x1, ..., xn}∪{x̄1, ..., x̄n}® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡~µ�¡U�'®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·²¦¯�E�E¬`�'µ�¡
X
¡°§
C = {c1, ..., cm} ⊆ P ′(L)

¬��e¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡~µ�¡, °®³�A¬`�/¡U�Z�n¬�©
L«&�

P ′(L)
µ�´U�n¦¨Â
�`¡G® w ¡P�¤�E¡°±Ê­�®¯¡~µ�¡U�Z¥¤�A©n§n¦¯¡U� µ�¡

L
z ¬�¦`�`¡G�E«���§Z¥¤���vµ�¡U�Z§/�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡U�<Ô�¬��`¡~�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

µ�¡U�,º
�A®¯¡°¬�©E�~µ�¡¢º�´°©n¦¨§E´�¡U�n§,¬��Õº>¡U °§E¡°¬�©
T ∈ {0, 1}n

µ�«���§G®³�²�n¦¨Â
��¦��¤ N�A§n¦¯«���¡U�n§,®³�²�n¬�¦¨º
�A��§E¡'Æ

∀i = 1, ..., n, (Ti = 1⇔ xi
º�©/�A¦

)
¡°§

(Ti = 0⇔ x̄i
º�©/�A¦¯¡

).



Ä ¯�4

¨ �É�A¥�¥¹¡°®¨®¯¡¢�E«�®¨¬�§E¦¨«��É U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/��¦¨©E¡�µ w ¬��`¡��0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��
T
® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��¸�`«�§E´U¡

T
 U«��`�E§n¦¨§n¬`´U¡¢µ�¡U�

º
�A®¯¡°¬�©E�G«�¥�¥¹«
�E´U¡U�~µ�¡U�~ U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡U�Ïµ�¡
T
Æ

∀T ∈ {0, 1}n, ∀j = 1, ..., n, T j = 1− Tj .

��¡U�É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�çµ�¡Á®³� Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡
MaxSat

å5×EÝJÞMÖ§µ
MinSat

æ» U«��`�n¦¯�n§E¡°��§çÌ ±¶�9·�¦é±²¦¯�/¡°© å5×EÝPÞ:Ö§µ
±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡°©Jæ�®¯¡ �`«�±Ê­�©E¡#µ�¡Ñ °®³�A¬`�E¡U�W U«���§E¡°�¤�A��§Z�A¬ ±e«�¦¨�`�k¬�� ®¨¦¨§n§E´°©/�A®�º�©/�A¦:ªB§/�A�`µ�¦¯� z ¬`¡ ®¯¡U�)¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
µ�¡¶®³�ÉÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡

MaxCCSP
å5×EÝJÞMÖ§µ

MinCCSP
æ� U«��`�n¦¯�n§E¡°��§²ÌÉ±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡°©Éå5×EÝJÞ:ÖJµ)±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡°©Jæß®¯¡

�`«�±Ê­�©E¡¢µ�¡L °®³�A¬`�/¡U�,�Nº�´°©E´U¡U�Ñ¥¤�A©Ñ§E«�¬`�#�/¡U� ®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·O¾m�<¡U�Ñ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
Maxk−Sat

ª
Mink−Sat

ª
Maxk − CCSP

¡°§
Mink − CCSP

�E«���§e®¯¡U�e©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��`� µ�¡Õ U¡U�e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�»�A¬�· ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
 U«�±²¥¹«
�E´U¡U�W¡P·� °®¨¬`�n¦¨º�¡°±e¡°��§Wµ�¡  °®³�A¬`�/¡U�kµ�¡ §/�A¦¨®¨®¯¡#�A¬Ê¥�®¨¬`�

k
ªB§/�A�`µ�¦¯� z ¬`¡

MaxE−k−Sat
ª
MinE−

k−Sat
ª
MaxE−k−CCSP

¡°§
MinE−k−CCSP

µ�´U�n¦¨Â
�`¡°��§'®¯¡U�W©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��`�'µ�¡U�' U¡U�'µ�¡°©n��¦¯¡°©E�
�A¬�·¸¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~ U«�±²¥¹«
�E´U¡U�Ïµ�¡� °®³�A¬`�E¡U�~µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡�¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§

k
ª z ¬¤�A®¨¦��¤´U¡U�~µ�¡

k
x  °®¯�A¬¤�E¡U�N¾

��¡U��§/�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡U� z ¬¤�A®¨¦��¤¡°��§�®¯¡U�� °®³�A¬`�E¡U� z ¬�¦'�/«���§�§E«�¬�Ò3«�¬�©E��º�©/�A¦¯¡U�NªÀ¦¨�`µ�´°¥¹¡°�`µ`�A��§E¡N�ßµ�¡²® w �0ÁÀ¡U  x
§/�A§n¦¯«�� µ�¡U�²º
�A®¯¡°¬�©E�eµ�¡¸º�´°©n¦¨§E´'Æ'¬��`¡É °®³�A¬`�E¡
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c
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l
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L
¾u.~�`¡¶§E¡°®¨®¯¡  °®³�A¬`�E¡¶�/¡°©/�É§E«�¬�Òn«�¬�©E�ßº�©/�A¦¯¡e¥¹«�¬�©
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ª

§E«�¬�Òn«�¬�©E�,Ð7�A¬`�/�E¡¢¥¹«�¬�©
CCSP

Ô`  w ¡U�n§G¥¹«�¬�© z ¬`«�¦��`«�¬`�~ /£`«�¦¯�E¦¯�E�E«��`�Gµ`¡�§n©/�Nº��A¦¨®¨®¯¡°©Ï�n¬�©~µ�¡U�G¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
z ¬�¦v� w ¡°�  U«�±²¥¹«�©n§E¡°��§È¥¤���N¾g� w ´°®¨¦¨±²¦¨�¤�A§n¦³«�� µ�¡  U¡U�Ê °®³�A¬`�E¡U�Ê� w «���§Ê¥¤���Êµ w ¦¨�` °¦¯µ�¡°�` U¡ ��¦ z ¬¤�A��§ ÌÕ®³�
¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡ ©E¡°®³�A§n¦¨º>¡ µ�¡¶�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�Nª���¦ z ¬¤�A��§ ÌÉ® w �A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A§n¦¯«���Æk¥¹«�¬�©

CCSP
ª)  w ¡U�n§Ê´°º�¦¯µ�¡°��§

¥�¬�¦¯� z ¬ w ¬��`¡²�E«�®¨¬�§n¦¯«��¼�n¬�©¢® w ¦¨�`�E§/�A�` U¡² U«���§E¡°�¤�A��§ßµ�¡U�¢§J�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡°�ß«�¬¼�n¬�©¢® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U��®³�Nº>´U¡²µ�¡È�E¡U�
§/�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡U�L�A¬�©/�È±e½°±e¡�º��A®¯¡°¬�©<Ô�¥¹«�¬�©

MaxSat
å5×EÝPÞ:Ö§µ

MinSat
æPª�¦¨®<�n¬�èe§~µ�¡�©E¡°±¶�A© z ¬`¡°© z ¬ w ¬��

©/�A¥�¥¹«�©n§  °®³���/�n¦ z ¬`¡
mSat(I, T )/β(I) ≥ r

«�¬
β(I)/mSat(I, T ) ≥ r

�n¬�©Z® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡Ï�/�A�`�Z§/�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡
¦¨�`µ�¬�¦¨§G®¯¡�±e½°±e¡���¦¨º�¡N�A¬çµ w �A¥�¥�©E«N·�¦é±¶�A§E¦¨«
���E¬�©,® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡Ê�A¬�Â
±e¡°��§E´U¡ßµ�¡

k
§/�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡U�<Æ

mSat(I, T ) + k

β(I) + k
≥
mSat(I, T )

β(I)

¡°§ β(I) + k

mSat(I, T ) + k
≥

β(I)

mSat(I, T )
;

z ¬¤�A��§,�A¬¸©/�A¥�¥¹«�©n§Gµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª�«��É�/�A¦¨§#­�¦¯¡°� z ¬ w ¦¨®À� w ¡U�n§Ñ¥¤���GÌß¬��`¡¢ U«��`�n§/�A��§E¡¢¥�©EÇU�Nª z ¬`¡°® z ¬`¡¢�E«�¦¨§
®¯¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
ª�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡

I
ª�®³�²�E«�®¨¬�§n¦¯«��

T
¡°§G® w ¡°��§n¦¯¡°©~©E¡°®³�A§n¦éÐ

k
 U«��`�E¦¯µ�´°©E´U�<Æ

ω(I) + k − (mΠ(I, T ) + k)

ω(I) + k − (βΠ(I) + k)
=
ω(I)−mΠ(I, T )

ω(I)− βΠ(I)
.

�k«�¬�©# U¡U� ©/�A¦¯�E«��`�Bª�«��»�E¡G¥�®³�� U¡°©/� µ�«��` ~§E«�¬�Òn«�¬�©E�Ñµ`�A�`� ®¯¡L N��µ�©E¡Ïµ�¡L P®³�A¬`�/¡U�Ñ U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡U�#�n¬�©
P ′(L)

ª
¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ßµ�¡U�,¥¤�A©n§n¦¯¡U�~µ�¡

L
z ¬�¦O�`¡��E«���§,¥¤���~µ�¡U�,§/�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡U�N¾

ê�«�¦¨§
C
¬�� ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡ µ�¡

m
 °®³�A¬`�E¡U�¸�n¬�©»¬�� ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡

n
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�<ÔÑ«�� �`«�§E¡

X
®³�

�`´°Â��A§n¦¯«�� µ�¡U�Gº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Ïµ�¡
X
ª
L = X ∪X

® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Êµ�¡U�~®¨¦é§E§E´°©/�A¬�·ç¡°§
CL = P ′(L)

® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
µ�¡U�� °®³�A¬`�E¡U� z ¬`¡ ® w «��¼¥¹¡°¬�§¢Ð7«�©n±e¡°©��n¬�©�® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡eµ�¡U��®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· µ�¡

L
¾À���A�`��®¯¡² N����¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©
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µ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�L U«�±²¥¹«
�E´U¡U�Ïµ�¡
k
x  °®³�A¬`�E¡U�Nª

CL
 U«&¢7�` °¦¯µ�¡ �Nº�¡U �® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

P ′k(L)
µ�¡U�Ï P®³�A¬`�/¡U�~µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡

k
z ¬`¡¶® w «�� ¥¹¡°¬�§  U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡»�E¬�©

L
ª�¡°§ µ`�A�`�È U¡°®é¬`¦Ñµ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�È U«�±²¥¹«
�E´U¡U�Èµ�¡  °®³�A¬`�/¡°�Èµ�¡¶§/�A¦¨®¨®¯¡

�A¬ ¥�®¨¬`�
k
ª
CL
 U«&¢7�` °¦¯µ�¡ �Bº>¡U ²® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

∪kh=0P
′
h(L)

µ�¡e® w ¬���¦¯«�� µ�¡U�ß¥¤�A©n§n¦¯¡U�Êµ�¡²§/�A¦¨®¨®¯¡»�A¬¼¥�®¨¬`�
k
µ�¡

L
ÔÀµ`�A�`�¢¬��¼ N���� U«�±²±e¡²µ`�A�`��® w �A¬�§n©E¡
ªÀ®³�¸ N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´

|CL|
µ�¡È® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

CL
¡U�n§¢§E«�¬�Òn«�¬�©E�

­¹«�©n�`´U¡Ê¥¤�A©
mk+1 ¾aô'�m�`�<ª¹�E«�¦¨§ c = (`1, `2, ..., `k)

¬��`¡Ê °®³�A¬`�E¡
ª
c̄
µ�´U�E¦¨Â
�`¡ß®³�e °®³�A¬`�/¡

(¯̀1, ¯̀2, ..., ¯̀k)Ð7«�©n±e´U¡»µ�¡U� ®¨¦é§E§E´°©/�A¬�· «�¥�¥¹«
�E´U�N¾*:Ñ«��`�n¦¯µ�´°©E«��¤�²�A®¯«�©E� ®¯¡U� §n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��`�
f̄
¡°§

fC z ¬�¦:ªkÌç¥¤�A©n§n¦¨©
µ w ¬��`¡¢¦¨�`�n§/�A�` U¡

I = (X,C)
µ w ¬��¸¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡�µ�¡¢�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´
ª� U«��`�n§n©n¬�¦¯�E¡°��§,©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§,®¯¡U�

¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
Ī
¡°§
IC
µ�´��`��¦¯¡U�Ï °«�±²±e¡ß�n¬�¦¨§<Æ

f̄ : ISat → ISat / I 7→ Ī = (X,C)
«&�

C =
⋃
c∈C
{c̄},

f c : Ik−Sat → Ik−Sat / I 7→ IC = (X, CL\C).

¤Â�`�¸µ�¡L¥¹«�¬�º�«�¦¨©,¡P·�¥�®¯«�¦¨§E¡°©G U¡U�,µ�¡°¬�· §n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��`�Gµ`�A�`�#®¯¡¢ N��µ�©E¡�µ�¡L©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�Nª�¦¨®À�`«�¬`�ÑÐ:�A¬�§
º�´°©n¦��¤¡°© z ¬ w ¡°®¨®¯¡U�¢�E¡Êµ�´°©E«�¬�®¯¡°��§�­�¦¯¡°�Á¡°� §E¡°±²¥`�L¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:¾n�)�¶¥�©E¡°±²¦¯Ç°©E¡
ª

f̄
ªÓ U«��`�n¦¯�E§E¡ÈÌe©E¡U U«�¥�¦¯¡°©

®¯¡U�~¥¤�A©/�A±eÇ°§n©E¡U�¢µ�¡�® w ¦¨�`�E§/�A�` U¡
I
¡°��¦¨��º�¡°©E�/�A��§Ï�/¡°¬�®¯¡°±e¡P��§Ï®¯¡ß�/¡°�`�~µ�¡U�Ï®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·çµ`�A�`�Ï®¯¡U�Ï °®³�A¬`�E¡U�Nª

 U¡ z ¬�¦Àµ�¡°±¶�A�`µ�¡
n+m

«�¥¹´°©/�A§n¦¯«��`�N¾Z��� �E¡U U«��`µ�¡
ª�µ`�A�`�Ñ®¯¡¢ N���#µ�¡
k
x  °®³�A¬`�E¡U�#¬���¦ z ¬`¡°±e¡°��§Nª�©E¡U U«�¥�¦¯¡

® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ µ�¡U��º��A©n¦³�A­�®¯¡U�)¥�¬�¦¯�<Â>´°�`Ç°©E¡v§E«�¬�§E¡U��®¯¡U�) °®³�A¬`�E¡U��¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡U�NªN®¯¡Z§E«�¬�§)¡°�
n+|CL|

«�¥¹´°©/�A§n¦¯«��`�<Ô
 /£¤� z ¬`¡, °®³�A¬`�/¡~�NÅ��A��§vµ�¬`¡G½°§n©E¡, U«�±²¥¤�A©E´U¡Ï�A¬�·² °®³�A¬`�E¡U�vµ�¡,® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡,¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡G¥¹«�¬�©Z�`¡,¥�©E¡°�`µ�©E¡ z ¬`¡
®¯¡U�  °®³�A¬`�E¡U� z ¬�¦¤� w Å��`Â
¬�©E¡°��§ ¥¤���Bª
¦¨®À�A¬�©/�¢Ð:�A®¨®¨¬¶¥�©E«� U´Uµ�¡°©#Ì�ª��A¬ ¥�¦¨©E¡
ª

|CL|×m×n2
 U«�±²¥¤�A©/�A¦¯�E«��`�N¾

:Ñ¡U�#µ�¡°¬�·¶Ð7«��` °§n¦¯«��`�#�E¬�©Ñ® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡¢µ�¡U�Ñ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�,µ�¡U�Ñ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�,µ�¡¢�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´
ª�® w ¬��`¡¢µ`�A�¤�
®¯¡¢ N���ÑÂ>´°�`´°©/�A®:ª�® w �A¬�§n©E¡�µ`�A�`�#®¯¡L N���,µ�¡¢ P®³�A¬`�/¡U�#µ`¡Ï§/�A¦¨®¨®¯¡¢­¹«�©n�`´U¡L¥¤�A©#¬��`¡¢ U«��`�n§/�A��§E¡
ª�«���§,µ�«��` L¬`�
µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§L¡°�É§E¡°±²¥`� z ¬�¦<¡U�n§,¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)¡°�Õ®³� §/�A¦¨®¨®¯¡
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I
�Nº�¡U Ê®¯¡U�¢¦é�¤� x

§/�A�` U¡U�
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Ī
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c
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T
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Sat ⇔
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:Ñ¡ z ¬�¦<�/¡¢§n©/��µ�¬�¦¨§~¡°�Õ§E¡°©n±e¡�µ�¡¢Ð7«��` °§n¦¯«��`�~µ w ´°º��A®¨¬¤�A§n¦¯«��ç¥¤�A©G®³�È©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ
mSat(I, T ) = m−mCCSP (Ī , T ) (i)
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CCSP
¥�¬�¦¯� z ¬`¡   w ¡U�E§ß®³ÌÉ®¯¡e�`«�±Ê­�©E¡»µ�¡¶ °®³�A¬`�E¡U� z ¬`¡e® w «�� ¥¹¡P¬`§

 U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡Õ�E¬�©È®¯¡U�
n
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· �Nº>´°©E´U�²¥¤�A©

T
¾'�¢¡¸±e½°±e¡É¥¹«�¬�©²®¯¡É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
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ª'�E¡°¬�®¯¡U�²®¯¡U�

ν °®³�A¬`�E¡U�Ï¦¨��§E´°Â
©/�A®¯¡°±e¡°��§¢ U«��`�E§n¦¨§n¬`´U�Lµ�¡�®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·ÕÐ7�A¬�·Õ¥¹«�¬�©
T
�`¡Ê�E¡°©E«���§~¥¤���¢�Nº>´°©E´U¡U�Nª¹�A¬�§n©E¡°±e¡°��§

µ�¦¨§�§E«�¬�§E¡¶�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� µ�¡U��º
�A®¯¡°¬�©E��µ�¡Èº>´°©n¦¨§E´²�J�A§n¦¯�3ÐR¡°©/�
|CL| − ν

 °®³�A¬`�E¡U�N¾LJ)«�¬�§E¡e °®³�A¬`�E¡²µ�¡
CL
�E¡

§n©E«�¬�º
�A��§,�E«�¦¨§#µ`�A�`�
C
ª��E«�¦¨§#µ`�A�`�

CL\C
ª�«��¸¡°�Éµ�´Uµ�¬�¦¨§,¡°��§n©E¡Ï®¯¡U�Ñ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�

I
¡P§
IC
®¯¡U�Ñ©E¡°®³�A§n¦¯«��`��Æ

mCCSP (I, T ) = ν −mCCSP (I
C , T ) (ii)

(i) ∧ (ii) ⇒ mSat(I, T ) = (|CL| − ν)−mSat(I
C , T ) (iii)

H7GIHJG8³ M>fgY[iÉQ�P§d[i�N#LÍbONabkLÍi�PnW
¿L«�¬`�¢±e«���§n©E«��`���n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§ z ¬`¡ ®¨¡U��©E¡°®³�A§n¦¯«��`� z ¬`¡ ® w «�� º�¦¯¡°��§�µ w ´°º�« z ¬`¡°©��`¡È�E«���§ z ¬`¡ ® w ¡P· x

¥�©E¡U�E�n¦¯«���µ�¡ ®³�¼Ð7«�©n§E¡ ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡ z ¬�¦L®¨¦¯¡ ®¯¡U�»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
Sat

¡°§
CCSP

µ`�A�`�¸®¯¡°¬�©E�¸º>¡°©E�n¦¯«��`�
±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«�� ¡°§È±²¦¨��¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«���¥�¬`¦¨� z ¬ w ¦¨®G� w �AÂ
¦¨§²®³Ì µ w ´ z ¬�¦¨º
�A®¨¡°�` U¡ç�9èe�`¡'Ô'�`«�¬`�²©/�A¥�¥¹¡°®¯«��`� z ¬`¡
�E«�¬`�v®¯¡GÐ7«�©n±¶�A®¨¦¯�n±e¡Ïµ�¬ ©/�A¥�¥¹«�©n§#µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª�µ�¡°¬�·¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ñ®¨¦¯´U� µ�¡~§E¡°®¨®¯¡Ï�E«�©n§E¡Ï�E«���§ §E«�§/�A®¯¡°±e¡°��§
´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°��§E�~µ�¬Õ¥¹«�¦¨��§~µ�¡�º�¬`¡�µ�¡¢®¯¡°¬�©Ï�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<¾
� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§�|�a�

(a)
Ú¨ÝPÞÑÖÓ×EØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ

MaxCCSP
Ý��
MinSat

Þ°Ø&�a�Ñà�©_�¹ÝPÜ¶Ý��1�����°ã�â8�9à
Ú¨Ý��a�%Þ
(b)

Ú¯ÝJÞÑÖÓ×EØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ
MaxSat

Ý��
MinCCSP

Þ°Ø&�a�Ñà�©_�¹ÝPÜ¶Ý��a�����°ã�â8�Aà�Ú¨Ý��a�%Þ
"Ñ×EÝ°ã �AÝ
� w �A¥�©EÇU�

(i)
Æ>®³��©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

(f̄ , Id)
¡U�n§v­�¦¯¡°�»¬��`¡~©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��É�9èe�`¡Ïµ�¡

MaxSat
Ì
MinCCSP¡°§²µ�¡

MinCCSP
Ì
MaxSat

ªkµ�¡
MaxCCSP

Ì
MinSat

¡P§eµ�¡
MinSat

Ì
MaxCCSP

ª
�Nº�¡U 

kI = −1
¡°§
KI = m ¦

� � � y1�0ö2÷±rlÿ§���n� ",Ø�ã�×ª�:Ø�ã2��Ý��a�Râ:ÝP×
k ≥ 2

5ÏÚ¨ÝPÞ�ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ
Maxk − Sat

5
MaxE − k − Sat

5
Mink − Sat

5
MinE − k − Sat Maxk −CCSP

5
MaxE − k −CCSP

5
Mink −CCSP

Ý��
MinE − k − CCSP

à>á�Ü¶Ý��V�MÝ��a� Ú¨ÝßÜx	PÜ¶ÝÊá�Ý#9�×E� ág� àJÖ>ÖÓ×EØNä�â%Ü²àe�RâRØ&� á�â ->�P×EÝ��a�Râ:ÝPÚ�Ú¯Ý+µ
�W«�¬�©#±e«���§n©E¡°©G U¡Ï§n£`´U«�©EÇ°±e¡
ª��`«�¬`�,�A®¨®¯«��`�#±e¡°§n§n©E¡�ÌGÒn«�¬�©# U¡°©n§/�A¦¨�`¡U�G´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�G�9èe�`¡U�,¡°��§n©E¡

 U¡U�,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�B¾
� r2÷ ÷ r�ÿ§�¦¥J�

∀k ∈ N,

(a) Maxk − Sat
AF
⇔Mink − CCSP

Ý��
MaxE − k − Sat

AF
⇔MinE − k − CCSP

(b) Maxk − CCSP
AF
⇔Mink − Sat

Ý��
MaxE − k − CCSP

AF
⇔MinE − k − Sat

(c) Maxk − Sat
AF
⇔Mink − Sat

Ý��
MaxE − k − Sat

AF
⇔MinE − k − Sat

(d) Maxk − CCSP
AF
⇔Mink − CCSP

Ý��
MaxE − k − CCSP

AF
⇔MinE − k − CCSP



Ä ¯QP

"Ñ×EÝ°ã �AÝ��
�W«�¬�©

(a)
¡°§

(b)
ª�«��¸¬�§n¦¨®¨¦¯�E¡L® w �A©nÂ
¬�±e¡°��§~µ�¬¸§n£`´U«�©EÇ°±e¡�C�¾¨Ä
¾m�k«�¬�©

c
ª�µ w �A¥�©EÇU�

(ii)
Æ�®³�ß©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

(fC , Id)
¡U�n§ ­�¦¯¡°�»¬��`¡Ï©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¸ÐR«�©n§E¡°±e¡°��§G�9èe�`¡Lµ�¡

Maxk−CCSP
Ì
Mink−CCSP

¡°§#µ�¡
Mink − CCSP

Ì
Maxk − CCSP

ª¹µ�¡
MaxE − k − CCSP

Ì
MinE − k − CCSP

¡°§�µ�¡
MinE−k−CCSP

Ì
MaxE−k−CCSP

�Nº�¡U 
kI = −1

¡°§
KI = ν

¾��k«�¬�©
(d)
ª�µ w �A¥�©EÇU�

(iii)
Æ

®³�¢©E´Uµ�¬¤ P§E¦¨«��
(fC , Id)

¡U�n§v¬��`¡,©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¶Ð7«�©n§E¡°±e¡°��§#�9èe�`¡~µ�¡
Maxk−Sat

Ì
Mink−Sat

¡°§vµ�¡
Mink−Sat

Ì
Maxk−Sat

ª�µ�¡
MaxE−k−Sat

Ì
MinE−k−Sat

¡°§Ñµ�¡
MinE−k−SatÌ

MaxE − k − Sat
�Nº>¡U 

kI = −1
¡°§
KI = |CL| − ν ¦

� r2÷ ÷ r�ÿ§�ÐÏg�
∀k ∈ N, Max k − CCSP

AF
↔MaxE − k − CCSP

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ê�«�¦¯¡°��§

k
¬��`¡É U«��`�n§/�A��§E¡ç¡°��§n¦¯Ç°©E¡
ªZ«��� U«��`�E¦¯µ�Ç°©E¡É®³� §n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��

t
z ¬�¦~Ì §E«�¬�§E¡É¦¨�`�n§/�A�` U¡

I = (X,C)
µ�¡

k − CCSP
���E�E«� °¦¯¡¢® w ¦¨�`�E§/�A�` U¡

I ′ = (X ′, C ′)
µ�¬Õ±e½°±e¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�´��`��¦¯¡�¥¤�A©

D = {c ∈ C / |c| < k} ⇒ X ′ = X ∪ {y}
¡°§
C ′ = (C\D) ∪DP ∪DN�Nº>¡U 

DP =
⋃
c∈D
{c ∪ {y}}

¡°§
DN =

⋃
c∈D
{c ∪ {ȳ}}.

I ′
¡U�n§#­�¦¯¡°�É¬��`¡L¦¨�`�n§/�A�` U¡�µ�¡

k−CCSP
¥�¬�¦¯� z ¬`¡¢�/«��É¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡¢ °®³�A¬`�E¡U�,©E¡°¥�©E¡°�`µÉ U¡°®¨¬�¦<µ�¡

I
¥¹«�¬�©Ï® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

C\D
¡°§L U«��`�n§n©n¬�¦¨§Lµ�¡°¬�·�¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

DP
¡°§
DN

¡°�Á�9Òn«�¬�§/�A��§Ï®¯¡ß®¨¦¨§n§E´°©/�A®
y
«�¬

ȳ
Ìeµ�¡U�Ï °®³�A¬`�E¡U�Ïµ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡ �A¬ç¥�®¨¬`�

k − 1
¾¤¿L«�§/�A��§~¥¹«�¬�©Ï§E«�¬�§E¡Ê�0ÁO¡U °§n¦¯«��

T ′
µ�¡U�~º
�A®¯¡°¬�©E�Ïµ�¡�º>´°©n¦¨§E´

�n¬�©
X ′ ¥¤�A© T ′|X ®³�e©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«�� µ�¡

T ′
Ìe® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
ªÓ«���©E¡°±¶�A© z ¬`¡Ê¡°��§n©E¡Ê®¯¡U�Ï¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

I
¡°§
I ′®³�È©E¡°®¯�A§E¦¨«��ßÆ

∀(T, T ′) ∈ {0, 1}n × {0, 1}n+1 / T ′|X = T, mCCSP (I
′, T ′) = mCCSP (I, T ) (iv)

¥�¬�¦¯� z ¬`¡�§E«�¬¤�G®¯¡U�~®¨¦é§E§E´°©/�A¬�·çµ w ¬��`¡ß °®³�A¬`�E¡
c
�E«���§Gº�©/�A¦¯�~�n¦�¡°§Ï�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§L�n¦<§E«�¬`�~®¯¡U�G®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·çµ�¡

c¡°§
y ou

§E«�¬`�,®¯¡U�G®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Õµ�¡
c
¡°§
ȳ
�E«���§,º�©/�A¦¯�Jê

ôZ� �A¥�¥�®¨¦ z ¬¤�A��§�¦¨§E´°©/�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§
k − 1

ÐR«�¦¯�¢®³�»§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��
t
ªO«��¼«�­�§n¦¯¡°��§Nª<¡°�Á§/¡P±²¥¤��¥¹«�®¨Å x

�`«�±²¦³�A®:ªÓ¬��`¡�¦¨�`�E§/�A�` U¡Êµ�¡
E − k − CCSP

Æ`®³�e¥�®¨¬`�~¥¹¡°§n¦¨§E¡  °®¯�A¬¤�E¡ßµ�¡
I
 U«���§E¡°�¤�A��§¢�A¬�±e«�¦¨�`�Ï¬��

®¨¦¨§n§E´°©/�A®:ª�¦¨®ÓÐ7�A¬�§#�A¬»¥�®¨¬`�
k− 1

¦¨§E´°©/�A§n¦¯«��`�Ñ¥¹«�¬�© z ¬¤¡G§E«�¬�§/¡Ï °®³�A¬`�/¡Ï�E«�¦¨§ §n©/�A�¤�3ÐR«�©n±e´U¡L¡°�»¬��`¡GÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡
µ�¡

k
x  °®³�A¬`�E¡U�N¾7¤Ï¬ ¥�¦¨©E¡
ª

C
 U«���§n¦¯¡°��§

m
�n¦¨��Â
®¯¡°§E«��`�²¡°§

tk
�A¬�©/�  U«��`�n§n©n¬�¦¨§

2k−1m
 °®³�A¬`�E¡U�N¾Zê�¦#«��

�`«�§E¡²¥¹«�¬�©
h
µ�¡ ¯ Ì

k − 1 Xh ® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡eµ�¡U��º��A©E¦¯�A­`®¨¡U�ßµ�¡È® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡ th(I) ª<�A®¯«�©E��®³�»©E¡°®³�A§n¦¯«��
(iv)

¥¹¡°©n±e¡°§²µ�¡ µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡»¥¹«�¬�© §E«�¬�§È U«�¬�¥�®¯¡
T
¡°§

T ′
µ w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��`�²�n¬`©

X
¡°§

Xk−1 §/¡P®¨®¯¡U� z ¬`¡



Ä ¯ 3

T ′|X = T
Æ
∀h = 1, ..., k − 1, mCCSP (t

h(I), T ′
|Xh) = mCCSP (t

h−1(I), T ′
|Xh−1)

⇒ mCCSP (I
k−1, T ′) = mCCSP (I, T ).

¤Ï¦¨�`�n¦:ª
tk
 U«��`�n§n¦¨§n¬`¡�­�¦¯¡°�É¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«����9èe�`¡�µ�¡

Maxk −CCSP
Ì
MaxE − k −CCSP¡°§�µ�¡

Mink − CCSP
Ì
MinE − k − CCSP

�Nº�¡U 
kI = 1

¡°§
KI R ¯ ª< U¡ z ¬�¦Z�n¬�èe§NªO¥�¬�¦¯� z ¬`¡®¯¡��E¡U U«��`µÉ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�¡U�n§,§E«�¬�Òn«�¬�©E�,¬��Õ N���,¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©Ïµ�¬É¥�©E¡°±²¦¯¡°©Nª¤ÌÈ´°§/�A­�®¨¦¨©G® w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡Ê�9èe�`¡
¾

¿L«�§E«��`� z ¬`¡
ªÓ U«�±²±e¡ ®³�e©E¡°®³�A§n¦¯«��Á«�­�§E¡°��¬`¡ �E¬�©~®³�¶º��A®¯¡°¬�©¢µ�¡U�L�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�L¡°��§n©/¡ß®¯¡U�Lµ�¡°¬�·ç¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
¡U�n§�®é¦¨�`´N�A¦¨©E¡
ª< U¡°§n§E¡e´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡²¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯Ç°©E¡²º
�A¬�§�´°Â��A®¯¡°±e¡°��§ß¥¹«�¬�©�®¯¡È©/�A¥�¥¹«�©n§ß °®³���E�n¦ z ¬`¡
¾n¤Ï¦¨�`�n¦:ª
®¯«�©E� z ¬`¡L® w «��É§n©/�A¦¨§E¡�¡°�Õ�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Õ®¯¡U�,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

Mink −CCSP
å5×EÝJÞ:ÖJµ

Maxk −CCSP
æ

¡°§
MinE − k − CCSP

å5×EÝPÞ:Ö§µ
MaxE − k − CCSP

æPª z ¬`¡È U¡²�E«�¦¨§��E«�¬`��® w �A��Â
®¯¡² °®³���/�n¦ z ¬`¡²«�¬
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ªZ§E«�¬�§e©E´U�n¬�®¨§/�A§¶´°§/�A­�®¨¦G¥¹«�¬�©e® w ¬��`¡Õµ`¡É U¡U�eµ�¡°¬�· Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡U�¶µ�¡¸¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡U�¶®¯¡Õ�E¡°©/� ¥¤�A©
©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��ç¥¹«�¬�©G® w �A¬�§n©E¡
¾�:Ñ¡U °¦)�� /£`Ç°º�¡�®³�Èµ�´°±e«��`�n§n©/�A§n¦¯«�� µ�¬Õ§n£`´U«�©EÇ°±e¡�C�¾ ?

¦�Z®¨¬`�ßÂ>´°�`´°©/�A®¯¡°±e¡°��§NªW °¡U�ß©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`� ¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡°��§Èµ�¡e§n©/�A¦¨§E¡°©  U«�±²±e¡¶¬�� �E¡°¬�®v§E«�¬�§E¡U�  U¡°�ßº
� x
©n¦³�A§n¦¯«��`�È�A¬�§E«�¬�©Êµ�¡e®³�Õ�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´¶µ�¡¶ °®³�A¬`�/¡°�Bª� U«���Ò3«��` °§n¦¨º�¡U�Ê«�¬ µ�¦¯�RÒn«��` °§n¦¨º�¡U�NªOº�¡°©E�n¦¯«�� ±²¦¨��¦ x
±²¦¯�/�A§n¦¯«�� «�¬ ±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��<ª z ¬¤�A�`µ «�� ®¯¡²Ð:�A¦¨§Ê�E«�¬`�ß® w �A��Â
®¯¡ µ�¬ ©/�A¥�¥¹«�©n§ µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª)¡°§Ê U¡e�`«��
�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§²µ�¬ ¥¹«�¦¨��§Èµ�¬ º�¬`¡ µ�¡¶®¯¡°¬�©Èµ�¡°Â
©E´»µ w �A¥�¥`©E«N·�¦¨±¶�A­�¦¨®¨¦¨§/´»±¶�A¦¯�²�A¬`�E�n¦Ñ�E¡°®¯«�� ®¯¡°¬�©E�È«�¥�§n¦¨±¶�
h
x ®¯«� N�A¬�·¢Æ�®¯¡U�Z©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`� ¥�©E«�¥¹«
�E´U¡U� ´°§/�A­�®¨¦¯�E�E¡°��§ ¬��`¡,­�¦ Òn¡U °§n¦¯«�� ¡°��§n©E¡G®¯¡U� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U� µ�¡~�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Nª
µ�¡¶�E«�©n§E¡ z ¬`¡e® w «�� ¥¹¡°¬�§Ê U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©Ê§E«�¬`�Ê U¡U�ß¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�  U«�±²±e¡ �n§n©n¬` °§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§È´ z ¬`¦éº
�A®¯¡°��§E�N¾
¤)º>¡U L®³�Ê±e¡U�E¬�©E¡¢ °®³���/�n¦ z ¬`¡� °¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Nª` U¡U�#¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï�A¥�¥¤�A©/�A¦¯�E�E¡°��§~�E«�¬`µ`�A¦¨�`¡°±e¡°��§Nª`µ�¡¢¥¤�A©#®¯¡°¬�©E�
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§E�²µ�¡°Â
©E´U�eµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«
�<ªZ U«�±²±e¡¸­�¦¯¡°� µ�¦�ÁO´°©E¡°��§E�<Ô'  w ¡U�n§È¥¹«�¬�© z ¬`«�¦#�`«�¬`�²¥�©E´U�E¡°��§E«��`�
¥¤�A©Ï®³�¶�n¬�¦¨§E¡Êµ�¡U�Ï©E´U�n¬�®¨§/�A§E�Lµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Á®¯«� N�A®¯¡Ê¥¹«�¬�©Ï®¯¡U�Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�¢µ�¡ß®³�²Ð:�A±²¦¨®é®¯¡

MaxSatµ`�A�`�v¬��e¥�©E¡°±²¦¯¡°© §E¡°±²¥`�Nª�µ�¡,®³�¢Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡
MaxCCSP

µ`�A�`�Z¬�� �E¡U U«��`µe§E¡°±²¥`�N¾��k«�¬�©  U¡,Ð7�A¦¨©E¡
ª>�`«�¬`�
¥�©E´U�E¡°��§E«��`�¢�A¬ç¥�©E´N�A®³�A­�®¯¡ß¬��Á�A¥¹¡°©��°¬�µ�¡ß®¯�²�`«�§E¦¨«�� µ w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´Ê®¯«� N�A®¯¡ Ì²§/�A¦¨®¨®¯¡ß­¹«�©n�`´U¡ß¥�©E«�¥¹«
�E´U¡
¥¤�A©��1Ã�!G¡°§���� £�! z ¬�¦,¡°��©n¦¯ /£�¦¨§¶ °«��¤�n¦¯µ�´°©/�A­�®¯¡°±e¡°��§¶®¨¡U�² U«��` U¡°¥�§E�²ÐR«��`µ`�A§E¡°¬�©E�eµ�¡U�² °®³���E�/¡U�

GLO[R]
¾

S ©E­� U¡ß�A¬�·É¡P·�§E¡°�`�E¦¨«��¤�Gµ�¡U�G °®³���/�E¡U�
GLO[R]

�n¬�Â
Â>´°©E´U¡U�G¥¤�A©~ U¡U�,§n©/�Nº
�A¬�·Àª��`«�¬`�,¥¹«�¬�©n©/«��`�G¥�®¨¬`�G¡°�
µ�¦¨©E¡ z ¬¤�A��§G�A¬�·»©E¡°®³�A§n¦¯«��`� z ¬ w ¡°��§n©E¡°§n¦¯¡°���`¡°��§G®¯¡U�#¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Gµ�¡L®³�ßÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡

MaxE − k− Sat
�Nº�¡U 

®¯¡°¬�©E�~«�¥�§n¦¨±¶�È®¯«� N�A¬�·Õ¡°�Õ§E¡°©n±e¡�µ�¡�Â��A©/�A��§n¦¯¡�µ w �A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<¾
Î�í�»

GLO
õ�B ðGôÓô¤ú�ñ ¼ F'ô

H7G8³*GIH TxfgSIi&SIdTPVUJLai<bkSI`efgS#`�iªL;\�N#PRWZNIP§i�i�L
CGLO[R]

W ¬`¡°® z ¬`¡e�E«�¦¨§�®¯¡²¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡e§n©/�A¦¨§E´e¡°§�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡¶ U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡
ª<®¯«�©E� z ¬`¡È® w «�� �E¡²¥�©E«�±eÇ°�`¡eµ`�A�¤�
® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡vµ�¡U���E«�®¨¬�§n¦¯«��`��©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡U�)¡°§ z ¬`¡'® w «��ß�E¡Z�n¦¨§n¬`¡Z¡°��¬��`¡Z�E«�®¨¬�§n¦¯«��

s
ªU®³�#º�¦¯�n¦¯«�� z ¬`¡W® w «�� �#µ`¡



Ä ¯ £

® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ßµ�¡U�G�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�~¡U�n§,®¯«� N�A®¯¡�¡°§,�`«��ÕÂ
®¯«�­¤�A®¯¡'Æ`«��Õ�`¡¢¥¹¡°¬�§~µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡�µ`¡
s
� w ¦¨±²¥¹«�©n§E¡ z ¬`¡°®¨®¯¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��<¾*ô'� ©E´N�A®¨¦¨§E´
ª'�E¡°¬�®#�`«�¬`�²¡U�n§Èº�¦¯�n¦¨­�®¯¡»¬�� �`«�±Ê­�©E¡ Ö�Ø�Ú%$&�ÓØ�ÜÈâRà
Ú�µ�¡¸�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�BªWµ�´Uµ�¬` °§n¦¨­�®¯¡U�
µ�¡

s
Ì»¥¤�A©n§n¦¨©�µ�¡È§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��`�ß�n¦¨±²¥�®¯¡U�N¾g: w ¡U�n§�®¯¡È N�����`«�§/�A±²±e¡°��§Êµ�¡U�¢º�«�¦¯�n¦¨�`�

h
x ­¹«�©n�`´U� z ¬�¦

� w «�­�§n¦¯¡°���`¡°��§k¡°�� /£¤�A��Â>¡N�A��§W�A¬�¥�®¨¬`�
h
 U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡U�)µ�¬�º>¡U °§E¡°¬�©

s
¥¹«�¬�©<¬��¤¡Z U«��`�n§/�A��§E¡

h
¾N� w �A¬�§n©E¡U�

�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�� U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Ê�E«���§�º�¦¯�E¦¨­�®¯¡°�ßÌ»¥¤�A©n§n¦¨©�µ�¡
s
ªÀ§E«�¬�§�¡°� ©E¡U�n§/�A��§�µ`�A�`��¬�� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡²µ�¡È§/�A¦¨®¨®¯¡
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 U«���§n©/�A¦¨��§E¡U��µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
¦¨��¦¨§n¦³�A®:¾
���e� w�{�z�{�y�w ÿ§�¦¥§� ê�«�¦¯¡°��§

Π = (optΠ, IΠ, SolΠ,mΠ)
¬��ø¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡¼µ�¡

NPO
¡°§

m′Π : IΠ ×

SolΠ(I)→ N
¬��`¡¢ÐR«��` °§n¦¯«��ç«�­�Òn¡U °§n¦éÐ'�A®¨§E´°©E´U¡�¥¹«�¬�©

Π
ª�«��Õµ�´°�`«�§E¡�¥Ó�A©

Π′ = (optΠ, IΠ, SolΠ,m
′
Π)®¯¡LÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝÈà�Ú%�I�°×�� àAÞJÞ°Ø�
°âV���

Π
¡°§
m′Π
¾ê�«�¦¨§

R
¬��`¡ ±e¡U�n¬�©E¡Ñµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«
�<ªA¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�n§kµ`�A�`�k®³�~ °®³���E�E¡

GGLO[R]� w ¦¨®k¡P·�¦¯�n§E¡ß¬��`¡  U«��`�E§/�A��§E¡
h
ª¤¬��`¡  U«��`�n§/�A��§E¡

r ∈ ]0, 1]
ª¤¬�� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

V h
x ­¹«�©n�`´ ¥¹«�¬�©

Π
¡°§L¬��`¡Ð7«��` °§n¦¯«��

m′Π
z ¬�¦Oº�´°©n¦��¤¡°��§<Æ

GGLO1 Π′ ∈ NPO,

GGLO2 ∀I ∈ IΠ,

s̃ ∈ SolΠ(I)
«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®<©E¡°®³�A§n¦¨º>¡°±e¡°��§¢Ì

V
µ�¬Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ê�A®é§/´P©/´

Π′ ⇒ RΠ(I, s̃) ≥ r.

¶T�`µ�´°¥¹¡°�`µ`�A±²±e¡°��§~µ�¡U�#§n©/�Nº
�A¬�·»µ�¡�¤~®¨¦¨±e«���§n¦:ªZ@¢£¤�A���¤��ªZë «�§�_#�A��¦:ª`ê�¬`µ`�A�Õ¡°§a` �cbU¦¨©/�A��¦<«���§,¡°¬
µ`�A�`����� £�!<®³�È±e½P±e¡Ê�A¥�¥�©E«� /£`¡�µ�¡�©E´U�E«�®¨¬�§n¦¯«��çµ�¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï�A®¨§E´°©E´U��Ô�¦¨®¨�~«�­�§n¦¯¡°���`¡°��§Ïµ�¡U�,©E´U�n¬�®¨§/�A§E�
¥�®¨¬`� z ¬ w ´°®¯« z ¬¤¡P��§E� z ¬¤�A��§¢Ì²®³�²¥¹¡°©n§n¦¨�`¡°�` U¡ µ w ¬`�`¡ß§E¡°®¨®¯¡ß�E§n©/�A§E´°Â
¦¯¡Êµ�¡�©E¡U /£`¡°©E /£`¡Ê®¯«� N�A®¯¡
ª¹µ�«���§~�`«�¬¤�
µ�«����`«��`� z ¬`¡°® z ¬`¡U�,±e«�©E U¡N�A¬�·Õ /£`«�¦¯�n¦¯�~µ`�A�`�G®¯¡¢§n£`´U«�©EÇ°±e¡ß�n¬�¦¨º
�A��§<Æ
� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§���n� ��� £�!
1
�
Max 2− CCSP /∈ GLO d

2
�)Ö�Ø�ã�×�Ú¯ÝÑÖ¹×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý

Max 2− Sat
5'Ú¨Ý�×nàPÖ>Ö�Ø
×��ÑåR °®³���E�n¦ z ¬`¡Bæ�á�Ý#Ö`ÝP×¶,°Ø
×JÜeà&�1
JÝÊág� ã2�

LSA
ÞUÝPÚ¨Ø&��Ú¯Ý


°×Pâ��MÛ°×EÝ²Ø�Ù��UÝ�
��Râ ,ßÞ��:à&�Óá>à�×náçÝJÞ��Gá�Ý
2/3

Ö�Ø�ã�×À�:Ø�ã2�·�9Ø
â³ÞJâ��Óà+9�Ý
d
�nÙEØ�×6�n�65

d = Θ(n)
5��:à �Óá�â³Þ��Uã�ÝB
JÝPÚ ã�âág� ã �

LSA
ÞUÝPÚ¨Ø&� ã2�M
JÝP×��:à�â8�¼Ø�Ù��NÝ�
��Râ ,Êà
Ú%�I�P×E�ÈÝ��v×EÝ°Úéà �Râ��AÝPÜ¶Ý��a�#à�ã<�9Ø�â�ÞJâ��Óà+9�Ý

1
�3ÙEØ�×����ÈÝJÞ��#á�Ý

3/4 d
3
�
MaxSNP ⊆ GGLO

µ
¸6�Óá�âV
/à �RâRØ ��Þ

1
x :Ñ«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©¢®³�²Ð:�A±²¦¨®¨®¨¡ µ w ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�

Ih,n
 U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡U�¢µ�¡

n
º��A©n¦³�A­�®¯¡U�

x1, ..., xi, ..., xn
ªÓµ�¡U�

n(n − 1)/2
 °®³�A¬`�E¡U�

(x̄i, x̄j)
¥¹«�¬�©

i 6= j ∈ {1, ...n}
¡°§¢µ�¡U�

n × h − h(h + 1)/2
 °®³�A¬`�E¡U�

(xi, xj)¥¹«�¬�©
i 6= j

ª
i ∈ {1, ..., h}

ª
j ∈ {1, ..., n}

ÔO® w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� −→
1
¡U�n§�¬�� «�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®

h
x ­¹«�©E�`´eµ�¡

º
�A®¯¡°¬�©
h× n− h(h+1)/2 ∼ h× n

z ¬¤�A�`µ −→
0
¡U�n§#«�¥�§n¦¨±Ê¬�± Â
®¯«�­¤�A®<µ�¡Ïº
�A®¯¡°¬�©

n(n− 1)/2 ∼ n2
ê

2
x �k«�¬�©�®³� �E¡U U«��`µ�¡ ¥¤�A©n§n¦¯¡ µ�¬ ¥¹«�¦¨��§

2
µ�¬ §n£`´U«�©EÇ°±e¡
ªÏ¥�©E¡°�`µ�©E¡  U«�±²±e¡ «�­�Ò3¡U °§n¦éÐ»�A®¨§E´°©E´

m′Sat(I, T ) = 3m2 + 4m1
ånà�ã Ú â7Ý°ã á�Ý

mSat(I, T ) = m2 + 4m1
æÉåTÞUÝÕ×��¶,+�P×EÝP×�à�ã
ä �ÓØ �:à �Râ7Ø&��Þ

â��a�R×nØBá�ã�â|�MÝJÞßà�ãÈÖ�à�×nà�9�×nàJÖa-�Ý>C�¾1Ã�¾1Ã>æP¾
3
x �<¡U�¼�A¬�§E¡°¬�©E�Á±e«���§n©E¡°��§ z ¬`¡

Maxk − CSP
ª z ¬�¦È¡U�n§

GGLO
ª¢¡U�n§Á¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�µ�¡

MaxSNP
ÔN«�©Nª°®¯¡U�)�A©nÂ
¬�±e¡°��§E�)µ�¡W©E¡°¥�©E´U�E¡°��§/�A§n¦¯«�� µ�¡'§E«�¬�§E¡'¦¨�`�n§/�A�` U¡Zµ w ¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡vµ�¡

MaxSNP�E«�¬`��ÐR«�©n±e¡¶µ w ¬`�`¡¶ U«���Òn«��` °§n¦¯«�� µ�¡¶ U«���§n©/�A¦¨��§E¡U�
k
x �A¦¨©E¡U�Ê�/«���§Êµ�«����`´U�Êµ`�A�`��� P04 !Mª<® w ¦¯µ�´U¡ ´°§/�A��§Êµ`¡



Ä
Ä ?

µ�´°¥�®¯«BÅ�¡°©�®¨¡È¥�©E´Uµ�¦¯ N�A§
k
x �A¦¨©E¡

φ
�n¬�©L®¯¡U��¡°��§n©E´U¡U��¥�®³�A¬`�n¦¨­�®¯¡U�¶åR °®³�A¬`�E¡U��¥¹«�¬�©¢¬`�Á¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡²µ�¡²�/�A§n¦¯� x

Ð:�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´
ª�®¨¦¯�n§E¡U�Gµ w ��µAÒE�� U¡°�` U¡ßµ�¡U�G�/«�±²±e¡°§E�~µ�¬ÉÂ
©/�A¥�£`¡�¥¹«�¬�©
Max IS −B

¾¨¾¨¾XæP¾
e�ya��y1s|s��;{��0r<ÿ§�¦ÿ§� Ç~ãZ
°ã2�Áá�ÝPÞ ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ

Max 2−CCSP
Ý��
Min 2−CCSP

5
Max 2− Sat

Ý��
Min 2− Sat

�¹Ý,Ö�ÝPãm��	��R×EÝ á>à ��Þ
GLO[δ]

µ
"Ñ×EÝ°ã �AÝ��Z� w ¦¨®#¡P·�¦¯�n§E¡¶¥¹«�¬`© §E«�¬�§E¡¸ U«��`�n§/�A��§E¡

h
¬��`¡»�n¬�¦¨§E¡»µ w ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�²¡P§²µ�¡ ±¶�A¬�º��A¦¯�²«�¥�§n¦¨±¶�

h
x

®¯«� N�A¬�·�µ�¡Z U¡U�<¦¨�`�E§/�A�` U¡U�<¥¹«�¬�©
Max 2−CCSP

�A¬ß�E¡°�`��µ�¬�©/�A¥�¥¹«�©n§k °®³���E�n¦ z ¬`¡
ªB�A®¯«�©E�� U¡°§n§E¡v�n¬�¦¨§E¡Z¡U�n§
�ßÐ7«�©n§n¦¯«�©n¦O±¶�A¬�º��A¦¯�E¡��A¬É�E¡°�`�,µ�¬É©/�A¥�¥¹«�©n§Gµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®>Ô`«��É¡°�Éµ�´Uµ�¬�¦¨§

Max 2−CCSP /∈ GLO[δ]¡°§ ¥¤�A© ®¯¡U� ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡°� z ¬�¦ ®¨¦¯¡°��§ ®¯¡U� º�¡°©E�n¦¯«��`�
Min

¡°§
Max

µ�¡U�ÊÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡U�
Sat

¡°§
CCSP

ªk«��
§n©/�A�`�n¥¹«�©n§E¡ß U¡�©E´U�n¬�®¨§/�A§G�`´°Â��A§n¦éÐZµ�¡

Max 2− CCSP
ÌÈ® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ßµ�¡� U¡U�Ï�A¬�§n©E¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

¦

H7G8³*G8û f SVo*PVUJLOfgY
CGGLO[R]

¨ � µ�´Uµ�¬�¦¨§Ê�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§È U¡ z ¬�¦ �E¡e N�� /£`¡ µ�¡°©n©n¦¯Ç°©E¡¶®¯¡U�Ê °®³���E�/¡°�
GCGLO[R]

å
X~Ý��¹ÝP×nà
Ú�âg]BÝEá&�
�'Ø�ÜÏÖÓÚ¯ÝPÜ¶Ý��a�:à�×�$&�YXT)[Zvæ ¥¹«�¬`©~¬��ç©/�A¥�¥¹«�©n§

R
µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��ßÆÓ®¯�e °®³���E�/¡�µ�¡U�~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�ÏÂ��A©/�A� x

§n¦¯�E�/�A��§ ®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´Ïµ�¡~®¯¡°¬�©E� «�¥�§n¦¨±¶�ß®¯«� N�A¬�·¶¥¹«�¬�© ¬��¶º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ßÜÈâ�×EØ�â�×
h
x ­¹«�©n�`´ å

s
�A¬ ±e«�¦¨�`�#�A¬`�E�n¦

­¹«����`¡ z ¬`¡
s̄
�A¬e�E¡°�`�Zµ�¡#® w «�­�Òn¡U °§n¦éÐ

mΠ
æk¡°§Z¬��e«�­�Òn¡U P§E¦ ÐZà
Ú%�I�P×E�Gå

s
�A¬²±e«�¦¨�`� �A¬`�E�n¦�­¹«����`¡ z ¬`¡#§E«�¬�§E¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��
s′
�A¬É¥�®¨¬`�

h
x µ�¦¯�n§/�A�` U¡�µ�¡

s
�A¬ç�E¡°�`�,µ w ¬��ç«�­�Ò3¡U °§n¦éÐ

m′Π
æP¾Zô*ÁÀ¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§Nª`¦é®O¥¹¡°¬�§G¥¤�A©3Ð7«�¦¯�

� w �Nº�´°©E¡°©Ñ¦¨��§E´°©E¡U�E�/�A��§,µ�¡Ï U«��`�E¦¯µ�´°©E¡°©, °«��
Ò3«�¦¨��§E¡°±e¡°��§,¬��¸¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡B���MÝ��Óá
ãÊµ�¡L�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Ñº�«�¦¯�n¦¨�`¡U�#¡°§
¬��`¡,Ð7«��` °§n¦¯«�� «�­�Òn¡U °§n¦¨º�¡Êà�Ú%�I�°×��/Ý°¾m: w ¡U�n§v�`«�§/�A±²±e¡°��§Ñ®¯¡~ N��� µ�¬¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Max 2−CCSP
Æ>®¯¡,©/�A¥ x

¥¹«�©n§ µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��»µ w ¬�� «�¥�§n¦¨±Ê¬�±þ±²¦¨©E«�¦¨©ÏÄ x ®¯«� N�A®¤¥¹«�¬�©  U¡G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡G� w ¡U�E§ z ¬`¡Gµ�¡�Ä�ú 4 z ¬¤�A�`µ
 U¡°®¨¬�¦¢µ w ¬��ø«�¥�§n¦¨±Ê¬�± Ä x ®¯«� N�A®¢±²¦¨©E«�¦¨©»©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§ÕÌ¼¬��`¡  U¡°©n§/�A¦¨�`¡�ÐR«��` °§n¦¯«���«�­�Ò3¡U °§n¦¨º�¡Á�A®¨§E´°©E´U¡
±e«���§E¡ßÌ ? ú&��¾
���e� w�{�z�{�y�w ÿ§�ÐÏJ� ê�«�¦¨§

R
¬`�`¡¸±e¡U�n¬�©/¡Éµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ªv¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�n§eµ`�A�`�®³�� P®³���/�E¡

GCGLO[R]
� w ¦¨®#¡J·�¦¯�n§E¡¶¬��`¡» U«��`�n§/�A��§E¡

h
ª�¬��`¡» U«��`�n§/�A��§E¡

r ∈ ]0, 1]
ª�¬�� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

V

h
x ­¹«�©n�`´�¥¹«�¬�©

Π
¡°§G¬��`¡¢ÐR«��` °§n¦¯«��

m′Π
z ¬�¦Oº�´°©n¦��¤¡°��§<Æ

Π′ ∈ NPO
¡°§
∀I ∈ IΠ, ∀s̃ ∈ SolΠ(I),

mΠ(I, s̃) º mΠ(I, ¯̃s)
¡°§
m′Π(I, s̃) º m′Π(I, s

′) ∀s′ ∈ V(I, s) ⇒ RΠ(I, s̃) ≥ r.

�)�¸¥¤�A©n§n¦¯¡ z ¬�¦v�n¬�¦¨§�¥�©E«�¥¹«
�E¡e¬��`¡²¦¨®¨®¨¬`�n§n©/�A§n¦¯«�� µ�¡e U¡U�ßµ�¦�ÁO´°©E¡°��§E¡U�ßº�¦¯�n¦¯«��`�ßµ�¡²® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´¶®¯« x
 N�A®¯¡�ÌÁ§/�A¦¨®¨®¯¡ç­¹«�©n�`´U¡Õ¥¤�A©¶®¯¡Õ­�¦³�A¦¯� µ�¡É® w ´°§n¬`µ�¡�µ�¡U�e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�»µ�¡U�eÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡U�

MaxE − k − Sat¡°§
MaxNAE k − Sat

¾Z¿Ï«�¬`�e¥¤�A©n®¯¡°©E«��`�¶µ w «�¥�§n¦¨±¶� ÜÈâ%×nØ�â%×/Þ
h
x ®¯«� N�A¬�· ¥¹«�¬�© �E¡¸©E´PÐR´°©E¡°©»�A¬ º�«�¦ x

�n¦¨�¤�AÂ>¡e±²¦¨©E«�¦¨©
h
x ­¹«�©n�`´ ¡°§Êµ w «�¥�§n¦¨±¶�

h
x ®¯«� N�A¬�· à�Ú��I�P×��PÞ�¥¹«�¬�©Ê�E¡e©E´PÐR´°©E¡°©ÈÌ¸¬`� º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x ­¹«�©n�`´

©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§LÌ ¬��ç U¡°©n§/�A¦¨�ç«�­�Ò3¡U °§n¦éÐZ�A®¨§E´°©E´
¾



Ä
ÄNÃ

Î�í�� h�F'ñ)ó ¼ �Êð ¼ ô¤ú�� ö õ'ô ÷ ù¹úGû óEüZý�õ'ô ö õ ôÓðCB ¼ ôEDUð ¼ ôÓð,û ¼ ó ¼ BEF ý�ð·¿ ¼ ý ½ ý õ7�
GLO

H7G8û*GIH ü±dTLÍfJj[j�fgi&SV\eSIfgdhQTLÍj�NIY[i�Ladu\ `eLÍ`ePnjTj�fJ`e\ iÉWZNIP§i�i&S°Ì7Y�L^LZ\=QTSji¾]a`eLadu\eS#LaN
: w ¡U�E§²¬�� ´°§/�A§¶µ�¡¸Ð7�A¦¨§<ÆZ¡°�  P®³���/�n¦ z ¬`¡
ª

MaxE − k − Sat
¡°�E§a,Uàe
°â�Ú¯Ý²µ`�A�`�e®¯¡É�/¡°�`�e«&� §E«�¬�§

«�¥�§n¦¨±Ê¬�± Ä x ®¯«� N�A®:ª> U«�±²±e¡#�`«�¬`�W®¯¡Ñ±e«���§n©E«��`�Zµ`�A�`�' U¡# /£¤�A¥�¦¨§n©E¡
ª
¡U�E§k¬��`¡
k/(k+1)

x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
å,
.,+µ�§n£`´U«�©EÇ°±e¡DC�¾ 3 æ°¾2�'®¨¬`�#´°®¯« z ¬`¡°��§#¥¹¡°¬�§ x ½°§n©E¡¢¡°�` U«�©E¡
ª�¥¹«�¬�©

MaxSat
ª�«��»¥¹¡°¬�§Ñ§n©E«�¬�º�¡°©Ñ¬��`¡ Ä�ú ? x

�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��e¡°�È U«�±²¥¤�A©J�A��§Z�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§W®¯¡U�k¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡U�Zµ�¡U�W�E«�®¨¬�§n¦¯«��`� −→
1
¡°§ −→

0
å,
.,�µ�§n£`´U«�©EÇ°±e¡

C�¾ P æ�ê��L¬ ¥¹«�¦¨��§,µ�¡Ïº�¬`¡Lµ�¡Ï® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Õµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡�ª�®¯¡U�# /£`«
�E¡U�#�/¡°±Ê­�®¯¡°��§#­¹¡N�A¬` U«�¬�¥¸±e«�¦¨�`�
�A¦¯�E´U¡U�<ÆW¦¨®#Ð:�A¬`µ�©/�A¦¨§e¥¤�A©e¡P·�¡°±²¥�®¯¡Õ U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©¶µ�¡U�²º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�

h
x ­¹«�©n�`´U�

h ≥ k
¥¹«�¬�©¶�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§

¡U�n¥¹´°©E¡°©¸´°§/�A­�®¨¦¨©¸® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` U¡ µ�¡
MaxE − k − Sat

Ì
GLO[δ]

¾�:Ñ¡°§n§E¡ µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´
ªÑ¥¹«�¬�©¸¬��
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡çµ�¡É±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��<ªZ¥�©E«Bº�¦¯¡°��§¶�n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§ µ�¬ Ð7�A¦¨§ z ¬`¡É®¯¡¸©/�A¥�¥¹«�©n§  °®³���E�n¦ z ¬`¡É�n¦¨§n¬`¡É®³�
º
�A®¯¡°¬�©Gµ w ¬��¤¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��ç¡°��§n©E¡ ¯ ¡°§

β
z ¬¤�A�`µ¸®¯¡�©/�A¥�¥¹«�©n§Ïµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®�®³�²�n¦¨§n¬`¡�¡°��§n©E¡

ω
¡°§
β
Æ

v(T ) ≥ ρβ + (1− ρ)ω ⇒ v(T ) ≥ ρβ.

¨ ©Nª�¦¨®¹� w Å ��ª��ß¥�©n¦¯«�©n¦:ª��A¬` °¬��`¡Ï©/�A¦¯�/«��»¥¹«�¬�© z ¬`¡~®³�ß¥�¦¨©E¡¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��¸�E«�¦¨§#µ�¡Ïº
�A®¯¡°¬�©Ñ��¬�®¨®¯¡L¡°�»Â>´°�`´°©/�A®>Ô
¦¨®)� w Åç��ª¤µ`�A�`�Ï®¯¡Ê N���~¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©�µ�¡U�~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�¢µ�¡Ê�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´
ª¹�A¬` °¬��¤¡ß©/�A¦¯�E«�� µ w �9èe©n±e¡°©��
¥�©n¦¯«�©n¦<® w ¡P·�¦¯�n§E¡°�` U¡�µ w ¬��`¡Ê�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«���µ�¡U�,º
�A®¯¡°¬�©E�~µ�¡¢º�´°©n¦¨§E´ z ¬�¦<� w �Nº>Ç°©E¡ß�A¬` °¬��`¡ß °®³�A¬`�E¡
¾
H7G8û*G8³

MaxSat
LZ\

CGLO

� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§���1�
MaxSat ∈ CGLO, 1/2

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
∀T ∈ {0, 1}n, mSat(I, T ) +mSat(I, T ) ≥ m

⇒ max{mSat(I, T ),mSat(I, T )} ≥ m/2 ¦

H7G8û*G8û
Maxk − Sat

LZ\
GLO

���A�`���¨Ä
Ä�!Mªg¤~¬`�n¦¯¡°®¨®¯«ç¡°§��'©E«�§J���n¦ «���§Ê¥�©E«�¬�º>´¶® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` U¡»µ�¡e§E«�¬�§Ê¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡¶�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦ x
�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´e±¶�9·�¦¨±Ê¬�± Ì¸®³�É °®³���E�E¡

GLO
¥¤�A©�®¯¡²­�¦³�A¦¯�ßµ�¬¼¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡eÂ>´°�`´°©/�A®

MaxSat
¥¹«�¬�©�®¯¡ z ¬`¡°®

§E«�¬�§ «�¥�§n¦¨±Ê¬�±�Ä x ®¯«� N�A®#µ�¡¶§E«�¬�§E¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡¶Â��A©/�A��§n¦¨§ ¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§Èµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��  °®³���E�n¦ z ¬`¡ µ�¡
Ä�ú ? ¾n�W«�¬�©¢®¯¡U���E«�¬`� x ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

MaxE − k − Sat
ªÓ�`«�¬¤�¢±e«���§n©E«��`� z ¬`¡Èµ�¡ §E¡°®¯��«�¥�§n¦¨±¶�»®¯«� N�A¬�·

Â��A©/�A��§n¦¯�E�E¡°��§~¡°�Õ©E´N�A®é¦¨§E´�¬��Õ©/�A¥�¥¹«�©n§
k/(k + 1)

¾



Ä
Ä 4

ê�«�¦¨§
I = (X,C)

¬��`¡#¦¨�`�n§/�A�` U¡Gµ�¡
E−k−Sat

¡°§
T
¬��`¡~�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� µ�¡U�'º��A®¯¡°¬�©E�vµ�¡#º�´°©n¦¨§E´
ª>«��

¥¹¡°¬�§L§E«�¬�Òn«�¬�©E�¢�n¬�¥�¥¹«
�E¡°©Nª z ¬�¦¨§E¡ÈÌ¶´U /£¤�A��Â>¡°©¢¥¹«�¬�©L§/«�¬�§E¡Êº��A©n¦³�A­�®¯¡
xi
§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡

Ti = 0
®¯¡U�L«� U °¬�© x

©E¡°�` U¡U�Lµ�¡U�~®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·
xi
¡°§
x̄i
ª z ¬`¡

T =
−→
1
¾ÓÎ'§/�A��§¢µ�«����`´U¡ß¬��`¡ß§E¡°®¨®¯¡ �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

T
ª¤®³� z ¬¤�A��§n¦¨§E´

ma
µ�´U�n¦¨Â
�`¡°©/�¶¥¹«�¬�©L§E«�¬�§¢¡°��§n¦¯¡°©

a
¡°��§n©E¡ ¯ ¡°§

k
®¯¡ß�`«�±Ê­�©E¡ µ�¡  °®¯�A¬¤�E¡U�L U«���§E¡°�¤�A��§�¡P·`�� P§/¡P±e¡°��§

a®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Õº�©/�A¦¯�G¥¹«�¬�©
T
ª`®¯¡U� z ¬¤�A��§n¦¨§E´U�

ma(i)
¡°§
ma(̄i)

µ�´U�E¦éÂ
�¤¡P©/«���§ z ¬¤�A��§LÌe¡°®¨®¯¡U�~¥¹«�¬�©
i
µ�¡¶ÄßÌ

n
®¯¡ß�`«�±Ê­�©E¡Èµ�¡  °®³�A¬`�E¡U�NªÓ¥¤�A©n±²¦k®¯¡U�¢ °®³�A¬`�E¡U���Nº>´°©E´U¡U�L¥¤�A©

a
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Àª z ¬`¦k U«���§n¦¯¡°���`¡°��§¢©E¡U�E¥¹¡U °§n¦ x

º�¡°±e¡°��§,®¯¡U�G®é¦¨§n§/´P©J�A¬�·
xi
¡°§
x̄i
Ô�­�¦¯¡°�ç�,«�© ∑k

a=0ma = m
¾`¿Ï«�¬`�~���E�/«� °¦¯«��`�Ï�A¦¨�`�n¦�ÌÈ§E«�¬�§E¡��/«�®¨¬�§n¦¯«��

T
¡°§G¥¹«�¬�©

a
µ�¡ ¯ Ì

k
®¯¡U�~¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�~¡°§ z ¬¤�A��§n¦¨§E´U�~�E¬�¦¨º��A��§E¡U�<Æ

Ca = {c ∈ C/|c ∩X| = a}
¡°§
ma = |Ca|,

∀i = 0, ..., n, Ca(i) = {c ∈ Ca/xi ∈ C}
¡°§
ma(i) = |Ca(i)|,

∀i = 0, ..., n, Ca(̄i) = {c ∈ Ca/x̄i ∈ C}
¡°§
ma(̄i) = |Ca(̄i)|.

��¡U�²¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
Sat

å5×EÝJÞ:ÖJµ
CCSP

æ  U«��`�n¦¯�E§/�A��§¶ÌÁ±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡°©¶«�¬�±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡°©e®¯¡É�`«�±Ê­�©E¡Õµ�¡
 °®³�A¬`�E¡U�Ï�Nº>´°©E´U¡U�G¥¤�A©Ï�A¬Õ±e«�¦¨�`�G¬��É®¨¦¨§n§E´°©/�A®Ñå5×EÝJÞMÖ§µ`§E«�¬`�~�E¡U�,®¨¦é§E§E´°©/�A¬�·`æPª¤«����øÆ

∀I = (X,C), ∀T ∈ {0, 1}|X|,

mSat(I, T ) =
k∑

a=1
ma = m−m0, mCCSP (I, T ) = mk.

�'�A© �A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nª>�n¦�® w «��¶ U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡G® w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��  U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/��¦¨©E¡
T
ª
«��²©E¡°±¶�A© z ¬`¡G¡°��§n©E¡G U¡U�Zµ�¡°¬�·

¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~®¯¡U�,©E¡°®³�A§n¦¯«��`�<Æ

mSat(I, T ) =
k−1∑
a=0

ma = m−mk = m−mCCSP (I, T ), (1)

mCCSP (I, T ) = m0 = m−mSat(I, T ) (2)

ô'�m�`�<ª`®¯¡U� z ¬¤�A��§n¦¨§E´U�
ma(i)

¡°§
ma(̄i)

º�´°©n¦��¤¡°��§G®¯¡U�,©E¡°®³�A§n¦¯«��`��Æ
∀a ∈ [0, k],

n∑
i=1

ma(i) = ama (3)
¡°§ n∑

i=1
ma(̄i) = (k − a)ma (4)

¿L«�¬`�,¥¹«�¬�º>«��`�ÏÌÈ¥�©E´U�E¡°��§~´°�`«��` U¡°©~®¯¡¢©E´U�n¬�®¨§/�A§Ï�n¬�¦¨º��A��§<Æ
� r2÷ ÷ r�ÿ§�gkJ�

∀k ≥ 2, MaxE − k − Sat ∈ GLO,
k

k + 1

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ê�«�¦¨§

T
¬��`¡É�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«���µ�¡U�Èº
�A®¯¡°¬�©E�²µ�¡¸º>´°©n¦¨§E´
ª

T
¡U�n§È¬���«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®,©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§¶�A¬

º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ÉÄ x ­¹«�©n�`´e�n¦Z¡°®¨®¯¡²�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨§��A¬ ±e«�¦¨�`�Ê�A¬�§/�A��§ßµ�¡² °®³�A¬`�E¡U� z ¬`¡ §E«�¬�§E¡e�E«�®¨¬�§n¦¯«�� «�­�§E¡°��¬`¡¶Ì



Ä
Ä+�

¥¤�A©n§n¦¨©Gµ�¡
T
¡°�¸�`¡¢ /£¤�A��Â>¡N�A��§G®³�Êº��A®¯¡°¬�© z ¬`¡¢µ w ¬��`¡� U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡
¾;�k«�¬�©

i
µ�¡ÈÄ�Ì

n
ª�«��¸�¤«�§E¡

T i ®³��E«�®¨¬�§n¦¯«��Õº�«�¦¯�n¦¨�`¡�µ�¡
T
µ�´��`��¦¯¡�¥¤�A©

∀j = 1, ..., n, T i
j =

{
1− Tj si j = i,

Tj sinon.

�¢¡
T
Ì
T i ªO®¯«�©E� z ¬`¡¶�E¡°¬�®¯¡¶ /£¤�A��Â>¡¶® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«�� µ�¡²®³�Éº
�A©n¦³�A­�®¯¡ xi ª<®¯¡U�Ê °®³�A¬`�E¡U�ß�`«�� �Nº�´°©E´U¡U�¥¤�A©

T
z ¬�¦¤ U«���§n¦¯¡°���`¡°��§ ®¯¡,®¨¦¨§n§E´°©/�A®

x̄i
µ�¡°º�¦¯¡°���`¡°��§vº�©/�A¦¯¡U�Nª
®¯¡U�v °®³�A¬`�E¡U� �Bº>´°©E´U¡U�Z¥¹«�¬�©

T
¥¤�A©Z® w ¬���¦ z ¬`¡

®¨¦¨§n§E´°©/�A®
xi
µ�¡°º�¦¯¡°���`¡°��§,Ð:�A¬`�E�E¡U��Æ

∀i = 1, ..., n, mSat(I, T
i) = mSat(I, T ) +m0(̄i)−m1(i).

¿L«�§/�A��§L¥¹«�¬�©L§E«�¬�§
i ∆i = m0(̄i) −m1(i)

®³� µ�¦�ÁÀ´°©E¡°�` U¡ µ`¡ßº
�A®¯¡P¬`©L¡°��§n©E¡Ê®¯¡U�¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
T i ¡°§

T
ª�® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´ß®¯«� N�A®¯¡�µ�¡

T
� w ¡P·�¥�©n¦¨±e¡� U«�±²±e¡��n¬�¦¨§�Æ

∀i = 1, ..., n, ∆i ≤ 0 ⇒
n∑

i=1
m1(i) ≥

n∑
i=1

m0(̄i) ⇔ m1 ≥ km0 = k(m−mSat(I, T ))

⇔ kmSat(I, T ) +m1 ≥ km.

�<¡U�G©E¡°®³�A§n¦¯«��`�
mSat(I, T ) ≥ m1

¡°§
βSat(I) ≤ m

¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡°��§¢�A®¯«�©E�~µ�¡� U«��` °®¨¬�©E¡'Æ
(k + 1)mSat(I, T ) ≥ km ⇒ ρSat(I, T ) ≥

k

k + 1
¦

¿L«�§E«��`� z ¬`¡G U¡,©E´U�n¬�®¨§/�A§Ñ��µ�´5ÒEÌ�´°§E´Gµ�´°±e«���§n©E´Ïµ`�A�`�Â� 4lP !Mª>¡°§v U¡G¥¹«�¬�©Z®¯¡G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡G¥�®¨¬`�ZÂ>´°�`´°©/�A®
Maxk+ − Sat

µ�¡U��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Êµ�¡¶�/�A§n¦¯�3Ð7�A¦¯�J�A­�¦¨®¨¦¨§E´eµ�«���§ß®¯¡U�ß °®³�A¬`�E¡U�ß�E«���§ß U«��`�E§n¦¨§n¬`´U¡U�ß�`«��¼¥�®¨¬`�
µ w Ýnä>à�
��MÝ°ÜeÝ��a�

k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Oª`±¶�A¦¯�Gµ w à�ãçÜeØ�â8�`Þ

k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·�Æ

� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§�gm§� � 4lP !
∀k ≥ 2, Max k+ − Sat ∈ GLO,

k

k + 1

"Ñ×EÝ°ã �AÝ��`©E´U�n¬�®¨§/�A§~¡P·�¥¹«
�E´�µ`�A�`���¨ÄNÃ�!
¶T®�Ð:�A¬�§�Ò3¬`�n§E¡W©E¡°±¶�A© z ¬`¡°© z ¬`¡
ªNµ`�A�`�<®¯¡v N����µ�¡Z °®³�A¬`�E¡U��µ�¡Z§/�A¦¨®é®¯¡,ÞPãNÖ;�P×Pâ:ÝPã�×EÝGØ�ãA�#9>à�Ú¯Ý��

k
ªU® w ´°Â��A®¨¦¨§E´

∑n
i=1m0(̄i) = km0

µ�¡°º�¦¯¡°��§G¬��`¡�¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´ ∑n
i=1m0(̄i) ≥ km0

ª��n¬�è¶�/�A��§E¡�ÌÈ® w ´°§/�A­�®¨¦¯�E�E¡°±e¡°��§Ïµ�¬
©E´U�n¬�®¨§/�A§

¦

H7G8û*Ggn
Maxk − Sat

LZ\
CGLO

� r2÷ ÷ r�ÿ§�|�po§�
∀k ≥ 2, MaxE − k − Sat ∈ CGLO,

k + 1

k + 2



Ä
Ä+C

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ê�«�¦¨§

I = (X,C)
¬��`¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡»µ�¡

E − k − Sat
Ì
m
 °®³�A¬`�E¡U�È¡°§

n
º��A©n¦³�A­�®¯¡U�Bªk«�� �n¬�¥�¥¹«
�/¡

µ�¦¯�n¥¹«
�E¡°©Ñµ w ¬��»«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®Ó¥¹«�¬�© ®¯¡~º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡~±²¦¨©E«�¦¨©¢Ä x ­¹«�©n�`´
T =

−→
1
¾�� w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´L®¯«� N�A®¯¡Ïµ�¡

T
�A±eÇ°�`¡�®¨¡U�~¡P·�¥�©E¡U�/�n¦¯«��`�G�n¬�¦¨º
�A��§E¡U�<Æ

∀i = 1, ..., n, ∆i ≤ 0 ⇒ m1 + kmSat(I, T ) ≥ km (5)

mSat(I, T ) ≥ mSat(I, T ) ⇔ mk ≥ m0 ⇒ mk +mSat(I, T ) ≥ m (6)

¨ ©Nª�«��É�ß§E«�¬�Ò3«�¬`©E�
mSat(I, T ) ≥ m1 +mk

ª� °¡ z ¬�¦¹¥¹¡°©n±e¡°§Gµ�¡L U«��` °®¨¬�©E¡¢¡°�É�E«�±²±¶�A��§#®¯¡U�#¡P·�¥`©E¡U� x
�n¦¯«��`�

(5)
¡°§

(6)
Æ

(k + 2)mSat(I, T ) ≥ (m1 +mk) + (k + 1)mSat(I, T ) ≥ (k + 1)m ⇒ ρSat(I, T ) ≥
k + 1

k + 2
¦

ê�¡°®¯«�� ®¯¡U�Ê±e½°±e¡U�²�A©nÂ
¬�±e¡°��§E� z ¬`¡ µ`�A�`�
GLO

ª)«�� ©E¡°±¶�A© z ¬`¡ z ¬`¡¶®³�ç¥¹«�©n§E´U¡»µ�¡» U¡ ©E´U�n¬�®¨§/�A§
� w ´°§E¡°�`µç�A¬�·¸¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~ U«��`�E§n¦¨§n¬`´U¡U�~µ�¡� °®³�A¬`�E¡U�~µ�¡¢§/�A¦¨®¨®¯¡¶à
ãÕÜ²Ø
â8��Þ

k
Æ

� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§�|�a�1�
∀k ≥ 2, Max k+ − Sat ∈ CGLO,

k + 1

k + 2
.

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
��¡U�G©E¡°®³�A§n¦¯«��`�

(5)
¡°§

(6)
ª¤�A¦¨�`�n¦ z ¬`¡�® w �A©nÂ
¬�±e¡°��§Ïµ�¡� U«��` °®¨¬`�n¦¯«��

mSat(I, T ) ≥ m1 +mk
ª`�E«���§

§E«�¬�Òn«�¬�©E�~º�©/�A¦¯�Ï¡°�ç©E¡°±²¥�®³�&�N�A��§L®³� z ¬¤�A��§n¦¨§E´
mk

¥¤�A©~®³� z ¬¤�A��§n¦¨§E´
mk+

ª`�`«�±Ê­�©E¡Êµ�¡U�L °®³�A¬`�E¡U�Ïµ�«���§
�:Ø�ã�ÞÊÚ¨ÝPÞÊÚ�â|�V�I�P×nà�ã
ä¸Þ°Ø&�a���B×nà�â³ÞÀÆ

T
¡U�n§¢�A¬�±e«�¦¨�`���A¬`�E�n¦)­¹«����`¡ z ¬`¡

T
�n¦
mk+ ≥ m0

¡°§Ï®¯¡U�L °®³�A¬`�E¡U�
º�©/�A¦¯¡U�Ñ¥¹«�¬�©,§E«�¬`�#®¯¡°¬�©E�#®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·¸ U«�±²¥¹«�©n§/�A��§Ï�A¬¸±e«�¦¨�`�

k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Àª

mSat(I, T ) ≥ m1 +mk+ ¦

H7G8û*G8F
MaxNAE k − Sat

LZ\
GLO

.Ï�`¡ç¦¨�`�n§/�A�` U¡ µ�¡
MaxNotAll Equal Sat

å5×EÝJÞMÖ§µ
MaxNotAll Equal − k − Sat

æe¡U�n§ ®³�
µ�«����`´U¡Èµ w ¬��Á¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

C
µ�¡  °®³�A¬`�E¡U�²å5×EÝJÞ:ÖJµÀµ�¡

k
x  °®³�A¬`�E¡U�Jæ~�E¬�©Ï¬��Á¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡Êº��A©n¦³�A­�®¯¡U�¢¡°§

¥¹«�¬�©G U¡¢¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ª�¬��`¡� °®³�A¬`�E¡
c
¡U�n§#º
�A®¨¦¯µ�´U¡¢¥¤�A©,¬��`¡��0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��

T
µ�¡U�,º��A®¯¡°¬�©E�Gµ�¡¢º>´°©n¦¨§E´��n¦O¡°®¨®¯¡

 U«���§n¦¯¡°��§ß�A¬Á±e«�¦¨�`�¢¬�� ®¨¦¨§n§E´°©/�A®'©E¡°�`µ�¬Áº�©/�A¦W¡°§¢¬��Á®¨¦¨§n§E´°©/�A®W©E¡°�`µ�¬ÁÐ7�A¬�·�¥¤�A©
T
¾�¤Ï¦¨�`�n¦:ªÓ¦¨®'� w �AÂ
¦¨§�µ�¡

§n©E«�¬�º�¡°©Ï¬��`¡Ê�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T
z ¬�¦�±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡ß®¯¡��`«�± ­�©E¡Êµ�¡U�Ï °®³�A¬`�/¡U�Ï U«���Òn«�¦¨��§E¡°±e¡°��§��Nº�´°©E´U¡U�~¥¤�A©

T¡°§~�E«��Õ U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¯©E¡
T
Æ

m+mNAE(I, T ) = mSat(I, T ) +mSat(I, T ).

æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ý±C�¾ ? µ��k«�¬�©
NAE Sat

ªZµ�¡°¬�·  °®³�A¬`�E¡U�
c = (`1, `2..., `p)

¡°§
c̄ = (¯̀1, ¯̀2..., ¯̀p)

«���§¶®¯�±e½°±e¡Ï�E¦éÂ
�`¦%�Ó U�A§E¦¨«���ª��E«���§ ¬��`¡Ï�E¡°¬�®¯¡~¡°§ ±e½°±e¡Ï¡°��§n©E´U¡'Ô��A¬`�E�n¦Ó�E¬�¥�¥¹«
�E«��`� x �`«�¬`� �`¡ZÒn�A±¶�A¦¯�Ñµ�¦¯�n¥¹«
�E¡°©µ`�A�`�Ñ¬��`¡Ï¦¨�`�E§/�A�` U¡
ª�¡°§# U¡ z ¬`¡°® z ¬`¡L�E«�¦¨§Ñ® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
c
µ�¡Ï®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·» U«��`�n¦¯µ�´°©E´
ª� U«���Òn«�¦¨��§E¡°±e¡°��§Gµ�¡U�Ð7«�©n±Ê¬�®¯¡U�~´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°��§E¡U�

c
¡°§
c̄
ª`ÌÈ±e«�¦¨�`�~µ�¡��E¡¢¥�®³�� U¡°©Ïµ`�A�`�G®¯¡� N���G¥¹«��`µ�´°©E´
¾



Ä
Ä P

� r2÷ ÷ r�ÿ§�|�Z�n�
∀k ≥ 3 MaxNAE k − Sat ∈ GLO, k/(k + 1)

MaxNAE 2− Sat ∈ GLO, 1/2

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ê�«�¦¨§

I = (X,C)
®³��µ�«����`´U¡Éµ w ¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­`®¨¡

C
µ�¡

m k
x  °®³�A¬`�E¡U�²�n¬�© ¬�� ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡

nº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�<ÔÑ«��ø /£`¡°©E /£`¡ Ì §n©E«�¬�º�¡°©»¬��`¡ �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��
T
µ�¡U�»º��A®¯¡°¬�©E�¸µ`¡�º>´°©n¦¨§E´ z ¬�¦Ï±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡ ®³�

z ¬¤�A��§n¦¨§E´ ∑k−1
a=1ma = m − (m0 + mk)

ª��`«�±Ê­�©E¡»µ�¡U�  °®³�A¬`�E¡U�Èµ�«���§Ê§E«�¬`� ®¯¡U�Ê®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· �`¡ �/«���§
¥¤���#�0ÁO¡U °§E´U�#Ì�±e½°±e¡Ïº
�A®¯¡°¬�©N¾ ñÏ¡°±¶�A© z ¬`«��`� z ¬`¡~¥¹«�¬�©

NAE k−Sat
ª�®¯¡U�Ñ °®³���E�E¡U�

GLO
¡°§
CGLO U«&¢7�` °¦¯µ�¡°��§È¥�¬�¦¯� z ¬`¡ µ�¡°¬�· �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��`�È U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§J�A¦¨©E¡U�

T
¡°§

T
º>«���§ º��A®¨¦¯µ�¡°©È¡P·��� °§E¡°±e¡°��§È®¯¡U�

±e½°±e¡U�~ °®³�A¬`�E¡U�gê
�¢¡

T
Ì
T i ª¹®¯¡U�¢ °®³�A¬`�E¡U�¢�`¡È U«�±²¥¹«�©n§/�A��§ z ¬`¡Èµ�¡U�L®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· º�©/�A¦¯�¢«�¬ z ¬`¡ µ�¡U�¢®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·�Ð:�A¬�·

¥¹¡°¬�º�¡°��§v½°§n©E¡#º
�A®¨¦¯µ�´U¡U�Nª
§/�A�`µ�¦¯� z ¬`¡#®¯¡U�v °®³�A¬`�E¡U�v�Nº�´°©E´U¡U�'¥¤�A©Z¬��²¬���¦ z ¬`¡G«�¬
k−1

®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·²¥¹¡°¬�º�¡°��§
�E¡¢§n©E«�¬�º�¡°©G¦¨��º��A®¨¦¯µ�´U¡U�B¾;¤~¦¨�`�E¦:ª

T
¡U�n§,¬��ç«�¥�§n¦¨±Ê¬�± Ä x ®¯«� N�A®�� w ¦¨®Oº�´P©E¦%�Ó¡'Æ

∀i = 1, ..., n, mNAE(I, T ) ≥ mNAE(I, T
i)

⇔ ∀i = 1, ..., n, m1(i) +mk−1(̄i) ≥ m0(̄i) +mk(i).

ô'�ç�E«�±²±¶�A��§Ï�n¬�©
i
Æ

n∑
i=1

m1(i) +
n∑

i=1
mk−1(̄i) ≥

n∑
i=1

m0(̄i) +
n∑

i=1
mk(i)

⇔ m1 +mk−1 ≥ k(m0 +mk) = k(m−mNAE(I, T )) (7)

Ö�Ø�ã�×
k ≥ 3, mNAE(I, T ) ≥ m1 +mk−1 :

(7) ⇒ (k + 1)mNAE(I, T ) ≥ km ⇒ ρNAE(I, T ) ≥ k/(k + 1)

Ö�Ø�ã�×
k = 2, mNAE(I, T ) = m1 = mk−1 :

(7) ⇔ 2mNAE(I, T ) ≥ 2(m−mNAE(I, T )) ⇔ mNAE(I, T ) ≥ m/2 ¦.Ï�`¡kÐ7«�¦¯�<¡°�` U«�©E¡
ªU® w �A©nÂ
¬�±e¡°��§/�A§E¦¯«�� � w �A¥�¥�®¨¦ z ¬`¡Z´°Â��A®¯¡°±e¡°��§k�A¬�·¢¦¨�`�n§/�A�` U¡U�� U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡U�)µ�¡' °®³�A¬`�E¡U�
µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡¶à�ãÕÜeØ�â���Þ

k
Æ

� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§�|�2¥J�
∀k ≥ 3 MaxNAE k+ − Sat ∈ GLO, k/(k + 1)

MaxNAE 2+ − Sat ∈ GLO, 1/2

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ê�¦Z«�� �`«�§E¡

m−1
®¯¡È�`«�±Ê­�©E¡eµ�¡U�� °®³�A¬`�E¡U�� U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡U�ßµ�¡È®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·

“
�:Ø�ã�ÞÀ�B×nà�â³Þ65#Þ°à
ã|,Èã2�

”
¡°§

m−1(̄i)
®¯¡Ê�`«�±Ê­�©E¡Èµ�¡Ê U¡U�L °®³�A¬`�/¡U�L U«���§E¡°�¤�A��§¢®¯¡Ê®¨¦¨§n§E´°©/�A®

x̄i
ª¤® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´È®¨«� N�A®¯¡Èµ�¡

T
� w ¡P·�¥�©n¦¨±e¡

�A®¯«�©E�ß¥¤�A©ß®³�¸©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ
∀i = 1, ..., n

ª
m1(i) + m−1(̄i) ≥ m0(̄i) + mk+(i)

Ô<¡°� �E«�±²±¶�A��§ �n¬�©
i
ª



Ä
Ä 3

«�� «�­�§n¦¯¡°��§ ®¯¡U�Ê�`«�¬�º>¡°®¨®¯¡U� ©E¡°®³�A§n¦¯«��`� ∑
im1(i) = m1

¡°§ ∑
im−1(̄i) = m−1

ª ∑
im0(̄i) ≥ km0¡°§ ∑

imk+(i) ≥ kmk+
¾a¶T®��n¬�èe§L�A®¯«�©E�~¥¹«�¬�©L U«��` °®¨¬�©E¡Êµ�¡�©E¡°±¶�A© z ¬`¡°©

mNAE(I, T ) ≥ m1 +m−1¥¹«�¬�©
k ≥ 3

¡°§
mNAE(I, T ) ≥ max{m1,m−1}

¥¹«�¬�©
k = 2 ¦

H7G8û*GqH
Maxk − Sat

LZ\
GCGLO

� r2÷ ÷ r�ÿ§�|�2ÏJ�
∀k ≥ 3, MaxE − k − Sat ∈ GCGLO,

2k

2k + 1

"Ñ×EÝ°ã �AÝ���¬��`¡e�/«�®¨¬�§n¦¯«��
T

z ¬�¦v¡U�E§ß«�¥�§n¦¨±Ê¬�± Ä x ®¯«� U�A®Ñµ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
MaxNAE Sat

¡°§Ê�A¬ ±e«�¦é�¤�
�A¬`�E�n¦v­¹«����`¡
ªk�A¬ �E¡°�`�Êµ�¡

MaxSat
ª z ¬`¡¶�E«��  U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§J�A¦¨©E¡

T
���E�E¬�©E¡e¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§  °®³���/�n¦ z ¬`¡

ρSat(I, T ) ≥ 2k/(2k + 1)
¾

ô*ÁÀ¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§NªN®³�Ñ¥`©E¡°¬�º>¡'¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡Z�`«�¬`��µ�«����¤�A¦¨§�¥¹«�¬�©<¬���«�¥`§n¦¨±Ê¬�±
1
x ®¯«� N�A®�µ�¡

MaxNAE Sat® w ¡P·�¥�©E¡U�E�n¦¯«��
(7)
Æ

m1 +mk−1 ≥ k(m−mNAE(I, T )) ;

«�©Nª�®¯¡U� º��A®¯¡°¬�©E�#µ w ¬��`¡¢�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T
�A¬�· �E¡°�`�Ñµ�¡

Sat
¡°§#µ�¡

NAE Sat
�/«���§ ®¨¦¯´U¡U� ¥¤�A©Ñ®³��©E¡°®³�A§n¦¯«��ßÆ

mNAE(I, T ) = mSat(I, T ) +mSat(I, T )−m.

¨ �çµ�´Uµ�¬�¦¨§Ï�A®¯«�©E��Æ
(7) ⇒ m1 +mk−1 ≥ k

(
2m−mSat(I, T )−mSat(I, T )

)

⇔ m1 +mk−1 + k
(
mSat(I, T ) +mSat(I, T )

)
≥ 2km.

:Ñ¡ z ¬�¦,±eÇ°�`¡
ªZ¡°��©E¡°±¶�A© z ¬¤�A��§
mSat(I, T ) ≥ m1 + mk−1

¡°§
mSat(I, T ) ≥ mSat(I, T )

ªZÌ ®³�
 U«��` °®¨¬`�n¦¯«���Æ

(2k + 1)mSat(I, T ) ≥ m1 +mk−1 + k
(
mSat(I, T ) +mSat(I, T )

)
≥ 2km ¦

���A�`�G®¯¡� N��µ�©E¡�¥�®¨¬`�GÂ>´°�`´°©/�A®)µ�¡
Maxk+ − Sat

Æ
� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§�|�m�§�

∀k ≥ 3, Max k+ − Sat ∈ GCGLO,
2k

2k + 1

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ôZ�Ê¬�§n¦¨®¨¦¯�/�A��§)®¯¡U��±e½°±e¡U�)�`«�§/�A§n¦¯«��`� z ¬ w �A¬Ê U«�¬�©E�kµ�¬Ê§n£`´U«�©EÇ°±e¡ ¥�©E´U U´Uµ�¡°��§NªA«�� µ�´Uµ�¬�¦¨§)®¯¡v©E´U�n¬�®¨§/�A§

µ�¡U��©/¡P®³�A§n¦¯«��`�
m1 +m−1 ≥ k(m0 +mk+)

ª
m0 +mk+ = 2m − (mSat(I, T ) +mSat(I, T ))

¡°§
mSat(I, T ) ≥ m1 +m−1 ¦



Ä
Ä+£

Î�ísr ï¸õ'ô�÷ÊùÀú,ûÈóEüZý�õ'ô ö õ ôÓðCB ¼ ôEDUðGñ8B ¼ ú�� ö õ ñ)ú��GBÓù¹ð ¼ �GBÓõ'ô ñkú��ut`ú��Êñ8B ¼wv õ'ô
H7GgnTGIH ü±d jT`efgí[N#î1b�LÍQ[SVUXWZSIN#L

ôZ�e °®³���E�n¦ z ¬`¡
ªA®¯¡#¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡,Â>´°�`´°©/�A®`� w ¡U�n§'¥¤���v�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡~ÌL©/�A¥�¥¹«�©n§v U«��`�n§/�A��§Nª�¦¨®�® w ¡U�n§Zµ�«��` 
¡°�` U«�©E¡e±e«�¦é�¤��¡°� µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®eê�¿L«�¬`��±e«���§n©E«��`��¦¯ °¦ z ¬`¡²�/�»©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��<ª<�`«�§E´U¡

MaxCCSP (H)
ª

�A¬�·  °®³�A¬`�E¡U�¶ U«���§E¡°�¤�A��§»�A¬ ¥�®¨¬`�e¬���®¨¦¨§n§E´°©/�A®G¥¹«
�E¦é§E¦ ÐeåR °®³�A¬`�/¡U�eµ�¡<¬L«�©n��µ`�A�`�e®¯¡É N���¶µ�¡É °®³�A¬`�E¡U�
µ�¦¯�RÒn«��` °§n¦¨º>¡U�PæPªv� w ¡U�n§»§E«�¬�Ò3«�¬�©E�»¥¤���¸�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ Ì¼©/�A¥�¥¹«�©n§Éµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®� U«��`�n§/�A��§Nª ¥�¬`¦¨� z ¬`¡�®¯¡
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡��n§/�A­�®¯¡�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±�� w Å ©E´Uµ�¬�¦¨§Ïµ�¡LÐ:�&�U«������E�E¡
b��¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡
¾
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wlÿJ�|�2ÿ§�

MaxCCSP (H) /∈ APX[δ]

"Ñ×EÝ°ã �AÝ��
Max IS

AF
∝ MaxCCSP (H)ê�«�¦¨§

G(V,E)
¬���Â
©/�A¥�£`¡ Ì

n
�/«�±²±e¡°§E�Ï¡°§

m
�A©E½°§E¡U�Nª

Γ(u)
µ�´U�n¦¨Â
�`¡ß¥¹«�¬�©Ï§E«�¬�§L�E«�±²±e¡°§

u
µ�¡

V
�/� ®¨¦¯�n§E¡�µ w ��µAÒn�� U¡°�` U¡'Æ

∀u ∈ V, Γ(u) =
⋃

v∈V

{v / uv ∈ E}.

¨ �����E�E«� °¦¯¡ß�A®¯«�©E�~Ì² /£¤� z ¬`¡��/«�±²±e¡°§
u
¬��`¡�º
�A©n¦³�A­�®¯¡�­�¦¨�¤�A¦¨©E¡

xu
¡°§G®³�È °®³�A¬`�E¡

cu
µ�´��`��¦¯¡�¥¤�A©

cu = (xu,
∧

v∈Γ(u)

x̄v).

� w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I
µ�¡

MaxCCSP
�A¦¨�`�n¦Ó«�­�§E¡°��¬`¡Ï¡U�n§Z­�¦¯¡°�  U«��`�E§n©n¬�¦¨§E¡~¡°�¶§E¡°±²¥`�v¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®Ó¥�¬�¦¯� z ¬ w ¦¨®

�n¬�èe§È¥¹«�¬�©² U¡¶Ð:�A¦é©/¡»µ�¡ ¥¤�A©E U«�¬�©n¦¨©²®³�ç±¶�A§n©n¦¯ U¡Éµ w ��µAÒn�� U¡°�` U¡É�E«�±²±e¡°§E� x �E«�±²±e¡°§E�²µ�¡»§/�A¦¨®¨®¯¡
n2
µ�¬

Â
©/�A¥�£`¡
G
ªÑ¡°§¸ /£¤� z ¬`¡  °®³�A¬`�/¡

cu
 U«���§n¦¯¡°��§É® w ¬`��¦ z ¬`¡ ®¨¦¨§n§E´°©/�A®¢¥¹«
�n¦¨§n¦éÐ

xu
¾Gê�«�¦¨§»±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§É¬��`¡

�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T
µ�¡U��º��A®¯¡°¬�©E�ßµ�¡Èº�´°©n¦¨§E´
ª<«�� ®¨¬�¦ ���E�E«� °¦¯¡²® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

UT
µ�¡U���/«�±²±e¡°§E�

u ∈ V
¥¹«�¬�©

®¯¡U� z ¬`¡°®¯�~®³�e °®³�A¬`�E¡
cu
¡U�n§L�Nº>´°©E´U¡ß¥¤�A©

T
ÔÓ�A®¯«�©E�

T
º��A®¨¦¯µ�¡

k
 °®³�A¬`�E¡U�Ï�E¦�¡°§L�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§L�n¦

UT
¡U�E§G¬`�

�n§/�A­�®¯¡,µ�¡#§/�A¦¨®¨®¯¡
k
¾ ¨ ©Nª�¦é®`� w �AÂ
¦¨§'­�¦¯¡°�²®³Ì¢µ w ¬��`¡#©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¶�n¬�©RÒn¡U °§n¦¨º�¡Ñ¥�¬�¦¯� z ¬`¡Ñ§E«�¬�§Z¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡,�n§/�A­�®¯¡

U
¥¹¡°¬�§v½P§E©E¡,µ`´°µ�¬�¦¨§vµ�¡,® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«�� µ`�A�`�

I
z ¬�¦�±e¡°§ Ì²Ä#®¯¡U�'º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�

xu
���/�E«� °¦¯´U¡U�v�A¬�·²�E«�±²±e¡°§E�

u
µ�¡

U
¡°§ßÌ ¯ ®¯¡U��º
�A©n¦³�A­�®¯¡U��©E¡U�n§/�A��§E¡U� z ¬�¦Z U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ�¡°��§ �A¬�·Á�E«�±²±e¡°§E���`«�� �E´°®¯¡U °§n¦¯«����`´U��¥¤�A©

U
Æ�®³� §n©/�A�`�nÐR«�©n±¶�A§n¦¯«��ç¥�©E«�¥¹«
�E´U¡ß¡U�n§,¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� �9èe�`¡�µ�¡

Max IS
Ì
MaxCCSP ¦:Ñ«��`�E¦¯µ�´°©E«��`�¢Ìe¥�©E´U�E¡°��§Ï®³�e©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��

MinSat(H)
µ�¡

MinSat
�A¬�·Õ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�L U«��`�E§n¦¨§n¬`´U¡U�

µ�¡, °®³�A¬`�E¡U�Zµ�¡�¬L«�©n�<ª
 °®³�A¬`�E¡U�Zµ�¦¯�RÒn«��` °§n¦¨º>¡U�Z U«���§E¡°�¤�A��§ �A¬²¥`®é¬¤�W¬��²®¨¦¨§n§E´°©/�A®`¥¹«
�E¦¨§n¦éÐ�Ô�®³�ÏÐR«�©n§/¡Ñ©E¡°®³�A§n¦¯«��
z ¬�¦�¬���¦¨§W®¯¡U�k¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

MaxCCSP
¡°§
MinSat

¡°�²µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®�©E¡U�E§E¡ º�©/�A¦¯¡ ¥¹«�¬�©W®¯¡U�k©/¡°�E§n©n¦¯ °§n¦¯«��`�
MaxCCSP (H)

¡°§
MinSat(H)

z ¬`¡G�`«�¬`�vº�¡°�`«��`� µ w ´°º�« z ¬`¡°©Ñ¡°§ �`«�¬`�v¥¹¡°©n±e¡°§#µ�¡~µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡Ï¥¹«�¬�©
 U¡�µ�¡°©n��¦¯¡°©G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�®¯¡�±e½°±e¡�©E´U�n¬�®¨§/�A§Ïµ w ¦¨�¤�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦³«�� µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡'Æ
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wlÿJ�|�K�1�

MinSat(H) /∈ APX[δ]



Ä ? ¯

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ
∀I = (X,C) ∈ ICCSP (H), I ∈ ISat(H)

∀T ∈ {0, 1}|X|,mCCSP (I, T ) = |C| −mSat(I, T )

}
⇒MaxCCSP (H)

AF
⇔MinSat(H)

(
Max IS

AF
∝ MaxCCSP (H)

AF
⇔ MinSat(H)

)
⇒Max IS

AF
∝ MinSat(H) ¦

:Ñ¡Ê©E´U�E¬�®¨§/�A§¢¡U�n§¢µ w �A¬�§/�A��§¢¥�®¨¬`�L¦¨��§E´°©E¡U�E�/�A��§ z ¬`¡Ê®³�eÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡ µ w ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�¢µ�¡
MinSat(H)

z ¬`¡
® w «��Êµ�´Uµ�¬�¦¨§)µ�¬�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡vµ�¡v�n§/�A­�®¯¡Z�E¡°±Ê­�®¯¡Z©E¡°Â
©E«�¬�¥¹¡°©)®¨¡U�<¦¨�`�E§/�A�` U¡U�<®¯¡U�<¥�®¨¬`�

“
Ð7�� °¦¨®¯¡U�

”
ÌG�A¥�¥�©E«� /£`¡°©

¡°��µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ªv N�A©e¡°®¨®¯¡U�e�/«���§eµ�¡¸®³��Ð7«�©n±e¡
∪mi=1{(ui ∧ ū

i
1, ..., ū

i
ni)}

«&�
u1, ..., um

�E«���§²®¯¡U�
mº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Êµ�¡°¬�· x Ì x µ�¡°¬�· µ�¦¯�n§n¦¨�` °§E¡U�Ê U«�©n©E¡U�E¥¹«��`µ`�A��§È�A¬�·¼�/«�±²±e¡°§E�Êµ�¬ Â
©/�A¥�£`¡¶¦¨��¦¨§n¦³�A®>Æ<§/«�¬�§E¡U�Ê U¡U�

Ð7«�©n±Ê¬�®¯¡U�~�E«���§~�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¯�/�A­�®¯¡U�G¥¤�A©G® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T =

−→
1
¾1:Ñ¡U °¦�©E¡°º�¦¨¡°��§ÏÌ²µ�¦¨©E¡ z ¬`¡�®³�Èº��A®¯¡°¬�©Ïµ w ¬��`¡

¥�¦¨©E¡É�E«�®¨¬�§n¦¯«��<ªZ�Nº�¡U 
ω = m

ªW¡U�n§È®¯¡»¥`¦é©/¡ z ¬`¡»® w «�� ¥�¬�¦¯�E�E¡¸¡U�E¥¹´°©E¡°©eµ`�A�`�È® w �A­`�E«�®¨¬<ªZ U¡ z ¬�¦#¥�®³�� U¡
® w ´°º��A®¨¬¤�A§E¦¨«��¸µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡Lµ`�A�`� ®¯¡~ N���v®¯¡~¥�®¨¬`�ZÐ:�Nº>«�©/�A­�®¯¡ z ¬ w ¦¨®Ó�E«�¦¨§N¾��)��µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´Lµ w �A¥�¥�©E«� /£`¡°©, U¡U�
¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

“
Ð7�� °¦¨®¯¡U�

”
¡U�n§~¡P·�¥�©n¦¨±e´U¡�¥¤�A©,®¯¡� U«�©E«�®¨®³�A¦¨©E¡ß�n¬�¦¨º
�A��§N¾

e�ya��y1s|s��;{��0r
ÿ§�|�pk§� ))ÝvÖÓ×EØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý�á�ÝLÞ°àe�Râ³Þ¶,°à�â�Þ°à�Ù°â�Ú â��I�LÜÈâ8�`â%ÜÈã�Ü à �AÝ�
ßá�ÝPÞ�
UÚéà�ã�ÞUÝPÞ�á�Ý�xßØ�×6�;5)Üx	PÜ¶Ý×EÝJÞ��R×EÝPâ��a�Là
ã�ä â���Þ��:à&�1
JÝJÞ²Þ°àe�Râ³Þ ,Uà�â�Þ°à�Ù°Ú¨ÝJÞ65LÝPÞ��>�ÓØ&� àJÖ>Ö¹×nØNä�â%Ü²à�ÙPÚ¯Ý
��×nàJÖ>Ö�Ø�×��
nε−1 ∀ε > 0

Ö�Ø�ã�×eÚ¯Ý×nàJÖ>Ö�Ø�×��Ñá�â ->�P×EÝ��a�Râ7Ý°ÚÐµ
Jk�A��§ z ¬`¡²�`«�¬`�Ê¡°� �E«�±²±e¡U� ÌÉ® w «�­`�E¡°©nº
�A§n¦¯«�� µ�¡e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U� µ�¦éè¶ °¦¨®¯¡U�Ê¥¹«�¬�©Ê® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��

 U«��`�n§/�A��§E¡~µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡
ª� °«��¤�n¦¯µ�´°©E«��`�Nª>±e½°±e¡~� w ¦¨®��`¡~� w �AÂ
¦¨§Z¥¤���Z®³Ì�µ w ¬��e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ïµ�¡G�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�¦ x
®¨¦¨§E´
ª�®³�L¥�©E«�Â
©/�A±²±¶�A§n¦¯«��¶®¨¦¨�`´N�A¦¨©E¡G¡°�²�`«�±Ê­�©E¡G¡°��§n¦¯¡°©E�Z¡°§'¥�®¨¬`�W¥�©E´U °¦¯�/´P±e¡°��§Nª>¡°�²º��A©n¦³�A­�®¯¡U�'­�¦¨º
�A®¯¡°��§E¡U�
MinPL{0, 1}

Ô��`«�¬`�G¡°�É¥¤�A©n®¯«��`�G¦¯ °¦< N�A©~«��Õ�/�A¦¨§,±e«���§n©E¡°© z ¬ w ¦¨®<� w ¡°�E§,¥¤���,¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡
ª`Ì ±e«�¦¨�`� z ¬`¡
P
�`¡  °«&¢7�¤ P¦¯µ�¡¸�Nº�¡U 

NP
ª�µ w �A¥�¥�©E«� /£`¡°©È U¡¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¸ÌÉ±²¦¯¡°¬�· z ¬`¡

0
ÌÉ® w �A¦¯µ�¡»µ w ¬��`¡¶©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

Ì�¥¤�A©n§n¦¨©eµ�¡
Sat

¾W¿L«�§E«��`� z ¬`¡¸ U¡»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Õ¡U�n§²´PÂ��A®¯¡°±e¡°��§¶µ�¦éè¶ °¦¨®¯¡Õ¡°�  °®³���E�n¦ z ¬`¡ ¥�¬`¦¨� z ¬ w ¦¨®G¡U�n§
NPO

x  U«�±²¥�®¯¡°§Lå7�A¬¶�E¡°�`�vµ w ¬��`¡,©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¶¥`©E´U�E¡°©nº��A��§v® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��¸Ì¢©/�A¥�¥¹«�©n§  U«��`�n§/�A��§JæPª>¥¤�A©
©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ÌÈ¥¤�A©n§n¦¨©~µ w ¬��`¡�º�¡°©E�n¦¯«��Éº
�A©n¦³�A­�®¯¡U� x ¥¹«��`µ�´°©E´U¡Êµ�¡

Min 3− Sat
å�� P&? !%æP¾

� � � y1�0ö2÷±r ÿ§�|��mJ�zy Ø�ã2� à�Úº9>Ø
×Jâ|��-�Ü¶Ý²Ö�Ø�Ú%$&�ÓØ�ÜÈâ7à�Ú
A
àPÖ>ÖÓ×nØ�
�-m�eÖ�Ø�ã�×

MinPL{0, 1}
���:à�ÙPÚ â|�ßã2�×nàJÖ>Ö�Ø�×��Ñá�â ->�P×EÝ��a�Râ7Ý°Ú)á�Ý,Ö`ÝP× ,UØ�×PÜeà&�1
JÝ��`ã�Ú{�

δMinPL{0,1} = 0.

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ`¥¤�A©G©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ÌÈ¥¤�A©n§n¦¨©~µ�¡
Sat

¾
�Z©E´U °¦¨�/«��`� �A¬ ¥�©E´N�A®³�A­�®¯¡ z ¬ w ¬��`¡É¦¨�`�n§/�A�` U¡Õµ�¡

MinPL{0, 1}
¡U�E§È®³�Áµ`«����`´U¡Õµ w ¬��`¡É±¶�A§n©n¦¯ U¡

A m × n
Ì  U«�¡Pè¶ °¦¨¡°��§E�eµ`�A�`�

Z
å%±¶�A§n©n¦¯ U¡Éµ`¡°�² U«���§n©/�A¦¨��§E¡U�PæPª'µ w ¬�� º�¡U °§E¡°¬�©

b
µ�¡

Zm å%±e¡°±Ê­�©E¡
µ�©E«�¦¨§Jæ,¡°§Ïµ w ¬��çº>¡U °§E¡°¬�©

c
µ�¡

Nn å�Ð7«��` °§n¦¯«���«�­�Òn¡U °§n¦éÐJæÀÔ�®¯¡�­�¬�§Ï¡U�n§~µ�¡�§n©/«�¬�º>¡°©Nª`¥¤�A©n±²¦�®¯¡U�~º>¡U °§E¡°¬�©E�
x ∈ {0, 1}n

z ¬�¦Oº>´°©n¦��¤¡°��§G®¨¡U�G U«���§n©/�A¦¨��§E¡U�
Ax ≥ b

ª�¬�� z ¬�¦À±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡¢®³�ÊÐR«��` °§n¦¯«��
c · x

¾m��� ¥�©E¡°¬�º�¡



Ä ? Ä

z ¬`¡G�`«�¬`�v¥�©E«�¥¹«
�E«��`�Ñ U«��`�E¦¯�n§E¡ÏÌ�§n©/�A�`�3ÐR«�©n±e¡°©Ñ¬��`¡G¦¨�`�n§/�A�¤ °¡Lµ�¬¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Lµ�¡~µ�´U °¦¯�n¦¯«��
Sat

¡°�¶¬��`¡
¦¨�`�n§/�A�` U¡²µ�¡

MinPL{0, 1}
µ�«���§¢®³� º
�A®¯¡°¬�©ßÌ ® w «�¥`§n¦¨±Ê¬�±Ë¥¹¡P©E±e¡P§ßµ�¡Èµ�´U °¦¯µ�¡°©�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡eµ�¡

Sat¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
¾Wê�«�¦¨§ßµ�«��` 
I = (X,C)

¬��`¡²¦¨�`�E§/�A�` U¡¶µ�¡
Sat

Ì
n
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�ß¡°§

m
 °®³�A¬`�E¡U�BªO¦¨®v� w �AÂ
¦¨§Êµ�¡

�/�Nº�«�¦¨©~� w ¦¨®�¡P·�¦¯�n§E¡ß«�¬ç�`«��ç¬��`¡Ê�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«�� µ�¡U�~º��A®¯¡°¬�©E�Ïµ�¡�º�´°©n¦¨§E´ z ¬�¦��J�A§n¦¯�3Ð7���/�E¡¢®¯¡U�
m
 °®³�A¬`�E¡U�Ïµ�¡

C
¾m�k«�¬�©

i
µ�¡ÈÄ�Ì

m
ª�«��Éµ`´°�E¦¨Â
�`¡L¥¤�A©

ni
®¯¡¢�`«�±Ê­�©E¡�µ�¡¢®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·»�`´°Â��A§n¦éÐ7�~�A¥�¥¤�A©/�A¦¯�E�/�A��§Gµ`�A�`�

ci
Æ

∀i = 1, ...,m, ni = |ci ∩X|.

� w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′
µ�¡

PL{0, 1}
z ¬`¡�® w «��� U«��`�n§n©n¬�¦¨§Õ� ¥¹«�¬�©»º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�¸µ`¡ µ�´U °¦¯�n¦¯«��øµ`¡P¬�· º�¡U °§E¡°¬�©E�

y ∈ {0, 1}n
¡°§
z ∈ {0, 1}m

���E�E«� °¦¯´U�,©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§L�A¬�·¸¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�
X
¡°§
C
¡°§G� w ¡P·�¥�©n¦¨±e¡�µ�¡L®³�

Ð:�&�U«��Õ�n¬`¦éº
�A��§E¡'Æ
(I ′) β′ = min

y,z

−→
1 m · z

s.c.





(1) zi1 + zi2 ≥ 1 ∀(i1 < i2) ∈ {1, ...,m}

(2)
−→
1 m · z +

∑
j/xj∈ci

yj −
∑

j/x̄j∈ci

yj ≥ m− ni ∀i ∈ {1, ...,m}.

I ′
 °«���§n¦¯¡°��§

m(m − 1)/2
 U«���§n©/�A¦¨��§E¡U�Èµ�¡¶§TÅ�¥¹¡

(1)
¡°§

m
 U«���§n©/�A¦¨��§E¡U�²µ�¡¶§TÅ�¥¹¡

(2)
z ¬`¡¶® w «��

 U«��`�n§n©n¬�¦¨§ßÐ:�� °¦¨®¯¡°±e¡°��§Nª)¡°� §E¡°±²¥`�Ê¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®#¡°� ®³�É§/�A¦¨®¨®¯¡
max{n,m}

µ�¡
I
¾ ¨ � ©E¡°±¶�A© z ¬`¡ z ¬`¡

§E«�¬�§E¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«�� z ¬�¦Ñ�0ÁÀ¡U °§E¡¶®¯¡eº>¡U °§E¡°¬�©
z
Ì −→

1 m
¡U�n§ß©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡'Æ�®¯¡U�Ê U«���§n©/�A¦¨��§E¡U� µ�¡e§TÅ�¥¹¡çÄ¶�E«���§

§n©n¦¨º�¦³�A®¯¡°±e¡°��§~º>´°©n¦��¤´U¡U�~¡°§G¥¹«�¬�©G§E«�¬�§
i
ª�®³�

i
¦¯Ç°±e¡� U«���§n©/�A¦¨��§E¡ßµ�¡�§TÅ�¥¹¡ ? � w ´U °©n¦¨§Ï�A®¯«�©E�

∑

j/xj∈ci

yj + (ni −
∑

j/x̄j∈ci

yj) ≥ 0,

 U¡ z ¬�¦v¡U�n§ß§E«�¬�§ �A¬`�/�n¦Z§n©n¦¨º�¦³�A®¯¡°±e¡°��§Êº�©/�A¦:¾ ¨ � ©E¡°±¶�A© z ¬`¡ µ�¡e¥�®¨¬`� z ¬`¡e§E«�¬�§E¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«�� ©E´N�A®¨¦¯�J�A­�®¯¡
�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨§Ñ®¯¡U�Ñ U«���§n©J�A¦é��§E¡U�,µ�¡Ï§TÅ�¥¹¡ ÄL�n¦¹¡°§,�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§,�n¦O�A¬»±e«�¦¨�`�

m− 1
 U«�±²¥¹«
�J�A��§E¡U�,µ�¬»º�¡U °§E¡°¬�©

z
�E«���§,�`«��Õ��¬�®¨®¯¡U�<Æ

∃i1 6= i2 / zi1 = zi2 = 0 ⇔ ∃i1 6= i2 / zi1 + zi2 = 0.

¤Ï¦¨�`�n¦:ª<§E«�¬�§E¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′
ÌÕ¥¹«�¬�©Ê¥�¦¨©E¡¶º
�A®¯¡°¬�©

m
¡°§Ê¥¹«�¬�©Êº
�A®¯¡°¬�© «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡

m
«�¬

m − 1
¾)¿L«�¬`�

±e«���§n©E«��`�~¥¹«�¬�©Ï�� /£`¡°º>¡°©~®³� ¥�©E¡°¬�º�¡ z ¬`¡¢® w «����²¡°�ÉÐ7�A¦¨§,® w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡P�¤ °¡ZÆ
C
�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�®¯¡

⇔ β′ = m− 1.

ê�¦
C
¡°�E§~�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�®¯¡
ª¤  w ¡°�E§ z ¬ w ¦¨®�¡P·�¦¯�n§E¡�¬��`¡Ê�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

T ∈ {0, 1}n
µ�¡U�Gº
�A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º�´°©n¦¨§E´ z ¬�¦

�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨§Z /£¤� z ¬`¡G °®³�A¬`�E¡
ci
µ�¡

C
Ô�¥¹«
�E«��`�v�A®¯«�©E�

y = T
ª
ci
¡U�E§Wº�´°©n¦��¤´U¡,¥¤�A©

T
�n¦¨Â
��¦��¤¡ z ¬`¡

T
�0ÁÀ¡U °§E¡



Ä ? ?

�A¬¸±e«�¦¨�`�#¬��`¡Lº��A©E¦¯�A­`®¨¡¢¥¹«
�n¦¨§n¦¨º�¡Lµ�¡
ci
Ì Ä²å
∃xj ∈ ci ∧ Tj = 1

æ «�¬»¬��`¡Lº
�A©n¦³�A­�®¯¡L�`´°Â��A§n¦¨º�¡¢µ�¡
ci
Ì

¯ å
∃x̄j ∈ ci ∧ Tj = 0

æP¾1:Ñ¡U °¦��E¡¢§n©/��µ�¬�¦¨§Ï¡°�É§E¡°©n±e¡ßµ�¡¢º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�
yj
¥¤�A©G®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ

Ri ⇐⇒
∑

j/xj∈ci

yj +
∑

j/x̄j∈ci

(1− yj) ≥ 1.

¤Ï¦¨�`�n¦:ª
¡°�e¥¹«
�/�A��§
y = T

¥¹«�¬�©
T
�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¯�/�A��§

C
¡°§'¥¹«�¬�©Z� w ¦¨±²¥¹«�©n§E¡ z ¬`¡°®¨®¯¡~�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«�� µ�¬²º�¡U °§E¡°¬�©

z
ÌÁ¡P·��� °§E¡°±e¡°��§

m − 1
 U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡U�e�`«�� ��¬�®¨®¯¡U�Bª'«���«�­�§n¦¯¡°��§e¬��`¡É�E«�®¨¬�§n¦¯«�� µ�¡¸º
�A®¨¡°¬�©

m − 1©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡�¥¹«�¬�©
I ′
¥�¬�¦¯� z ¬ w ¡°®¨®¯¡�º>´°©n¦��¤¡�­�¦¯¡°�ç /£¤� z ¬`¡� U«���§n©/�A¦¨��§E¡ßµ�¡�§TÅ�¥¹¡¶å ? æ¹Æ
Ri ⇔

∑
j/xj∈ci

yj −
∑

j/x̄j∈ci

yj ≥ 1− ni

⇔ (m− 1) +
∑

j/xj∈ci

yj −
∑

j/x̄j∈ci

yj ≥ m− ni.

ñÏ´U °¦¨¥�©E« z ¬`¡°±e¡°��§Nª<�E¦
β′ = m − 1

ªÀ  w ¡U�n§ z ¬ w ¦¨®Z�n¬�èe§�µ w �0ÁO¡U °§E¡°©
m − 1

º
�A©n¦³�A­�®¯¡°�
zi
Ì Ä ¥¹«�¬�©

�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨©E¡L®¯¡U�, U«���§n©/�A¦¨��§E¡U�Gµ�¡L§TÅ�¥¹¡
2
ª��A¬�§n©E¡°±e¡°��§~µ�¦¨§#¥¹«�¬�©,§E«�¬�§

i
ª�®³�Ê©E¡°®³�A§n¦¯«��

Ri
¡U�n§#º�´°©n¦��¤´U¡'Æ�«��

�/�A¦¨§Ï�A®¯«�©E�,¥¤�A©G® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T = y

z ¬`¡�® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡
C
µ�¡� °®³�A¬`�E¡U�~¡U�n§G�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¯�/�A­�®¯¡
¾

.Ï�È�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡G�A¥�¥�©E«� /£`´Ñ¥¹«�¬�©
PL{0, 1}

ª9¥¹«�¬�©kÂ��A©/�A��§n¦¨©W¬��Ê©J�A¥�¥¹«�©n§Wµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®
r
�`«�� ��¬�®Oå

rµ�´°¥¹¡°�`µ`�A��§�´Pº�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§�µ�¡U�L¥¤�A©/�A±eÇ°§n©E¡U��µ�¡Ê® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡BæPªÀµ�¡°º�©/�A¦¨§¢�n¬�©L® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡ ¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯Ç°©E¡
I ′
§E«�¬�Òn«�¬�©E�¢©E¡°��º�«BÅ�¡°©¢®³� º
�A®¯¡°¬�©�«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡e¡°§� U¡ÊÐ:�A¦¯�/�A��§Nª¹¥¹¡°©n±e¡°§n§n©E¡²®³�»µ�´U °¦¯�n¦¯«�� ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡eµ�¡

I
ª z ¬`¡°® z ¬ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡ßµ�¡

Sat
z ¬ w ¡°®¨®¯¡��E«�¦¨§

¦

ñÏ¡°º>¡°�`«��`�çÌ ¥�©E´U�/¡°��§çÌ ® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� µ�¬|¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ z ¬�¦¢Ð7�A¦¨§É® w «�­�Òn¡°§çµ�¡  U¡°§n§E¡¼�E¡U °§n¦¯«��<ª
MaxCCSP

Ô<�`«�¬`�ß�`«�¬`�ß N�A��§E«����`¡°©E«��¤�ÈÌ¸® w ´°§n¬`µ�¡ µ w ¬�� µ�¡U�ß¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�ß®¯¡U�ß¥�®¨¬`�Ê�n¦¨±²¥�®¯¡U�ßµ�¡e®³�
 °®³���E�E¡
ª

Max 2−CCSP
ª z ¬`¦�� w ¡°�²µ�¡°±e¡°¬�©E¡,¥¤�A©'±e«�¦¨�`�

APX−complet
å�� ? Ä�!%æP¾&¤Ï®¨¦¨±e«���§n¦�±e«���§n©E¡

µ`�A�`�x�1Ã0! z ¬`¡²¥¹«�¬�©�§E«�¬�§E¡¶ U«��`�n§/�A��§E¡
k
¡°§�§E«�¬�§E¡²¦¨�`�n§/�A�` U¡¶µ�¬¼¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Maxk − CCSP
ªÀ§E«�¬�§

«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®¤¥¹«�¬�©Z¬��¶ U¡°©n§/�A¦¨�¶º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡~�A®¨§E´°©E´ßÄ x ­¹«�©n�`´GÂ��A©/�A��§n¦¨§v¬��e©/�A¥�¥¹«�©n§
1/(2k−1)

¾>�¢�A�`�
®¯¡² N����¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©

k = 2
ªÀ¬��¼«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®'±²¦¨©E«�¦¨©¶Ä x ­¹«�©n�`´²Â��A©/�A��§n¦¨§�¬�� ©J�A¥�¥¹«�©n§ßµ�¡ÉÄ�ú 4 ª z ¬�¦

±e«���§E¡ Ì ? ú&�²®¯«�©E� z ¬`¡�® w «��� U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡ß®¯¡�º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡�±²¦¨©E«�¦¨©¢�A®¨§E´°©E´ Ä x ­¹«�©n�`´
¾Ó¿Ï«�¬`�~¥�©E«�¥¹«
�E«��`�Ïµ`�A�¤�
 U¡°§n§E¡��/¡U °§n¦¯«��É¬��`¡��A±e´°®¨¦¯«�©/�A§n¦¯«���µ�¡¢® w ¡U�n§n¦¨±¶�A§n¦¯«��çµ�¬É©/�A¥�¥¹«�©n§~ °®³���E�n¦ z ¬`¡¢«�­�§E¡°��¬Õ¥¤�A©,¬��Õ«�¥�§n¦¨±Ê¬�±
±²¦¨©E«�¦¨©ßÄ x ®¯«� N�A®)µ�¡eÄ�ú 4 Ì¸Ä�ú�Ã�¾

H7GgnTG8³ TxL;`�i<NILkH}|EncQ[Sji¾];`�Ladg\eSILaN�G#G#G
ëÁ�A®¨£`¡°¬�©E¡°¬`�E¡°±e¡°��§Nª
�`«�¬¤�W� w �Nº>«��`�'¥¤���'¡°�` U«�©E¡,µ�¡Ñ©E´U�n¬�®¨§/�A§Z´°§/�A­�®¨¦�¥¹«�¬�©'®¯¡Ñ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡#Â>´°�`´°©/�A®¤¡°�

µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®>Ô��A¬`�E�n¦`®¯¡#©/�A¥�¥¹«�©n§ µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� z ¬`¡#�`«�¬`�Z¥�©E«�¥¹«
�E«��`�v¦¯ °¦`� w ¡U�n§Zº��A®³�A­�®¯¡ z ¬`¡G�n¦�® w «��
� w ¦¨��§E´°©E¡U�E�/¡ ¬���¦ z ¬`¡°±e¡°��§vÌÏµ�¡U�k¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

“
,Uàe
°â%Ú¯ÝJÞ

”
µ`�A�`�k®¯¡Ñ�/¡°�`�k«&�²¡°®¨®¯¡U�'��µ�±e¡°§n§E¡°��§'¬��`¡LÜ²à
ã �9à
â³ÞUÝ



Ä ? Ã

¥�¦¨©E¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��<ª¤µ�«���§~¦¨®<¥¹¡°¬�§Nª¤¡°�ç U«��`�E´ z ¬`¡°�` U¡
ª¤½°§n©E¡�¥�®¨¬`�Ï�A¦¯�E´�µ�¡ß� w ´°®¯«�¦¨Â
�`¡°©N¾aô7ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Bª`�`«�¬¤�
�`«�¬`��®¨¦¨±²¦¨§E«��`�'Ì,®³�#Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡ µ�¡U��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

Max 2−CCSP−`
z ¬�¦�µ�´U�n¦¨Â
�`¡°��§NªB¥¹«�¬�©)¬��`¡  U«��`�n§/�A��§E¡

¬���¦¨º�¡°©E�E¡°®¨®¯¡
`
µ�«����`´U¡
ªB®³�#©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«�� µ�¡

Max 2−CCSP
�A¬�·¢Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡U�)µ�¡ ? x  °®³�A¬`�E¡U��¥¹«�¬�©�®¯¡U� z ¬`¡°®¨®¯¡U�

¬��`¡�¥�¦¨©E¡ß�0ÁO¡U P§J�A§n¦¯«��çµ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º>´°©n¦¨§E´�©E´N�A®¨¦¯�E¡ß�A¬Õ¥�®¨¬`�
`
 °®³�A¬`�E¡U�<Æ

I2−CCSP−` = {I ∈ I2−CCSP / ωCCSP (I) ≤ `} .

¤)º
�A��§G§E«�¬�§E¡Ê /£`«
�E¡
ªÓ���E�E¬�©E«��`� x �`«�¬`� z ¬`¡� U¡��`«�¬�º�¡N�A¬�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ê¡U�n§~­�¦¯¡°��µ`�A�`�
NPO

Æ`¦¨®<Ð:�A¬�§
¥¹«�¬�©~ U¡°®³�²¥¹«�¬�º�«�¦é©Ïµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©L¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)� w ¦¨®�¡P·�¦¯�n§E¡�¬��`¡ß�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«���µ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�Ïµ�¡
º�´°©n¦¨§E´ z ¬�¦Zº
�A®¨¦¯µ�¡¶�A¬¼¥�®¨¬`�

`
 °®³�A¬`�E¡U��¥¹«�¬�©

CCSP
ª< U¡ z ¬�¦Z¡U�E§�´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°��§ ÌÉµ�´U °¦¯µ�¡°©ß® w ¡P·�¦¯�n§/¡P�¤ °¡

µ w ¬��`¡¸�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� z ¬�¦ ¥�®³�� °¡ ¬�� ®¨¦¨§n§E´°©/�A® Ð:�A¬�· µ`�A�`�È�A¬ ±e«�¦¨�`�
m − `

 °®³�A¬`�E¡U�N¾~J�©/�A�`�nÐR«�©n±¶�A��§
I¡°�

Ī
ª�¥�¬�¦¯� z ¬`¡¶¥¤�A©

(i) ωCCSP (I) = m − βSat(Ī)
ª)¦é®#� w �AÂ
¦¨§ µ�«��` »µ�¡»�/�Nº>«�¦¨© µ�´U °¦¯µ�¡°©²¡°� §E¡°±²¥`�

¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®v�E¦
βSat(Ī) ≥ m − `

¾J�k«�¬�©ß U¡°®³��ªO¦¨®v�n¬�èe§�µ�¡²Â>´°�`´°©E¡°©ß§E«�¬�§E¡U��®¯¡U���E«�¬`� x Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡U��µ�¡
Īµ�¡ §/�A¦¨®¨®¯¡

m − `
¡°§Èµ�¡»µ�´U °¦¯µ�¡°©È¥¹«�¬�©È /£¤�� °¬��`¡¸µ w ¡°��§n©/¡ x ¡°®¨®¯¡U�Bªk¥�¬�¦¯� z ¬`¡

2 − Sat
¡U�n§ ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:ª

�n¦ ®³�ç�E«�¬`� x Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡ ¡U�E§ �/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�®¯¡
¾u.Ï�`¡¶¥�¦¨©E¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«�� º
�A®¨¦¯µ�¡»�A¬ ¥�®¨¬`�
`
 °®³�A¬`�E¡U�Èµ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

¦¨��¦¨§n¦³�A®¹�n¦¤¡°§ �E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§Ñ� w ¦¨®¤¡P·�¦¯�n§E¡
ª>¥¤�A©n±²¦¹ °¡U�
Cm−`

`

¦¨�`�n§/�A�` U¡U�Ñµ�¡
2−Sat

ª��A¬¶±e«�¦¨�`� ¬��`¡,Ð7«�©n±Ê¬�®¯¡
�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�®¯¡�¡°§,�`«�¬`�~�/�Nº�«��`�Gµ�´U °¦¨µ`¡P©Ï U¡°®³�²¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®eê
� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§���KoJ�

∀`

/Ø&��Þ��:à&�a�MÝ65

Max 2− CCSP − ` ∈ CGLO[δ], 1/4

"Ñ×EÝ°ã �AÝ��`º>«�¦¯�E¦¨�¤�AÂ>¡¢±²¦¨©E«�¦¨©ÊÄ x ­¹«�©n�`´
ê�«�¦¨§

`
¬��`¡ß U«��`�n§/�A��§E¡ß¡°§

I
¬��`¡�¦¨�`�E§/�A�` U¡ßµ�¡

Max 2− CCSP − `
Ô�¥¤�A©Ïµ�´��`��¦¨§n¦¯«��<ª¤®³�²º��A®¯¡°¬�©

µ w ¬��`¡,¥�¦¨©E¡,�E«�®¨¬�§n¦¯«��e�J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¨§'®³�¢ U«��`µ�¦¨§n¦¯«��
ωCCSP−`(I) ≤ `

¾�¿L«�¬`�'´°§n¬`µ�¦¯«��`� �A®¯«�©E�Zµ�¡°¬�·È N���Z�E¡°®¯«��
®³�Èº��A®¯¡°¬�©

βCCSP−`(I)
µ w ¬��`¡��E«�®¨¬�§n¦¯«���«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡
¾

e��Zv
βCCSP−`(I) ≤ m− 3`

¨ �çµ�´Uµ�¬�¦¨§L�A®¯«�©E�,®³�È©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ
βCCSP−`(I) + 3ωCCSP−`(I) ≤ m (8)

ôW·�¥�®¯«�¦¨§E«��`�~®³�²�E«�®¨¬�§E¦¨«��
T
Ô`�n¦<¥¹«�¬�©~§E«�¬�§

i
µ�¡eÄßÌ

n
ª
T i µ�´U�n¦¨Â
�`¡�®³�²�E«�®¨¬�§n¦¯«�� z ¬�¦<�`¡�µ�¦�ÁÀÇ°©E¡ßµ�¡

Tz ¬`¡#�E¬�©'®¯�
i ��ß�Ü º��A©n¦³�A­�®¯¡G¡°§ ∆i = mCCSP (I, T

i)−mCCSP (I, T )
®³��µ�¦�ÁÀ´°©E¡°�` U¡Gµ�¡U�'¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡U�

©E´N�A®¨¦¯�E´U¡U�G¥¤�A©~ U¡U�Gµ�¡°¬�·ç�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��`�Nª`® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´¶Ä x ®¯«� N�A®¯¡ßµ�¡
T
�E¡¢§n©/��µ�¬�¦¨§L�A®¯«�©E�Gµ`¡¢®³�²�E«�©n§E¡'Æ

∀i, mCCSP (I, T ) ≥ mCCSP (I, T
i) ⇔ ∀i, ∆i = m1(̄i)−m2(i) ≤ 0

=⇒
n∑

i=1
(m1(̄i)−m2(i)) ≤ 0 ⇔ m1 ≤ 2m2 (9)



Ä ?�4

�¢¡¢¥�®¨¬`�Nª�®³�² U«��`�n¦¯µ�´°©/�A§n¦¯«���µ�¡�®³�È�E«�®¨¬�§n¦¯«��� U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡ß�`«�¬`�Ï�A±eÇ°�`¡ßÌ
m2 = mCCSP (I, T ) ≥ mCCSP (I, T ) = m0 ⇔ m0 ≤ m2 (10)

¶T®À©/¡°�E§E¡�Ì² U«�±²¥¹«
�E¡°©G®¯¡U�~¡P·�¥�©E¡U�E�E¦¯«��`�
(8)
ª
(9)

¡°§
(10)

¥¹«�¬�©~ U«��` °®¨¬�©E¡'Æ
m = m0 +m1 +m2 ≤ (1 + 2 + 1)m2 ⇔ m2 ≥ m/4 ≥

1

4
βCCSP (I) +

3

4
ωCCSP (I).

e��Zv
βCCSP−`(I) ≥ m− 3`

ê�¦�®³�Gº
�A®¯¡P¬`©k«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡ º�´°©n¦��¤¡  U¡°§n§E¡v©E¡°®³�A§n¦¯«��<ª��A®¯«�©E�k«�� �/�A¦¨§)©E´U�E«�¬`µ�©E¡ ®¯¡v¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡#ÌG® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�± ê
ô7ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§NªÓ�E«�¦¨§

ĪC =
(
fC ◦ f̄(I)

) ª�«����
|ĪC | = 2k × Ck

n −m
¡°§Gµ w �A¥�©EÇU�

(i)
¡°§

(ii)
Æ

mCCSP (I, T ) = Ck
n −

(
(2k × Ck

n −m)−mSat(Ī
C , T )

)
= m− (2k − 1)Ck

n +mSat(Ī
C , T ).

�k«�¬�©Ê®¯¡¶ N���
k = 2

z ¬�¦Z�¤«�¬`�ß¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡
ª��`«�§E«��`�
K = (2k − 1)C2

n

ª�«�� µ�´Uµ�¬�¦¨§ µ�¡e® w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡
�9èe�`¡�¬���¦¯�/�/�A��§,®¯¡U�~µ�¡°¬�·¸¦¨�`�n§/�A�` U¡U�<Æ

βCCSP (I) = m−K + βSat(Ī
C)

⇒ βCCSP (I) ≥ m− 3` ⇔ βSat(Ī
C) ≥ K − 3`.

:Ñ¡U °¦<�`«�¬`�Ï�A¥�¥�©E¡°�`µ z ¬ w ¦¨®�¡U�n§G´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°��§Ïµ�¡��/�Nº>«�¦¨©G©E´U�E«�¬`µ�©E¡ÊÌ ® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±�®¯¡U�,¦¨�`�n§J�A�` U¡°�
ĪC
¡°§
Iµ�¡U�L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

MaxSat
¡°§
MaxCCSP

¾ ¨ ©Nª¹�`«�¬`�¢�/�Nº�«��`�Ï§n©E«�¬�º�¡°©L¬��`¡ �/«�®¨¬�§n¦¯«��Á«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡²µ�¡
ĪC
ªA¥¤�A©E U¡ z ¬`¡

Max 2−Sat
¡U�E§Wµ�´U °¦¯µ`�A­�®¯¡G¡°�È§E¡°±²¥`�W¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®`¡°§ z ¬ w ¬��`¡,�E«�®¨¬�§n¦¯«��e«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡,µ�¡

ĪC
�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¨§#�A¬ ±e«�¦¨�`�

K− 3`
 °®³�A¬`�E¡U�N¾ ô7ÁO¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§Nª�«��»§E¡U�n§E¡Ïµ w �A­¹«�©Eµ»�n¦

ĪC
¡°�E§ �J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¯�J�A­�®¯¡'Ô

�n¦#«�¬�¦:ªk«�� �ç® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±Õª'¡°§È�n¦¨�`«��<ªk«�� §E¡U�n§/¡¶§/«�¬�§E¡»�E«�¬`� x Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡»µ�¡
K − 1

 °®³�A¬`�E¡U�È¡°§²�A¦¨�`�n¦#µ�¡
�n¬�¦¨§E¡
ª¹Ò5¬`� z ¬ w Ìç§n©E«�¬�º�¡°©È¬`�`¡¸�E«�¬`� x Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡¸�J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¯�/�A­`®¨¡
¾*¶M®G�A¬�©/�çÐ:�A®¨®¨¬��A¬ ¥�¦¨©E¡¸§E¡U�n§E¡°©È§E«�¬�§E¡U�²®¯¡U�
�E«�¬`� x Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡U�Ïµ�¡

K − h
 °®³�A¬`�E¡U�~¥¹«�¬`©

h
µ`¡ ¯ Ì

3`
ª¤�E«�¦¨§~¬��ç�`«�±Ê­�©E¡

µ
µ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�¢Ìe U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©

µ w �A¬Õ¥�®¨¬`�<Æ
µ =

j=3`∑

j=0

CK−j
K ≤ K3`+1.

¤Ï¦¨�`�n¦:ª�®¯¡� U���
βCCSP−`(I) ≥ m− 3`

¡U�n§,­�¦¯¡°�Õ©E´U�E«�®¨¬�ÌÈ® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±�¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®
¦

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wlÿJ���n�a�
Max 2− CCSP ∈ CGLO, 1/4

"Ñ×EÝ°ã �AÝ��`§E«�¬�§~«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®<º�´°©n¦��¤¡�µ w �A¥`©EÇU�G®³� ¥�©E¡°¬�º�¡�¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡
m2 ≥ m/4 ¦æ~ÝPÜeà�×,�°ã`ÝBC�¾1Ã;µ�ô'�Õ§E«�¬�§E¡�©n¦¨Â
¬`¡°¬�©Nª`�`«�¬`�Ï�A¬�©n¦¯«��`�Ïµm«Õ¥¤�A©n®¯¡°©Ïµ�¬Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

MaxE − 2− CCSP¥�¬�¦¯� z ¬`¡e®¯¡U�ß¦¨�`�n§/�A�¤ °¡U�  U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡U�È´°§/�A¦¯¡°��§  U«�±²¥¹«
�E´U¡U� ¡P·� °®¨¬`�n¦¨º�¡°±e¡°��§ µ�¡ ? x  °®³�A¬`�/¡°�Bª�¡°§Ê�`«�� µ�¡



Ä ? �

 °®³�A¬`�E¡U�kµ�¡Z§/�A¦¨®¨®¯¡¢à�ãGÖ¹Ú�ã�Þ ? ÔB U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Nª�«��ßº�«�¦¨§<Ð:�� °¦¨®¯¡°±e¡°��§ z ¬`¡Z®¯¡U�W�A©nÂ
¬�±e¡°��§E�)¬�§E¦é®¨¦¯�/´U�kÌG® w ´°§/�A­�®¨¦¯� x�E¡°±e¡°��§Wµ�¬ ¥�©E´U U´Uµ�¡°��§W©E´U�n¬�®¨§/�A§W�E«���§W´°Â��A®¯¡P±e¡°��§Wº��A®¨¦¯µ�¡U�k¥¹«�¬�©k®¯¡  N���k¥�®¨¬`�)Â>´°�`´°©/�A®
Max 2−CCSP

¾ê�¦W«����`«�§E¡
m−1

å5×EÝPÞ:Ö§µ
m−1(̄i)

æG®¯¡ß�`«�±Ê­�©E¡Èµ�¡U�L °®³�A¬`�E¡U� z ¬�¦:ªÓ¥¹«�¬�©L® w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��
T
ªÓ U«�±²¥¹«�©n§/¡P��§¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§ÈÄß®é¦¨§n§/´P©J�A®�Ð:�A¬�· å5×EÝJÞMÖ§µÓ® w ¬���¦ z ¬`¡ß®¨¦¨§n§E´°©/�A®)Ð:�A¬�·

x̄i
æG¡P§

m2−
å5×EÝJÞ:ÖJµ

m2−(i)
æ#®¯¡ß�`«�±Ê­�©E¡µ�¡U�, °®³�A¬`�E¡U�,µ�«���§#§E«�¬`�#®¯¡U�Ñ®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·¸�/«���§Ñº�©/�A¦¯�Ñ¥¹«�¬�©

T
å5×EÝJÞ:ÖJµ�µ�«���§#§E«�¬`�#®¯¡U�Ñ®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·É�E«���§Ñº�©/�A¦¯�¥¹«�¬�©

T
¡°§ z ¬�¦� U«�±²¥¹«�©n§E¡°��§Ï®¯¡�®é¦¨§n§/´P©J�A®

xi
æPª�® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´Ê®¯«� N�A®¯¡ßµ�¡

T
¦¨�`µ�¬�¦¨§¢�A®¯«�©E�G¥¹«�¬�©~§E«�¬�§

i
®³�©E¡°®³�A§n¦¯«��

m2−(i) ≥ m−1(̄i)
ª�¡°§G¡°�ç�E«�±²±¶�A��§Ï U¡U�,¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´U�Ï�n¬�©

i
Æ

2m2− ≥
n∑

i=1

m2−(i) ≥
n∑

i=1

m−1(̄i) = m−1 (9′).

¤Ï¦¨�`�n¦:ª��Nº�¡U 
mCCSP (I, T ) = m2−

ª
mCCSP (I, T ) = m0

¡°§
mCCSP (I, T ) ≥ mCCSP (I, T )

«��«�­�§n¦¯¡°��§~­�¦¯¡°��Æ
4mCCSP (I, T ) ≥ mCCSP (I, T ) + 2mCCSP (I, T ) + mCCSP (I, T )

≥ m2− + m−1 + m0 = m.

��¡U�v©E´U�n¬�®¨§/�A§E�Ñ«�­�§E¡°��¬`� ¥¤�A© ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�Nª�§/�A��§ ¥¹«�¬�© ® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` U¡¢µ�¡G®³��©E¡U�E§n©n¦¯ °§n¦¯«��
Max 2−

CCSP − l
Ì
NPO

z ¬`¡ ¥¹«�¬�©�®³� ©E´U�/«�®¨¬�§n¦¯«�� ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡¶Ì ® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�± µ�¬¼ N���
βCCSP−`(I) ≥

m− 3`
ª�©E¡U�n§E¡°��§,§E«�¬�§~�A¬`�E�n¦Àº
�A®³�A­�®¯¡U�<Æ�®³� ¥�©E¡°±²¦¯Ç°©E¡��`¡ÏÐ:�A¦¨§G�A¬` °¬��`¡°±e¡°��§G±e¡°��§n¦¯«��çµ�¡L® w ¡P·`�� °§n¦¨§n¬`µ�¡µ�¡Á®³� §/�A¦¨®¨®¯¡¼µ�¡U�Õ °®³�A¬`�E¡U�<Ô,¥¹«�¬�©Õ®³� �E¡U U«��`µ�¡
ªG�n¦

I
¡U�n§Õ U«��`�E§n¦¨§n¬`´U¡¼µ�¡

M1 1
x  °®³�A¬`�E¡U�ç¡°§

M2 2
x °®³�A¬`�E¡U�Nª¹® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡²µ�¡

Max 2 − Sat
 U«��`�E§n©n¬�¦¨§E¡ÊÐ7¡°©/�»�A¥�¥¤�A©/�0/¯§n©E¡²¬��Á¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡È U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/��¦¨©E¡µ�¡

(2n−M1)+(2n(n−1)−M2) = 2n2−m
 °®³�A¬`�E¡U�Nª z ¬¤�A��§n¦¨§E´~§E«�¬�Ò3«�¬�©E�v¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡Ïµ�¡G±e½°±e¡«�©Eµ�©E¡

O(n2)
ª
¡°§Z®³�� U«��`�n§/�A��§E¡

K
z ¬�¦�©E¡°®¨¦¯¡G®¯¡U�'º
�A®¯¡°¬�©E�v«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡°� µ�¡U�vµ�¡°¬�·È¦¨�`�E§/�A�` U¡U�Z�`¡G�E¡°©/�L¥�®¨¬`�

2k×C2
n−C

2
n

±¶�A¦¯�
2n2− (n+C2

n)
å%®³�ßµ�¦�ÁO´°©E¡°�` U¡Ï¡°��§E©E¡~®¯¡~�`«�±Ê­�©E¡Ïµ�¡

2
x  °®³�A¬`�E¡U�Ñ¡°§ µ`¡

1
x  °®³�A¬`�E¡U�Nª£`«�©E�ß§/�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡U�Nª z ¬`¡e® w «�� ¥¹¡°¬�§Ê U«��`�n§n©n¬`¦é©/¡ �n¬�©

n
º��A©n¦³�A­�®¯¡U�Nª)¡°§ß®¯¡e�`«�±Ê­�©E¡ µ�¡¶ U¡U�Ê °®³�A¬`�E¡U� z ¬�¦�E«���§,Ð7�A¬`�E�/¡U�#¥¹«�¬�©G¬��`¡ß�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«���µ�«����`´U¡�µ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡¢º�´°©n¦¨§E´BæP¾

:Ñ¡°§n§E¡ z ¬Ó�A®é¦¨§E´
ª�Ì�±e«�¦¨�`� µ w ¬�� z ¬¤�A©n§ µ�¡G® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±Õª�µ�¡U� «�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�·¶µ�¡
Max 2−CCSP

�
µ�´5ÒEÌ²´°§E´ß±e«���§n©E´U¡Êµ`�A�`���1Ã0!�Ô` U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§NªÓ�`«�¬`�L�A®¨®¯«��`�Ïº>«�¦¨© z ¬`¡�®¯¡U�Ï«�¥�§n¦¨±¶�çÄ x ®¯«� N�A¬�·��E«���§Ï¡°�` U«�©E¡
±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E� z ¬`¡� °¡°®³��ª`¥�¬�¦¯� z ¬ w ¦¨®¯�GÂ��A©/�A��§n¦¯�E�/¡°��§Nª�§E«�¬�Òn«�¬�©E�~¡°�Õ °®³���E�E¦ z ¬`¡
ª�¬��É©/�A¥�¥¹«�©n§Ïµ�¡eÄ�ú�Ã�¾
H7GgnTG8û ´¡jTj[`efao�S°b�P�\eS#fgd�� H}|nû
� � � y1�0ö2÷±r=ÿ§���a�§�

Max 2− CCSP ∈ CGLO, 1/3

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
¨ �¶±e«���§n©E¡ z ¬`¡#®¯¡U�v«�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�·e¥¹«�¬�©Z®¯¡,º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡G±²¦¨©E«�¦¨©ÏÄ x ­¹«�©n�`´GÂ��A©/�A��§n¦¯�E�E¡°��§ ¡°�¶©E´N�A®¨¦¨§E´

¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§eµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«
�� °®³���E�n¦ z ¬`¡»µ�¡
1/3
¾'ê�«�¦¨§

I = (X,C)
¬��`¡»¦¨�`�n§/�A�` U¡¸µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Max 2−CCSP
Ì
m = |C|

 °®³�A¬`�E¡U�Ñ¡°§
n = |X|

º��A©n¦³�A­�®¯¡U�<Ô�«��  U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡Ïµ�¡°¬�·¶�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
T =

−→
1«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®#¥¹«�¬�©²®¯¡»º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡¸±²¦¨©E«�¦¨©ÕÄ x ­¹«�©n�`´É¡°§

T ? «�¥�§n¦¨±Ê¬`± Â
®¯«�­¤�A®:¾vê�«�¦¯¡°��§
P = {i =



Ä ? C

1, ..., n / Ti = T ?
i }
® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡²µ�¡U�¢¦¨�`µ�¦¯ U¡U��µ�¡U�¢º
�A©n¦³�A­�®¯¡U��µ�«���§¢® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��¼ U«&¢7�` °¦¯µ�¡²�E¬�©

T
¡°§

T ? ª`µ�¡� N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´ p Ô�«��Õ¥¹¡°¬�§G§E«�¬�Òn«�¬�©E�~�n¬�¥�¥¹«
�E¡°© P = {1, ..., p}
¡°§~«��Õ�`«�§E¡

Q = {p+ 1, ..., n}�E«��È U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡>¾�:Ñ«��`�n¦¯µ�´°©E«��`�Z�A®¯«�©E�k®¯¡U�k�`«�§/�A§n¦¯«��`�'�n¬�¦¨º
�A��§E¡U�k¥¹«�¬�©Wµ�¡°¬�· ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�'µ w ¦¨�`µ�¦¯ U¡U�
I ∈ {P,Q}

¡°§
J ∈ {P,Q}

Æ
IJ = {(xi, xj) ∈ C2 / (i, j) ∈ I × J}

¡°§
mIJ = |IJ |

IJ̄ = {(xi, x̄j) ∈ C1 / (i, j) ∈ I × J}
¡°§

mIJ̄ = |IJ̄ |

ĪJ = {(x̄i, xj) ∈ C1 / (i, j) ∈ I × J}
¡°§

mĪJ = |ĪJ |

Ī J̄ = {(x̄i, x̄j) ∈ C0 / (i, j) ∈ I × J}
¡°§

mĪ J̄ = |Ī J̄ |

I = {(xi) ∈ C1 / i ∈ I}
¡°§

mI = |I|

Ī = {(x̄i) ∈ C0 / i ∈ I}
¡°§

mI = |Ī|¿L«�¬`�~©E¡°¥�©E¡°�`«��`�L¥¤�A©L�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Ï®¯¡U�~�`«�§J�A§n¦¯«��`�Lµ�¡�®³�e©E¡°±¶�A© z ¬`¡ÀC�¾1Ã#Ô¤®¯¡U� z ¬¤�A��§n¦¨§E´U�
mPP

ª
mPQ

ª
mQQ

ª
mPP

ª
mPQ

ª
mPQ

ª
mQQ

ª
mPP

ª
mPQ

ª
mQQ

ª
mP
ª
mQ

ª
mP

¡°§
mQ

�A¦¨�`�n¦`µ�´��`��¦¯¡U�Zº�´°©n¦��¤¡°��§
�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§�Æ

m2− = mP +mQ +mPP +mPQ +mQQ�`«�±Ê­�©E¡ßµ�¡U�G °®³�A¬`�/¡U�Gµ�«���§��:Ø
ã�Þ�Ú¨ÝPÞ�Ú â��V�I�°×nà�ã
ä¶Þ°Ø&�1���N×nà
â³Þ
m−1 = mP +mQ +mPP +mPQ +mPQ +mQQ�`«�±Ê­�©E¡ßµ�¡U�G °®³�A¬`�/¡U�Gµ�«���§�ã2� Ú â��V�I�P×Eà�Ú)ÝEä>àe
��MÝ°ÜeÝ��a�GÝJÞ��r,°à�ã
ä
m0 = mP +mQ +mPP +mPQ +mQQ�`«�±Ê­�©E¡ßµ�¡U�G °®³�A¬`�/¡U�Gµ�«���§��:Ø
ã�Þ�Ú¨ÝPÞ�Ú â��V�I�°×nà�ã
ä¶Þ°Ø&�1��,Uà�ã�ä

;

¡°§G®¯¡°�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡U�~�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
T
ª
T ? ¡°§ T �E«���§~µ�«����`´U¡U�G¥¤�A©<Æ

mCCSP (I, T ) = m2− , mCCSP (I, T
?) = mP+mQ+mPP+mPQ+mQQ

¡°§
mCCSP (I, T ) = m0.

� w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´ß®¯«� N�A®¨¡ßµ�¡
T
�`«�¬`�,¦¨�`µ�¦ z ¬`¡��`«�§/�A±²±e¡°��§Ï®¯¡U�,©E¡°®³�A§n¦¯«��`�<Æ

( � �MÚ¨Ø�
Eà�Ú ) ∀i ∈ Q, ∆i ≤ 0 ⇔ ∀i ∈ Q m−1(̄i)−m2−(i) ≤ 0

(
∑
i∈Q

) =⇒ mQ +mPQ +mQQ ≤ mQ +mPQ + 2mQQ

(
Ü â%×nØ�â%×

) m2− ≥ m0 ⇔

mP +mQ +mPP +mPQ +mQQ ≥ mP +mQ +mPP +mPQ +mQQ,z ¬�¦O�`«�¬`�G¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡°��§Ïµ�¡� U«��` °®¨¬�©E¡'Æ

3mCCSP (I, T )

= mCCSP (I, T ) + (mQ +mPQ + 2mQQ) + (2mP +mQ + 2mPP +mPQ)

≥ mPP +mPQ + � � � + ��� � +mQQ + � � + � ���
≥ mCCSP (I, T

?) ¦



Ä ?QP

Î�í3ì ï ¼ ý ¼ BÓõ'ô ö õ ó{�Mð,÷Ê÷ ùÀú¢ñÀÿ õ GLO

H7G8F*GIH H}|nû7�·N#LÍbkLaS°NINVLaYT`�Q�L
CGLO

j�fgYT`
Max 2− CCSP

��¡¸©/�A¥`¥¹«�©n§e¥�©E´U U´Uµ�¡°��§NªZ©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§eÐ:�� °¦é®¯¡çÌÁ«�­�§/¡P�`¦é©Bª'¥�©E´U�E¡°��§E¡É®¯¡»Ð:�A¦¨§e�n¬�©n¥�©E¡°�¤�A��§ µ w ½°§n©E¡
�A¬`�E�n¦¹­¹«�� z ¬`¡Ï U¡°®¨¬�¦À©E´N�A®¨¦¯�E´L¥¤�A©Ñ§E«�¬�§#«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®Àµ w ¬��¸º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡L±²¦¨©E«�¦¨©

h
x ­¹«�©n�`´L¥¹«�¬�©#§E«�¬�§E¡

 U«��`�n§/�A��§E¡
h
ÆÑÄ�ú�Ã ¡U�n§Èµ�«��` »�`«�� �E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§È¬��¤¡ ­¹«�©n�`¡»¥¹«�¬�©È®¯¡U�È«�¥�§n¦¨±¶� Ä x ®¯«� N�A¬�· ±¶�A¦¯�e�A¬`�E�n¦

¥¹«�¬�©Ï®¯¡ßº>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ß±²¦¨©E«�¦¨©
h
x ­¹«�©n�`´'ÔÓ�`«�¬`�Ï±e«���§n©E«��`�Ï±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§ z ¬`¡Ê U¡°§n§E¡ß­¹«�©n�`¡Ê¡U�n§L���EÅ�±²¥�§E« x

§n¦ z ¬`¡°±e¡°��§Ï�A§n§E¡°¦¨��§E¡
¾
� � � y1�0ö2÷±rhÿ§���a¥§� ",Ø
ã�×=�:Ø
ã2�MÝM
/Ø&��Þ��:à&�a�MÝ

h ∈ N
Ý��À�:Ø�ãm���9Ø�â�ÞJâ��Óà+9�Ý

V
ÜÈâ%×nØ�â�×

h
�nÙEØ�×6�n�¶Ö�Ø
ã�×

CCSP
5Wâ%Ú�Ýnä�â�Þ��MÝ�ã2�¹Ý¢ÞPã�â|�MÝ

(In)n≥0
ág� â8��Þ��:à&�1
JÝJÞ�á�Ý

MaxE − 2−CCSP
Ý��Zã2�¹Ý¢ÞPã�â|�MÝ

(s̃n)n≥0ág� ØJÖ��Râ%Ü²à¶Ú¨Ø+
/à�ã
ä»×EÝPÚ¨à �Râ8��ÝPÜ¶Ý��a�·�
V
á�Ý�
JÝJÞ�â���Þ��:à �1
JÝJÞ��°ã�â����P×Pâ ÍÑÝ��a�
ρCCSP (In, s̃n) −→

n→+∞
1/3.

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
J)«�¬�§)«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ±²¦¨©E«�¦¨©

h
x ®¯«� N�A®�¡U�n§)�ÑÐR«�©n§E¦¨«�©E¦�«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ±²¦¨©E«�¦¨© Ä x ®¯«� N�A®�¡°§�Â��A©/�A��§n¦¨§)µ�«��` vµ w �A¥�©EÇU�

®¯¡Ï§n£`´U«�©EÇ°±e¡DC�¾ ? ? ¬��»©/�A¥�¥¹«�©n§, °®³���E�E¦ z ¬`¡Lµ�¡ Ä�ú�Ã�¾�ê�¬�©Ñ®³�ß­¤���E¡Lµ�¡U�Ñ�`«�§/�A§n¦¯«��`�,µ�¡Ï®³�ßµ�´°±e«��`�E§n©/�A§n¦¯«��
µ�¬ §n£`´U«�©EÇ°±e¡É¥�©E´U U´Uµ�¡°��§NªZ«�� �`«�§E¡

XP = {x1, ..., xp}
® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡Éµ�¡U�Èº��A©n¦³�A­�®¯¡U�eµ w ¦¨�`µ�¦¯ U¡Éµ`�A�`�

P
¡°§

XQ = {xp+1, xp+2, ..., xp+q}
® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡¸µ�¡U� º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Èµ w ¦¨�`µ�¦¯ U¡¸µ`�A�`�

Q
å
n = p + q

¡°§
X = XP t XQ

æP¾Ñê�«�¦¯¡°��§
h ≥ 2

¬��`¡ç U«��`�n§/�A��§E¡�¡°��§n¦¯Ç°©E¡ç¡°§
q
¬�� ¡°��§n¦¯¡°© �E¬�è¶�/�A±²±e¡°��§¶Â
©J�A�`µ

å
q ≥ h2

æPª¹«�� ¥¹«
�E¡
p = q(q − h)

¡°§¢«��Á U«��`�E§n©n¬�¦¨§¢® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I = (XP ∪XQ, QQ ∪ PQ ∪ QQ)�n¬�¦¨º
�A��§E¡'Æ

XP =
q⋃

i=1
XP i / |XP i | = q − h

¥¹«�¬�©G§E«�¬�§
i
¡°§
XP i ∩XP j 6= ∅ ⇒ i = j

XP
¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«���µ�¡

q
¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�~µ�¡�º
�A©n¦³�A­�®¨¡U�

XP i
µ�¡�±e½°±e¡�§/�A¦¨®¨®¯¡

q − h

QQ = P2(XQ) ⇒ mQQ = q(q − 1)/2

QQ = P2(XQ)− E, |E| = h ⇒ mQQ = q(q − 1)/2− h«&�
E
¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ z ¬`¡°®¯ U«�� z ¬`¡�µ�¡

h
 °®³�A¬`�E¡U�~ U«�±²¥¹«
�E´U¡U�~µ�¡�®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Õµ�¡

XQ

PQ =
q⋃

i=1
XP i × {x̄p+i} ⇒ mPQ = q(q − h)

:Ñ«��`�E¦¯µ�´°©E«��`�Ï®³�²�/«�®¨¬�§n¦¯«��
T
z ¬�¦) U«��`�n¦¯�n§E¡ÊÌ²¥�©E¡°�`µ�©E¡ß¥¹«�¬�©~º�©/�A¦¯�~®¯¡U�G®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·�µ�¡

XP
¡°§
XQ

Ô
® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�± ¡U�n§ z ¬¤�A��§ÈÌÕ®¨¬�¦,�A§n§E¡°¦¨��§È¡°� �0ÁO¡U °§/�A��§²ÌÕ¬�� ®¯¡U�Ê®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· µ�¡

XP
¡°§

XQ
¾7:Ñ¡U� µ�¡°¬�·

�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�¢�E«���§Ï©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§�µ�¡Êº��A®¯¡°¬�©
mCCSP (I, T ) = mQQ = q(q − 1)/2

¡°§
βCCSP (I) =

mPQ +mQQ = q(q−h)+ q(q− 1)/2−h
¾ �)�Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«��

T
©E´N�A®¨¦¯�E¡Lµ�«��` L¬��»©/�A¥�¥¹«�©n§, °®³���E�n¦ z ¬`¡Ïµ�¡

q(q − 1)/2

q(q − h) + q(q − 1)/2− h
∼

q→+∞

q2/2

3q2/2
= 1/3.



Ä ? 3

¶T®¢�`«�¬`�Õ©E¡U�n§E¡¼Ì ¥�©E«�¬�º�¡°© z ¬`¡
T
¡U�n§É¬��|«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ±²¦¨©E«�¦¨©

h
x ­¹«�©n�`´ ¥¹«�¬�©Õ§E«�¬�§

q ≥ h2
¥¹«�¬�©

µ�´°±e«���§n©E¡°©~®¯¡�§n£`´U«�©EÇ°±e¡
¾
T

r v�zx�;q�÷±y�{|wgvA�;qgv�v�{[��y1w�wur<tJqurÉv+y1wRùey1÷ ~�s � ÷±r wnz+�;{8��r

mCCSP (I, T ) = mQQ = q(q − 1)/2− h = mCCSP (I, T )− h < mCCSP (I, T )

T
r v�zÂ�;q=÷ y1{|wuv��;quv+v�{���y�wuwur�tJqur�z+y�qJz+r�v�y1s|qJz�{�y1w�ya�uz+r w§qur!�B~��Z��z�{��>}�r

T
r2w�ù&�g�;wu�ar �;w�z

�;qR~7s|qgvBs��Ð�p�Tr�ùez+�mz�{8y�w�}�r
h
éZ�;��{��Z�7s8r v

ê�¦)«��  /£¤�A��Â>¡ß® w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��Áµ�¡U�~º��A©n¦³�A­�®¯¡U�Lµ w ¬�� �E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
LQ

µ�¡
XQ

µ�¡ß§/�A¦¨®¨®¯¡
`Q ≤ h

Æ
«��Á�Nº�Ç°©E¡

`Q × (q − h)
 °®³�A¬`�E¡U�¢µ�¡

PQ
¡°§¢�A¬�¥�®¨¬`�

`Q(`Q − 1)/2
 °®³�A¬`�/¡°�¢µ�¡

QQ
ÔÓ¡°� ©E¡°º��A�` /£`¡
ª

`Q(q− `Q) + `Q(`Q− 1)/2
 °®³�A¬`�E¡U�#µ�¡

QQ
µ�¡°º�¦¯¡°���`¡°��§ÑÐ:�A¬`�E�E¡U�¢å

`Q(q− `Q)
 °®³�A¬`�E¡U�# U«��`�E§n¦¨§n¬`´U¡U�

µ w ¬�� ®¨¦¨§n§E´°©/�A®Gµ�¡
LQ

¡°§²µ w ¬�� ®¨¦¨§n§E´°©/�A®Gµ�¡
XQ\LQ

ª
`Q(`Q − 1)/2

 °®³�A¬`�E¡U�² U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡U�eµ�¡¸µ�¡°¬�·
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Õµ�¡

LQ
æ°¾Z¤Ï¦¨�`�n¦:ª�®³� º
�A®¯¡°¬�©~µ�¡�®³�È�E«�®¨¬�§n¦¯«��çº>«�¦¯�n¦¨�`¡

T ′
 U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡ß¡U�n§Gµ w �A¬Õ¥�®¨¬`�

mCCSP (I, T
′) ≤ mCCSP (I, T ) + (`Q(q − h) + `Q(`Q − 1)/2)− (`Q(q − `Q) + `Q(`Q − 1)/2)

= mCCSP (I, T ) + `Q(q − h− q + `Q) = mCCSP (I, T ) + `Q(`Q − h)

≤ mCCSP (I, T ), ∀` / 0 ≤ `Q ≤ h.

T
r v�zÂ�;q=÷ y1{|wuv��;quv+v�{���y�wuwur�tJqur�z+y�qJz+r�v�y1s|qJz�{�y1w�ya�uz+r w§qur!�B~��Z��z�{��>}�r

T
r2w�ù&�g�;wu�ar �;w�z

�;qR~7s|qgvBs��Ð�p�Tr�ùez+�mz�{8y�w�}�r
h
éZ�;��{��Z�7s8r v

ê�«�¦¯¡°��§
LP ⊆ XP

¡°§
LQ ⊆ XQ

µ�¡°¬�· �E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�²µ�¡»º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�²µ�«���§È®¯¡U�² N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´U�
`P = |LP |

¡°§
`Q = |LQ|

º�´°©n¦��¤¡°��§
`P + `Q ≤ h

Ô¹«��  U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡²�A®¯«�©E�¢®³�»�E«�®¨¬�§n¦¯«��
T ′
«�­�§E¡°��¬`¡eÌ

¥¤�A©n§n¦¨©kµ�¡v® w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��
T =

−→
0
¡°�Ê±e¡°§n§/�A��§WÌßÄZ§E«�¬�§E¡U�)®¯¡U��º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�k U«���§E¡°��¬`¡U�Wµ`�A�`��®¯¡U�k¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

LP
¡°§
LQ
¾��W�A©n±²¦¹®¯¡°�Ñ °®³�A¬`�E¡U� µ�¡~® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

PQ
ª��A¬¶¥�®¨¬`�

`P
º�«���§ ½°§n©E¡L�Nº�´°©E´U¡U�Lå%¬��`¡~¥¤�A©v®¨¦¨§n§E´°©/�A®

µ�¡
LP
æG¡°§Ï¥¤�A©n±²¦k®¯¡U�Ï °®³�A¬`�/¡U�Lµ�¡ß® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

QQ
ªÓ¡P·��� °§E¡°±e¡°��§

`Q(`Q − 1)/2
º�«���§L½°§n©E¡ �Nº�´°©E´U¡U�N¾

ô'� ©E¡°º
�A�` /£`¡
ª�¥¹¡°¬�º�¡°��§ µ�¡°º�¡°��¦¨©�Ð:�A¬`�E�E¡U�
max{(`Q(q − `Q) + `Q(`Q − 1)/2) − h, 0}

 °®³�A¬`�E¡U� µ�¡
QQ

¾;¤~¦¨�`�E¦7ª�®³� º
�A®¯¡°¬�©~µ�¡
T ′
º�´°©n¦��¤¡

mCCSP (I, T
′) ≤ mCCSP (I, T ) + (`P + `Q(`Q − 1)/2)

− max{(`Q(q − `Q) + `Q(`Q − 1)/2)− h, 0}

= mCCSP (I, T )− h + (`P + `Q(`Q − 1)/2)

− max{(`Q(q − `Q) + `Q(`Q − 1)/2)− h, 0}

ê�¦
`Q = 0

ª`«��Õµ�´Uµ�¬�¦¨§Ïµ�¦¨©E¡U °§E¡°±e¡°��§Lµ�¡¢® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´�¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡
mCCSP (I, T

′) ≤ mCCSP (I, T ) + (`P − h) ≤ mCCSP (I, T ) ;



Ä ? £

�n¦¨�`«��<ª
`Q ≥ 1

ª�¡°§~«��Õµ�´Uµ�¬�¦¨§Ïµ�¡U�,£�Å�¥¹«�§n£`ÇU�E¡U�
q ≥ h2

ª
h ≥ 2

¡°§
`P ≤ h

®¯¡°�G©E¡°®³�A§n¦¯«��`�
`Q(q − `Q) ≥ (q − 1)⇒ {`Q(q − `Q) + `Q(`Q − 1)/2 ≥ h

¡°§
`Q(q − `Q) ≥ `P }

z ¬�¦O¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡°��§Ïµ�¡� U«��` °®¨¬�©E¡'Æ
mCCSP (I, T

′) ≤ mCCSP (I, T )− h+ `P + `Q(`Q − 1)/2− `Q(q − `Q)− `Q(`Q − 1)/2 + h

= mCCSP (I, T ) + (`P − `Q(q − `Q)) ≤ mCCSP (I, T ) ¦

H7G8F*G8³ H}|nF7�·N#LÍbkLaS°NINVLaYT`ÉLai�j�fgS#`¡Q�L
CGLO[δ]

j¾fgY�`
Max 2− CCSP

ô*ÁÀ¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§NªÓ¥¤�A©L®¯¡�­�¦³�A¦¯�Lµ w «�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·ç±²¦¨©E«�¦¨©E�
h
x ­¹«�©n�`´U�Nª¹«����`¡ß¥¹¡°¬�§L¡U�n¥¹´°©E¡°©L±²¦¯¡°¬�·

z ¬`¡¸Ä�ú&��ªO®¨¦¨±²¦¨§E¡eµ�¬ ©/�A¥�¥¹«�©n§ßµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®v«�­�§E¡°��¬¼¥¤�A©�®³�¸�n¬�¦¨§E¡²µ`¡°��«�¥�§E¦é±¶�¸®¯«� N�A¬�· µ�¡²®³� Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡
µ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U� z ¬`¡��`«�¬`�Ïº>¡°�`«��`�Lµ�¡Ê U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡
¾��'©E¡°�`«��`�¢ U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§¢Â��A©Eµ�¡ Ìe©E¡°®³�A§n¦¨º�¦¯�/¡°©Ï®³�e¥¹«�©n§E´U¡
µ�¡� U¡¢©E´U�n¬�®¨§/�A§~¡°�ç�E¡¢©/�A¥�¥¹¡°®³�A��§ z ¬`¡¢�`«�¬`�G�`¡��/�Nº�«��`�,§E«�¬�Ò3«�¬�©E�G¥¤���G¥¹«�¬�©G® w ¦¨�`�n§/�A��§~� w ¦¨®<¡P·�¦¯�n§E¡¢¬��`¡
�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� ÌÈ©/�A¥�¥¹«�©n§~µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®) U«��`�n§/�A��§G¥¹«�¬�©~ U¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡*ê
e�ya��y1s|s��;{��0rhÿ§���ZÏg� ",Ø�ã�×¡�:Ø�ã2�MÝ±
EØ ��Þ��:à&�1�MÝ

h ∈ N
Ý��A�:Ø�ãm���9Ø
â³ÞPâ8�Óà+9�Ý

V
ÜÈâ%×nØ�â%×

h
�3ÙEØ�×���� Ö�Ø
ã�×

���>Ìm"[5Zâ%ÚkÝnä�â�Þ��MÝ ã �¹ÝßÞJã�â|�MÝ
(In)n≥0

ág� â8��Þ��:à&�1
JÝJÞÊá�Ý
MaxE − 2− CCSP

Ý�� ã2�¹ÝßÞJã�â|�MÝ
(s̃n)n≥0ág� ØJÖ��Râ%Ü²à¶Ú¨Ø+
/à�ã
ä»×EÝPÚ¨à �Râ8��ÝPÜ¶Ý��a�·�

V
á�Ý�
JÝJÞ�â���Þ��:à �1
JÝJÞ��°ã�â����P×Pâ ÍÑÝ��a�
δCCSP (In, s̃n) −→

n→+∞
1/5.

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ñÏ¡°¥�©E¡°�`«��`� ®³� Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡ µ w ¦é�¤�n§/�A�` U¡U�»¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡Á¡°§ §E¡°��§E«��`�¸µ w ´°º��A®¨¬`¡°©»®³�¼º
�A®¯¡°¬�©»µ w ¬��`¡�¥�¦¨©E¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«���Ô�§E«�¬�§Gµ w �A­¹«�©EµOª�¬��`¡¢§E¡°®é®¯¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��<ª�¥¹«�¬�©,�`¡��/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨©E¡��A¬` °¬��`¡� °®³�A¬`�E¡�µ�¡
PQ

ª��0ÁO¡U °§E¡°©/�
�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§ç®¯¡U�¸º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Õµ�¡Á® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

XP
Ì ¯ ¾ W ¬¤�A��§�Ì

XQ
ª#¬��`¡¼�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��

T
µ�¡U�

º
�A®¯¡°¬�©E�#µ�¡Lº�´°©n¦¨§E´ z ¬�¦O�0ÁO¡U P§/¡
k
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�

x′1, ..., x
′
k

µ�¡
XQ

Ì ÄLº�´°©n¦��¤¡L§E«�¬�Ò3«�¬�©/�,µ`�A�`�
QQ

®¯¡U�
C2

k °®³�A¬`�E¡U�Èµ�¡¶® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
P2({x′1, ..., x

′
k})
ª)µ`�A�`�

QQ
�A¬ ±e«�¦¨�`�

C2
q−k − h

 °®³�A¬`�E¡U�Èµ�¡¶® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
P2({x̄′k+1, ..., x̄

′
q})\E

ÔÀ®³�É�E«�±²±e¡
ª
k(k − 1)/2 + (q − k)(q − k − 1)/2 − h = 1/2(q2 + 2k2 −

q(2k+1))−h
ª�¡U�n§v±²¦¨��¦¨±Ê¬�± ¥¹«�¬�©

k = q/2
¾ ¤Ï¦¨�`�n¦:ª�±e½°±e¡Ï¬��`¡~¥�¦¨©E¡L�E«�®¨¬�§n¦¯«�� º�´°©n¦��¤¡°©/� �A¬ ±e«�¦¨�`�

d2C2
q/2e − h = dq/2(q/2− 1)e − h

 °®³�A¬`�/¡U�<Æ
ωCCSP (I) ≥ q/2(q/2− 1)− h,

¡°§�®¯¡È©/�A¥�¥¹«�©n§ßµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡P® µ�¡È® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±Ë±²¦¨©E«�¦¨©¶Ä x ®¯«� N�A®
T
¡U�n§�­�¦¯¡°� ­¹«�©n�`´e�n¬�¥¹´°©n¦¯¡°¬�©E¡°±e¡°��§ß¥¤�A©

Ä�ú&�#Æ
δ(I, T ) ≤

q/2(q − 1)− [q/2(q/2− 1)− h]

q(q − h) + q/2(q − 1)− [q/2(q/2− 1)− h]
=

q2/2 + h

5q2/2− qh+ h
−→

q→+∞
1/5 ¦



ÄNÃ ¯

H7G8F*G8û H}|n³7�·N#LÍbkLaS°NINVLaYT`�Q�L
GLO

j�fgYT`
MaxNAE 2− Sat

¿L«�¬`� ±e«���§n©E«��`� z ¬`¡ ¥¹«�¬�©È®¯¡ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
MaxNAE 2 − Sat

ª)®¯¡»©/�A¥�¥¹«�©n§² °®³���E�n¦ z ¬`¡»µ�¡ Ä�ú ?
«�­�§E¡°��¬ ¥¤�A©ß®¯¡U�Ê«�¥�§n¦¨±¶� Ä x ®¯«� N�A¬�· µ�¡²Ð7�&�U«�� ���E�E¡
b¶�¤��¢7º>¡¶¡U�n§ß¥¹«�¬�©n§/�A��§ ®¯¡e±e¡°¦¨®¨®¯¡P¬`©Ê©/�A¥�¥¹«�©n§ z ¬`¡
® w «��Õ¥�¬�¦¯�E�E¡�¡U�n¥¹´°©E¡°©GÂ��A©/�A��§n¦¨©~¥¤�A©~µ�¡U�G«�¥�§n¦¨±¶�²®¯«� N�A¬�·¸¥¹«�¬�©~µ�¡U�Gº>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�

h
x ­¹«�©n�`´U�N¾

� � � y1�0ö2÷±rxÿJ�¦�1�n� ",Ø�ã�×Â�:Ø�ãm�MÝ�
/Ø&��Þ��:à �a�MÝ
h ∈ N

Ý��u�:Ø
ã2�u�9Ø�â³ÞPâ8�¹à+9�Ý
V h

�3ÙEØ�×����'Ö�Ø�ã�×
NAE Sat

5<â%ÚÝnä�â�Þ��MÝÏã2�¹Ý~ÞJã�â��MÝ
(In)n≥0

ág� â���Þ��:à&�1
JÝJÞÏá�Ý
MaxNAE E−2−Sat

Ý��)ã2�¹ÝGÞPã�â|�MÝ
(s̃n)n≥0

ág� ØJÖ��Râ%Ü²àÚ¨Ø+
/à�ã
ä»×EÝPÚ¨à �Râ8��ÝPÜ¶Ý��a�·�
V
á�Ý�
JÝJÞßâ8��Þ��:à&�1
JÝJÞ��°ã�â����P×Pâ Í#Ý��a�

ρNAE(In, s̃n) −→
n→+∞

1/2.

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
J)«�¬�Òn«�¬�©E� �Nº�¡U #®¯¡U�Z�`«�§/�A§n¦¯«��`�Z¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡U�Nª�«��²¥�©E«�¥¹«
�/¡,¥¹«�¬�©Z¬��`¡G U«��`�n§/�A��§E¡

h
µ�«����`´U¡G¡°§Z§E«�¬�§

¡°��§n¦¯¡°©
n
® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡

I = (XP ∪XQ, PP ∪QQ ∪ PQ)
�E¬�¦¨º��A��§E¡�µ�¡

NAE 2− Sat
Æ

XP = {x1, ..., xn}
¡°§

XQ = {x1, ..., xn}

PP = ∪n−1i=1 ∪
n
j=i+1 {(xi, x̄j)}

¡°§
QQ = ∪n−1i=1 ∪

n
j=i+1 {(x

i, x̄j)}

⇒ mPP = mQQ = n(n− 1)/2

PQ = ∪n−h
i=1 ∪

n−h
j=1 {(xi, x

j)}

� w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��
T =

−→
1
�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¨§L®¯¡U�

n(n − 1)
 °®³�A¬`�E¡U��µ�¡

PP
¡°§
QQ

§/�A�`µ�¦¯� z ¬`¡Ê®³�»�E«�®¨¬�§n¦¯«��
«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡

T ? z ¬�¦À±e¡°§,©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§~Ì»Ä�¡°§ ¯ ®¯¡U�#º��A©n¦³�A­�®¯¡U�Gµ�¡U�,¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U� XP
¡°§
XQ

�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¨§
§E«�¬�§E¡U�k®¯¡U�k °®³�A¬`�E¡U�Bª9�E«�¦¨§

n(n−1)+(n−h)2
 °®³�A¬`�E¡U�B¾0¤Ï¦¨�`�n¦:ª

T
©E´N�A®¨¦¯�E¡ ¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§'µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��

 °®³���E�n¦ z ¬`¡
ρNAE(I, T ) =

n(n− 1)

n(n− 1) + (n− h)2
∼

n→+∞

n2

2n2
= 1/2.

¨ ©Nª��`«�¬`�#�A®¨®¯«��`� ±e«���§n©E¡°© z ¬`¡G®³�ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��
T
¡U�n§ ­�¦¯¡°� ¬��»«�¥�§n¦¨±Ê¬�±

h
x ­¹«�©n�`´Ï¥¹«�¬�©Ñ§E«�¬�§

n > hz ¬�¦<�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¨§~�A¬Õ±e«�¦¨�`�L�A¬�§/�A��§~µ�¡� °®³�A¬`�/¡°� z ¬`¡�§E«�¬�§E¡ß�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«���µ�´Uµ�¬�¦¨§E¡ßµ�¡
T
¡°�ç /£¤�A��Â>¡N�A��§Ï®³�

º
�A®¯¡°¬�©Ñµ w �A¬ ¥�®¨¬`�
h
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�N¾�ê�«�¦¯¡°��§

LP ⊆ XP
¡°§
LQ ⊆ XQ

µ�¡°¬�· �E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�#µ�¡~º��A©n¦³�A­�®¯¡U�
µ�¡~ N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´U�Ñ©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º>¡U�

`P
¡°§
`Q
º>´°©n¦��Ó�A��§

`P + `Q ≤ h
ª>«��¶�`«�§E¡

T ′
®³���E«�®¨¬�§n¦¯«�� z ¬�¦¤ U«&¢7�` °¦¯µ�¡

�Nº�¡U 
T
�n¬�©

(XP \LP ) ∪ (XQ\LQ)
ªW�Nº�¡U 

T
�n¬�©

LP ∪ LQ
¾
T ′
�`¡»º>´°©n¦��¤¡»¥�®¨¬`�e�A®¯«�©E�eµ`�A�`�

PP®¯¡U�
`P (n − `P )

 °®³�A¬`�/¡U�Êµ�«���§ß¬��`¡eº
�A©n¦³�A­�®¯¡¶¡U�E§�¦¯�E�E¬`¡eµ�¡
LP

¡°§ß® w �A¬�§n©E¡ µ�¡
XP \LP

Ô�µ�¡e±e½°±e¡
ª
`Q(n − `Q)

 °®³�A¬`�E¡U��µ�¡
QQ

º�´°©n¦��¤´U¡U��¥¤�A©
T
�`¡È®¯¡È�E«���§¢¥�®¨¬`��¥¤�A©

T ′
¾nôZ�Á©E¡°º
�A�` /£`¡
ª

T ′
�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¨§

¥¹¡°¬�§ x ½°§n©E¡Ïµ�¡U�v °®³�A¬`�E¡U� µ�¡
PQ

 U«��`�n§n©n¬�¦¨§E¡U� �E¬�©Z®¯¡U�v¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�
LP × (XQ\LQ)

¡°§
(XP \LP )×XQ

ª
z ¬�¦<�E«���§~�A¬Õ¥�®¨¬`�Ï�A¬É�`«�±Ê­`©E¡�µ�¡

(`P + `Q)(n− h)
¾Z���Èº
�A®¯¡°¬�©~µ�¡

T ′
º�´°©n¦��¤¡��A¦¨�`�E¦

mNAE(I, T
′)−mNAE(I, T ) ≤ (`P + `Q)(n− h)− `P (n− `P )− `Q(n− `Q)

= `P (`P − h) + `Q(`Q − h) ≤ 0 ¦



ÄNÃ�Ä

H7G8F*Ggn H}|nû7�·N#LÍbkLaS°NINVLaYT`ÉLai�j�fgS#`¡Q�L
GLO[δ]

j�fuY�`
MaxNAE 2− Sat

ñÏ¡°Â��A©Eµ�«��`��®³�»Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡eµ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U� z ¬`¡²�`«�¬`��º>¡°�`«��`�ßµ�¡e U«��`�n§n©E¬�¦¨©E¡¶¡P§�§E¡°��§E«��`�ßµ w ´°º
�A®¨¬`¡°©ß®¯¡
©/�A¥�¥¹«�©n§,µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®À©E´N�A®¨¦¯�E´L¥¤�A©Ñ®³�Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«��

T =
−→
1
Ô��`«�¬`�#«�­�§n¦¯¡°�`µ�©E«��`�~�A®¯«�©E�Ñ¬��`¡Ï­¹«�©n�`¡L¥¹«�¬�©Ñ®¯¡

±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©#©/�A¥�¥¹«�©n§ z ¬`¡~® w «��»¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§,¡U�n¥¹´°©E¡°©,½P§E©E¡L¡P�»±e¡U�n¬�©E¡Lµ�¡ÏÂ��A©/�A��§n¦¨©#¥¤�A©#µ�¡U�Ñ«�¥�§n¦¨±¶�Ê®¯«� N�A¬�·
©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§L�A¬�·¸º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�

h
x ­¹«�©n�`´U�N¾

e�ya��y1s|s��;{��0rxÿ§���;ÿJ� ",Ø�ã�×>�:Ø�ã2�MÝ�
/Ø&��Þ��:à �a�MÝ
h ∈ N

Ý����:Ø�ã2�u�AØ�â³ÞPâ8�Óà�9�Ý
V h

�3ÙEØ�×����ZÖ�Ø�ã�×
NAE Sat

5<â%ÚÝnä�â�Þ��MÝÏã2�¹Ý~ÞJã�â��MÝ
(In)n≥0

ág� â���Þ��:à&�1
JÝJÞÏá�Ý
MaxNAE E−2−Sat

Ý��)ã2�¹ÝGÞPã�â|�MÝ
(s̃n)n≥0

ág� ØJÖ��Râ%Ü²àÚ¨Ø+
/à�ã
ä»×EÝPÚ¨à �Râ8��ÝPÜ¶Ý��a�·�
V
á�Ý�
JÝJÞßâ8��Þ��:à&�1
JÝJÞ��°ã�â����P×Pâ Í#Ý��a�

δNAE(In, s̃n) −→
n→+∞

1/3.

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
¶T®�� w �AÂ
¦¨§~­�¦¯¡°�ç¦¯ °¦kµ w ¡U�n§n¦¨±e¡°©Ï®³�²º
�A®¯¡°¬�©

ωNAE(I)
µ w ¬`�`¡�¥�¦¨©E¡Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«��<ªÓµ�¬ç±e«�¦¨�`�Lµ w ¡°��µ�«����`¡°©

¬��È±²¦¨�`«�©/�A��§Bª�¥�¬�¦¯� z ¬`¡Ñ®¯¡#©/�A¥�¥¹«�©n§Zµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®`¡U�n§Nª�¥¹«�¬�©W¬��²¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Gµ�¡Ñ±¶�9·�¦¨±²¦¯�J�A§n¦¯«��<ªAÐ7«��` °§n¦¯«��
µ�´U °©E«�¦¯�E�/�A��§E¡¶µ�¡È®³�¸º��A®¯¡°¬�©

ωNAE(I)
¾ ¨ �¼�`«�§E¡²§E«�¬�Ò3«�¬�©E�

LP
¡°§
LQ

®¯¡U�ß¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�ßµ�¡²º��A©n¦³�A­�®¯¡U�
µ�¡

XP
¡°§
XQ

±²¦¯�/¡°�ÏÌ ¯ ¥¤�A©,®³�²�E«�®¨¬�§n¦¯«��
T ′
 U«��`�E¦¯µ�´°©E´U¡
¾

T ′
�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨§

n(n− 1)− `P (n− `P )− `Q(n− `Q)

 °®³�A¬`�E¡U�¢µ`¡
PP

¡°§
QQ

ª¹�E«�¦¨§L¬��Á±²¦¨��¦¨±Ê¬�±Ëµ�¡
n(n/2 − 1)

 °®¯�A¬¤�E¡U� z ¬¤�A�`µ
`P = `Q = n/2

¾��'�A©
�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nª��n¬�©

PQ
ª�§E«�¬�§E¡L�E«�®¨¬�§n¦¯«��¸º�´°©n¦��¤¡¢�A¬»±e«�¦¨�`�N¾¨¾¨¾ ¯  °®³�A¬`�E¡*ê2�<¡L±²¦¨��¦¨±Ê¬�± µ�¡Ï®³�Ê�E«�±²±e¡¢´°§/�A��§

±²¦¨�`«�©E´U¡�¥¤�A©G®³�È�E«�±²±e¡�µ�¡U�G±²¦¨��¦¨±¶��ª¤«��Õ¡°�çµ�´Uµ�¬�¦¨§
ωNAE(I) ≥ n(n/2− 1)

ª�¡°§,®³�² U«��` °®¨¬`�n¦¯«��

δNAE(I, T ) ≤
n(n− 1)− n(n/2− 1)

n(n− 1) + (n− h)2 − n(n/2− 1)
∼

n→+∞

n2/2

3n2/2
= 1/3 ¦

Î�í@Î �.F'ñkð,÷ ¼ B1½Êó/ðCB ¼ D ö õ'ô�ù}F'ô1½ÊówBÓðCBÓô
.Ï�`¡ÉÐ7«�¦¨� µ�¡Õ¥�®¨¬`�BªZ�`«�¬`�¶®¨¦¯�n§E«��`�»Ì¼® w �A¦¯µ�¡ µ w ¬�� §/�A­�®¯¡N�A¬ ®¯¡U� µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§E� ©E´U�n¬�®¨§/�A§E�»´°º>« z ¬`´U�»Ì

® w «� U N���n¦¯«���µ�¡� U¡� /£¤�A¥�¦¨§n©E¡
¾



ÄNÃ ?

õ ��ya�7s8ö2÷±r<ù�y1wuv�{�} � � � e�s8�Zv�v+r ���Z~�~�ya�0z �Dy1{�v�{|wu�Z�ar
ñÏ´U�n¬�®¨§/�A§E�~�A��§E´°©n¦¯¡°¬�©E�

MaxSat+ Sat
� 4lP !

GLO k/(k + 1) 1−
­¹«�©n�`´

Max 2− − CCSP
�1Ã�!

CGLO 1/4 1−
­¹«�©n�`´

¿Ï«�§n©E¡� U«���§n©n¦¨­�¬�§n¦¯«��
MaxSat CGLO 1/2 1−

­¹«�©n�`´
Maxk+ − Sat, k ≥ 2 CGLO (k + 1)/(k + 2) 1−

­¹«�©n�`´
MaxNAE k+ − Sat, k ≥ 3 CGLO k/(k + 1) 1−

­¹«�©n�`´
MaxNAE 2+ − Sat CGLO 1/2 ∀h ∈ N :

�9à�Ú¯ÝPã�×ßÚ â�ÜÈâ|�MÝ
Maxk+ − Sat, k ≥ 2 GCGLO 2k/(2k + 1) 1−

­¹«�©n�`´
(
Ø�Ù��UÝ�
��Râ ,Êà�Ú��I�P×��

MaxNAE Sat)

Max 2− CCSP CGLO 1/3 ∀h ∈ N :
�9à�Ú¯ÝPã�×ÊÚ�â%ÜÈâ��MÝ

Max 2− CCSP` CGLO[δ] 1/4 1−
­¹«�©n�`´



ÄNÃ
Ã

� ���������! #" �

� 9 ���(>�/21W����� �������
GLO[δ]

��/
APX [δ]

¿L«�¬`�W¥`©E«�¥¹«
�E«��`�Zµ`�A�`�Z U¡, /£¤�A¥�¦¨§n©E¡Gµ�¡, U«�±²¥¤�A©E¡°©v®¯¡,µ�¡°Â
©E´,µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¤µ w ¬��`¡
¥¤�A©n§Nª�®³�ßÂ��A©/�A��§n¦¯¡¢µ�¡ z ¬¤�A®¨¦¨§E´¢µ�¡U�#«�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·»µ w �A¬�§n©E¡¢¥¤�A©n§Nª�µ�¡Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�G¡°�»®¯¡U�, U«���Ð%©E«���§/�A��§
¥¤�A©~©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�N¾1�<¡U�~©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�Ï¦¨±²¥�®¨¦ z ¬`´U¡U�~¥¹«�¬�©~® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�¤ U¡È�A¬�·Õ °®³���E�E¡U�

GLO[R]
�E«���§~µ�¡

µ�¦�ÁO´°©E¡°��§E�k§TÅ�¥¹¡U�#å5×E�ná�ãZ
��Râ7Ø&��ÞGà�©_�¹ÝPÞE5i,UØ�×��MÝPÜ¶Ý��a��à�©_�¹ÝJÞ65§
/Ø&�a�Râ��`ã�ÝPÞE5
LOC ′

Ø�ã
LOC

�M×��Eá�ãZ
��Râ7Ø&��Þnæ¹Ô
�A¬`�E�n¦:ª�¥¹«�¬�©~¥�®¨¬`�Gµ�¡�®¨¦¯�n¦¨­�¦¨®¨¦¨§E´
ª�¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¯�/«��`� x �`«�¬`�L�A¬Õ¥�©E´N�A®³�A­�®¯¡ z ¬`¡°® z ¬`¡U�,�`«�§/�A§n¦¯«��`�N¾a.~�`¡�©E´Uµ�¬`  x
§n¦¯«�� ¥�©E´U�E¡°©nº
�A��§k® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` U¡GÌ

GLO
å3×EÝJÞ:Ö§µ

CGLO
æ�µ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
ÌG¬��Ê¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π′
�E¡°©/�

�`«�§E´U¡
Π

G[δ](τ,σ(h))
∝ Π′

å5×EÝPÞ:Ö§µ
Π

CG[δ](τ,σ)
∝ Π′

æ z ¬¤�A�`µOªÀ¥¹«�¬�©�§E«�¬�§E¡² U«��`�n§/�A��§E¡
h
ªO�n¦W®¯¡U��«�¥�§n¦¨±¶�

h
x

®¯«� N�A¬�·Áå5×EÝPÞ:Ö§µ
h
x ®¯«� N�A¬�· ±²¦¨©E«�¦¨©E�Jæ µ�¡

Π′
Â��A©/�A��§n¦¯�E�/¡°��§#¬��»©/�A¥�¥¹«�©n§,µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®

r
µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��

�A®¯«�©E� §E«�¬�§Ñ«�¥�§n¦¨±Ê¬`±
σ(h)

x ®¯«� N�A®'å5×EÝJÞMÖ§µ
σ(h)

x ®¯«� N�A®¹±²¦¨©E«�¦¨©Jævµ�¡
Π
Â��A©/�A��§n¦¨§Ñ¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§#µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®

τ × r
µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���¾

��¡U�#¥�©E¡°¬�º�¡U�Gµ�¡¢ U¡� /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�� w �A¥�¥�¬�¦¯¡°©E«���§G®¯¡L¥�®¨¬`�G�E«�¬�º�¡°��§,�n¬�©,µ�¡U�,©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�Ï�9èe�`¡U�Nª z ¬�¦O®³�
¥�®¨¬�¥¤�A©n§vµ�¬e§E¡°±²¥`�Nª>�E«���§v�A¬`�E�n¦`¡°§'­�¦¯¡°� z ¬`¡#�`«�¬`�Z�`¡#® w ¡P·�¥�®¨¦¯ °¦¨§n¦¯«��`�Z¥¤���Nª>µ�¡U�'©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�v U«���§n¦¨��¬`¡U��Ô
«�©NªW  w ¡U�E§²�E«�¬�º�¡°��§² U¡¸µ�¡°©n��¦¯¡°© ���n¥¹¡U °§ z ¬�¦#¥¹¡°©n±e¡°§Nª'¡°� ©E¡°®¨¦³�A��§²®¯¡U�²«�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�· µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
¦¨��¦¨§n¦³�A®��A¬�· �E«�®¨¬�§n¦¯«��`�¸µ�¬ ¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡ ¦¨±¶�AÂ>¡
ª#µ w ´°§/�A­�®¨¦¨©»®³� ¥�©E´U�E¡°©nº��A§n¦¯«���µ�¡ç® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�¤ U¡ �A¬�·
 °®³���E�E¡U�

GLO
¾

� íJî h ð��Êô|óEõ'ô��,ùÀð,÷ÈÿÊõ'ô
��¡U�Ï©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�� U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡U�¢µ`�A�`�L U¡°§n§E¡ �E¡U °§n¦¯«�� �`¡ �E«���§Ï¥¤���Ï�`«�¬�º�¡°®¨®¯¡U�<Ô¹�n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§NªÀ¡P� ®¯¡U�

©E¡°º�¦¯�n¦¨§/�A��§Nª>�`«�¬`�v¡P·�£`¦é­¹«��¤�Z¬��`¡G©n¦¯ /£`¡U�E�E¡,�`«�� ¡P·�¥�®¯«�¦¨§E´U¡ÏÌÑÒn«�¬�©<Æ
§E«�¬�§E¡U� �E«���§vµ�¡U�Z©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�Ñ U«���§n¦ x
��¬`¡U�#¥�©E«�¥¹«
�E´U¡U�#¥¹«�¬�©#¥�©E´U�E¡°©nº�¡P©#®¯¡L©/�A¥�¥¹«�©n§, °®³���E�E¦ z ¬`¡Lµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ª��`«�¬`�Ñ±e«���§n©E«��`� z ¬ w ¡°®¨®¯¡U�
¥�©E´U�E¡°©nº�¡°��§Nª�±e«�µ�¬�®¯« z ¬`¡°® z ¬`¡U�~�A©n©/�A��Â>¡°±e¡°��§/�~¥¤�A©3Ð7«�¦¯�Nª��`«��ç�/¡P¬`®¨¡°±e¡°��§L�A¬¤�E�n¦O®¯¡�©/�A¥�¥¹«�©n§Ïµ�¦�ÁO´°©E¡°� x
§n¦¯¡°®Oµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ª�±¶�A¦¯�,´°Â��A®¯¡°±e¡°��§G®¯¡U�#�n§n©n¬` °§n¬�©E¡U�Gµ�¡Lº>«�¦¯�E¦¨�¤�AÂ>¡
¾;:Ñ¡U�#©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�G U«��` U¡°©n�`¡°��§



ÄNÃ 4

�`«�§/�A±²±e¡°��§¢®¯¡U�~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
MinV C

ª
Max IS

¡°§
MinSC

z ¬`¡��`«�¬`�¢�Nº�«��`�Ïµ�´5ÒEÌ¶¡°¬ç® w «� U N���n¦¯«��
µ w �A­¹«�©Eµ�¡°©²µ�¬ ¥¹«�¦¨��§ µ�¡¶º�¬`¡ µ�¡U�Ê °®³���/�E¡U�

GLO[R]
�A¬�·  /£¤�A¥�¦¨§n©E¡U�²ÃÕ¡°§ 4 ªk�A¦¨�`�n¦ z ¬ w ¬�� �`«�¬�º�¡N�A¬

¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ª
MaxCB

¾
� GIHJGIH �¡]KUgY[N#Pn`�SIi�P�\eS#fgd j�fuY�`¡NIPRWmfgY��gL;` \eY�`eLOQÂÊ¦LadTi�Lab_í�N#Lai

MinRSSC
å%¥¹«�¬�©�æ~ÝV9
ã�Ú¨à�× ÌÀÝ��|�MÞJâg]BÝ ÌÀÝ��<�'Ø&�AÝ°×næ»µ�´U�n¦¨Â
�`¡ ®³� ©E¡U�n§n©E¦¨ °§n¦¯«�� µ�¬ø¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡

 U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡¢µ w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�ÌÊµ�¡U�Ñ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
(C, S)

µ�«���§Ñ®¯¡U�#�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�
sj
µ�¡Ï®³��Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡

S
�/«���§

§E«�¬`�~µ�¡¢±e½°±e¡�§/�A¦¨®¨®¯¡
¾
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���|�a�

MinSC
G[δ](1,h)
↔ MinRSSC

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ � w ¦¨�`�n¥�¦¨©/�A��§¶µ�¡É®³� ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��  U«���§n¦¨��¬`¡ç¥�©E«�¥¹«
�E´U¡çµ`�A�`��� P C�!MªZ«��  U«��;�U«�¦¨§ ¬��`¡É�`«�¬�º�¡°®¨®¯¡
©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� z ¬�¦<¡U�n§~ÌÈ®³�ÊÐ7«�¦¯�!,°Ø
×��MÝPÜ¶Ý��1�Ñà�©_�¹Ý#¡°§

LOC ′
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾

ê�«�¦¨§
I = (C, S)

¬��`¡G¦¨�`�n§/�A�` U¡Ïµ�¡
MinSC

ª�«��¶�`«�§E¡
γ
å5×EÝJÞ:ÖJµ

Γ
æW®³�¢§/�A¦¨®¨®¯¡Ïµ�¬¶¥�®¨¬`�v¥¹¡°§n¦¨§Lå5×EÝPÞ:Ö§µ

µ�¬ ¥�®¨¬`�¢Â
©/�A�`µ¤æ¢�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡eµ�¡
S
ÔO«��¼���/�E«� °¦¯¡²�A®¯«�©E�ßÌ

I
® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡

Ĩ = (C̃, S̃)
�n¬�¦¨º
�A��§E¡Èµ�¡

MinRSSC
Æ

C̃ = C ∪D ∪ E
�Nº�¡U 

D = {d1, ..., dΓ−γ}
¡°§
E = {e1, ..., eγ}

S̃ = Ŝ ∪ {ŝ0}
�Nº�¡U 

Ŝ = {ŝ1, ..., ŝn} : ∀j = 1, ..., n, ŝi = sj ∪ {d1, ..., dΓ−|sj |}¡°§
ŝ0 = D ∪ E.

¤)º
�A��§L§E«�¬�§E¡È /£`«
�E¡
ª¹�`«�§E«��`� z ¬`¡ ®³�  U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«��¼µ�¡ ® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′
�E¡ßÐ:�A¦¨§¢¡°� §/¡P±²¥¤�L¥¹«�®¨Å��`« x

±²¦³�A®Z¡°� ®³� §/�A¦¨®¨®¯¡
max{n,m}

µ�¡È® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡²¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
ªO¥�¬�¦¯� z ¬ w ¡°®¨®¨¡e U«��`�n¦¯�n§E¡²¡U�E�E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡°±e¡°��§ß¡°� ®¯¡
¥¤�A©E U«�¬�©E�Nª�®¯¡�µ�´°�`«�±Ê­�©E¡°±e¡°��§~¥�¬�¦¯�#®³�  U«�±²¥�®¯´°§n¦¯«��çµ�¡U�

m
�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�,µ`¡

I
¾�¿L«�¬`�,´°§/�A­�®¨¦¯�E�E«��`�

ÌÊ¥�©E´U�E¡°��§#®³�ßÐR«�©n§E¡��9èe��¦¨§E´�µ�¡¢ U¡°§n§E¡L©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��ç¡°�»¥�©E¡°�¤�A��§#¥¹«�¬�©,§n©/�A�`�3ÐR«�©E±¶�A§n¦¯«�� åR´°Â��A®¯¡°±e¡°��§,¥¹« x
®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡ ¡°�

|I|
æ�µ w ¬��`¡  U«�¬�º>¡°©n§n¬�©E¡

S̃′
µ�¡

C̃
¡°� ¬��`¡¶ U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡ µ�¡

C
®³�ç U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«��

g(S̃′)�n¬�¦¨º
�A��§E¡'Æ
∀S̃′ ∈ SolRSSC(I

′), g(S̃′) =
⋃

j 6=0/ŝj∈S̃′

{sj}.

�<¡È�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
ŝ0
´°§/�A��§¢�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡²Ì ®³�  U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡Èµ�¡U��´°®¯´°±e¡°��§E��µ�¡

E
¡°§��n¬�è¶�/�A��§�Ì  U¡°®¨®¯¡

µ�¡U�v´°®¯´°±e¡°��§E�vµ�¡
D
ª�®³�¢§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��¶¥�©E«�¥¹«
�E´U¡~¡°��§n©E¡G®¨¡U�v¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U� µ�¡G�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�vµ�¡U�Z¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

I
¡°§
I ′
¡U�n§G °®³�A¦¨©E¡°±e¡°��§Ï­�¦ Ò3¡U °§n¦¨º�¡
ª`µ w ¦¨��º>¡°©E�/¡¢®³�È§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��ç¦¨��º>¡°©E�/¡

g−1
µ�´��`��¦¯¡�¥¤�A©<Æ

∀S′ ∈ SolSC(I), g
−1(S′) =

⋃

j / sj∈S′

{ŝj} ∪ {ŝ0}.



ÄNÃ �

�¢¡e¥�®¨¬`�Bª
g
®¨¦¯¡¶®¨¡U�Êº
�A®¯¡°¬�©E�Êµ�¡U� �E«�®¨¬�§n¦¯«��`� ¥¤�A©Ê¬��`¡¶©E¡°®³�A§n¦¯«�� �9èe�`¡ µ�¡¶¥¤�A©/�A±eÇ°§n©E¡U�

KI = −1
¡°§

kI = 1
Æ

∀S̃′ ∈ SolRSSC(I
′), |g(S̃′)| = |S̃′| − 1.

��� ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��|ÐR«�©n§E¡°±e¡°��§��9èe�`¡ ���E�n¬�©E¡Á§E«�¬�Ò3«�¬�©E�É®¯¡U�É¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�çµ�¡ �n¬�©RÒn¡U °§n¦¨º�¦¨§E´ ¡°§Õµ�¡ �n§n©n¦¯ °§E¡
±e«��`«�§E«���¦¯¡
ª`¡°§#µ`�A�`�, U¡¢ N���Ñ¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©Nª�®³�Ê�E¬�©RÒ3¡U °§n¦¨º�¦¨§E´¢µ�¡Ïº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
ª�¥�¬�¦¯� z ¬`¡L®¯¡U�#µ�¦¯�n§/�A�` U¡U�G�E«���§
¥�©E´U�E¡°©nº�´U¡U�Lµ w ¬��`¡Ê¦é�¤�n§/�A�` U¡ Ìe® w �A¬�§n©E¡
ª¹�n¦)®³�¶µ�¦¯�n§/�A�` U¡ ¡°��§n©E¡Êµ�¡°¬�·� U«�¬�º>¡°©n§n¬�©E¡U�¢¡U�n§Ï±e¡U�n¬�©E´U¡ �n¬�©

I U«�±²±e¡ß�n¬�©
I ′
¥¤�A©,®¯¡°¬�©~µ�¦�ÁO´°©E¡°�` U¡ß�nÅ�±e´°§n©n¦ z ¬`¡'Æ

∀ S̃′, T̃ ′ ∈ SolRSSC(I
′), d(S̃′, T̃ ′) = d(g(S̃)′, d(T̃ ′)).

:Ñ¡°§n§E¡v¥�©E´U�E¡°©nº��A§n¦¯«�� µ�¡U�)µ�¦¯�n§/�A�` U¡U�)�`«�¬`�k���E�n¬�©E¡Z¥¹«�¬�©�§E«�¬�§E¡  U«��`�n§/�A��§E¡
h
¡°§�§E«�¬�§)º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x ­¹«�©n�`´

V
�n¬�©

I ′
µ�¡�º>´°©n¦��¤¡°©Nª`¡°�Õ¥�©E¡°�¤�A��§Ï�n¬�©

I
®¯¡¢±e½°±e¡�º>«�¦¯�E¦¨�¤�AÂ>¡'Æ

∀S̃′ ∈ SolRSSC(I
′), g(V(I ′, S̃′) = V(I, g(S̃′)).

��� ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��  U«�±Ê­�¦¨�¤�A��§ ®¯¡U�eº�¡°©n§n¬`�¶µ w ¬��`¡
A[δ]

x ¡°§¶µ w ¬��¤¡
LOC ′

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ªÑ¡°®¨®¯¡ç¡U�n§e¬��`¡
G
x

©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
¦

� GIHJG8³ KM];j�fudTQT];`eP�\eS#fgd j¾fgY�`¡NIPRWmfgY��gL;` \eY�`�LÍQÂÊ¦Lad[i0L1b_í[N#L
�¢¡°©n©n¦¯Ç°©E¡

MinWSC
å%¥¹«�¬�©��²ÝPâÐ9�- �MÝEá%ÌOÝ��¾�'Ø&��ÝP×næ �E¡Ï N�� /£`¡°��§#®¨¡U�Ñ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

(C, S, p)
µ�¬ ¥�©E« x

­�®¯Ç°±e¡~µ�¡G U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡~µ w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡~µ�«���§v®¯¡U�v�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�
sj
µ�¡,®³�LÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡

S
�E«���§Z¥¹«��`µ�´°©E´U�v¥¤�A©

p : S → N? ÔA¦¨®��`¡,� w �AÂ
¦¨§'¥�®¨¬`�Z�A®¯«�©E�Zµ�¡Ñ©E¡U U«�¬�º�©n¦¨© C ¥¤�A©'¬��È�`«�±Ê­�©/¡#±²¦¨��¦¨±Ê¬�± µ�¡#�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�åR´ z ¬�¦¨¥¹«��`µ�´°©/�A§n¦¯«��ÓæPª`±¶�A¦¯�#¥¤�A©#¬��`¡LÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡�µ�¡¢�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�,µ�«���§,®³� �E«�±²±e¡�µ�¡U�#¥¹«�¦¯µ��,¡U�E§Ñ±²¦ x
��¦¨±Ê¬�±Õ¾ ¨ � �`«�§E¡

MinWSC(k)
®³� ©E¡U�E§n©n¦¯ °§n¦¯«�� Ì»µ�¡U��¥¹«�¦¯µ��ß�A¬ ¥�®¨¬`�

nk ¡°§ MinWSC − ∆
®³�

©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��¸Ì�¦¨�`�n§/�A�` U¡U�v§E¡°®¨®¯¡U� z ¬`¡~ /£¤� z ¬`¡~´°®¯´°±e¡°��§
ci
�A¥�¥¤�A©/�0/¯§Ñµ`�A�`�Ñ�A¬¶¥�®¨¬`�

∆
�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�<Ô

¡°�m�`�<ªO¥¹«�¬�©�¬��`¡È¦¨�`�n§/�A�` U¡eµ�«����`´U¡e U«���§E¡°�¤�A��§
n
�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�

sj
ª
pmin

µ�´U�n¦¨Â
�`¡È®¯¡È¥�®¨¬`��¥¹¡°§n¦¨§
µ�¡U�,¥¹«�¦¯µ��

p1, ..., pn
¾

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO�����n�

MinWSC(k)−∆
G[δ](1,bh/pminc)

∝ MinSC −∆

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ�«��¼±e«���§n©E¡ z ¬`¡È®³�¸©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��  U«���§n¦¨��¬`¡e¥�©E«�¥¹«
�E´U¡eµ`�A�`�x� P C0!Z¥�©/´°�/¡°©nº>¡²®¯¡È©/�A¥�¥¹«�©n§Êµ�¦�ÁÀ´ x
©E¡°��§n¦¯¡°®)¡P§G®³�È®¯«� N�A®¨¦¨§E´�¥¤�A©

LOC
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾

ê�«�¦¨§
I = (C, S, p)

å
|C| = m

¡°§
|S| = n

æPª¤¬��`¡Ê¦¨�`�n§/�A�¤ °¡Èµ�¡
MinWSC(k) −∆

Ô¤¥¹«�¬�©L§E«�¬�§
´°®¯´°±e¡°��§eÌ� U«�¬�º�©n¦¨©

ci
å
i = 1, ...,m

æPª)«�� �`«�§E¡
di = |{j = 1, ..., n / ci ∈ sj}|

®¨¡»�`«�±Ê­�©E¡¸µ�¡U�



ÄNÃ C

�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U� ®¨¡» U«���§E¡°�¤�A��§²¡°§
Γ(ci) = {sj1 , ..., sj` , ..., sjdi}

®³�Õ®¨¦¯�n§E¡»µ�¡  U¡U� �E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�N¾
¨ � ���E�E«� °¦¯¡ßÌ² /£¤� z ¬`¡ß�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

sj
¥¹«�¬�©

j
µ�¡eÄÊÌ

n pj
�E«�¬`� x ¡°�`�/¡P± ­�®¯¡°�

s1j , ..., s
k
j , ..., s

pj
j

¡°§
ÌÕ /£¤� z ¬`¡ ´°®¯´°±e¡°��§

ci
¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

C̃i
µ�¡ ∏di

l=1 pj`
´°®¯´°±e¡°��§E�

ci(x1, ..., x`, ..., xdi)
¦¨�`µ�¡P·�´U�Ê¥¤�A©

di
¦¨�`µ�¦¯ U¡U�

x1
ª¨¾¨¾¨¾¨ª

xl
ª¨¾¨¾¨¾¨ª

xdi
Ô�® w ¦¨�`µ�¦¯ U¡

x`
ª z ¬�¦À©E¡°¥�©E´U�E¡°��§E¡¢®¯¡

`
¦¯Ç°±e¡¢�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

sj`
 U«���§E¡°�¤�A��§

ci
ª

¡U�n§~ÌÈº��A®¯¡°¬�©~µ`�A�`�
[1, pj` ]

¾ ¨ �Õ�`«�§E¡
C̃i
® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ßµ�¡U�G U«�¥�¦¯¡U�~µ�¡�® w ´°®¯´°±e¡°��§

ci
¾

��¡U�G N�A©/�� °§E´°©n¦¯�n§E¦ z ¬`¡U�Ïµ�¡�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
Ĩ = (C̃, S̃)

�A¦¨�`�n¦< U«��`�E§n©n¬�¦¨§E¡��E«���§Gµ�«��` �®¯¡U�G�E¬�¦¨º��A��§E¡U�<Æ
C̃ =

m⋃
i=1

C̃i, C̃i =
di⋃
l=1

pj⋃̀
x`=1
{ci(x1, ..., x`, ..., xdi)} ⇒ |C̃| =

m∑
i=1

di∏
l=1

pj` ≤ m× nk×∆

S̃ =
n⋃

j=1

pj⋃
k=1

{skj } ⇒ |S̃| =
n∑

j=1
pj ≤ n× nk.

�W«�¬�©G�� /£`¡°º>¡°©#®³�  U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«��<ª�¦¨®¹©E¡U�n§E¡�ÌÊµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©Nª�´°§/�A��§,µ�«����`´L¬��É U«�¬�¥�®¯¡
(ci, sj`)

ª� U«�± x
±e¡°��§ �E«���§ß©E´°¥¤�A©n§n¦¯�Ê®¯¡U�Ê´°®¯´°±e¡°��§E� µ�¡

C̃i
¥¤�A©n±²¦ ®¯¡U�

pj`
 U«�¥�¦¯¡U�

s1j` , ..., s
k
j`
, ..., s

pj`
j`

µ�¡e® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
sj`
Ô� U¡°®³�ß¡U�n§ZÐ:�A¦¨§ µ�¡Ï�E«�©n§E¡ z ¬`¡~®¯¡U� �E«�¬`� x ¡P�¤�E¡°±Ê­�®¯¡U�

s1j` , ..., s
k
j`
, ..., s

pj`
j`

¦¨�`µ�¬�¦¯�E¡°��§ ¬��¤¡G¥¤�A©n§E¦é§E¦¨«��Éµ�¡
c̃i
å5â#µ�Ý�µ�µ�¡¶�E«�©n§E¡ z ¬`¡e /£¤� z ¬`¡¶ U«�¥�¦¯¡

ci(x1, ..., x`, ..., xdi)
µ�¡

ci
�E«�¦¨§ß U«���§E¡°��¬`¡ µ`�A�`�ß¬��`¡e¬���¦ z ¬`¡

 U«�¥�¦¯¡
skj`
µ�¡

sj`
æ¹Æ

∀i = 1, ...,m, ∀l = 1, ..., di, ∀k = 1, ..., pj` ,

C̃i ∩ skj` =
⋃
h6=`

pih⋃
xh=1
{ci(x1, ..., xl−1, k, xl+1, ..., xdi)}.

: £¤� z ¬`¡ß U«�¥�¦¯¡
sjk
`

µ�¡
sj`
 U«���§n¦¯¡°��§Lµ�«��` Ê�A¬�§/�A��§Ïµ�¡ß U«�¥�¦¯¡U�Ïµ�¡

ci
z ¬`¡�®¯¡�¥�©E«�µ�¬�¦¨§Lµ�¡U�G¥¹«�¦¯µ��Ïµ`�A�¤�

® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡Ê¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡ µ�¡U�L�A¬�§n©E¡U�L�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�L U«���§E¡°�¤�A��§
ci
¾�:Ñ«�±²±e¡  /£¤� z ¬`¡Ê´°®¯´°±e¡°��§

ci
µ�¡

sj`¦¨�`µ�¬�¦¯�/�A��§#�A¦¨�`�n¦
pj1× ....×pjl−1×pjl+1× ...×pjdi

´°®¯´°±e¡°��§E�
ci(x1, ..., xl−1, k, xl+1, ..., xdi)

µ`�A�`�
skj`
ª�®³� §/�A¦¨®¨®¯¡�µ�¡�§E«�¬�§~�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

skj`
¡U�n§Gµ�«����`´U¡�¥¤�A©<Æ

|skj` | =
∑

ci∈sj

∏

sh 6=sj∈Γ(ci)

ph ≤ m× nk×(∆−1).

ô'�m�`�<ª�®¯¡¢�`«�±Ê­�©E¡�µ�¡¢�E«�¬`� x ¡P�¤�E¡°±Ê­�®¯¡U�, U«���§E¡°�¤�A��§G¬��É´°®¯´°±e¡°��§
ci(x1, ..., xl−1, x`, xl+1, ..., xdi)

¡U�n§
®¯¡¢±e½°±e¡ z ¬`¡L®¯¡¢�`«�±Ê­�©E¡

di
µ�¡��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�G U«���§E¡°�¤�A��§G® w ´°®¯´°±e¡°��§Ï«�©n¦¨Â
¦¨�`¡°®

ci
¥�¬�¦¯� z ¬`¡� /£¤� z ¬`¡

Ð:�A±²¦¨®¨®¨¡
s1j , ..., s

pj
j

¦¨�`µ�¬�¦¨§G¬��`¡�¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«���µ�¡U�
ci(x1, ..., xl, ..., xdi)

Æ
∀i = 1, ..., n, ∀l = 1, ..., di, ∀xl ∈ [1, pjl ], d(ci(x1, ..., xl, ..., xdi)) = di ≤ ∆.

¤Ï¦¨�`�n¦:ª�¥¹«�¬�©Ïµ�¡U�G¥¹«�¦¯µ��G­¹«�©n�`´U�~¥¤�A©
nk ¡°§Ïµ�¡U�~µ�¡°Â
©E´U�Êå(�¹Ø�Ü¶ÙP×EÝ á�ÝßÞ°Ø�ã�Þ6�nÝ���ÞNÝPÜ¶ÙPÚ¯ÝJÞÀ
EØ&�1�MÝ��Óà&�a� ã2�

Üx	PÜ¶Ý�ÞUØ�ÜÈÜeÝ��³æ ­¹«�©n�`´U�G¥¤�A©,¬��`¡� U«��`�n§/�A��§/¡
∆
ª�®³�È U«��`�n§E©n¬` °§n¦¯«��Õ¥�©/«�¥¹«
�E´U¡��E¡LÐ:�A¦¨§,­�¦¯¡°�ç¡°�É§E¡°±²¥`�

¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®À¡°� ®³�ß§/�A¦¨®¨®¯¡
max{m,n}

µ�¡~® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡L¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
¾�� w ¬��`¡L�E«�®¨¬�§n¦¯«��
S ′ = {sj1 , ..., sjp}

µ�¡



ÄNÃ P

º
�A®¯¡°¬�© ∑p
h=1 pjh

�n¬�©
I
ª9«�� ¥¹¡°¬�§Wµ�´Uµ�¬�¦¨©E¡Ñ®³�Ï�E«�®¨¬�§n¦¯«��

g′(S′) = {s1j1 , ..., s
pj1
j1
}∪......∪{s1jp , ..., s

pjp
jp
}µ�¡,±e½°±e¡Gº
�A®¯¡°¬�©v�n¬`©

Ĩ
Ô
©E´U °¦¨¥�©E« z ¬`¡°±e¡°��§Nª��`«�¬`� �A®¨®¯«��`�v±e«���§n©E¡°© z ¬`¡,§E«�¬�§E¡~�E«�®¨¬�§n¦¯«��çÜÈâ8�`â%Üeà�Ú¯ÝW�n¬�©

Ĩ
 U«���§n¦¯¡°��§Nª
¥¹«�¬�©'§E«�¬�§E¡ÑÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡

{s1j , ..., s
pj
j }
ª��E«�¦¨§W§E«�¬�§Z�E«�¦¨§Z�A¬` °¬��e´°®¯´°±e¡°��§Zµ�¡Ñ®³�ÏÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡'Æ>�A®¯«�©E�'µ�¡

§E«�¬�§E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��
S̃′
�n¬�©

Ĩ
µ�¡Lº��A®¯¡°¬�©

mSC(Ĩ , S̃
′)
«��É�/�A¬�©/�A¦¨§,µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡¢¬��`¡¢�/«�®¨¬�§n¦¯«��

g(S̃′)
µ�¡Lº��A®¯¡°¬�©

¦¨��Ð7´°©n¦¯¡°¬�©E¡#«�¬²´°Â��A®¯¡#�n¬�©
I
ªA¡°�È¥�®³�&�N�A��§Z�n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§Zµ`�A�`�

g(S̃′)
§E«�¬`�k®¯¡U�'�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

sj
µ`«���§W®³�

Ð:�A±²¦¨®¨®¨¡,���/�E«� °¦¯´U¡
{s1j , ..., s

pj
j }
¡U�E§k§E«�§/�A®¯¡°±e¡°��§'¦¨�` U«�©n¥¹«�©E´U¡GÌ~®³�L�E«�®¨¬�§n¦¯«��

S̃′
¾�ô'�²¡�ÁO¡°§Nª9®³�Ï©E´°¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��

µ�¡U�
ci(x1, ..., xdi)

¡°��§n©E¡²®¯¡U���E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�
skj`
µ w ¬��`¡ÈÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡È�¤«�¬`�ß���E�n¬�©E¡ z ¬`¡È§E«�¬�§E¡e�E«�®¨¬�§n¦¯«��

©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡¸�n¬�©
Ĩ
µ�«�¦¨§ ¥�©E¡°�`µ�©E¡ à�ã ÜeØ�â���Þ�¬��`¡¶Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡» U«�±²¥�®¯Ç°§E¡¸¥¤�A© ´°®¯´°±e¡°��§N¾Zê�¬�¥�¥¹«
�E«��`�Nª)¥¤�A©

¡P·�¡°±²¥�®¯¡
ª z ¬`¡
c1
�`¡Ê�E«�¦¨§L U«�¬�º�¡°©n§ z ¬`¡ß¥¤�A©Lµ�¡U�~Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡U�Ï¦¨�` U«�±²¥�®¯Ç°§E¡U�<ÔÀ�n¬�¥�¥¹«
�/«��`�Nª¤¥¤�A©L¡P·�¡°±²¥�®¯¡
ª

z ¬ w ¦¨®¹±¶�A� z ¬`¡¢®¯¡Ï¥`©E¡°±²¦¨¡°©~´°®¯´°±e¡°��§Gµ�¡¢ /£¤� z ¬`¡LÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡
ª��E«�¦¨§ z ¬`¡L®³� �E«�®¨¬�§n¦¯«��
S̃
�`¡¢ U«���§n¦¯¡°��§Ï�A¬` °¬��

µ�¡U�¸�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�
s1j1 , ..., s

1
j`
, ..., s1jd1

¥¹«�¬�©É U«�¬�º�©n¦¨©¸®¯¡U�É´°®¨´°±e¡°��§/�Éµ�¡
Ĩ
���/�E«� °¦¯´U�ÉÌ

c1
Ô ±¶�A¦¯�

�A®¯«�©E�Nª
��¬�®`�`¡G U«�¬�º�©n¦¨©/�A¦¨§v® w ´°®¨´°±e¡°��§
c1(1, ..., 1, ..., 1)

ê�J)«�¬�§E¡~�E«�®¨¬�§n¦¯«��e©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡~µ�¡°º
�A��§ ���E�E«� °¦¯¡°© Ì
 /£¤� z ¬`¡G´°®¯´°±e¡°��§v¬��`¡#Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡~ U«�±²¥�®¯ÇP§/¡�ª�¡°§v U¡P®³���n¬�è¶�/�A��§ Ì¢® w «�­�§E¡°��§n¦¯«�� µ w ¬��`¡~�E«�®¨¬�§n¦¯«��e©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡
ª
§E«�¬�§E¡¢Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡�¦¨�` U«�±²¥�®¯Ç°§E¡ß�/¡P©J�A¦é§~�n¬�¥¹¡°©�å`¬¤¡�¾ ¨ �Õº>´°©n¦��¤¡ß�A¦¯�E´°±e¡°��§~®¯¡U�,©E¡°®³�A§n¦¯«��`�<Æ

∀S̃′ ∈ SolSC(Ĩ), mWSC(I, g(S̃
′)) ≤ mSC(Ĩ , S̃

′)

∀S′ ∈ SolSC(I), mSC(Ĩ , g
′(S′)) = mWSC(I, S

′)

}
⇒ βSC(Ĩ) = βWSC(I)

¡°§ βSC(Ĩ) = βWSC(I)

ωSC(Ĩ) = ωWSC(I)

}
⇒ ∀S̃′ ∈ SolSC(Ĩ), δWSC(I, g(S̃

′)) ≥ δSC(Ĩ , S̃
′).

��¡L©/�A¥�¥¹«�©n§Gµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��ç¡U�n§#¥�©E´U�E¡°©nº�´L¥¤�A©#©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��Õ U«���§n¦¨��¬¤¡�ª z ¬ w ¡°�Õ¡°�E§ x ¦¨®Oµ�¡U�,«�¥�§n¦¨±¶�
®¯«� N�A¬�·~Í ¿Ï«�¬`�Õ±e«���§n©E«��`� z ¬ w ¦¨®�� w �AÂ
¦¨§É­�¦¯¡°�|®³Ì µ w ¬��`¡

LOC
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ªÏ¡°��¥¹«
�/�A��§

SSC(Ĩ) =

g′(SolWS(I))
å³Ö�Ø�ã�×ÑÞUÝ#Ú â%Ü â|�MÝP× ÞJã�×

Ĩ
à�ã�ä�ÞUØ�Ú�ãm�Râ7Ø&��Þ�
EØ ��Þ��Râ|�RãZ�/ÝJÞGá�Ý7,Uà�ÜÈâ�Ú�Ú¯ÝJÞ�
EØ
Ü~Ö¹Ú¨Û��MÝPÞnæPª
�Nº�¡U v¬��`¡

“
ÝEäJÖ�à&��ÞJâ7Ø&�

”
µ`¡�º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ßµ�¡�® w «�©Eµ�©E¡Êµ�¡

pmin = minn
j=1{pj}

ª�¥�¬�¦¯� z ¬`¡ß /£¤�A��Â>¡°©Ï® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` U¡
µ w ¬����E¡°¬�®,�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

sj
Ì�®³� �E«�®¨¬�§n¦¯«����E¬�©

I
©E¡°º�¦¯¡°��§¶Ì  U«��`�E¦¯µ�´°©E¡°©²® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` N¡Õµ�¡U�

pj�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�
s1j , ..., s

pj
j

Ì¢®³���E«�®¨¬�§n¦¯«�� �n¬�©
I ′
¾����LÐ7«��` °§n¦¯«��

g ◦g′
´°§/�A��§v® w ¦¯µ�¡°��§n¦¨§E´Ï�n¬�©

SolWS(I)
ª

®³�Õ U«��`µ�¦¨§n¦¯«��
(i)
µ�¡ÉÞJã�×��UÝ�
��Râ��Nâ|�I�ß¡U�n§ßº�´°©n¦��¤´U¡'Ô)¡°�` U«�©E¡ �E¬�©

SSC(Ĩ)
ª<§E«�¬�§E¡ �E«�®¨¬�§E¦¨«��

S̃′
¡U�n§ß®¨¦¯´U¡»Ì

�/�Ê¥�©E«AÒn¡U °§n¦¯«��É¥¤�A©
g
�n¬�©

SolWS(I)
¥¤�A©#®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«��ç�9èe�`¡

“mSC(Ĩ , S̃
′) = mWSC(I, g(S̃

′))”
ª z ¬�¦

±eÇ°�`¡Èµ�¦¨©E¡U °§E¡°±e¡°��§ßÌ¶®³�¶º>´°©n¦��¤ N�A§n¦¯«��¼µ�¡
(ii)

µ�¡ ÜeØ&�¹Ø �:Ø&�`â:ÝGÖ�à�×��Râ7Ý°Ú�Ú¨ÝU¾<ê�«�¦¨§
h
¬��`¡È U«��`�n§/�A��§E¡
ªÀ«��

 U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡,©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§v�E¬�©
Ĩ
¡°§
I
®¯¡U�'º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�

h
x ¡°§
bh/pminc

x ­¹«�©n�`´U�<Ô>�n¦�µ�¡°¬�·È�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
S̃′¡°§

T̃ ′
µ�¡

SSC(Ĩ)
�E«���§Z�A¬²¥�®¨¬`�

h
x µ�¦¯�n§/�A��§E¡U�~å%±e«�¦¨�`�Zµ�¡

(h+1)
�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�'®¯¡U�'�E´°¥¤�A©E¡°��§JæPª��A®¯«�©E�

®¯¡U�Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
g(S̃′)

¡°§
g(T̃ ′)

�E«���§ �A¬ ¥�®¨¬`�
h/pmin

x µ�¦¯�n§/�A��§E¡U� �n¬�©
I
ª<®¯¡e©E¡°§n©J�A¦é§È«�¬ ® w �AÒ3«�¬�§ µ w ¬��

�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡²�n¬�©
I
 U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ`�A��§Ê�A¬Á©/¡P§E©/�A¦¨§�«�¬¼Ì ® w �9Òn«�¬�§�µ w �A¬ ±e«�¦¨�`�

pmin
�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

 U«��`�n§n¦¨§n¬�§n¦éÐ7�Èµ w ¬��`¡ Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡»�n¬�©
Ĩ
Æ)  w ¡U�E§ ®³� ÚéØ�
/à�Ú â��I�

(iii)
Ô)©E¡U�n§E¡¸Ìçº�´°©n¦��¤¡°© ®³�  °«��¤µ�¦¨§n¦¯«��

(iv)
µ�¡

á>Ø�ÜÈâ��Óà&�1
JÝ°ª�±¶�A¦¯� �`«�¬`� ® w �Nº�«��`� µ�´5ÒEÌßµ�¦¨§Nª�®¯¡U�Ñ�E«�®¨¬�§n¦¯«��`� ±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡U�Ñ�`¡Ï U«�±²¥¹«�©n§E¡°��§#¥¤���Ñµ�¡GÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡
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¥¤�A©n§n¦¯¡°®¨®¯¡,¡°§'�A¦¨�`�n¦:ª9¬��²«�¥�§n¦¨±Ê¬�±
h
x ®¯«� N�A®��n¬�©

SSC(Ĩ)
¡U�n§'�GÐ7«�©n§n¦¯«�©n¦�«�¥�§n¦¨±Ê¬�±

h
x ®¯«� N�A®��n¬�©

SolSC(Ĩ)
¾

¿L«�¬`���Nº>«��`�¢¥�©E«�¬�º�´ z ¬`¡ ®³�»©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¼ U«���§E¦é��¬`¡È¥�©E«�¥¹«
�E´U¡eµ`�A�`�A� P C�!'¥�©E´U�E¡°©nº
�A¦é§��E¦¨±Ê¬�®¨§/�A�`´°±e¡°��§
®¯¡�©/�A¥�¥¹«�©n§~µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§E¦¨¡°®)¡°§G® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´�®¯«� N�A®¯¡
ª¤¡°®¨®¯¡�¡U�n§,¬��`¡

G[δ]
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

¦æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ý P ¾¨Ä�µ*:Ñ¡°§E¡,©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��e¥¹¡°©n±e¡°§vµ�¡,µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡,µ�¬²©/�A¥�¥¹«�©n§ZÂ��A©/�A��§n¦`¥¤�A©'®¯¡U�'«�¥�§E¦é±¶�²Ä x ®¯«� N�A¬�·µ�¡
MinSC

�n¬�©
I ′
¬��²©/�A¥�¥¹«�©n§v U«��`�n§/�A��§Zµ�¡U�'«�¥�§n¦¨±¶�²Ä x ®¯«� N�A¬�·²µ�¡

MinWSC
�n¬�©

I
ªA¥¹«�¬�©v�A¬�§/�A��§

z ¬`¡²®³�É§/�A¦¨®¨®¯¡¶µ�¡U�Ê�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�
sj
µ�¡e® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡¶¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡ ¡°§�®¯¡°¬�©Ê¥¹«�¦¯µ��

pi
�E«�¦¯¡°��§ß­¹«�©n�`´U�ß¥¤�A©µ�¡°¬�·¼ U«��`�n§J�A��§E¡U�

B
¡P§

K
ÔO§E«�¬�§E¡PÐ7«�¦¯�Nª� U¡e©/�A¥�¥¹«�©n§ «�­�§E¡°��¬ ¥¤�A©ß©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¡U�n§ßµ�«�±²¦¨�`´¶¥¤�A©Ê U¡°®¨¬�¦µ�«����`´¢¥¤�A©,®¯¡L§n£`´U«�©EÇ°±e¡ 4 ¾�C#Æ�®¯¡U�,�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�#±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡U�~µ�¡

I ′
Â��A©/�A��§n¦¯�E�E¡°��§~�A®¯«�©E�Gµ w �A¥�©EÇU�,®¯¡L±e½°±e¡§n£`´U«�©EÇ°±e¡�¬��Õ©/�A¥�¥¹«�©n§~µ�¦%ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®)µ�¡

BK∆−1

(BK∆−1 + 1)(BK∆−1∆− 1)
z ¬¤�A�`µÉ U¡°¬�·Õµ�¡

I
�`«�¬`�~���/�n¬�©E¡°��§~µ�´5ÒnÌÈ¬��É©/�A¥�¥¹«�©n§Ïµ�¡

B∆

K(B + 1)(B∆− 1)
.

� GIHJG8û KM];j�fudTQT];`eP�\eS#fgd j¾fgY�`¡NIPRWmfgY��gL;` \eY�`�LÍQTLOi�fgbcbkLZ\ei
��¡U�kº�¡°©E�n¦¯«��`�k¥¹«��`µ�´°©E´U¡,¡°§k�`«��È¥¹«��`µ�´°©E´U¡,µ�¡ ®³�L U«�¬�º>¡°©n§n¬�©E¡,µ�¡Ñ�E«�±²±e¡°§E�'«���§W®¯¡ ±e½°±e¡# U«�±²¥¹«�© x

§E¡°±e¡°��§Zº�¦¯� x Ì x º�¦¯�'µ�¡,®¯¡°¬�©v�A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�¤ U¡ÏÌ
GLO[δ]

ª>ÌL¬��`¡, U«��`�E§/�A��§E¡Gµ�¡#º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡,¥�©EÇU�N¾�:Ñ«����¤�A¦¯� x
�/�A��§v U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Ñ®¯��µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´Ïµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��¸µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡Ïµ�¡G U¡,¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡
ª��`«�¬`� ¡P·�¥`®¨«�¦¨§E«��¤�v®³�
§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«���µ`�A�`�,®³�È®¨¦¨±²¦é§/¡�µ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~µ�«���§G®¯¡�µ�¡°Â
©E´ßµ�¡U�G�E«�±²±e¡°§E�~ U«�±²±e¡�®³� ¥¹«��`µ`´P©J�A§n¦¯«��
�E«���§L©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§�­¹«�©n�`´U�¢¥¤�A©L®¯¡U� z ¬¤�A��§n¦¨§E´U�

∆
¡°§
K
å
∆
Ý��
K

���AÝ��a�Rã�Ý°Ú�Ú¨Ý°Ü¶Ý��1�Ïá��MÖ`Ý��Óá>à �a�MÝJÞ
á�Ý�Ú¨àB�:à�â%Ú�Ú¯Ý�á�Ý�Ú�� â���Þ��:à&�1
JÝEæP¾2�W�A©~�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nª�¥¹«�¬�©#§n©J�A�`�n¥¹«�©n§E¡°©,®¯¡U�#�n§n©n¬` °§n¬�©E¡U�Gµ�¡Ïº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡L¦¨®¹Ð7�A¬`µ�©/�
¥�©E¡°�`µ�©E¡ß U«�±²±e¡�©E¡°¥¹Ç°©E¡ß�n¬�¥�¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡ß®³� º
�A®¯¡°¬�©~µ�¬É¥¹«�¦¯µ��G±²¦¨��¦¨±Ê¬�±Õª`�¤«�§E´U¡

pmin
¾

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���¦¥§�

MinW [∆]V C −K
G[δ](1,bh/pminc)

∝ MinV C − (∆×K)

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ�®³�~©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��² U«���§n¦¨��¬`¡Ñ¥�©E«�¥¹«
�E´U¡Ñ¥¤�A©Zê�¦¨±e«���� P £�!�¥`©E´U�E¡°©nº>¡ ® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��eµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡
¡°§G®³� ®¯«� N�A®¨¦¨§E´�¥¤�A©

LOC
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾

ê�«�¦¨§
I = (G(V,E), p)

¬��`¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡²µ�¡
W [K]V C

ª¹«��Á®¨¬�¦Z���E�/«� °¦¯¡Ê® w ¦¨�`�E§/�A�` U¡
G′(V ′, E′)

µ`¡
V C

¡°� µ�¬�¥�®¨¦ z ¬¤�A��§ µ`�A�`�
V ′
 /£¤� z ¬`¡Õ�E«�±²±e¡°§ µ�¡

V
¡°� �A¬�§/�A��§ µ�¡Õ U«�¥�¦¯¡U� z ¬`¡Õ�E«���¥¹«�¦¯µ��Nªv¡P�

©E´°¥¹´°§/�A��§Ï /£¤� z ¬`¡ß�A©E½°§E¡�µ�¡
E
¡°��§n©E¡�§E«�¬�§~ U«�¬�¥�®¯¡�µ�¡� U«�¥�¦¯¡U�~µ�¡��/¡U�,¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´U�<Æ

V ′ =
n⋃

j=1
Vj / ∀j = 1, ..., n, Vj = {v1j , ..., v

h
j , ..., v

pj
j } ⇒ |V ′| =

n∑
j=1

pj ≤ n×K

E′ =
m⋃
i=1

Ei / ∀i = 1, ...,m, ei = vi1vi2 ⇒ Ei = Vi1 × Vi2 ⇒ |E
′| =

m∑
i=1

pj1 × pj2 ≤ n2 ×K2.
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ê�¦
K = Θ(nk)

å%¥¹«�¦¯µ��É­¹«�©n�`´U�É¥¤�A©¸¬���¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡ ¡°�
n
µ w «�©Eµ�©E¡

k
æPªÑ®³�  U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«�� ¡U�n§

¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡,¡°§W¥¹¡°©n±e¡°§Zµ w ���E�E«� °¦¯¡°©vÌ~§E«�¬�§/¡# U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡
U
µ�¡U�'�A©E½°§E¡U�Zµ�¡

E
®³�L U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡

g′(U) =

∪vj∈UVj
µ�¡U�~�A©E½°§E¡U�~µ�¡

E′
ª�µ�¡�º��A®¯¡°¬�©

mV C(I
′, g(U)) =

∑

vj∈U

|Vj | =
∑

vj∈U

pj = mWV C(I, U).

¶T��º>¡°©E�E¡°±e¡°��§Bª�Ìß§E«�¬�§E¡¢�/«�®é¬`§n¦¯«��
U ′
�n¬�©

I ′
ª�«��¸¥¹¡°¬�§G���E�E«� °¦¯¡°©Ñ®³� �E«�®¨¬�§n¦¯«��

g(U ′) = ∪Vj⊆U ′{vj}
�n¬�©

I
ª�µ�¡Gº
�A®¯¡°¬�©v¦¨��Ð7´°©n¦¯¡°¬�©E¡Ï«�¬»´°Â��A®¯¡LÌ�®³��º��A®¯¡°¬�©Ñµ�¡

U ′
Æ�¡�ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Nª�¥¹«�¬�© §E«�¬�§E¡L�A©E½°§E¡

ei = vi1vi2
ª

U ′
µ�«�¦¨§Ê U«���§E¡°��¦¨© �A¬¼±e«�¦¨�`�ß§E«�¬�§

Vi1

«�¬ §E«�¬�§
Vi2

¥¹«�¬�©Ê½°§n©E¡²©E´N�A®¨¦¯�J�A­�®¯¡�åTÞJâ��ÓØ&� Ú�� à�×�	��MÝ
v1i1v

1i2Ö�à�×²Ýnä�ÝPÜÏÖÓÚ¨ÝA�n� ÝJÞ���Ö�àAÞÀ
/Ø�ã ��ÝP×��MÝEæÀÔÀ«���¥¹¡°¬�§¢µ�«��`  ´°º�¦¨�` U¡°©¢µ�¡ß§E«�¬�§E¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«�� ®¯¡U�L�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�
µ�¡È�E«�±²±e¡°§E� z ¬�¦k� w Å��E«���§¢¥¤���� U«�±²¥�®¯Ç°§E¡°±e¡°��§NªO§E«�¬�§�¡°�Á©E¡U�n§/�A��§�©E´N�A®¨¦¨�J�A­�®¯¡
¾§�<¡U�¢¥�¦¨©E¡U���E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Nª
�n¬�©

I
 °«�±²±e¡ß�n¬�©

I ′
ª` U«��`�n¦¯�n§E¡°��§LÌ ¥�©E¡°�`µ�©E¡�§E«�¬`�G®¯¡U�~�E«�±²±e¡°§E�Nª`¡°§G®¯¡°¬�©Gº
�A®¯¡°¬�©~ U«&¢7�` °¦¯µ�¡'ÔÓÌÈ® w �A¦¯µ�¡

µ�¡U�#Ð7«��` °§n¦¯«��`�
g
¡°§
g′
«��Õµ`´°µ�¬�¦¨§Ï�A®¯«�©E�G®¯¡U�,©E¡°®³�A§n¦¯«��`�<Æ

βWVC(I) = βV C(I
′), ωWV C(I) = ωV C(I

′)

∀U ′ ∈ SolV C(I
′), mWV C(I, g(U

′)) ≤ mV C(I
′, U ′)

}
⇒ δWVC(I, g(U

′)) ≥ δV C(I
′, U ′).

��¡¸®¨¦¯¡°� ±²¦¯�²¡°��´°º�¦¯µ�¡°�` U¡É¡°��§n©E¡É®¯¡U�²�E«�®¨¬�§E¦¨«��¤�eµ�¡U�²µ�¡°¬�· ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�²�`«�¬`�e�n¬�Â
Â>Ç°©E¡Éµ�¡É U«��`�n¦ x
µ�´°©E¡°© ¬�� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

bh/pminc
x ­¹«�©n�`´»�n¬�©

I
z ¬¤�A�`µ ¬�� º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x ­¹«�©n�`´»¡U�n§ ¡°��º�¦¨�J�AÂ>´ �n¬�©

I ′
Æ

z ¬¤�A�`µ �n¬�©
I
«��¼Ð:�A¦¨§Ê´Pº�«�®¨¬`¡°©ß¬`�`¡¶�E«�®¨¬�§n¦¯«��  U«�¬�©/�A��§/¡ ¡°� ­¹«�¬�Â>¡N�A��§Ê¬�� �E¡°¬�® �E«�±²±e¡°§

vj
ª��n¬�©

I ′  w ¡U�n§~§E«�¬�§~¬����/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
Vj
µ�¡ß�E«�±²±e¡°§E� z ¬ w ¦¨®OÐ:�A¬�§Ïµ�´°¥�®³�� U¡°©N¾1�)�

LOC
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��Á� w ´°§/�A­�®¨¦¨§

�Nº�¡U È±e¡U��±e½°±e¡U� �A©nÂ
¬�±e¡°��§E� z ¬`¡È®³�
LOC

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡�å�Ö�ØAÞNÝP×�
JÝ��V�MÝb,UØ�â�Þ
SV C(I

′) =

g′(SolWVC(I))
æP¾Àê�¬�©L®³�²Ð7«�¦)µ�¡  U¡°§n§E¡Êµ`¡P©E��¦¯ÇP©/¡È�A®¨®¯´°Â��A§n¦¯«��<ª¹®³�e©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� µ�¡Èê�¦¨±e«��O� P £�!W¡U�n§Ï­�¦¯¡°�

¬��`¡
G[δ]

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
¦��¡U�W¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Zµ�¡#�E§/�A­�®¯¡#¡°§'µ�¡# U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡,µ�¡#�E«�±²±e¡°§E�Z´°§/�A��§v�9èe�`¡°±e¡°��§'¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡U�Nª�¦¨®�º�¦¨¡°��§

�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§Lµ�¬Õ©E´U�n¬�®¨§/�A§G¥�©E´U U´Uµ�¡°��§~®¯¡� U«�©E«�®¨®³�A¦¨©E¡ß�n¬�¦¨º
�A��§<Æ
e�ya��y1s|s��;{��0r��1�ÐÏJ�

MaxW [∆]IS −K
G[δ](1,bh/pminc)

∝ Max IS − (∆×K).

æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ý P ¾ ? µ'ê�¦�®¯¡U�W­¹«�©n�`¡U�
K
¡°§

∆
µ�¡U�W¥¹«�¦¯µ��'¡°§'µ�¡U�Wµ�¡°Â
©E´U�'µ�¡U�'�E«�±²±e¡°§E�'�E«���§'µ�¡U�W U«��`�E§/�A��§E¡U�Nª�A®¯«�©E� ®¯¡Ïµ�¡°Â
©E´Lµ�¡U�Ñ�E«�±²±e¡°§E�Ñµ�¡~® w ¦¨�`�E§/�A�` U¡

I ′
¡U�n§ ´°Â��A®¯¡°±e¡°��§#­¹«�©n�`´
ª�¥¤�A© ®³�ß U«��`�n§/�A��§E¡

∆×K
Ô>¬��«�¥�§n¦¨±Ê¬�±ËÄ x ®¯«� N�A®����/�n¬�©/�A��§#¬��¸©/�A¥�¥¹«�©n§

1/(∆×K)
�n¬�©

I ′
ª�¦é®O¡°�É¡U�n§,µ�¡L±e½°±e¡�µ�¡L§E«�¬�§,«�¥�§n¦¨±Ê¬�±

pmin
x ®¯«� N�A®)¡P§~«��ç¡°�çµ�´Uµ�¬�¦¨§~¬��Õ©/�A¥�¥¹«�©n§Ïµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®)µ�¡

1/(∆×K)
¥¹«�¬�©G§E«�¬�§~«�¥`§n¦¨±Ê¬�±

1
x ®¯«� N�A®�n¬�©

I
¾*:Ñ¡ ©E´U�n¬`®é§J�A§È´°Â��A®¯¡¸ U¡°®¨¬�¦ z ¬`¡ ® w «�� ¥¹«�¬�º
�A¦¨§Èµ�´Uµ�¬�¦¨©E¡¸µ�¬ ©/�A¥�¥¹«�©n§

1/∆
Â��A©/�A��§n¦#¥¤�A©È§E«�¬�§E¡ U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡ß±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡Ê¥¹«�¬�©Ï®¯¡�¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡Ê�`«���¥¹«��`µ�´°©E´ ¡°§Ïµ�¡ß®³�²©E¡°±¶�A© z ¬`¡ 4 ¾¨Ä�Ð7�A¦¨§E¡ �A¬� /£¤�A¥�¦¨§n©E¡

4 z ¬�¦v¦¨�`µ�¦ z ¬`¡ z ¬`¡e® w «�� ¥¹¡°¬�§ µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡»�n¬�©Êµ�¡¶§E¡°®¯�ß¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Èµ w ¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§¸åR °®³���E�E¦ z ¬`¡  U«�±²±e¡µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®�æ�µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
r
�n¬�©�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡¶�`«�� ¥¹«��`µ�´°©E´U¡¶¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§

r/K
�E¬�©�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡�`«��Õ¥¹«��`µ�´°©E´U¡
¾



Ä 4�¯

� GIHJGgn ´MY*\ `eLai<jT`efJí�N#îabkLai<i&SIbkj�N#Lai�Q�P§dTi�NILai�UJ`ePnja��Lai
¿L«�¬`�W�A®¨®¯«��`�Z�A­¹«�©Eµ�¡°©'µ�¡°¬�·ß�`«�¬�º�¡N�A¬�·ß¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡U��ÆA® w ¬��<ª9�`«�§E´

MaxCB
å�� àNä�â%ÜÈã�Ü �'Ø�ÜÏÖÓÚ¯Ý��MÝ

 Gâ1Ö�à�×��Râ��MÝ��|9�×nàJÖ1-�æPªÀ�²¥¹«�¬�©Ï­�¬�§Ïµ�¡ßµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©¢µ¤�A�`�~¬��çÂ
©/�A¥�£`¡ß¬�� �E«�¬`� x Â
©/�A¥�£`¡ß­�¦¨¥¤�A©n§n¦k U«�±²¥�®¯¡°§
Kn1,n2

®¯¡ ¥�®¨¬`�ÊÂ
©/�A�`µ ¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡
ª)®³�ç§/�A¦¨®¨®¯¡»µ w ¬�� §E¡°®ÑÂ
©/�A¥�£`¡¸´P§J�A��§ ±e¡U�n¬�©E´U¡ ¥¤�A© ®³���E«�±²±e¡
n1 +

n2
å
Kn1,n2

á �JÞJâÐ9&�¹Ýçã2�_9
×nàJÖa-�Ý¡
/Ø&��Þ��Râ|�Rã;� á�Ý á�ÝPã
ä�Ý���ÞUÝ°Ü¶ÙPÚ¨ÝPÞ�á�ÝÕÞUØ�ÜÈÜ¶Ý��%ÞE5�Ú�� ã2��á�Ý��:à�â%Ú�Ú¯Ý
n1Ú�� à�ãm�R×EÝÈá�Ý��:à�â%Ú�Ú¨Ý

n2
5,Ý��,á�Ý��:Ø�ãm�MÝ²à�×�	��MÝ ×EÝPÚ â7à&�a�#á�Ý°ã�ä¸Þ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��%Þ á�ÝÀ
�-�à�
°ã � á�ÝÀ
JÝJÞ²Ý���ÞUÝ°ÜeÙ°Ú¨ÝPÞnæ¹ÔÓ®¯¡

�E¡U U«��`µOª
MaxRIS

å�� àBä�â�ÜÈã�Ü æGÝ#9�ã�Ú¨à�×>¸6�Óá�ÝMÖ`Ý��Óá�Ý��a�!ÌÀÝ��³æPª�µ�´U�n¦¨Â
�`¡¢�n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§,¬��`¡L©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��
µ�¬Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡��E§/�A­�®¯¡�Ì²µ�¡U�,Â
©/�A¥�£`¡U�~©E´°Â
¬�®¨¦¯¡°©E�Êåná>Ø �a�[�:Ø�ã�Þ�Ú¯ÝJÞ¢ÞUØ�ÜÈÜ¶Ý��%ÞßØ&�a�vÜB	°ÜeÝ á�Ý#9�×��EæP¾
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO�����n�

MaxCB
G[δ](1,h)
∝ MaxRIS

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆÀ®³� ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¼ U«���§n¦¨��¬`¡È¥�©E«�¥¹«
�E´U¡Èµ`�A�`�A� P £0!Z¡U�n§L�`«�� �E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§C¡UØ�×��MÝPÜ¶Ý��a�~à�©_�¹Ý°ªÓ±¶�A¦¯�
�A¬`�E�n¦

LOC ′
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾

ê�«�¦¨§
I = G(V,E)

å
|V | = n

¡°§
|E| = m

æÏ¬��`¡²¦¨�`�n§/�A�` U¡eµ�¡
MaxCB

ªO«��¼®¨¬�¦v���/�E«� °¦¯¡È¥¹«�¬�©
¦¨�`�n§/�A�` U¡²µ`¡

MaxRIS
®¯¡ÈÂ
©/�A¥�£`¡

I ′ = G′(V ′, E′)
«�­�§E¡°��¬ Ì ¥¤�A©n§n¦¨©ßµ�¡

G
¡°�¼µ�¬�¥�®¨¦ z ¬¤�A��§

G
¡°�

µ�¡°¬�·  U«�¥�¦¯¡U�
G1(V 1, E1)

¡°§
G2(V 2, E2)

ª�¥�¬�¦¯�Ñ¡°�»©E¡°®¨¦³�A��§Ñ¬��¸�E«�±²±e¡°§
v1j
µ�¡

G1 Ìß¬��»�E«�±²±e¡°§ v2hµ�¡
G2 ÌÊ /£¤� z ¬`¡~ÐR«�¦¯� z ¬`¡~®¯¡U�#�E«�±²±e¡°§E� vj ¡°§ vh �`¡L�E«���§Ñ¥¤��� ©E¡°®¨¦¯´U�Ñ¥¤�A©Ñ¬��¤¡¢�A©E½°§E¡Lµ`�A�`�Ñ®¯¡ÏÂ
©/�A¥�£`¡¦¨��¦¨§n¦³�A®

G
åEÝ��²Ö�à�×��RâV
°ã�Ú�â:ÝP×65ÓÖ�Ø�ã�×

j
á�Ý � �

n
5
v1j v

2
j ∈ E

′ æP¾��L¡~Ð7�&�U«��»¥�®¨¬`� ©n¦¨Â>«�¬�©E¡°¬`�/¡
ª�®¯¡ÏÂ
©/�A¥�£`¡ G′¥¹¡°¬�§~½°§n©E¡�µ�´U °©n¦¨§~µ�¡�®³�²�E«�©n§E¡'Æ
V ′ = V 1 ∪ V 2, V 1 = {v11, ..., v

1
n}, V 2 = {v21, ..., v

2
n},

E′ = E1 ∪ E2 ∪ E3, E1 = {v1j v
1
h | vjvh ∈ E}, E2 = {v2j v

2
h | vjvh ∈ E},¡°§

E3 = {v1j v
2
h, v

1
hv

2
j , | 1 ≤ j ≤ h ≤ n, vjvh /∈ E}

¾
���A�`�

G′
ª'§E«�¬�§»�E«�±²±e¡°§ ¡U�n§ µ�¡çµ�¡°Â
©E´

n
ª'§E«�¬�§»�E«�±²±e¡°§

v1j
å5×EÝJÞMÖ§µ

v1j
æ²´°§/�A��§ ©E¡°®¨¦¯´�Ì

d(vj)�E«�±²±e¡°§E�)µ`�A�`�
E1 å5×EÝJÞ:ÖJµ E2 æÀ¡°§ n−d(vj) �/«�±²±e¡°§E��µ`�A�`� E3 ÆU®¯¡ZÂ
©/�A¥�£`¡v U«��`�n§n©n¬�¦¨§k¡U�n§<©E´°Â
¬�®¨¦¯¡°©Nª9µ�¡µ�¡°Â
©E´

n
¾Aê�«�¦¨§

U = U1∪U2 ¬��Ê�n§/�A­�®¯¡ µ�¡ G′ ª9«��ß�`«�§E¡ V1 = {vj | v1j ∈ U1}
¡°§
V2 = {vj | v2j ∈ U

2}®¯¡U�#¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�,µ�¡L�E«�±²±e¡°§E�# U«�©n©E¡U�E¥¹«��`µ`�A��§E�,�n¬�©
G
Ô�¥¤�A©# U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«��Õµ�¡

G′
ª��E¦

U
¡U�n§Ñ¬��¸�n§/�A­�®¯¡
ª

�A®¯«�©E�
V1∩V2 = ∅

ª
V1
¡°§
V2
�/«���§v�n§/�A­�®¯¡U�Nª>¡°§Z§E«�¬�§E¡Ï�A©E½°§E¡~µ w ¬��¶�E«�±²±e¡°§ µ�¡

V1
Ì¢¬��¶�E«�±²±e¡°§ µ�¡

V2¡P·�¦¯�n§E¡,µ`�A�`�
G
Æ
g(U) = (V1, V2, V1×V2)

Ð7«�©n±e¡#¬��eÂ
©/�A¥�£`¡G­�¦¨¥¤�A©n§n¦¤ U«�±²¥�®¯¡°§ �n¬�©
|V1|+ |V2| = |U |�E«�±²±e¡°§E�N¾ ñÏ´U °¦¨¥�©E« z ¬`¡°±e¡°��§Nª�§E«�¬�§ Â
©/�A¥�£`¡Ï­�¦¨¥¤�A©n§n¦¹ U«�±²¥�®¯¡°§

(V1, V2, V1×V2)
�n¬�©

G
 U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ¸Ì

¬��¶�n§/�A­�®¯¡
U = g−1(V1, V2, V1×V2)

�n¬�©
G′
¡°�e¥¹«
�J�A��§

U1 = {v1j | vj ∈ V1}
ª
V2 = {v2j | vj ∈ V2}¡°§

U = U1 ∪ U2 ¾[���¼§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«�� g
¡U�n§¶¬��`¡ç­�¦ Òn¡U °§n¦¯«�� z ¬�¦~©E¡°®¨¦¯¡ç®¯¡U�»µ�¡°¬�· ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�»µ�¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
SolCB(I)

¡°§
SolRIS(I

′)
¥¤�A©G®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ

∀U ∈ SolRIS(I
′), mCB(I, g(U)) = mRIS(I

′, U),



Ä 4 Ä

���E�n¬�©/�A��§'¬��`¡#©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��eÐ7«�©n§E¡°±e¡°��§ �9èe�`¡Gµ�¡#¥¤�A©/�A±eÇ°§n©E¡U�
KI = 0

¡°§
kI = 1

¾ ¶M®`�n¬�èe§'±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§
¥¹«�¬�©Ïº�´°©n¦��¤¡°©Ï®³�e¥�©E´U�E¡°©nº��A§n¦¯«��Áµ�¡U�L«�¥�§n¦¨±¶�e®¯«� N�A¬�·�µ�¡ß©E¡°±¶�A© z ¬`¡°© z ¬`¡
ª¤µ w ¬��`¡ß¦¨�`�E§/�A�` U¡ Ì²® w �A¬�§n©/¡�ª
®³� ±e¡U�n¬�©E¡çµ�¡U� µ�¦¯�n§/�A�` U¡U�»¡U�n§e®³� ±e½°±e¡
ª  U«��`�n¦¯�n§/�A��§»¡°� ®¯¡ç U«�±²¥�§/�AÂ>¡�µ�¬ �`«�±Ê­�©E¡�µ�¡ç�E«�±²±e¡°§E�
z ¬`¡»® w «�� º
�Á�9Òn«�¬�§E¡°©e«�¬ ©E¡°§n¦¨©E¡°©¶�A¬�· ¡°�`�E¡°±Ê­`®¨¡U�

U1 ¡°§ U2 å5×EÝJÞ:ÖJµ V1 ¡°§ V2 æ¹ÆW¦¨®#� w ¡°� Ð7�A¬�§²¥¤���¥�®¨¬`�¶¥¹«�¬�©»���/�n¬�©E¡°©¶®³�¼ °«&¢7�¤ P¦¯µ�¡°�` U¡�¥¤�A©
g
¡°§

g−1
µ�¡U�¶«�¥�§E¦é±¶�

h
x ®¯«� N�A¬�· �n¬�©¶®¯¡U� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U� µ�¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
SolCB(I)

¡°§
SolRIS(I

′)
ªk¡°§È U¡ z ¬`¡°®¯� z ¬`¡»�E«�¦¯¡°��§È®¯�  U«��`�n§/�A��§E¡

h
¡°§ ®¯¡ º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x

­¹«�©n�`´� U«��`�E¦¯µ�´°©E´U�N¾;���
LOC ′

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¡U�n§,º�´°©n¦��¤´U¡
ª�¥¹¡°©n±e¡°§n§/�A��§Ïµ w �9èe©n±e¡°©Ï®³�
G[δ]

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
¦

� í�» ï¸õ'ô�÷ÊùÀú,ûÈóEüZý�õ'ô ö õ ó/ú�� ¼£¢ ½ õ
¿L«�¬`�k�A­¹«�©Eµ�«��`�'Ì,¥�©E´U�E¡°��§)®¯¡U�)¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�kµ�¡v®¯«�Â
¦ z ¬`¡
ª9 U¡°©n§/�A¦¨�`�)§E¡°®¯�

Maxk−Sat
ª
MaxCCSP«�¬ç¡°�` U«�©E¡

MaxNAE k − Sat
µ�´5ÒnÌÈ®³�A©nÂ>¡°±e¡°��§Ï´°§n¬`µ�¦¯´U�LÌ ® w «� U N���n¦¯«���µ�¬ç /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�CÈ¡°§~µ w �A¬�§n©E¡U�Nª

§E¡°®¯�
MinEQ

¡°§
MinE − k−LIN2

ª z ¬`¦¹� w «���§,¥¤���#¡°�` U«�©E¡��n¬�­�¦À® w ´°¥�©E¡°¬�º�¡�µ�¡
GLO[R]

¾m¶M®À�/¡°©/�
¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯Ç°©E¡°±e¡U��§v¦¨��§E´°©E¡U�E�J�A��§Zµ�¡,º>«�¦¨©Z U«�±²±e¡°��§Nª��A¬e U«���§n©/�A¦¨©E¡~µ�¬e N���Z °®³���E�n¦ z ¬`¡
ª�® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®�¡U�E§,�`¡°¬�§n©E¡�º�¦¯� x Ì x º�¦¯�,µ�¡�®³�Õá�Ý���ÞPâ��I�,µ�¡U�,¦¨�`�E§/�A�` U¡U�~µ�¡U�,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï U«��`�n¦¯µ�´°©E´U¡U�N¾
� G8³*GIH ´MY*\ fgYT`=QTL

MinEQ

¿L«�¬`�ß¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¯�E«��`�Ê¦¯ °¦v®¯¡e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
MinEQ

µ�«���§Ê®¯¡U�ß¦é�¤�n§/�A�` U¡U�Ê�E«���§�®³�Õµ�«��`�`´U¡¶µ w ¬`� ¡°� x
�E¡°±Ê­�®¯¡

E
µ w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�

x ≡ y
�n¬�©~¬���¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡�º��A©n¦³�A­�®¯¡U�Ï­�¦¨�¤�A¦¨©E¡U�Nª¤¡°§~® w «�­�Òn¡U °§n¦éÐ3ªÓ´°§/�A��§

µ�«����`´¢¬��`¡¢¦¨�`�n§/�A�¤ °¡
(X,E)

ª�µ�¡¢§n©E«�¬�º>¡°©,¬��`¡��0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��çµ�¡U�#º
�A®¯¡°¬�©E�,µ�¡¢º�´°©n¦¨§E´¢�E¬�©
X

z ¬�¦O±²¦¨��¦ x
±²¦¯�E¡�®¯¡��`«�±Ê­�©E¡ßµ w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�Ïµ�¡

E
�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨§E¡U�N¾;�k«�¬�©G®³�Èº�¡°©E�n¦¯«��Õ¥¹«��`µ�´°©E´U¡
ª`®¯¡U�G¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~�/«���§

±Ê¬���¦¯¡U�ßµ w ¬�� �nÅ��n§EÇ°±e¡²µ�¡È¥¹«�¦¯µ��
p ∈ N|E|

¡°§�¦¨®Z� w �AÂ
¦¨§Ê�A®¯«�©E��µ`¡È±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡°©ß®³�¸�E«�±²±e¡eµ�¡U��¥¹«�¦¯µ��
µ�¡U� ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡U�Ñ�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¨§E¡U�N¾��k«�¬�©Ñ©E¡°®¨¦¯¡°©Ñ´°§n©E«�¦¨§E¡°±e¡°��§Ñ®¯¡U� �n§n©n¬` °§n¬�©E¡U�Ñµ�¡~º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡Ïµ�¡U� µ�¡°¬�·e¥�©E« x
­�®¯Ç°±e¡U�NªO«�� �E¡ ¥�®³�� U¡Èµ¤�A�`�

CGLO[R]
¡°§¢�`«��Á¥�®¨¬`��µ`�A�`�

GLO[R]
¾À¿Ï«�§E«��`� z ¬`¡ ¥¹«�¬�©

MinEQ
ª

µ�¡°¬�· �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��`�ß U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©/¡U�
T
¡°§
T
�E«���§�§E«�¬�Ò3«�¬�©E�ß´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°��§E¡U�NªO¡°§�µ�¡ Ð:�A¦¨§� U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©

® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�` N¡GÌ
CGLO[R]

«�¬
CGLO[R]

¡U�n§k¬��`¡#�E¡°¬�®¯¡Ñ¡°§k±e½°±e¡# /£`«
�E¡
¾ :Ñ«���º�¡°��§n¦¯«����`¡°®¨®¯¡°±e¡U��§Nª
®³� º�¡°©E�n¦¯«��É¥¹«��`µ�´°©E´U¡ßµ�¬É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�G¥¤�A©~µ�¡U�,¥¹«�¦¯µ��,­¹«�©n�`´U�G¥¤�A©

o(n)
«&�

n
µ�´U�n¦¨Â
�`¡

®¯¡,�`«�±Ê­�©E¡Ïµ�¡,º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�v�/¡°©E«���§Z�`«�§E´U�
MinW (1)EQ

ª
®³��©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��»Ì�µ`¡°�v¥¹«�¦¯µ�� �A¬¶¥�®¨¬`�
2
å5×/ÝJÞ:Ö§µ

∆
æ ¥¤�A©

MinW [2]EQ
å5×/ÝJÞ:Ö§µ

MinW [∆]EQ
æP¾

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���¦ÿ§�
MinE − 2− Sat

CG[δ](1,h+1)
∝ MinW (1)EQ

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ��`«�¬`�,¡P·�¥�®¯«�¦¨§E«��`�,®³�Ê©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��É¥�©E«�¥¹«
�E´U¡�µ`�A�`�D�¨Ä 4 !O¡°��§n©E¡
MinE − 2− Sat

¡°§
MinEQ¥¹«�¬�©~±e«���§n©E¡°© z ¬ w ¡°®¨®¯¡ß¡°�E§Ï�A¬`�E�n¦<¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� à�©_�¹Ý,¡°§

LOC ′
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� µ�¡

MinE − 2− Sat



Ä 4�?

Ì
MinW (1)EQ

¾
¿L«�±Ê­�©E¡#µ�¡U�k�`«�§/�A§n¦¯«��`�W¬�§n¦¨®¨¦¯�E´U¡U�W¦¯ P¦�«���§W´°§E´ ¦¨��§E©E«�µ�¬�¦¨§E¡U�'¡°�È�E¡U °§n¦¯«��BC�¾¨Ä
¾¨Ä'Ô
�A¬`�E�n¦�¦¨��º�¦¨§E«��`� x �`«�¬`�

®¯¡�®¯¡U P§/¡P¬`©ÏÌ²� w Å ©E´PÐR´°©E¡°©~�J�A�`�,©E¡°§E¡°��¬`¡
¾
ê�«�¦¨§

I = (X,C)
¬��`¡e¦¨�`�n§J�A�` U¡¶µ�¡

MinE − 2 − Sat
Ì
m
 °®³�A¬`�E¡U�Ê�n¬�©

n
º��A©n¦³�A­�®¯¡U�Nª�«�� ®¨¬�¦

���E�E«� °¦¯¡�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′ = (X ′, E, p)

µ�¡
MinW (1)EQ

�n¬�¦¨º
�A��§E¡'Æ
X ′ = X ∪ {y}

E =
⋃

(`1,`2)∈C

{`1 ≡ ¬`2, `1 ≡ ¬y, `2 ≡ ¬y}

p :





∀ l ∈ X ∪X, p(` ≡ ¬y) = |{c ∈ C / l ∈ c}|

∀ `1 6= `2 ∈ X ∪X, p(`1 ≡ ¬`2) =

{
1
�n¦

(`1, `2) ou (¯̀1, ¯̀2) ∈ c

2
�n¦

(`1, `2) et (¯̀1, ¯̀2) ∈ c
Ñ
.

¶T®)� w �AÂ
¦¨§Ï­�¦¯¡°�Áµ w ¬��`¡ß¦¨�`�E§/�A�` U¡Êµ�¡
MinW (1)EQ

ªÓ /£¤� z ¬`¡ß®¨¦¨§n§E´°©/�A®k¥¹«�¬�º
�A��§¢�A¥�¥¤�A©/�0/¯§n©E¡Èµ`�A�`�
�A¬�¥�®¨¬`�

2(n − 1) ≤ 2|X ′| = o(n)
 °®³�A¬`�E¡U�¢µ�¡ß® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡Ê¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
¾n�k«�¬�©L§E«�¬�§E¡È�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

S
µ�¡U�

º
�A®¯¡°¬�©E�Ïµ�¡�º�´°©n¦¨§E´ß�E¬�©
X
ª
(S|0)

å5×EÝJÞMÖ§µ
(S|1)

æ,µ�´U�n¦¨Â
�`¡ß® w ¡P·�§E¡°�`�n¦¯«�� µ�¡
S
Ì
{y}

z ¬�¦k�0ÁO¡U °§E¡
y
Ì ¯

å5×EÝJÞMÖ§µOÄBæP¾Z:Ñ«��`�n¦¯µ�´°©E«��`�,µ`¡P¬�·»�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��`�
T
¡°§
T ′ = (T |0)

�n¬�©Ñ®¯¡U�#¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�,µ�¡Ïº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�
X
¡°§

X ′ ª�«��Õ±e«���§n©E¡ z ¬`¡¢®¯¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡� U¡°�~µ�¡°¬�·É�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�~�E¬�© I ¡°§ I ′ �E«���§,®¨¦¯´U¡U�G¥¤�A©G®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ
mEQ(I

′, T ′) = 2mSat(I, T ).

ô*ÁÀ¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§Nª��E«�¦¨§
(`1, `2)

¬��`¡Ï °®³�A¬`�/¡Ïµ�¡
C
Æ�¡°®¨®¯¡~¥¹¡°¬�§Ñ½°§n©E¡Ïº>´°©n¦��¤´U¡L�Nº�¡U 

`1 = `2 = 1
ª��A®¯«�©E�

`1 ≡ ¬`2
�E¡°©/�ÕÐ:�A¬`�E�E¡ §/�A�`µ�¦¯� z ¬`¡

`1 ≡ ¬y
¡°§

`2 ≡ ¬y
�E¡°©E«���§Èº�©/�A¦¯¡U�<Ôk¡°®¨®¯¡»¥¹¡°¬�§²¡°�` U«�©E¡É½°§n©E¡

º�´°©n¦��¤´U¡»�Nº�¡U 
`1 = 1

¡°§
`2 = 0

å5×EÝJÞ:ÖJµ
`1 = 0

¡°§
`2 = 1

æPªk�A®¯«�©E�
`1 ≡ ¬`2

¡°§
`2 ≡ ¬y

å5×EÝJÞMÖ§µ
`1 ≡ ¬y

æv�E¡°©E«���§Ñº�´°©n¦��¤´U¡U�,�A¬¸ U«���§n©/�A¦¨©E¡¢µ�¡
`1 ≡ ¬y

å5×EÝJÞMÖ§µ
`2 ≡ ¬y

æÀÔ�¡°®¨®¯¡L¥¹¡P¬`§#¡°�m�`�»�`¡Ï¥¤���#½°§n©E¡
�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨§E¡È�n¦

`1 = `2 = 0
ÆÀ U«�±²±e¡e�A®¨«�©/�L®¯¡U�¢º
�A®¯¡°¬�©E�¢µ`¡°�¢§n©E«�¦¯�¢®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·

`1
ª
`2
¡°§
y
 U«&¢7�` °¦¯µ�¡°��§Nª

�A¬` °¬��`¡�µ�¡U�#´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡U�
`1 ≡ ¬`2

ª
`1 ≡ ¬y

¡°§
`2 ≡ ¬y

�`¡L�J�A¬�©/�A¦¨§,½°§n©E¡Lº>´°©n¦��¤´U¡
¾m¤Ï¦¨�`�n¦:ª�ÌÊ§E«�¬�§E¡
�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

T
�n¬�©

X
«�� ¥¹¡°¬�§È���E�/«� °¦¯¡°©Ê¬��`¡»�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

T ′
�n¬�©

X ′ µ�¡¶º
�A®¯¡P¬`© 2mSat(I, T )
ª)¡°�

¥¹«
�/�A��§ß�n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§
y = 0

ÔÀ©E´U °¦¨¥�©E« z ¬`¡°±e¡°��§NªkÌ»§E«�¬�§E¡¶�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T ′
�n¬�©

X ′ «��¼¥¹¡°¬�§Ê���E�/«� P¦¯¡°©¬��`¡��0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
g(T ′)

�E¬�©
X
µ�¡Õº
�A®¯¡°¬�©

mEQ(I
′, T ′)/2

�E¬�©
I
¡°� ¥¹«
�/�A��§

g(T ′) = T ′|X
�n¦
T ′�0ÁO¡U °§E¡

y
Ì ¯ ª

g(T ′) = T
′
|X

�n¦¨�`«���Æv U«�±²±e¡ç�`«�¬¤�¶® w �Nº>«��`� µ�´5ÒEÌ ©E¡°±¶�A© z ¬`´
ª µ�¡°¬�· �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��`�
 U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¯©E¡U�~º
�A®¨¦¯µ�¡°��§G®¯¡U�,±e½°±e¡U�Ï´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�N¾

J)«�¬�§E¡Ï�/«�®¨¬�§n¦¯«��
T
¥¹«�¬�º
�A��§Ñ½°§n©E¡Ï«�­�§E¡°��¬`¡~¥¤�A©

g
Ì�¥¤�A©n§E¦é© ¥¤�A©Ñ¡P·�¡°±²¥�®¯¡Ïµ�¡G®³���E«�®¨¬�§n¦¯«��

(T |0)
ª
g¡U�n§ �n¬�©RÒn¡° °§n¦¨º�¡'Ô>®¯¡,Ð7�A¦¨§ z ¬`¡Gµ�¡~�n¬�©E °©E«�/¯§ ®¯¡U�vº��A®¯¡°¬�©E� µ�¡~µ�¡°¬�·e�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�

T ′
¡°§
g(T ′)

�/«�¦¨¡°��§v§E«�¬�Ò3«�¬�©E�
Ò�Ó Ý�Ü�Øg×¥¤§¦0Ù©¨6â6Ý�Ü�Ûcª(Ü�Ø `1 ≡ ¬`2 Ü(ä ¬`1 ≡ `2 ×(äIâEÛ�ägà�Ù�Ü�Û�Ü(Û+ä#Ü(Û&Ö{¦Gª Ô Û0ØVÙ'Ö�×(ã#×�Ü(Ø~ª Ô ß�ß�Ü�¦�Û0Ü7ØVÜ¥¦0Ý�Ü*Øj¦�ã I ′



Ä 4 Ã

®¨¦¯´U¡U�Ê¥¤�A©Ê®³�Õ©E¡°®³�A§n¦¯«��
mSat(I, g(T

′)) = mEQ(I
′, T ′)/2

�`«�¬`�È���E�n¬�©E¡¶® w �9èe��¦¨§E´»µ�¡¶®³�Õ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ª
µ�«���§W«��Èµ�´Uµ�¬�¦¨§W®³�~¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´#µ�¡Ñ�n§n©n¦¯ °§E¡ ±e«��`«�§E«���¦¯¡
¾ ¶T®��`«�¬`�k©E¡U�n§E¡ ¬��`¡vÐR«�¦¯�Wµ�¡v¥�®¨¬`�BªB¥¹«�¬�©'´°§/�A­�®¨¦¨©W®³�
LOC ′

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ª>ÌGº�´°©n¦��¤¡°©k®³�G¥�©/«�¥�©n¦¯´°§E´#µ�¡ �n¬`©RÒ3¡U °§n¦¨º�¦¨§E´ µ�¡ º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ ¥¹«�¬�©k®¯¡U�)º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�k±²¦¨©E«�¦¨©E�
h
x ­¹«�©n�`´U�Nª z ¬�¦< U«��`�E¦¯�n§E¡°��§Nª¤�n¬�©

I
 U«�±²±e¡Ê�n¬�©

I ′
Ì² U«��`�E¦¯µ�´°©E¡°©Ï U«�±²±e¡�º�«�¦¯�n¦¨�`¡U�~µ�¡°¬�·ç�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��`�

z ¬�¦,µ�¦�ÁÀÇ°©E¡°��§e�n¬�©e�A¬ ¥�®¨¬`�
h
ªW«�¬��A¬ ±e«�¦¨�`�

n − h
ªkº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�N¾*�k«�¬�©e U¡ Ð:�A¦¨©E¡
ªW U«��`�E¦¯µ�´°©E«��`�²¬��`¡

 U«��`�n§/�A��§E¡
h
¡P§»¬��`¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��

T ′
µ�¡

I ′
Æv¦¨®L� w �AÂ
¦¨§¸�A®¯«�©E�»µ�¡çº�´°©n¦��¤¡°© z ¬`¡ç¥¹«�¬�© §E«�¬�§¸ U«�¬�¥�®¯¡ µ�¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
S′
¡°§
T ′
µ�¡

I ′
º>«�¦¯�E¦¨�`¡U�#�A¬»�E¡°�`�Ñµ�¬ º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡Ï±²¦¨©E«�¦¨©

h
x ­¹«�©n�`´
ª�®¯¡U�Ñ�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�#µ�¡

I g(S′)¡°§
g(T ′)

�E«���§v´°Â��A®¯¡°±e¡°��§ º�«�¦¨�E¦¨�`¡U�Nª��A¬¶�E¡°�`�Zµ�¬e±e½°±e¡Gº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡,±²¦¨©E«�¦¨©
(h+1)

x ­¹«�©n�`´
¾�ê�¦
S ′
¡°§
T ′�0ÁO¡U °§E¡°��§Ñ¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡°±e¡°��§

y
ª��A®¯«�©E�

g(S′) = S′|X
¡°§
g(T ′) = T ′|X

«�¬
g(S′) = S

′
|X

¡°§
g(T ′) = T

′
|X

Ô
µ`�A�`�G®¯¡U�Gµ�¡°¬�·É N���G®¯¡U�Gµ�¦¯�n§/�A�` U¡U�Gº�´°©n¦��¤¡°��§<Æ

d(S′, T ′) = d(S′|X , T
′
|X) = d(S

′
|X , T

′
|X)

⇒

{
d(S′, T ′) ≤ h ⇔ d(g(S ′), g(T ′)) ≤ h

d(S′, T ′) ≥ n− h ⇔ d(g(S ′), g(T ′)) ≥ n− h.

ê�¦¨�`«��<ª`�E¬�¥�¥¹«
�E«��`�G¥¤�A©G¡P·�¡°±²¥�®¯¡
g(S′) = S′|X

¡°§
g(T ′) = T

′
|X

ª�¡°§Ï�A®¯«�©E�<Æ
d(S′, T

′
) = (n+ 1)− d(S ′, T ′) = n− d(S ′|X , T

′
|X) = d(S′|X , T

′
|X)

⇒

{
d(S′, T ′) ≤ h ⇔ d(g(S ′), g(T ′)) ≥ n− h+ 1

d(S′, T ′) ≥ n− h ⇔ d(g(S ′), g(T ′)) ≤ h+ 1.

�)�»©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¥�©E«�¥¹«
�E´U¡eµ�¡
MinE − 2 − Sat

Ì
MinW (1)EQ

ª<Ì»®³�»ÐR«�¦¯�ß�9èe�`¡e¡°§
LOC ′

x
©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¼¥¹«�¬�©�®¯¡U�¢º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�

h
x ­¹«�©n�`´U�� U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/��¦¨©E¡U�NªO¥�©E´U�/¡°©nº>¡²µ�«��` È­�¦¯¡P� ®³�»Â��A©/�A��§n¦¯¡²µ�¡

z ¬¤�A®¨¦¨§E´�µ�¡U�G«�¥�§n¦¨±¶�²®¯«� N�A¬�·¸¥¹«�¬�©~ U¡U�Gº>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�
¦¿L«�§E«��`� z ¬`¡É�n¦,®¯¡¸�`«�±Ê­�©E¡Õµ w «� U °¬�©n©E¡°�` U¡U�»µ w ¬��`¡Éº��A©n¦³�A­�®¯¡Õ¡U�n§²­¹«�©n�`´U¡É¥¤�A©e¬��`¡ z ¬¤�A��§n¦¨§E´

∆´°º�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§ µ�´°¥¹¡°�`µ`�A��§E¡çµ�¡É®³� §/�A¦¨®¨®¯¡Õµ�¡É® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡BæPªZ®¯¡U�²¥¹«�¦¯µ�� ���E�E«� °¦¯´U�¶�A¬�· ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�
�E¡°©E«���§~´°Â��A®¯¡°±e¡°��§~­¹«�©n�`´U�G¥¤�A©

∆
Ô`  w ¡U�E§G U¡ z ¬ w ¡P·�¥�©n¦¨±e¡�®¯¡� U«�©E«�®¨®³�A¦¨©E¡ß�n¬�¦¨º
�A��§<Æ

e�ya��y1s|s��;{��0r��1���1�
MinE − 2− Sat−∆

CG[δ](1,h+1)
∝ MinW [∆]EQ

¿L«�¬`�Z¡°��º�¦¯�/�AÂ>¡U«��`� Ì¢¥�©E´U�E¡°��§Z®¯¡,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
MinPairedBisection

å%�`«�§E´
MinPB

æWµ�¡, U«�¬�¥¹¡
µ�´��`��¦ß U«�±²±e¡¼�n¬�¦¨§<Æ#¬��`¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡

I
¡U�n§É®³� µ�«����`´U¡¼µ w ¬��|Â
©/�A¥�£`¡

G(U ∪ V,E)
 U«�±²¥¹«
�E´¼µ�¡

µ�¡°¬�·�¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�¢µ�¡ �E«�±²±e¡°§E�
U = {u1, ..., un}

¡°§
V = {v1, ..., vn}

µ�¡Ê±e½°±e¡  N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´'ÔÀ¬��`¡
­�¦¯�E¡U °§n¦¯«�� ¡U�E§Ê¬�� ¥¤�A©n§/�AÂ>¡¸µ�¡

U ∪ V
¡°� µ�¡°¬�· �E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­`®¨¡U�

W
¡°§

W
µ�¡¶±e½°±e¡»§/�A¦¨®¨®¯¡'Ô)¬��`¡

­�¦¯�E¡U °§n¦¯«��
W
�E¡°©/�È©E´N�A®¨¦¨�J�A­�®¯¡��n¦<¡°®¨®¯¡��/´P¥Ó�A©E¡¢®¯¡U�~ U«�¬�¥�®¯¡U�

{uj , vj}
âVµ%Ý+µ`�n¦<¡°®¨®¯¡�º�´°©n¦��¤¡'Æ

∀j = 1, ..., n, uj ∈W ⇔ vj ∈W.
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å«Z·� ×nàPÖ>Ö�Ý°Ú�Ú¨Ý
�Uã*� ���:à&�a��á>Ø&�;���»á�ÝPã
ä¼Ý��`ÞUÝPÜ¶ÙPÚ¯ÝJÞ
V1
Ý��
V2
á�ÝeÞ°Ø
Ü Ü¶Ý��%Þ²ÞJã�×eã2�M9
×nàJÖa-�Ý

G(V,E)
5

< V1, V2 >
á��JÞJâÐ9&�¹ÝÈÚ�� Ý��`ÞUÝPÜ¶ÙPÚ¯Ýeá�ÝJÞÈà�×E	��MÝJÞ²á�Ý

E
à $
à �a�Ñã �ÀÝeÝnä �R×��°ÜÈâ��I�eá>à&�`Þ

V1
Ý��#Ú,� à�ãm�R×EÝ²á>à ��Þ

V2
æP¾��<¡~­�¬�§ ¡U�n§ µ�¡G§n©E«�¬�º�¡°©v¬��`¡~­�¦¯�E¡U °§n¦¯«��

W
©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡ z ¬�¦`±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡~®³�ß N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´Ïµ�¡~®³�� U«�¬�¥¹¡

< W,W >
¾

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���gk§�
MinEQ

G[δ](1,h)
∝ MinPB

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ#�`«�¬`�»±e«���§n©/«��`� z ¬`¡�®³�
L
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«���¥�©E«�¥¹«
�E´U¡Áµ`�A�`�¡�¨Ä 4 !�¡°��§n©E¡�®¯¡U�¸µ�¡°¬�· ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

¥¹«
�E�EÇUµ�¡�´°Â��A®¯¡°±e¡°��§~®¯¡U� z ¬¤�A®¨¦¨§E´U�~µ w ¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¬¡UØ�×��MÝPÜ¶Ý��a�Ñà�©_�¹Ý,¡°§Gµ w ¬��`¡
LOC ′

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾
ê�«�¦¨§

I = (X,E)
¬��`¡ ¦¨�`�E§/�A�` U¡»µ�¡

MinEQ
Ì
n
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Nª)�`«�¬`�²���E�/«� °¦¯«��`�ÈÌ� /£¤�� °¬��`¡¸µ�¡

�E¡U� º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�
xj
®¯¡U�È�/«�±²±e¡°§E�

uj
å%©E¡°¥�©E´U�E¡°��§/�A��§

xj
µ`�A�`�

I
æÊ¡°§

vj
å%©E¡°¥�©E´U�/¡°��§/�A��§

x̄j
µ`�A�`�

I
æÀÔ

® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′ = G(U ∪ V, F )

z ¬`¡²® w «��  U«��`�n§n©n¬�¦¨§Ê¥¹«�¬�©Ê®¯¡e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
MinPB

¡U�n§ �A¦¨�`�n¦v±Ê¬���¦¯¡
µ�¡U�¢¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�¢µ�¡ �E«�±²±e¡°§E�

U = {u1, ..., un}
¡°§
V = {v1, ..., vn}

¡°§¢µ�¡Ê® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Èµ w �A©E½°§E¡U�
Fµ�´��`��¦� U«�±²±e¡ß�n¬�¦¨§<Æ

“xi ≡ x̄j” ∈ E ⇒ {uiuj , vivj} ⊆ F, “xi ≡ xj” ∈ E ⇒ {uivj , viuj} ⊆ F.

ê�«�¦¨§
W
¬��`¡ ­�¦¯�/¡U °§n¦¯«�� ©E´N�A®¨¦¯�J�A­�®¯¡»�E¬�©

I ′
ª)«�� ®¨¬�¦ Ð:�A¦¨§È U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ�©E¡»® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

g(W )
µ�¡U�

º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Ïµ�¡
X

z ¬�¦�¥�®³�� U¡ ÌÉÄ�®¯¡U�~º
�A©n¦³�A­�®¯¡°�
xj
µ�«���§~®¯¡�©E¡°¥�©E´U�E¡°��§/�A��§

uj
¡U�n§Ï´°®¯´°±e¡°��§Lµ�¡

W
ªÓÌ ¯

®¯¡U�)�A¬�§n©E¡U�Ñå(�9à�×Pâ7à�ÙPÚ¯ÝJÞ
xj
á>Ø&�a�¹Ú¨Ý ×/ÝMÖÓ×��JÞNÝ��a�:à&�1�

uj
ÝJÞ��J�PÚ¦�PÜ¶Ý��a�<á�Ý

W
æÀÔU®³�#©E´N�A®¨¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´ µ�¡

W
���/�n¬�©E¡

®³�Ê U«�£`´°©E¡°�` U¡�µ�¡Ï® w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��
g(W )

¾Z:Ñ¡°§n§E¡��0ÁO¡U P§J�A§n¦¯«��¸º��A®¨¦¯µ�¡L¬��`¡L´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡
“xi ≡ xj”

å
xi
Ý��

xj
Ø&�a�'Üx	PÜ¶Ý��Aà�Ú¨Ý°ã�×EæÑ�n¦À¡°§#�/¡°¬�®¯¡°±e¡°��§,�n¦¹®¯¡U�#�/«�±²±e¡°§E�

ui
¡°§
uj
�E«���§Ñ§E«�¬`�,µ�¡°¬�·»µ`�A�`�

W
«�¬»§/«�¬`�

µ�¡°¬�·ßµ`�A�`�
W
ªN�/«�¦¨§ z ¬¤�A�`µ�®¯¡U�k�A©E½°§E¡U�

uivj
¡°§
viuj

�E«���§�µ`�A�`��®³�G U«�¬�¥¹¡'Ô9¡°®¨®¯¡vº��A®¨¦¯µ�¡Z¬��`¡ ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡
“xi ≡ x̄j”

å
xi
Ý��
xj
Ø&�a�1�9à�Ú¯ÝPã�×JÞ#ØJÖ>Ö�ØAÞ��/ÝJÞnæO�n¦�¡°§<�/¡P¬`®¨¡°±e¡°��§)�E¦
®¯¡°���E«�±²±e¡°§E�

ui
¡°§
uj
�/¡'�n¦¨§n¬`¡°��§NªU® w ¬��

µ`�A�`�
W
ª�® w �A¬�§n©E¡�µ`�A�`�

W
ª��E«�¦¨§ z ¬¤�A�`µÉ®¯¡U�~�A©E½°§E¡U�

uiuj
¡°§
vivj

�E«���§Gµ`�A�`�,®³�È U«�¬�¥¹¡
¾;¤Ï¦¨�`�n¦:ª
g(W )º�´°©n¦��¤¡

mEQ(I, g(W )) = mPB(I
′,W )/2

´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡U�B¾�¶M��º�¡°©E�E¡°±e¡°��§NªÑ�E«�¦¨§
T
¬��`¡ �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

µ�¡U�²º��A®¯¡°¬�©E�eµ�¡¸º�´°©n¦¨§E´É�n¬�©
I
ªW®³� ­�¦¯�E¡U °§n¦¯«��

g−1(T )
 U«��`�E§n¦¨§n¬`´U¡Õµ�¡U�Èº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�²±²¦¯�/¡U�eÌ Ä¸¥¤�A©

T¡U�n§~�`«����E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§Ï©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡
ª¤±¶�A¦¯�L�A¬`�E�n¦)µ�¡�º��A®¯¡°¬�©
mPB(I

′, g−1(T )) = 2mEQ(I, T )
¾;¤Ï¦¨�`�n¦:ª�¦¨®

� w �AÂ
¦¨§#­�¦¯¡°�¸®³Ì µ w ¬��`¡¢©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¸Ð7«�©n§E¡°±e¡°��§~�9èe�`¡²åRµ�«��` ��n¬�©RÒn¡U P§E¦éº�¡¢¡°§,�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§,±e«��`«�§E«��`¡Bæ#µ�¡
¥¤�A©/�A±eÇ°§n©E¡U�

kI = 1/2
¡°§

KI = 0
¾u:Ñ¡°§n§E¡¶©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¥�©E´U�E¡°©nº�¡e °®³�A¦¨©E¡°±e¡°��§ ®¨¡U�Ê«�¥�§n¦¨±¶�

h
x ®¯«� N�A¬�·

¥¤�A©
LOC ′

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ª)®¯¡U�Êµ�¦¯�E§/�A�` U¡U� ´°§/�A��§Ê®¯¡U�ß±e½°±e¡U� �n¬�©ß®¯¡U�Êµ`¡P¬�· ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�<Æ)µ�¡°¬�· �E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
W
¡°§
W ′ �/«���§¢�A¬�¥�®¨¬`� h x µ�¦¯�n§/�A��§E¡U�¢�n¬�© I ′ åná�â ­>�P×nà&�a�Gág� à�ãeÖÓÚ ã�Þ

h
Þ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��%ÞEæ,�E¦)¡°§L�/¡°¬�®¯¡°±e¡°��§¢�n¦

®¯¡U�Ï�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��`�
g(W )

¡°§
g(W ′)

®¯¡ß�E«���§~´°Â��A®¯¡°±e¡°��§L�n¬�©
I
åná�â ­>�P×nà&�a�#áu� à�ã²ÖÓÚ ã�Þ

h

/Ø�ÜÏÖ�ØAÞUà&�a�MÝJÞEæP¾

� w �9èe��¦¨§E´Ê¡°§,®³�È®¯«� N�A®¨¦¨§E´�±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§Ï´°§/�A­�®¨¦¯¡U�G�`«�¬`�Ï���E�n¬�©E¡°��§ z ¬ w ¡°®¨®¯¡�¡U�n§,¬��`¡
G
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

¦
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õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���gm§�
MinPB

G[δ](1,h)
∝ MinW [2]EQ

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ�¬��`¡GÐ7«�¦¯� µ�¡~¥�®¨¬`�Bª�¡°�»´°§n¬`µ�¦³�A��§#�/«�¬`�v® w �A��Â
®¯¡ z ¬�¦¤�¤«�¬`� ¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡~®³�
L
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¸¥�©E«�¥¹«
�E´U¡

µ`�A�`�x�¨Ä 4 !vµ�¡
MinPB

Ì
MinEQ

ªO�`«�¬`��±e«���§n©E«��`� z ¬ w ¡°®¨®¯¡¶¡U�n§�¬��`¡²©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� �n¦¨±Ê¬�®¨§/�A�`´°±e¡°��§
¡UØ�×��MÝ°ÜeÝ��a�Ñà�©_�¹Ý#¡°§

LOC ′
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«���µ�¡

MinPB
Ì
MinW [2]EQ

¾
ê�«�¦¨§

I = G(V,E)
¬��`¡ß¦¨�`�E§/�A�` U¡Êµ�¡

MinPB
�E¬�©~¬���Â
©/�A¥�£`¡ÈÌ

2n
�/«�±²±e¡°§E�L¡°§L °«��¤�n¦¯µ�´°©E«��`�

® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′
µ�¡

MinW [2]EQ
 U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡Õµ w ¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X = {x1, ..., xn}
µ�¡

n
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Nª

µ w ¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
F
µ w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�

“xi ≡ xj”
å5×EÝJÞ:ÖJµ

“xi ≡ x̄j”
æG¥¹«�¬�©¢§E«�¬�§/¡È�A©E½°§E¡

uivj
«�¬

ujviå5×EÝJÞMÖ§µ
uiuj

«�¬
vivj

æ~µ�¡
E
ª¹¡°§¢µ w ¬��`¡ ¥¹«��`µ�´°©/�A§n¦¯«��

p
µ�¡  U¡U�¢´ z ¬`¦éº
�A®¯¡°�` U¡U� z ¬�¦k¥�®³�� U¡Ê¬�� ¥¹«�¦¯µ�� ?

�n¬�©ß¬��`¡¶´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡
“xi ≡ xj”

å5×EÝPÞ:Ö§µ
“xi ≡ x̄j”

æ z ¬¤�A�`µ¼®¯¡U� �A©E½°§E¡U�
uivj

¡°§
ujvi

å5×EÝJÞMÖ§µ
uiuj¡°§

vivj
æ#�E«���§G§E«�¬�§E¡U�Ïµ�¡°¬�·Õ´°®¯´°±e¡°��§Lµ�¡

E
ª�¬��ç¥¹«�¦¯µ��ßÄ��E¬�©G§E«�¬�§E¡Ê�A¬�§n©E¡ß´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡
¾a�<¡U�~±e½°±e¡U�

§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��`� z ¬¤¡G U¡°®¨®¯¡U�v¥�©E«�¥¹«
�E´U¡U� ®¨«�©/�vµ�¡G®³��¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡~¥�©E¡°¬�º�¡
ª>¥¤�A©v®¯¡U�v±e½°±e¡U�Ñ�A©nÂ
¬�±e¡°��§E�Nª
���E�n¬�©E¡°��§G®³� ÐR«�©n§E¡ß�9èe��¦¨§E´ß¡P§G®³�È®¯«� N�A®¨¦¨§E´ßµ�¡�®³�È©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

¦

� G8³*G8³ ´MY*\ fgYT`=QTL
MaxNAE Sat

¿L«�¬`�¶�Nº>«��`�eµ�´5ÒEÌ  U«��`�E¦¯µ�´°©E´ç�A¬ ¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£`¡�C�¾¨Ä
¾¨Ä¸®¯¡U�²®¨¦¯¡°�`� z ¬�¦,¥¹«�¬�º��A¦¯¡°��§e¬���¦¨©NªZµ�¬ ¥¹«�¦¨��§
µ�¡eº�¬`¡¶µ�¡e® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®#µ w ¬��`¡¶¥¤�A©n§Ê¡°§ µ�¡e®³�Õ U«��`�E¡°©nº
�A§n¦¯«�� µ�¡U�Ê«�¥�§n¦¨±¶�ç®¯«� N�A¬�·
µ w �A¬�§n©E¡e¥¤�A©n§Nª<µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§E¡U�ßº>¡°©E�n¦¯«��`�ßµ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¶µ�¡e�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´eµ�¡e P®³�A¬`�/¡U�� U«���Òn«��` °§n¦¨º�¡°�Ê¡°§
µ�¦¯�RÒn«��` °§n¦¨º>¡U��Ô �`«�¬¤�¸¡°� Ð:�A¦¯�E«��`�Éµ�¡ ±e½°±e¡ ¦¯ °¦��Nº�¡U  ®¯¡ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

MaxNAE Sat
ªÑ§E¡°��§/�A��§É¥¤�A©

®³��±e½°±e¡É«� U N���n¦¯«���µ�¡¸�n¦¨§n¬`¡°©È®¯¡¸µ�¡°Â
©E´Éµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�¦¨®¨¦¯§E´Õµ�¡¸�E¡U� º
�A©n¦³�A��§E¡U�È¥Ó�A©È©/�A¥�¥¹«�©n§¶Ì  U¡U�
µ�¡°©n��¦¯¡°©E�N¾
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���|��o§�

∀k ≥ 2, MaxNAE k − Sat
G[δ](1,h)
↔ MaxNAE E − k − Sat

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆO�`«�¬`�� U«��`�n§n©n¬�¦¯�/«��`�¢¬��`¡ ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� µ�¡
MaxNAE k − Sat

Ì
MaxNAE E − k − Satz ¬�¦O¥¹«
�E�EÇUµ�¡�®¯¡U�,¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�Ïµ w ¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� à,©_�¹Ý#¡°§~µ w ¬��`¡

LOC ′
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾

�)�  U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«�� ¡U�E§¸®³� ±e½°±e¡ z ¬`¡Á U¡°®¨®¯¡ ¥�©E«�¥¹«
�E´U¡¼Ì ® w «� U N���n¦¯«�� µ�¬�®¯¡°±²±e¡ C�¾ 4 ¥¹«�¬�©É®¯¡U�
º�¡°©E�n¦¯«��`�Zµ�¡

CCSP
Æ>�n¦�®¯¡U�Z °®³�A¬`�E¡U�vµ w ¬��`¡,¦¨�`�E§/�A�` U¡

I
�`¡,�/«���§'¥¤���'§E«�¬�§/¡°� µ�¡#§/�A¦¨®¨®¯¡

k
ª
«��e¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¨§

¬��`¡¢�`«�¬�º�¡°®¨®¯¡¢º��A©n¦³�A­�®¯¡
y
¡°§,® w «��É©E¡°±²¥�®³�� U¡� /£¤� z ¬`¡� °®¯�A¬¤�E¡

c = (`1, ..., `p)
µ�¡¢§/�A¦¨®¨®¯¡

p
�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§

¦¨��Ð7´°©n¦¯¡°¬�©E¡ÊÌ
k
¥¤�A©~®¯¡U�~µ�¡°¬�·Õ °®³�A¬`�/¡°�

(`1, ..., `p, y)
¡°§

(`1, ..., `p, ȳ)
å%§n©/�A�`�nÐR«�©n±¶�A§n¦¯«��

t
æ¹Ô`� w ¦¨®<©E¡U�n§E¡

¡°�` U«�©E¡ µ�¡U�� °®³�A¬`�E¡U�)µ�¡Z±e«�¦¨�`�)µ�¡
k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Àª9«��ß©E¡U U«�±²±e¡°�` U¡ ¡°§k�A¦¨�`�n¦�µ�¡v�n¬�¦¨§E¡~å7�A¬ß¥�®¨¬`�

k−1
Ð7«�¦¯�JæPª

Ò3¬`� z ¬ w Ì� U¡ z ¬`¡G® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡L«�­�§E¡°��¬`¡
I ′ = tκ(I)

å
κ ≤ k−1

æ'�E«�¦¨§v¬��`¡~¦¨�`�n§/�A�` U¡Ïµ�¡
MaxNAE E−
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k−Sat
¾A¿L«�¬`�Z�Nº>«��¤�Wµ�´5ÒEÌ¢�A©nÂ
¬�±e¡°��§E´ z ¬¤�A��§ZÌÏ®³�L U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´Gµ w ¬��`¡#§E¡°®¨®¯¡Ñ§n©/�A�`�nÐR«�©n±¶�A§n¦¯«��<ª
¦¨®��`«�¬`�

©E¡U�n§E¡È¦¯ °¦ZÌ» U«�±²¥¤�A©E¡°©�®¯¡U��º��A®¯¡°¬�©E��µ�¡U���E«�®¨¬�§n¦¯«��`��µ�¡È® w ¦¨�`�E§/�A�` U¡È¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
I
¡°§�µ�¡ ® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡²¦¨±¶�AÂ>¡

I ′
¾a�k«�¬�©¢ U¡�Ð:�A¦é©/¡�ª¹«���±e«���§n©E¡ z ¬`¡Êµ�¡°¬�·Õ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

I
¡°§
t(I)

�E«���§Ï§E«�¬�Ò3«�¬�©E�Ï¦¨��§n¦¨±e¡°±e¡°��§¢®¨¦¯´U¡U�L¡°�
«�­`�E¡°©nº
�A��§Ñ�n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§ z ¬ w ¬��`¡L °®³�A¬`�E¡

c = (`1, ..., `p)
¡U�n§ º
�A®é¦¯µ�´U¡Èå5×EÝJÞMÖ§µ�©E¡5Ò3¡°§E´U¡BæZ¥¹«�¬�©

NAE Sat¥¤�A©v¬��`¡~�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«�� µ`¡°�vº��A®¯¡°¬�©E� µ�¡,º�´°©n¦¨§E´G�E¦`¡°§ �E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§ �n¦`®¯¡U�vµ�¡°¬�·e °®³�A¬`�E¡U�Lå5×EÝJÞMÖ§µ�¡P·��� °§E¡°±e¡°��§
® w ¬��`¡ µ�¡U� µ�¡°¬�·  °®³�A¬`�E¡U�Jæ

(`1, ..., `p, y)
¡°§

(`1, ..., `p, ȳ)
®¯¡ �E«���§¸å5×EÝJÞMÖ§µ)® w ¡U�n§Jæ�´°Â��A®¯¡°±e¡°��§Nªk¡°§  U¡°®³�

z ¬`¡°®¨®¯¡ z ¬`¡ �E«�¦¨§L® w ¡P·�§E¡°�`�n¦¯«�� Ð7�A¦¨§E¡²Ì
y
µ�¡Ê® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��¼µ�¡U�Lº��A®¯¡°¬�©E��µ�¡Êº�´°©n¦¨§E´
¾ ¨ �Áº>«�¦¨§��A¦¯�E´°±e¡°��§

z ¬`¡ ®³�»©E¡°®³�A§n¦¯«�� ¡°��§n©E¡²µ�¡°¬�· ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�
I
¡°§
t(I)

µ�¡
NAE Sat

¡U�n§��n¦Z´P§E©E«�¦¨§E¡ z ¬ w ¡°®¨®¯¡È¥¹¡°©n±e¡°§ßµ�¡
¥�©E´U�E¡°©nº�¡°©²®¯¡°�e«�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·�Æ

T
«�¥�§n¦¨±Ê¬�±

h
x ®¯«� N�A®~�n¬�©

I
�n¦#¡°§e�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§¶�n¦

(T |0)
¡°§

(T |1) ®«�¥�§n¦¨±¶�
h
x ®¯«� N�A¬�· �E¬�©

t(I)
¾g���Õ©E¡°®³�A§n¦¯«�� µ�¡U�ß¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

I
¡°§

t(I)
�E¡e§n©/�A�`�n¥¹«�©n§E¡»�A®¯«�©E�È�A¦¯�E´°±e¡°��§

¥¤�A©G©E´U °¬�©n©E¡°�` U¡Ê�A¬�·¸¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
I
¡°§
tκ(I) ¦

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���|�a�a�

∀k ∈ N, MaxNAE k − Sat
G[δ](1,h)
∝ Maxk − Sat

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ��`«�¬`� ¡P·�£�¦¨­¹«��`�v¬��`¡~©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¸µ�¡
MaxNAE k−Sat

Ì
Maxk−Sat

µ�«���§v®¯¡U� z ¬¤�A®¨¦¨§E´U�
�E«���§~ U«���Ò3«�¦¨��§E¡°±e¡°��§L U¡°®¨®¯¡U�~µ w ¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¬¡UØ�×��MÝ°Ü¶Ý��a�Ñà�©_�¹Ý#¡°§~µ w ¬��`¡

LOC ′
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾

.Ï�`¡¸ °®³�A¬`�E¡¸¡U�n§Èº��A®¨¦¯µ�´U¡¼å5×EÝJÞMÖ§µW©E¡5Òn¡°§E´U¡BæÊ¥¹«�¬�©
NAE Sat

�n¦Ñ§E«�¬`�²�/¡U� ®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· �`¡¸�E«���§È¥¤���
¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡°±e¡°��§Ê�0ÁO¡U °§E´U�<Ô<�A¦¨�`�n¦:ªÀ¬��`¡e�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��

T
µ�¡U��º��A®¯¡°¬�©E��º�´°©n¦¨§E´ º
�A®¨¦¯µ�¡È¬��`¡² °®³�A¬`�E¡

c
�E¦'¡P§

�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§��n¦W®¯¡U��µ�¡°¬�·  °®³�A¬`�E¡U�eå5×/ÝJÞ:Ö§µ<¡P·��� °§E¡°±e¡°��§�® w ¬��`¡Èµ`¡°��µ�¡°¬�·Á °®³�A¬`�E¡U�Jæ
c
¡°§
c̄
®¯¡È�E«���§¢¥¹«�¬�©

Sat
¾1¤Ï�/�E«� °¦¯«��`�Ïµ�«��` ÈÌe¬��`¡ß¦¨�`�n§/�A�` U¡

I = (X,C)
µ�¡

NAE Sat
® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡

I ′ = (X,C ∪ C)
µ�¡

Maxk − Sat
Ô�§E«�¬�§E¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��

T ∈ {0, 1}n
µ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º>´°©n¦¨§E´�º>´°©n¦��¤¡ZÆ

mSat(I
′, T ) = m+mNAE(I, T ).

¤,§n§E¡°��§n¦¯«���Æ>¥¹«�¬�©
NAE Sat

ª
®¯¡U�v °®³�A¬`�E¡U�
c
¡°§
c̄
«���§v®³�¢±e½°±e¡~�n¦¨Â
��¦��¤ N�A§n¦¯«��<ª��A¬`�E�n¦¤�n¬�¥�¥¹«
�E«��`� x �`«�¬`�

�`¡WÒE�A±¶�A¦¯� µ�¦¯�n¥¹«
�E¡°©vµ`�A�¤�Z¬��`¡G¦¨�`�n§/�A�` U¡
ª�¡°§  U¡ z ¬`¡°® z ¬`¡G�E«�¦¨§Z® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡
c = (`1, `2..., `p)

µ�¡G®¨¦¨§n§E´ x
©/�A¬�·² U«��`�n¦¯µ�´°©E´
ª> U«���Òn«�¦¨��§E¡°±e¡°��§ µ�¡U�Z¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�

c
¡°§
c̄
åTÞPâ8�ÓØ �¸Ø&�Éà�ã�×nà�â|�<ÞNÝPã�Ú¯ÝPÜ¶Ý��a�

mSat(I
′, T ) ≤

m + mNAE(I, T )
5~â�ÚK¡°à
ã�á�×Eà�â��ZÖ�Ø&�¹á��P×EÝP×

I ′
Ö�Ø�ã�×e×EÝ��R×nØ�ã ��ÝP× ã �ÀÝ
�,�Uã�â��9à�Ú¯Ý��1
JÝçÝ��a�R×EÝ¶Ú¯ÝJÞeÜ¶ÝJÞPã�×EÝPÞ

ÞJã�×
I
Ý��
I ′
æP¾Oê�«�¬`�L U¡°§n§E¡ £�Å�¥¹«�§n£`ÇU�/¡�ª¹®³�e§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��Á¥�©E«�¥¹«
�E´U¡È¡U�n§Ï¬��`¡Ê©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� Ð7«�©n§E¡°±e¡°��§

�9èe�`¡�µ�¡� U«�¡Pè¶ °¦¯¡°��§E�
KI R°¯ ± ¯ ¡°§ kI R Ä
¾a:Ñ¡°§n§E¡¢©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��ÕÐR«�©n§E¡°±e¡°��§Ï�9èe�`¡�º>´°©n¦��¤¡ß�A®¨®¯Ç°Â
©E¡°±e¡P��§®¯¡U�Ï¡P·�¦¨Â>¡°�` U¡U�Lµ w ¬��`¡
LOC ′

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«���Æ¤®¯¡U�Ï¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�Lµ�¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Ïµ`¡
I
¡°§
I
w ´°§/�A��§~®¯¡U�~±e½°±e¡U�Nª

±+Ó«² Û�ãIâ6á�á Ü(Ý�Ý�Ü[¤§¦0Ü�ØVÙ T Ö�×�ØVÙ�Ú�Û0Ü[¦0Û�Ü·â£³eÜ¥ª(äIâ�ä#Ù Ô ÛAÖ�Ü�Ø7¨6â6Ý�Ü´¦0ã#Ø�Ö0Üa¨�×°ã#Ù�ä#×�Øj¦0ã X µ (T |0) ¶¸·º¹�»g¼¾½ (T |1) ¿�Ö0×�ØVÙ�Ú6Û�ÜÝÐÞ Ü´À+ä#Ü�Û�ØVÙ Ô ÛDÖ�Ü T Á X ∪ {y} ¤Â¦�Ù�âÃ³eÜ¥ª(ä#Ü y ÁCÄG¶¸·º¹�»g¼¾½ Ò ¿ Ó



Ä 4lP

®¯¡U�,º�«�¦¯�n¦¨�`�~�A¬Õ¥�®¨¬`�
h
x µ�¦¯�n§/�A��§E�~ U«&¢7�` °¦¯µ�¡°��§L´°Â��A®¯¡°±e¡°��§

¦

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���|�m�n�

∀k ∈ N, Max k − Sat
CG[δ](1,h+1)
∝ MaxNAE (k + 1)− Sat

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ�µ�¡
Maxk−Sat

Ì
MaxNAE (k+1)−Sat

ª�¦¨®¹¡P·�¦¯�n§E¡~¬��`¡Ï©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��»­�¦¯¡°�¸ U«�����¬`¡ z ¬`¡
�`«�¬`�G¥�©E´U�E¡°��§E«��`�G¦¯ °¦� U«�±²±e¡�©/´°µ�¬` °§n¦¯«�� Ì ®³� ÐR«�¦¯�ßà�©_�ÀÝ#¡°§

LOC ′
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<¾

ê�«�¦¨§
I = (X,C)

¬��`¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡ µ�¡
k − Sat

Ì
m
 °®³�A¬`�E¡U�É�n¬�©

n
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Nª#«��� U«��`�n§n©n¬�¦¨§

® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′ = (X ∪ {y}, C × {y})

µ`¡
NAE (k + 1) − Sat

¾7�k«�¬`©²§E«�¬�§E¡Õ�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T
µ�¡U�

º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�~µ�¡
X
ª�®³�²�E«�®¨¬�§n¦¯«��

(T |0)
µ�¡

I ′
�/�A§E¦¨�nÐ7�A¦¨§Ï�A¬Õ�/¡°�`�Gµ�¡

NAE Sat
¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§~®¯¡U�G±e½°±e¡U�

 °®³�A¬`�E¡U� z ¬`¡
T Å Æ'�E¡°¬�®¯¡U�²�`¡É�/¡P©/«���§²¥¤���²º>´°©n¦��¤´U¡U�¶µ`�A�`� I ′ ®¯¡U�e °®³�A¬`�E¡U�e U«���§/¡P�Ó�A��§¶µ�¡U�²®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·åRµ�«���§

y
æ~§/«�¬`�¢��¬�®¯�N¾<ê�«�¦¨§

T ′
¬��`¡²�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��¼µ�¡U��º��A©n¦³�A­�®¯¡U�

X ∩ {y}
ªÀ«��Á¥¹¡°¬�§�®¨¬�¦Z���E�/«� °¦¯¡°©¢¬��`¡

�E«�®¨¬�§n¦¯«��
g(T ′)

µ�¡
I
µ�¡eº
�A®¯¡P¬`©

mSat(I, g(T
′)) = mNAE(I

′, T ′)
¡P� ¥¹«
�/�A��§

g(T ′) = T ′|X
�n¦
T ′�0ÁO¡U °§E¡

y
Ì ¯ ª

g(T ′) = T
′
|X

�n¦¨�`«��<¾
g
¡U�n§ ´°º�¦¯µ�¡°±²±e¡°��§²�n¬�©RÒ3¡U °§n¦¨º�¡
ª�§E«�¬�§E¡¸�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

T
�n¬�©

X¥¹«�¬�º
�A��§ß½°§n©E¡eµ�´Uµ�¬�¦¨§E¡
ª<�`«�§/�A±²±e¡°��§Nª)µ�¡È® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
(T |0)

�n¬�©
X ∪ {y}

ÔOµ�¡²¥�®¨¬`�NªO®¯¡U�� U«�¬�¥�®¯¡U�
µ�¡¸�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�

(T ′, g(T ′))
�E«���§È§E«�¬�Ò3«�¬�©E�È®¨¦¯´U�²¡°� º��A®¯¡°¬�©È¥¤�A©È¬��`¡»©E¡°®³�A§n¦¯«�� �9èe�`¡¸µ�¡»¥¤�A©/�A±eÇ°§n©E¡U�

kI = 1
¡°§

KI = 0
ÆW®³� ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«���¥�©E«�¥¹«
�/´U¡É¡U�E§È­�¦¯¡°��¬��`¡¸©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� �9èe�`¡Õµ�¡

Maxk − SatÌ
MaxNAE (k + 1) − Sat

¾u�W«
�E�EÇUµ�¡ x § x ¡°®¨®¯¡¸´°Â��A®¯¡°±e¡°��§È®¯¡U�Ê¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�Èµ w ¬`�`¡
LOC ′

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
¥¹«�¬�©²®³�Á�n§n©n¬` °§n¬�©E¡Õµ�¡¸º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡É±²¦¨©E«�¦¨©

h
x ­¹«�©n�`´ÀÍ ê�«�¦¯¡°��§

S′
¡°§

T ′
µ�¡°¬�· �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��`� �A¬ ¥`®é¬¤�

h
x ªÓ�A¬ç±e«�¦¨�`�

n− h
x µ�¦¯�n§/�A��§/¡°�L�n¬�©

X ∪ {y}
ª`�`«�¬`�~º>«�¬`®¨«��¤�~º>´°©n¦��¤¡°©Ï¥¹«�¬�©¢���E�n¬�©E¡°©~®³�e�E¬�©RÒ3¡U °§n¦¨º�¦¨§E´

µ�¡Êº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ z ¬`¡Ê®¯¡U�¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
g(S′)

¡°§
g(T ′)

�E«���§��A¬ ¥�®¨¬`�
(h + 1)

x ªÀ�A¬Á±e«�¦¨�`�
[n − (h + 1)]

x
µ�¦¯�n§/�A��§E¡U���E¬�©

I
¾�ê�¦

S′
¡°§
T ′
 U«&¢7�` °¦¯µ�¡°��§ß�n¬�©

y
ª<�A®¨«�©/�¢®¯¡U��µ�¦¯�n§/�A�` U¡U�

d(g(S′), g(T ′))
¡°§
d(S′, T ′)�E«���§G¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡U��Ô`�n¦¨�`«��<ª`�n¬�¥�¥¹«
�E«��`� z ¬`¡

T ′
�0ÁÀ¡U °§E¡

y
Ì¸Ä
ª¤�A®¯«�©E�G®¯¡U�Gµ�¦¯�n§/�A�` U¡U�Gº�´°©n¦��¤¡°��§

d(g(S′), g(T ′)) = |X| − d(g(S ′), g(T ′))
¡°§
d(S′, T ′) = d(g(S′), g(T ′)) + 1,

 U¡�µ�«���§~«��Õµ�´Uµ�¬�¦¨§<Æ
d(S′, T ′) ≤ h⇒ d(g(S ′), g(T ′)) ≥ n− h+ 1, d(S ′, T ′) ≥ n− h⇒ d(g(S ′), g(T ′)) ≤ h+ 1.

.Ï�`¡¼Ð7«�¦¯� µ�¡ ¥�®¨¬`�NªÏ®³�  U«�±Ê­�¦¨�¤�A¦¯�E«�� µ�¡U� �Nº��A��§/�AÂ>¡U� µ w ¬��`¡ ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� �9èe�`¡ ¡°§Áµ w ¬��`¡
LOC ′

x
©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�~±eÇ°�`¡°��§LÌ ®³�

CG
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

¦

� r2÷ ÷ r��1�|�m¥§�
MaxCut

G[δ](1,h)
∝ MaxNAE E 2− SatÆ�Ó

(T |0), (T |1) ∈ {0, 1}n+1 Ö�×´Ç&Û0Ù�ØJá�âEã (T |0)|X = (T |1)|X = T Ü(ä (T |0)|{y} = 0 µ (T |1)|{y} = 1



Ä 4�3

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆÀ«�� ±e«���§n©E¡ z ¬`¡ß®³�e©/¡P®³�A§n¦¯«�� z ¬�¦)®¨¦¯¡  U¡U�¢µ�¡°¬�·ç¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U��¡U�n§L�n¦¨±Ê¬�®¨§/�A�`´°±e¡°��§[¡UØ�×��MÝ°ÜeÝ��a�
à�©_�¹Ý,¡°§

LOC ′
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ªÓ¡°��§n©E¡�®¯¡U�Gµ�¡°¬�·¸¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡°�B¾

ê�«�¦¨§
G(V,E)

¬��`¡Ê¦¨�`�n§/�A�` U¡Èµ�¡
MaxCut

ªÓ«�� ¥¹¡°¬�§¢§n©EÇU�L­�¦¯¡°� ® w ¦¨��§E¡°©n¥�©/´P§/¡P©ß U«�±²±e¡ ¬��`¡Ê¦¨�`� x
§/�A�` U¡Lµ�¡

MaxNAE E 2−Sat
¡°�¸ U«��`�n¦¯µ�´°©/�A��§#®¯¡U�Ñ�E«�±²±e¡°§E�# U«�±²±e¡¢µ�¡U�Ñº��A©n¦³�A­�®¯¡U�#¡°§Ñ®¯¡U�#�A©E½°§E¡U�

 U«�±²±e¡Èµ�¡U�¢ °®³�A¬`�E¡U�<ÆÓ¬��`¡²�A©E½°§E¡¸å5×/ÝJÞ:Ö§µÀ¬��`¡  °®³�A¬`�E¡BæÏ¡U�n§¢µ`�A�`�L®³�  U«�¬�¥¹¡¸å5×/ÝJÞ:Ö§µÀº
�A®¨¦¯µ�¡È�A¬Á�E¡°�`�¢µ�¡
NAE − Sat

æ#�n¦<® w ¬��`¡ßµ�¡ß�E¡U�~¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´U�Èå5×EÝJÞMÖ§µ¤® w ¬���µ�¡��/¡U�,®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·¤æG¡U�n§~µ`�A�`�~®³�² U«�¬�¥¹¡»å5×EÝJÞ:ÖJµ
º�©/�A¦�æß¡°§ ® w �A¬�§n©E¡¸µ`�A�`� ®¯¡¸ U«�±²¥�®¯´°±e¡P��§/�A¦¨©E¡ å5×EÝJÞ:ÖJµ)Ð:�A¬�·¤æP¾u¶T® �¤¡»� w �AÂ
¦¨§ ¦¯ °¦ z ¬`¡»µ�¡ ®³�çÐ7�&�U«�� µ�¡»®¯¡
©E¡°Â��A©Eµ�¡°©Nª�®³��©E´N�A®¨¦¨§E´ z ¬`¡G® w «�� ¥�©E´PÐRÇ°©E¡G¥�©E½°§E¡°©#�A¬¶±e«�µ�Ç°®¯¡~±¶�A§n£`´°±¶�A§n¦ z ¬`¡~ÐR«�©n±Ê¬�®¯´
¾ ¨ �¶©E¡°±¶�A© z ¬`¡°©/�
z ¬`¡~®¯¡U�Ñ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�#µ�¡

MaxNAE E 2−Sat
z ¬`¡Ï® w «��¸«�­�§n¦¯¡°��§,�E«���§Ñ§E«�¬�§#µ�¡Ï±e½°±e¡ÏÐR«�©n§#�n¥¹´U °¦³�A®¯¡U�Nª

¥�¬�¦¯� z ¬ w ¡°®¨®¯¡U�Ê�E«���§�¬��  N����¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©Èµ�¡²¥�¦¨©E¡¶�E«�®¨¬�§n¦¯«�� ��¬�®¨®¯¡
¾g���É©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«�� µ�¡
NAE − Sat

Ì
µ�¡U�, °®³�A¬`�E¡U�, U«�±²¥¹«
�/´U¡U�G¡P·� °®¨¬`�n¦¨º�¡°±e¡°��§Gµ�¡L®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·¸¥¹«
�n¦¨§n¦éÐR�,¡U�n§#�`«�§E´U¡

PosNAE − Sat
Ô��n¦¹® w «��

 U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡# U¡°§n§E¡Ñ©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��<ª�®¯¡U�k¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
MaxCut

¡°§
MaxPosNAE 2−Sat

�E«���§Z�9èe�`¡°±e¡P��§
¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡U�N¾;:Ñ¡°§n§E¡ÏÐR«�©n±e¡L¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯Ç°©E¡�µ�¡U�#¦é�¤�n§/�A�` U¡U�#¦¨±¶�AÂ>¡U�#�`¡Ï¥¹¡°©n±e¡°§#¥¤���Bª��ß¥�©n¦¯«�©n¦:ª�µ�¡L©E¡°º>¡°��¦¨©
¡°�e�A©n©n¦¯Ç°©E¡#¡°§'µ w ¦¨��§E¡°©n¥�©E´°§E¡°©Z¬��`¡ ¦¨�`�E§/�A�` U¡ z ¬`¡°®¯ U«�� z ¬`¡#µ�¬È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

MaxNAE E 2−Sat
 U«�±²±e¡

¬��`¡G¦¨�`�n§/�A�` U¡~µ�¡
MaxCut

Ô> U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Nª�¦¨®¤¡U�n§Z¥¹«
�E�E¦¨­�®¯¡Gµ�¡,® w ¡P·�¥�©n¦¨±e¡°©  U«�±²±e¡~¬��`¡,¦¨�`�E§/�A�` U¡~µ w ¬��
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�µ�¡� U«�¬�¥¹¡�¥�®¨¬`�G�E«�¥�£�¦¯�n§n¦ z ¬`´
ª

MaxPB
¾Zô7ÁÀ¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§Nª�®³� §n©/�A�`�nÐR«�©n±¶�A§n¦¯«��ç¥�©E«�¥¹«
�E´U¡¢¦¨®

Åe��µ�¡G U¡°®³� z ¬`¡°® z ¬`¡U�v¥�©E«�¥¹«
�n¦¨§n¦¯«��`�Ñµ�¡
MinEQ

Ì
MinPB

¥¹¡°©n±e¡°§ §E«�¬�§Ñ�A¬`�E�n¦¤­�¦¯¡°� µ�¡G§n©/�A�`�3Ð7«�© x
±e¡°©Gµ�¡U�#¦¨�`�E§/�A�` U¡U�Gµ�¡

MaxNAE E 2− Sat
¡°�Éµ�¡U�,¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~�9èe�`¡°±e¡°��§~®¨¦¨´U¡U�Gµ�¡

MaxPB
Æ�¦é®

�n¬�èe§,µ w ���/�E«� °¦¯¡°©GÌ  /£¤� z ¬`¡Lº
�A©n¦³�A­�®¯¡
xi
¬��Õ °«�¬`¥�®¯¡�µ�¡¢�E«�±²±e¡°§E�

(ui, vj)
z ¬�¦Oµ�¡°º�©E«���§G½°§n©E¡¢�E´°¥¤�A©E´U�

¥¤�A©²¬��`¡¸­�¦¯�E¡U °§n¦¯«�� º
�A®¨¦¯µ�¡
ª'¡°§eÌ  /£¤� z ¬`¡É °®³�A¬`�E¡
ci = (xj , xk)

å5×EÝJÞMÖ§µ
(xj , x̄k)

ª
(x̄j , x̄k)

æÊ® w �A©/½P§/¡
ei = ujuk

å5×EÝJÞMÖ§µ
ujvk

ª
vjvk

æ¹Ô�¬��`¡Ê�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��
T
µ�¡U�Gº
�A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º>´°©n¦¨§E´ß�n¬�©

I
¡U�n§G¬��`¡�­`¦¨�/¡U °§n¦¯«��

�n¬�©
I ′
ª`¡°§G /£¤� z ¬`¡� °®³�A¬`�E¡�º
�A®¨¦¯µ�´U¡�¥¤�A©

T
�A¬ç�E¡°�`�~µ�¡

NAE Sat
¡U�n§G¬��`¡ß�A©E½°§E¡�µ�¡�®³�² U«�¬�¥¹¡
¾`���A�`�

® w �A¬�§n©E¡,�E¡°�`�NªA¥¹«�¬�©'�E¡Ñ©/�A±e¡°�`¡°©WÐ7�� °¦¨®¯¡°±e¡°��§Zµ w ¬��`¡#¦¨�`�n§/�A�` U¡,µ�¡
MaxPB

Ì
MaxNAE E−2−Satµ�¡ÈÐ:�&�U«�� �n¦¨±²¦¨®³�A¦¨©E¡ ÌÉ U¡°®¨®¯¡e«�¥¹´°©E´U¡e¥¹«�¬�©ß®¯¡U��º�¡°©E�n¦¯«��`�eÜÈâ8�¤â�ÜÈâ³ÞUà �RâRØ �Éµ�¡
2 − EQ

¡°§
PB

ªO¦¨®'Ð7�A¬�§
¥¹«��`µ�´°©E¡°© ®¯¡U�  °®³�A¬`�E¡U�È���/�E«� °¦¯´U¡U�È�A¬�· �A©E½°§E¡U� µ�¬ Â
©/�A¥�£`¡ ¦¨��¦¨§n¦³�A®:ª

NAE Sat
�`¡ µ�¦�ÁO´°©E¡°�` °¦³�A��§ ¥¤���

µ�¡°¬�·É °®³�A¬`�E¡U�
(`1, `2)

¡°§
(¯̀1, ¯̀2) ¦

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���|� ÏJ�

MaxCut
G[δ](1,h)
↔ MaxPosNAE E 2− Sat

MaxCut
G[δ](1,h)
∝ MaxNAE E 2− Sat

G[δ](1,h)
∝ MaxPB

G[δ](1,h)
∝ MaxNAEW [2] 2− Sat



Ä 4 £

� G8³*G8û KMLad[i�LÍfgY jTP§i�Q�L1dTi�L·Î

:Ñ¡,¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£`¡~� w ¦¨��§E´°©E¡U�E�E¡G�A¬�·È¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~á�Ý���ÞUÝPÞkµ�¡U�'¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U� µ�¡�Ì¹à �Râ�Þq¡Uà�â³ÞUà�ÙPâ%Ú�â|�I�#å
Max

¡°§
Mink−Sat

ª
Max

¡°§
Mink−CCSP

ª
Max

¡°§
MinE−k−Sat

ª
Max

¡°§
MinE−k−CCSP

æPª
µ wÉÈ �°ã�â��9à�Ú¯Ý��1
JÝPÞÑå

Max
¡°§
MinEQ

æO¡°§kµ wÉÈ �°ã�à �Râ7Ø&��ÞGÙPâ��Óà�â%×EÝJÞvå
Max

¡°§
Mink−Lin2

æ¹ÔB®³�~µ�¡°�`�n¦¨§E´
� w ¡P·�¥�©n¦¨±e¡ ¡°� ÐR«��` °§n¦¯«�� µ�¬ �`«�±Ê­�©E¡²µ w «� U °¬�©n©/¡P�¤ U¡U��µ�¡U�Lº��A©n¦³�A­�®¯¡U��µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡²µ`�A�`�L®¯¡U�¢¡P·�¥`©E¡U� x
�n¦¯«��`�Ñå�
°Úéà
ã�ÞNÝJÞE5u�,�Uã�â��9à�Ú¯Ý���
/ÝPÞ65u�,�Uã�à �Râ7Ø&��ÞEæP¾0� w ¦¨��§E´°©E½°§Wµ�¡v®³�G U«��`�E¦¯µ�´°©/�A§n¦¯«��Èµ�¡v§E¡°®¨®¯¡U�)¦¨�`�n§/�A�` U¡U�)©E´U�n¦¯µ�¡
¡°� ®³� ¥¹«
�E�E¦¨­�¦¨®¨¦¨§E´ z ¬ w ¡°®¨®¯¡²«�ÁÀ©E¡Èµ w ¬�§n¦¨®¨¦¯�/¡°©�µ�¡U��«�¬�§n¦¨®¯��¥�©E«�­¤�A­`¦é®¨¦¯�E§E¡U�NªÀÐR«�©n§¢¥`©E´U P¦¯¡°¬�·Á¥¹«�¬�©�® w ´°§/�A­�®¨¦¯� x
�E¡°±e¡°��§¸µ�¡�©/�A¥�¥¹«�©n§E�Éµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<¾���¡°�»©E´U�E¬�®¨§/�A§E�¸�E«���§¸´°º>«� N�A§E¡°¬�©E��Æ ®¯¡U�»¦¨�`�n§/�A�` U¡U�¸µ`¡P�¤�E¡U�
åEÝ���ÞNÝPÜ¶ÙPÚ¯Ý¸ág� ÝnäJÖÓ×EÝPÞ/ÞJâ7Ø&��Þ»à�ãÉÖÓÚ�ã�Þ

k
�3à�â%×EÝJÞ á�Ý

Eà
×ná�â8�¹à�Ú�â|�I�»á�Ý Ú,� Ø�×ná�×EÝ¸á�ã±�ÓØ
ÜeÙ°×EÝ»á�Ýx�Aà�×Jâ7à�ÙPÚ¯ÝJÞ
�

Ú¨à»ÖÓã�â³ÞJÞ°à&��
/Ý
k − 1

5�
¸¡+µZµ�´��`��¦¨§n¦¯«�� P ¾¨ÄBæÈµ�¡U�È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
Mink − Sat

�éÄ+��!Mª
Maxk − Sat

� 3 !Mª
MaxE − k − CCSP

� 4 !Z¡°§
MinE − k − LIN2

�¨Ä+��!Z��µ�±e¡°§n§E¡°��§ßµ�¡U�
PTAS

ªO�A®¯«�©E� z ¬`¡
ª¹¥�©n¦¯�
µ`�A�`��®¯¡°¬�©ßº>¡°©E�E¦¯«��¼Â>´P�¤´P©J�A®¨¡
ª) U¡U��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ê�E«���§�§E«�¬¤�

APX
x µ�¦éè¶ °¦¨®¯¡U�N¾u¤~©E«�©/��ªg@��A©nÂ>¡°©Ê¡°§�@��A© x

¥�¦¨�`�,��¦�±e«���§n©E¡°��§L±e½°±e¡ z ¬`¡ß®¯¡U�~¦¨�`�n§/�A�` U¡U�²á�Ý���ÞUÝPÞGµ�¡ß§E«�¬�§Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡
MaxSNP

��µ�±e¡°§n§E¡°��§
¬�� �E /£`´°±¶�çµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®�å�� 3 !%æ¹Ô�¥¹«�¬�©Ê¬��`¡ ¦¨��ÐR«�©n±¶�A§n¦¯«�� ¥�®¨¬`�  U«�±²¥�®¯Ç°§E¡»�n¬�©Ê®¯¡U�
©E´U�n¬�®¨§/�A§E�G¥¹¡°©n±²¦¯�ÏÌ² U¡ÑÒn«�¬�©,¥¤�A©G®³�²µ�¡°�`�n¦¨§E´�µ�¡U�,¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡°�

APX
x µ�¦éè¶ °¦¨®¯¡U�Nª¤�E¡¢©E´PÐ7´°©E¡°©ÏÌ
��� 3 !M¾

ê�¦À�`«�¬`�G�Nº�«��`�,µ�´5ÒnÌ�ª�¥¤�A©3Ð7«�¦¯�GÌß±¶�A¦¨��§E¡U�#©E¡°¥�©n¦¯�E¡U�Bª�´°º>« z ¬`´L®¯¡U�Ñ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
Sat

ª
CCSP

¡°§
EQ

ª
  w ¡U�n§)¡°�Ê©E¡°º��A�` /£`¡v®³�,¥�©E¡°±²¦¯Ç°©E¡vÐR«�¦¯� z ¬`¡Z�`«�¬`�W�A­¹«�©Eµ�«��`�)®¯¡U��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

Lin2
µ w ´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�)­�¦¨�¤�A¦¨©E¡U�<Æ

¦¨®~� w �AÂ
¦¨§NªZ´°§/�A��§ µ�«����`´U¡Õ¬��`¡É¦¨�`�n§/�A�` U¡
I = (X,E)

 U«�±²¥¹«
�E´U¡çµ w ¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
X
µ�¡Éº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�

­�¦¨�¤�A¦¨©E¡U�G¡°§Gµ w ¬��Õ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
E
µ w ´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�,®¨¦¨�`´N�A¦¨©E¡U�~�n¬�©

X ∪X
ª�µ�¡L§n©E«�¬�º�¡°©,¬��`¡��0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� z ¬�¦

�/�A§n¦¯�3Ð:���E�E¡,¬���ÜeàNä�â%ÜÈã�Ü «�¬¶¬���ÜÈâ��`â�ÜÈã�Ü åR�E¡°®¯«�� z ¬ w «��»�E¡~�n¦¨§n¬`¡Ïµ`�A�`�v®¯¡U� º>¡°©E�E¦¨«��¤�~Ü²àBä�â�ÜÈâ�Þ°à �Râ7Ø&�
«�¬�ÜÈâ8�¤â�ÜÈâ�Þ°à �Râ7Ø&�ßµ�¡Ï U¡~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Bæ µ�¡Ï U¡U�Ñ´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�Bª�µ�´��`��¦¯¡U�Ñ±e«�µ�¬�®¯« ? ¾ �'®¨¬`� ¥�©E´U °¦¯�/´°±e¡°��§Nª�¬��`¡
´ z ¬¤�A§n¦¯«�� µ�¡

E
�E¡°©/�Õµ`¡e®³�¸Ð7«�©n±e¡

xi1 ⊕ xi2 ⊕ ...... ⊕ xip = b
�Nº�¡U 

b
ÌÉº
�A®¯¡°¬�©E�Êµ`�A�`�

{0, 1}
¡°§

xi1
ª
xi2
ª¨¾¨¾¨¾¨ª

xip
�/«���§Ïµ�¡U�Ïº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Ï­�¦¨�¤�A¦¨©E¡U�¢µ�¡

X
Ô`¬��`¡Ê§E¡°®¨®¯¡Ê´ z ¬¤�A§n¦¯«�� �/¡°©/�e�J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¨§E¡Ê�n¦

b = 1
¡°§

¬��Õ�`«�±Ê­�©E¡�¦¨±²¥¤�A¦¨©Ïµ�¡U�Ï�A©nÂ
¬�±e¡°��§E�
xi1
ª
xi2
ª¨¾¨¾¨¾¨ª

xip
�E«���§Ï�0ÁO¡U °§E´U�ÏÌÉÄ
ª��E¦

b = 0
¡°§G¬��Õ�`«�±Ê­�©E¡�¥¤�A¦¨©

µ�¡U�~�A©nÂ
¬�±e¡°��§E�
xi1
ª
xi2
ª¨¾¨¾¨¾¨ª

xip
�E«���§~�0ÁO¡U °§E´U�~Ì¸Ä
¾Z���È©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��çµ�¡� U¡¢¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßÌÈµ�¡U�G´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�

�n¬�©,�A¬»¥�®¨¬`�
k
º��A©n¦³�A­�®¯¡U�,�E¡°©/�ß�`«�§E´U¡

k−Lin2
Ô�µ`�A�`�Ñ§E«�¬`�#®¯¡U�# N���Nª�®¯¡ ? ¦¨�`µ�¦ z ¬`¡ z ¬`¡Ï® w «��¸§n©/�Nº��A¦¨®¨®¯¡

�n¬�©
Z/2Z

¾
�'�A©Ï®³�e�n¬�¦¨§E¡
ªÓ«���¡°��§E¡°�`µ�©/�¶¥¤�A©Ï¦¨�`�n§/�A�` U¡Êµ w ¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡

k
�¥Ì¹à �Râ�Þq¡Uà�â³ÞUà�ÙPâ%Ú�â|�I�ßå5×EÝJÞ:Ö§µ

E − k
�

Ì¹à �Râ�Þq¡Uà�â�Þ°à�ÙPâ%Ú â��I�EæÏ§E«�¬�§�¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡
C
µ�¡e °®³�A¬`�E¡U�Nª<µ�¦¯�RÒ3«��` °§n¦¨º�¡U��«�¬¼ U«���Òn«��` °§n¦¨º�¡U�Nª<µ�¡È§/�A¦¨®¨®¯¡¶�A¬ ¥�®¨¬`�

k
å5×EÝJÞMÖ§µÑ¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§

k
æ²�n¬�©¶¬�� ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡Õº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�N¾[�<¡ç�`«�±Ê­�©E¡�µ w «� U °¬�©n©E¡°�` U¡N�¸µ w ¬��`¡

º
�A©n¦³�A­�®¯¡
xi
µ w ¬��¼¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¶µ�¡AÌ¹àe�Râ³Þ�¡°à�â�Þ°à�Ù°â�Ú â��I�¢«�¬ µ w ¬��`¡e¦¨�`�n§/�A�` U¡eµ�¡

Min
«�¬

MaxEQ
ªO�`«�§E´

d(xi)
ª> N�A®¯ °¬�®¯¡~®¯¡G�`«�±Ê­�©E¡Ïµ�¡~ °®³�A¬`�E¡U� «�¬ µ w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡GÐ:�A¦¯�/�A��§Ñ�A¥�¥¤�A©/�0/¯§n©E¡~®¯¡U�v®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·

xi
«�¬

x̄i
Ô



Ä+� ¯

®¯¡v�`«�±Ê­�©E¡Ñµ w «� U °¬�©n©E¡°�` N¡U�'µ w ¬��`¡ º��A©n¦³�A­�®¯¡
xi
µ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡#µ wÉÈ �°ã�à �RâRØ&�`ÞGÙ°â8�Óà
â�×EÝJÞ��E¡°©/�~´°Â��A®¯¡°±e¡°��§

�`«�§E´
d(xi)

¡°§v U«�±²¥�§E¡°©/���¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§Ñ®¯¡,�`«�±Ê­�©E¡Ïµ w ´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�vÐ7�A¦¯�/�A��§v¦¨��§E¡°©nº>¡°��¦¨© ®³�¢º
�A©n¦³�A­�®¯¡
xi
¾

���e� w�{�z�{�y�wÊ�1�|�a� �¢¡°�`�n¦¨§E´�µ w ¬��`¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡
�W«�¬�©e¬��`¡É U«��`�n§/�A��§E¡

δ > 0
ªW¬��`¡¸¦¨�`�n§/�A�` U¡

I = (X,E)
Ì
m
 °®³�A¬`�E¡U�çå5×/ÝJÞ:Ö§µv´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡U�Nª´ z ¬¤�A§n¦¯«��`� ­�¦¨�¤�A¦¨©E¡U�JæZ�n¬`©

n
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Ñµ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Lµ�¡

k
�¯Ì¹à �Râ�Þq¡Uà�â�Þ°à�Ù°â�Ú â��I�~å5×EÝPÞ:Ö§µ�µ wÉÈ �Uã�â��9à�Ú¯Ý��1
JÝPÞPªµ�¡

k
� È �°ã�à �RâRØ&�`Þ,ÙPâ��Óà�â%×EÝJÞEæÀ�E¡°©/�Gµ�¦¨§E¡

δ
�3á�Ý���ÞNÝ<�E¦>®¯¡Z�`«�±Ê­�©E¡

d(xi)
µ w «� U °¬�©n©E¡°�` U¡N�kµ�¡v /£¤� z ¬`¡Zº
�A©n¦³�A­�®¯¡

xi
µ�¡

X
¡U�n§ µ w �A¬ ±e«�¦¨�`�

δ×nk−1 å5×EÝJÞMÖ§µ δ×n ª δ×nk−1 æPª�¡°§ δ �3á�Ý���ÞUÝßÝ��ÉÜeØ&$�Ý��;�¹ÝZ�E¦`® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
E
¡U�n§Ï U«�±²¥¹«
�E´Êµ w �A¬�±e«�¦¨�`�

δ × nk å5×EÝPÞ:Ö§µ δ × n2
ª
δ × nk æG¡P·�¥�©E¡U�E�E¦¯«��`�<Ô¤¡°®¨®¯¡Ê�E¡°©/�eµ�¦¨§E¡»á�Ý��`ÞUÝ~�n¦¡°®¨®¯¡ß¡U�n§

δ
�5á�Ý���ÞUÝG¥¹«�¬�©~¬��� U¡°©n§/�A¦¨�

δ > 0
ª¤¡°§Êá�Ý���ÞUÝ²Ý��ÁÜeØ&$�Ý��a�¹Ý,�n¦�¡°®¨®¯¡ß¡U�n§

δ
�3á�Ý���ÞNÝ²Ý��ÁÜeØ&$�Ý��;�¹Ý¥¹«�¬�©G¬��ç U¡°©n§/�A¦¨�

δ > 0
¾

æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ý P ¾1Ã;µ�ê�¦>¬��`¡'¦¨�`�E§/�A�` U¡
I = (X,E)

µ w ¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡
k
�¯ÌÀà �Râ³Þ�¡°à�â�Þ°à�ÙPâ�Ú â|�I�°ªUµ wÉÈ �°ã�â8�Aà�Ú¯Ý��1
JÝPÞ«�¬çµ�¡

k
� È �°ã�à �Râ7Ø&��Þ ÙPâ��Óà�â%×EÝJÞ#¡U�n§

δ
x µ�¡°�`�E¡
ª`¡°®¨®¯¡�¡U�n§G´°Â��A®¯¡°±e¡°��§

δ/k
x µ�¡°�`�E¡�¡°�É±e«BÅ�¡°���`¡'Æ

∀x ∈ X, d(x) ≥ δ × nk−1 ⇒ |E| ≥
1

k

∑

x∈X

d(x) ≥
δ

k
nk.

¿L«�¬`�Ê�A®¨®¯«��`��º�«�¦¨© z ¬`¡
ª<µ`�A�`��®¯¡e N��µ�©E¡¶µ�¡e® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� µ�¦�ÁO´P©/¡P��§n¦¯¡°®é®¯¡  U«�±²±e¡ µ`�A�`�ß U¡°®¨¬�¦
µ�¡U� «�¥�§n¦¨±¶�ç®¯«� N�A¬�·Àª)®¯¡U�Êº>¡°©E�E¦¯«��`�Êµ�¡°�`�E¡U� µ�¡U�Ê¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�²�E«���§È�A¬`�E�n¦Lá
â ©R
°â%Ú¯ÝJÞ z ¬`¡¶®¯¡¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Â>´°�`´°©/�A®:¾��k«�¬�©È U¡
ª��`«�¬`�Ê�`«�¬`� ¦é�¤�n¥�¦¨©E¡°©E«��`� ®¨¡¶¥�®¨¬`� �/«�¬�º>¡°��§ µ�¡¶©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`� ¥�©E«�¥¹«
�/´U¡U� µ`�A�`�ª�¨Ä+��!
z ¬`¡¢�`«�¬`�~ U«�±²¥�®¯´°§E¡°©E«��`�~¥¹«�¬�©G®¯¡U�Ï��µ`�A¥�§E¡°©Ï�A¬ç N��µ�©E¡�µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:¾
æ~ÝPÜeà�×,�°ã`Ý P ¾ 4 µG���A�`��®¯¡U�ß U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«��`� z ¬�¦Z�n¬�¦¨º�¡°��§ß«&�

L = X ∪ X
µ�´U�n¦¨Â
�`¡²¬�� ¡°�`�/¡P± ­�®¯¡eµ�¡®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· �n¬�©¶¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡çº��A©E¦¯�A­`®¨¡U�Bª «�� ¥¤�A©n®¯¡°©/� �E«�¬�º�¡°��§ µ�¡ç®³� ©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��

P ′r(L)
µ�¡® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

P ′r(L)
µ�¡U�e¥¤�A©n§n¦¯¡U� µ�¡É§/�A¦¨®¨®¯¡

r
µ�¡

L
�A¬�·�¡P·�¥�©E¡U�E�n¦¯«��`� z ¬�¦G�`¡Õ U«���§n¦¯¡°���`¡°��§ ¥¤���¶µ�¡§/�A¬�§E«�®¯«�Â
¦¯¡ßµ�¡�®³�ÊÐ7«�©n±e¡

(l, l̄)
Æ

P ′r(L) = {c ∈ Pr(L) / ∀l ∈ L, l ∈ c⇒ l̄ /∈ c}.

ê�¦
n
µ�´U�E¦¨Â
�`¡G®¯¡~�`«�±Ê­�©E¡Ïµ�¡Gº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Nª�®¯�ß N�A©Eµ�¦¨�¤�A®¨¦¨§E´Lµ�¡

P ′r(L)
ª
Ð7«��` °§n¦¯«��»µ�¬  /£`«�¦é·¶µ�¡

r
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�¥¤�A©n±²¦

n
¥�¬�¦¯�Zµ�¡

h
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�vÌL±e¡°§n§n©E¡G�/«�¬`�kÐ7«�©n±e¡#�`´°Â��A§n¦¨º�¡,¥¤�A©n±²¦

r
¥¹«�¬�©

h
µ�¡ ¯ Ì

r
ª
¡U�n§Zµ�«����`´U¡¥¤�A©<Æ

|P ′r(L)| = Cr
n ×

r∑

h=0

Ch
r = 2rCr

n ⇒ |P
′
r(L)| = Θ(nr).

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���|�m�n�

∀k ∈ N,





(i) Maxk − Sat
G[δ](1,h)
∝ MaxDense k − Sat

(ii) MaxDense k − Sat
G[δ](1,h)
∝ MaxDenseE − k − Sat

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ`¦¨�`�E¥�¦¨©E´U¡�µ�¡A�¨Ä+��!M¾
(i)
ê�«�¦¨§

I = (X,C)
¬��`¡²¦¨�`�E§/�A�` U¡¶µ�¡

Maxk − Sat
�n¬�©
|X| = n

º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�<Ô�«�� ¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¨§
¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

Y
µ�¡

n
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U��¡°§¢«��  U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡ §E«�¬�§/¡°�¢®¯¡U�

k
x  °®³�A¬`�E¡U� z ¬`¡Ê® w «��Á¥¹¡°¬�§� U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡



Ä+��Ä

¡°�Á���/�E«� °¦³�A��§Ï¬�� ®¨¦¨§n§E´°©/�A®Wµ�¡
X ∪X

Ì
k − 1

®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· µ�¡
Y ∪ Y

ªÓ U«��`�n§n©n¬�¦¯�/�A��§L® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′
µ�¡

Maxk − Sat
�E¬�¦¨º��A��§E¡'Æ

I ′ = (X ′, C ′)�Nº�¡U 
X ′ = X ∪ Y¡°§

C ′ = C ∪D, D =
(
X ∪X

)
× Pk−1(Y ∪ Y ).

I ′
¡°�E§È�A¦¨�`�E¦# U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡¸µ�¡

2n
º��A©E¦¯�A­`®¨¡U�²¡°§Èµ�¡

m + Θ(nk−1)
 °®³�A¬`�E¡U�<Ôk /£¤� z ¬`¡ º
�A©n¦³�A­�®¯¡

xi�A¥�¥¤�A©/�0/¯§�µ`�A�`�ç�A¬|±e«�¦¨�`�
2|Pk−1(Y ∪ Y )| = Θ(nk−1)

 °®³�A¬`�E¡U�ç¡°§Õ /£¤� z ¬`¡ º��A©n¦³�A­�®¯¡
yi
µ`�A�¤�

¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§
2n× 2|Pk−2((Y \{yi})∪ (Y \{ȳi}))| = Θ(nk−1)

 °®³�A¬`�E¡U��Æ�® w ¦¨�`�E§/�A�` U¡
ª� U«��`�E§n©n¬�¦¨§E¡¢¡°�
§E¡°±²¥`�<¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®�¡°�

max{n,m}
ªU¡U�E§<µ�«��`  Ì#®³�ÑÐR«�¦¯��µ�¡°�`�E¡Z¡°§�µ�¡°�`�E¡Z¡°��±e«BÅ�¡°���`¡Ïå

|C ′| ≥ Θ(nk)
æP¾

:Ñ«��`�n¦¯µ�´°©E«��`�¶±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§¶¬��¤¡Õ�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T ′
µ�¡U�²º
�A®¯¡°¬�©E�eµ�¡Éº�´°©n¦¨§E´Õ�n¬�©

X ′ ¡°§e® w ¡P�¤�E¡°±Ê­�®¯¡çµ�¡ °®³�A¬`�E¡U�
D
Ô
T ′
�/�A§n¦¯�3ÐR¡°©/�Á§E«�¬�Òn«�¬�©E�e§E«�¬�§E¡U�¶®¯¡U�¶ °®³�A¬`�E¡U� µ�¡

D
ªZ�/�A¬�Ð¢®¯¡U�¶ °®³�A¬`�E¡U�eÐR«�©n±e´U¡U� �n¬�©e®¯¡U�

n
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· Ð:�A¬�· µ�¡

X ∪ X
¡°§²®¯¡U�

n
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· Ð:�A¬�· µ�¡

Y ∪ Y
Æk§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡

D
¡U�E§² U«��`�n§n©n¬�¦¨§E¡
ª

 U¡°®³�  U«��` U¡°©n�`¡
n × Ck−1

n

 °®³�A¬`�E¡U�N¾·¤Ï¦¨�`�n¦:ªÑ§E«�¬�§E¡¼�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T ′
�n¬�©

X ′ �/�A§n¦¯�3Ð7¡°©/� ¡P·��� °§E¡°±e¡°��§
K = |D|−n×Ck−1

n

 °®³�A¬`�E¡U�Ñµ�¡
D
¾ ¨ � ¡°�»µ�´Uµ�¬�¦¨§Ñµ�¡~ U¡°§n§E¡Ï«�­`�E¡°©nº
�A§n¦¯«�� ®¯¡U�v©E¡°®³�A§n¦¯«��`�#�n¬�¦¨º��A��§E¡U��Æ

∀(T, T ′) ∈ {0, 1}n × {0, 1}2n / T ′|X = T, mSat(I
′, T ′) = mSat(C, T

′) +K = mSat(I, T ) +K.

:Ñ¡°§n§E¡�¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´Ê´°§/�A��§G® w ¡P·�¥�©E¡U�E�n¦¯«���µ�¬ÉÐ:�A¦¨§ z ¬`¡��/¡P¬`®¨¡U�~®¯¡U�Gº��A©n¦³�A­�®¯¡U�Ïµ�¡
X
�E«���§G¥¹¡°©n§n¦¨�`¡°��§E¡U�L�n¬�©

I ′
ª�¡°§# U¡L�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§#¥¹«�¬�©Ñ®³�Ê�J�A§n¦¯�3Ð7�� °§n¦¯«��¸µ`¡°�# °®³�A¬`�E¡U�#µ�¡

C
ª�¡°®¨®¯¡Ï�`«�¬`�,���E�n¬�©E¡
ª�¥�®¨¬`� z ¬`¡~®³�Ê�n¦¨±²¥�®¯¡

�9èe��¦¨§E´�µ�¡L®³�ß©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ª z ¬`¡L§E«�¬�§E¡¢¡P·�§E¡°�`�n¦¯«��
T ′
µ w ¬��É«�¥�§n¦¨±Ê¬`±

h
x ®¯«� N�A®

T
�n¬�©

I
�E¡°©/� «�¥�§n¦¨±Ê¬�±

h
x ®¯«� N�A®#�n¬�©

X ′ ª)¡°§  U¡ z ¬`¡°®¨®¯¡ z ¬`¡ �E«�¦¨§Ê®³�ç U«��`�n§/�A��§E¡ h  °«��¤�n¦¯µ�´°©E´U¡'Æ)®³� G[δ](1, h)
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¡U�n§

º�´°©n¦��¤´U¡
¾
(ii)

ê�«�¦¨§
I = (X,C)

¬��`¡ß¦¨�`�n§/�A�` U¡ µ�¡
MaxDense k − Sat

Ì
|C| = m

 °®³�A¬`�/¡U�L¡P§
|X| = nº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�<Ô,�`«�¬`�Õ�/�Nº�«��`�É®¯� §n©/�A�`�3Ð7«�©n±e¡°©ç¡°��¬��`¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡¼µ�¡

MaxE − k − Sat
µ�¡ �/«�©n§E¡¼Ì

¥�©E´U�E¡°©nº�¡°©L® w �A¥`¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��¼µ�¦�ÁO´P©/¡P��§n¦¯¡°®é®¯¡È¡°§L®¯¡U�L«�¥�§n¦¨±¶� ®¨«� N�A¬�· å,
¸¡+µÓ¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£¤¡AC�¾¨Ä
¾¨ÄBæPªÓ±¶�A¦¯�L®³�
µ�¡°�`�n¦¨§E´ÀÍ�ñÏ¡°¥�©E¡°�`«��`�È®³�  U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«�� ¥�©E«�¥¹«
�/´U¡É�A®¯«�©E�²¡°§e�AÂ
©E´°±e¡°��§E«��`�e®³� µ�¡ z ¬`¡°® z ¬`¡U�È °®³�A¬`�E¡U�
�n¬�¥�¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡U�B¾ ¨ � ¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¨§¸µ�¡Õ�`«�¬�º�¡N�A¬ ¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ µ�¡Õº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�

Y = {y1, ..., yn}
µ�¡

±e½°±e¡L§/�A¦¨®¨®¯¡ z ¬`¡
X
ª�¡P§GÌÊ /£¤� z ¬`¡¢ °®³�A¬`�E¡

ci = (`1, ..., `p)
µ�¡

C
µ w �A¬¸¥�®¨¬`�

k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Oª�«��É���E�/«� °¦¨¡

® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
Ci
µ�¡¢ °®³�A¬`�/¡°�G�n¬�¦¨º
�A��§Nª z ¬�¦À U«��`�E¦¯�n§E¡�Ì  U«�±²¥�®¯´°§E¡°©

ci
µ�¡L§E«�¬�§E¡U�,®¯¡U�ÑÐ7�&�U«��`�#¥¹«
�E�E¦¨­�®¯¡U�GÌ

¥¤�A©n§n¦¨©~µ�¡U�
k − p

¥�©E¡°±²¦¯¡°©~®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Õµ�¡
Y
¡°§
Y
Æ

∀i = 1, ...,m, Ci = ci × Pk−p({y1, ..., yk−p} ∪ {ȳ1, ..., ȳk−p}).

ó ¬��`¡Z °®³�A¬`�E¡
ci
µ�¡W§/�A¦¨®¨®¯¡

p ≤ k
ªU«��Ê�A¬�©/�G�A¦¨�`�n¦����E�E«� °¦¯´

|P k−p({y1, ..., yk−p}∪{y1, ..., yk−p})| =

2k−p  °®¯�A¬¤�E¡U�N¾Óê�¬�©~ /£¤�� °¬��`¡ßµ�¡� U¡U�#Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡U� Ci
ª�¬��`¡ß�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

T ′
µ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º�´°©n¦¨§E´

T ′
�n¬�©



Ä+� ?

X ∪ {y1, ..., yk}
º�´°©n¦��¤¡°©/�È§E«�¬�§E¡U�G�/¡U�, °®³�A¬`�E¡U�Nª`�/�A¬�Ðk¥¹¡°¬�§ x ½°§n©E¡�¬��`¡��n¦

T ′
�`¡��J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¨§,¥¤���

ci
Æ`�n¬�¥ x

¥¹«
�E«��`�,¥¤�A©,¡P·�¡°±²¥�®¯¡ z ¬`¡
T ′
�0ÁO¡U °§E¡�Ì

0
®¯¡U�#º��A©n¦³�A­�®¯¡U�

y1, ..., yk
ª�µ�¡L§E«�¬�§E¡U�,®¯¡U�, U«�±Ê­�¦¨�¤�A¦¯�E«��`�~µ�¡U�

®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·
y1, ..., yk, ȳ1, ..., ȳk

ª�®³�e�E¡°¬�®¯¡�©E¡°�`µ�¬`¡�Ð:�A¬`�E�E¡�¥¤�A©
T ′
�E¡°©/�

(y1, ..., yk)
ª`§E«�¬�§E¡Ê�A¬�§n©E¡Ê U«�± x

­�¦¨�¤�A¦¯�E«��  U«�±²¥¹«�©n§/�A��§ß�A¬ ±e«�¦é�¤�L¬��`¡Ê�`´°Â��A§n¦¯«���ÔO�A¦¨�`�E¦7ªÓ®³�  °®³�A¬`�E¡
ci ∪ {y1, ..., yk}

�E¡°©/� �/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¨§E¡
�n¦À¡°§,�/¡°¬�®¯¡°±e¡P��§,�E¦

T ′
�J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¨§

ci
¾�¿L«�§E«��`�

D = ∪mi=1Ci
® w ¬���¦¯«��Õµ�¡¢ U¡U�# °®³�A¬`�/¡U�,¡°§

K = |D| −m
ª

®³�È©E´�å¤¡P·�¦¯«��ç¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡��`«�¬`�G¦¨�`�n¥�¦¨©E¡�®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ
∀(T, T ′) ∈ {0, 1}n × {0, 1}n+k / T ′|X = T, mSat(D,T

′) = mSat(I, T ) +K.

¿L«�¬`�É�Nº�«��`� ×��#9�ã�Úéà�×Pâ�Þ��»®³� §/�A¦¨®¨®¯¡Áµ�¡U�É P®³�A¬`�/¡U�NªÑ¦¨®ÏÐ:�A¬�§»±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§ á�Ý���ÞJâ ÍÑÝP×ÀÔÑ¥¹«�¬�©É U¡
ª#«��
¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¨§ §E«�¬�§E¡U�¶®¯¡U�  °®¯�A¬¤�E¡U�¶µ`¡É§/�A¦¨®¨®¯¡

k
¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡ z ¬`¡Õ® w «�� ¥¹¡°¬�§eÐ7«�©n±e¡°© �n¬�©e®¯¡U�e®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· µ`¡

Y ∪ Y
ª� U¡ z ¬�¦< U«��`µ�¬�¦¨§LÌÈ U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©~® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡

I ′
µ�¡

MaxE − k − Sat
�E¬�¦¨º��A��§E¡'Æ

I ′ = (X ′, C ′)
�Bº>¡U 

X ′ = X ∪ Y
¡P§

C ′ = D ∪ E, E = Pk(Y ∪ Y )

⇒ |X ′| = 2n |C ′| = |D|+ |E|, |D| ≤ m× 2k−1, |E| = Θ(nk).

�)�¼ U«��`�n§n©n¬` °§n¦¯«��ø¡°�E§e­�¦¯¡°� ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡ ¡°� ®³�Á§/�A¦¨®¨®¯¡
max{n,m}

µ�¡Õ® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡ç¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
ªv®³�
§/�A¦¨®¨®¯¡Lµ�¡Ï® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

C ′
µ�¡Ï °®³�A¬`�/¡°�# U«��`�n¦¯µ�´°©E´¢´°§/�A��§#µ w «�©Eµ�©E¡

Θ(m+nk)
¾��¢¡Ï¥�®¨¬`�Nª�¦¨®À� w �AÂ
¦¨§#µ w ¬��`¡

¦¨�`�n§/�A�` U¡Èµ�¡
MaxE − k − Sat

µ�¡°�`�/¡ ¡°§¢µ�¡°�`�E¡ ¡°� ±e«BÅ�¡°���`¡
ªÀ /£¤� z ¬`¡Êº
�A©n¦³�A­�®¯¡
yi
�A¥�¥¤�A©/�A¦¯�E�J�A��§

µ`�A�`�
|Pk−1(Y \{yi}∪Y \{ȳi})| = Θ(nk−1)

 P®³�A¬`�/¡U�GånØ � ×nàPÖ>Ö�Ý°Ú�Ú¨Ý��°ã�Ý
Θ(nr) = Θ((2n)r)

æP¾�J)«�¬�§E¡
�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«�� µ�¡U�Zº
�A©n¦³�A­�®¯¡U� µ�¡,® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

Y
�/�A§n¦¯�3Ð7¡°©/��¡P·��� °§E¡°±e¡°��§

|E|−Ck
2n

 °®³�A¬`�E¡U�vµ�¡
E
å��:Ø
ã2�MÝJÞ

Ú¯ÝJÞ�
UÚéà�ã�ÞUÝPÞÊá�Ý
E
5'Þ°à
ãY¡�
/ÝPÚ%Ú¨ÝJÞu¡UØ�×JÜx�/ÝJÞ�ÞJã�×�Ú¯ÝJÞ�Ú â|�V�I�P×nà�ã
ä¸á�Ý

Y ∪ Y
×EÝ��Óá�ã�Þ7¡Uà�ã
ä�Ö�à�×�Ú�� à¥­ÏÝ�
��:à �Râ7Ø&�


/Ø&��ÞJâ7á��P×E�EÝ/æP¾Z¤~¦¨�`�n¦:ª��n¦À«��»�¤«�§E¡
K ′ = K + |E| −Ck

2n

ª�®¯¡U�Ñº
�A®¯¡°¬�©E�#µ�¡U�,�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�,�n¬�©#®¯¡°�#¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
I
¡°§
I ′
�E«���§,®¨¦¯´U¡U�G¥¤�A©G®³�È©E¡°®³�A§n¦¯«����9èe�`¡ZÆ
∀(T, T ′) ∈ {0, 1}n × {0, 1}2n / T ′|X = T, mSat(I

′, T ′) = mSat(I, T ) +K ′.

:Ñ¡°§n§E¡�©/´°µ�¬` °§n¦¯«�� �9èe�`¡ß¥�©E´U�E¡°©nº>¡ x § x ¡°®¨®¯¡ß®¯¡U�~«�¥�§n¦¨±¶�e®¯«� N�A¬�·É©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§¢ÌÈ¬��`¡�ÐR«��` °§n¦¯«��çº�«�¦ x
�n¦¨�¤�AÂ>¡

V
µ�«����`´U¡`Í¶ê�«�¦¨§

T
¬��`¡ �/«�®¨¬�§n¦¯«��Áµ�¡

I
«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡È�n¬�©

V(I, T )
ª¤�`«�¬`�L¥�©E´°§E¡°�`µ�«��`� z ¬ w �A®¯«�©E�

§E«�¬�§E¡¢¡P·�§E¡°�`�n¦¯«��
T ′
µ�¡

T
�A¬�· º��A©n¦³�A­�®¯¡U�,µ�¡L® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

Y
¡U�n§#´°Â��A®¯¡°±e¡°��§G«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡��n¬�©

V(I ′, T ′)
¾

�k«�¬�©É� w ¡°�  U«���º
�A¦¨�` °©E¡
ªÑ¦¨®¢�n¬�èe§¸µ�¡ç©E¡°±¶�A© z ¬`¡°© z ¬`¡ �E¡°¬�®¯¡�® w �0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��|µ�¡U� º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�¸µ�¡
X
�

¬��`¡»¦¨�` °¦¯µ�¡°�` U¡É�n¬�© ®³��º��A®¯¡°¬�©²µ w ¬��`¡É�E«�®¨¬�§n¦¯«�� µ�¡
I ′
Æk�E¦

S′
¡U�n§ º�«�¦¯�n¦¨�`¡»µ�¡

T ′
�A¬ �E¡°�`�Èµ�¡

V
ª)®³�

©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«��
S
µ�¡

S′
Ì
X
¡U�n§¸�¼ÐR«�©n§n¦¯«�©n¦Lº�«�¦¯�n¦¨�`¡�µ�¡

T
�A¬ø�E¡°�`�»µ�¡

V
Ô �n¦L«�� �`«�§E¡

S̃
® w ¡P·�§E¡°� x

�n¦¯«�� µ�¡
S
�A¬�· º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�¶µ�¡É® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

Y
z ¬�¦~ U«&¢7�` °¦¯µ�¡��Nº�¡U 

T ′
å
S̃|Y = T̃|Y

æPªZµ�¡É® w «�¥�§n¦¨±¶� x
®¨¦¨§E´»®¯«� N�A®¯¡¸µ�¡

T
å
mSat(I, T ) ≥ mSat(I, S)

æÊ¡°§Èµ�¡»®³�ç©E¡°®³�A§n¦¯«�� �9èe�`¡»®¨¦³�A��§È®¯¡U�È¦é�¤�n§/�A�` U¡U�
I
¡°§

I ′ (mSat(I, T ) − mSat(I, S) = mSat(I
′, T ′) − mSat(I

′, S̃)
ª'«��� U«��` °®¨¬�§ �A®¯«�©E�

mSat(I
′, S′) =

mSat(I
′, S̃) ≤ mSat(I

′, T ′)
¾Z���

G[δ](1, h)
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¡U�n§G´°§/�A­�®¨¦¯¡

¦



Ä+�
Ã

��¡U�,±e½°±e¡U�G§n©J�A�`�3ÐR«�©n±¶�A§n¦¯«��`�~¥¹¡°©n±e¡°§n§E¡°��§Lµ w ´P§J�A­�®¨¦é©L °¡U�~´ z ¬`¦éº
�A®¯¡°�` U¡U�<Æ
e�ya��y1s|s��;{��0r��1�|�2ÿJ�

∀k ∈ N,





Mink − Sat
G[δ](1,h)
↔ MinDense k − SatÝ��

MinDense k − Sat
G[δ](1,h)
∝ MinDenseE − k − Sat

Maxk − CCSP
G[δ](1,h)
↔ MaxDense k − CCSPÝ��

MaxDense k − CCSP
G[δ](1,h)
∝ MaxDenseE − k − CCSP

Min k − CCSP
G[δ](1,h)
↔ MinDense k − CCSPÝ��

MinDense k − CCSP
G[δ](1,h)
∝ MinDenseE − k − CCSP.

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���|�K�1�

∀k ∈ N,





Mink − LIN2
G[δ](1,h)
∝ MinDense k − LIN2

Maxk − LIN2
G[δ](1,h)
∝ MaxDense k − LIN2

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ`¦¨�`�E¥�¦¨©E´U¡�µ�¡A�¨Ä+��!M¾
ê�«�¦¨§

I = (X,E)
¬��`¡¶¦¨�`�n§/�A�` U¡»µ�¡

Maxk − LIN2
 U«�±²¥¹«
�E´U¡ µ`¡

|E| = m
´ z ¬¤�A§n¦¯«��`� �E¬�©

|X| = n
º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�É­�¦¨�¤�A¦¨©E¡U�Nª,«�� á�Ý���ÞJâ ÍÑÝ

I
¡°�ø¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¯�J�A��§Nª#¬`�`¡�Ð7«�¦¯�¸¡°�` U«�©E¡
ª,¬���¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

Y = {y1, ..., yn}
µ�¡çº��A©n¦³�A­�®¯¡U�»µ�¡ç±e½°±e¡ç§/�A¦¨®¨®¯¡ z ¬`¡

X
ª �A¦¨�`�n¦ z ¬`¡Õ® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

F
µ w ´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�

µ�´��`��¦<¥¤�A©�Æ
∀i = 1, ..., n, ∀J = {j1, ..., jk−1} ⊆ {1, ..., n},

xi ⊕ yj1 ⊕ ...⊕ yjk−1 = 1 ∈ F
¡°§
xi ⊕ yj1 ⊕ ...⊕ yjk−1 = 0 ∈ F.

¨ �¼�¸�A¦¨�`�n¦' °©E´U¡
|F ′| = 2nCk−1

n = Θ(nk)
´ z ¬¤�A§E¦¨«��¤�NªÀµ�«���§�¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§�¬��`¡È�E¬�©¢µ�¡°¬�· �/¡°©/�

º�´°©n¦��¤´U¡¢¥¹«�¬�©G§E«�¬�§E¡��0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��çµ�¡U�,º��A©n¦³�A­�®¯¡U�~µ�¡
X
¡°§Gµ�¡

Y
¾
F ′
Ð:�A¦¨§#¦¨��§E¡°©nº�¡°��¦¨©~ /£¤� z ¬`¡

xi
µ`�A�¤�

2Ck−1
n = Θ(nk−1)

´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�É¡°§É /£¤� z ¬`¡ º
�A©n¦³�A­�®¯¡
yj
µ`�A�`�

2nCk−2
n = Θ(nk−1)

´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�<Æ
® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡

I ′ = (X ′, E′)
µ�´��`��¦¯¡È¥¤�A©

X ′ = X ∪ Y
¡°§
E′ = E ∪ F

¡U�n§�µ`�A�`��Ì¶®³�¶Ð7«�¦¯�¢µ�¡°�`�E¡È¡°§
µ�¡°�`��¡°� ±e«BÅ>¡°���`¡
¾O�¢¡ ¥�®¨¬`�NªÀ§E«�¬�§E¡²�E«�®¨¬�§n¦¯«��

T
µ�¡

I ′
º�´°©n¦��¤¡

nCk−1
n +mLIN2(I, T )

´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�<Æ
®¯¡U�Ñº
�A®¯¡°¬�©E�,µ�¡U�#�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�,µ w ¬��`¡L¦¨�`�n§/�A�¤ °¡�Ìß® w �A¬�§n©E¡��E«���§, U«��`�E¡°©nº�´U¡U�GÌß¬��»Ð:�� P§/¡P¬`©, U«��`�n§/�A��§#¥�©EÇU�Bª
¡°§ß®¯¡U�ß«�¥�§n¦¨±¶�Õ®¯«� N�A¬�· �n¬�©

I
�E«���§ß§n©/�A�`�3Ð7«�©n±e´U�Ê¡°� «�¥�§n¦¨±¶�É®¯«� N�A¬�· �n¬�©

I ′
¥¤�A©ß� w ¦¨±²¥¹«�©n§E¡ z ¬`¡°®¨®¯¡

¡P·�§E¡°�`�n¦¯«���µ�¡ ® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«�� �A¬�· º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�Éµ�¡ ® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
Y
ªÑ®³� º
�A®¯¡°¬�©Éµ w ¬��`¡Á�/«�®¨¬�§n¦¯«����n¬�©

I ′µ�´°¥¹¡°�`µ`�A��§~¡P·� °®¨¬`�n¦¨º�¡°±e¡°��§Gµ�¡L®³�Ê¥¹¡°©3ÐR«�©E±¶�A�` U¡¢©E´N�A®¨¦¯�E´U¡¢¥¤�A©#® w �0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��Õµ�¡U�#º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�,µ�¡
X
�n¬�©

® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
E
µ�¡U�G´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�~«�©n¦¨Â
¦¨�`¡°®¨®¯¡U�<Æ`¦¨®<� w �AÂ
¦¨§~ °®³�A¦¨©E¡°±e¡°��§Ïµ w ¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��ç¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡ z ¬�¦

¥�©E´U�E¡°©nº�¡Õ®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´�µ�¡U� «�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·Àªv¥¹«�¬�©»§E«�¬�§E¡��n§n©n¬` °§n¬�©E¡�µ�¡çº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
ªv©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§ÉÌ
®³�É±e¡U�n¬�©E¡ µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡
¾ ¨ � ©E¡°±¶�A© z ¬`¡°©/� z ¬¤¡e�n¦v® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡»�A��§E´U U´Uµ�¡°��§

I
¡U�n§�¬��`¡¶¦¨�`�n§/�A�` U¡¶µ�¡



Ä+� 4

E − k − Lin2
å,
/Ø�ÜÏÖ�ØAÞ��/Ý»ág� ���°ã�à �RâRØ&�`ÞÈÞPã�×»Ýnä>àe
+�MÝPÜ¶Ý��a�

k
à
×V9�ã�ÜeÝ��a�%ÞnæPª<¦¨®v¡P� �/¡°©/�¸µ�¡²±e½°±e¡¶µ�¡

® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡�¦¨±¶�AÂ>¡
I ′ ¦

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wO���|��k§�

MinEQ
G[δ](1,h)
∝ MinDenseEQ

¡°§
MaxEQ

G[δ](1,h)
∝ MaxDenseEQ

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ�µ�¡ Ð:�&�U«�� �E¡°±Ê­�®³�A­�®¯¡��A¬�· ¥�©E¡°¬�º�¡U�Á¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡U�Nª¢®³� ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� z ¬`¡ �`«�¬¤�Á U«��` U¡°º�«��`�
 U«��`�n¦¯�n§E¡ßÌ

“
Â
©E«
�E�n¦¨©

”
® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡�¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡�¥Ó�A©,® w ¦¨��§n©E«�µ�¬` °§n¦¯«
��µ�¡��`«�¬�º�¡°®¨®¯¡U�Gº��A©n¦³�A­�®¯¡U�~¡°§G©E¡°®³�A§n¦¯«��`�N¾

ê�«�¦¨§
I = (X,E)

¬��`¡,¦¨�`�n§/�A�` U¡Gµ�¡
MinEQ

 U«�±²¥¹«
�E´U¡~µ�¡
|E| = m

´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�v�n¬�©
|X| = nº
�A©n¦³�A­�®¯¡U�k­�¦¨�¤�A¦¨©E¡U�Nª�«��Éá�Ý��`ÞJâ ÍÑÝ

I
¡°� ¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¯�/�A��§NªA¬��`¡ ÐR«�¦¯�Wµ�¡°©n��¦¯Ç°©E¡
ªA® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

Y = {y1, ..., yn}µ�¡�º��A©n¦³�A­�®¯¡U�~µ�¡�±e½°±e¡�§/�A¦¨®¨®¯¡ z ¬`¡
X
ª` U«�¬�¥�®¯´�µ�¡�® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

F
µ w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡U�Ïµ�´��`��¦<¥¤�A©<Æ

∀i = 1, ..., n, ∀j = 1, ..., n, xi ≡ yj ∈ F
¡°§
xi ≡ ȳj ∈ F.

F
¡U�E§» °«��¤�n§n¦¨§n¬`´ µ�¡

2n2 = Θ(n2)
´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U� z ¬�¦~Ð7«���§ ¦¨��§E¡°©nº�¡°��¦¨©¸ /£¤� z ¬`¡�º
�A©n¦³�A­�®¯¡

xi
ª

 /£¤� z ¬`¡Zº
�A©n¦³�A­�®¯¡
yj
ª
2n = Θ(n)

Ð7«�¦¯�� /£¤�� °¬��`¡
¾0� w ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ′ = (X ′, E′)

ª
X ′ = X∪Y

ª
E′ = E∪F�A¦¨�`�n¦¤ U«��`�E§n©n¬�¦¨§E¡
ª�¡°�¶§E¡°±²¥`�v´°º�¦¯µ�¡°±²±e¡°��§ ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¹¡°�

max{m,n}
ª>¡U�n§Z­�¦¯¡°� µ�¡°�`�E¡G¡°§vµ�¡°�`�/¡G¡°�

±e«BÅ�¡°���`¡
¾a¶T®�¡U�n§G¥¤�A©L�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�~Ð7�� °¦¨®¯¡ßµ�¡ß U«��`�n§/�A§E¡°© z ¬`¡�§E«�¬�§Ï U«�¬�¥�®¯¡
(T, T ′)

µ�¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Ï�n¬`©
I
¡°§

I ′
z ¬�¦O U«&¢7�` °¦¯µ�¡°��§Ï�n¬�©

X
º�´°©n¦��¤¡¢®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ

mEQ(I
′, T ′) = mEQ(I, T ) + n2

ª�§E«�¬�§E¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��
T ′
�n¬`©

X ′ �J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¯�J�A��§ß§E«�¬�Òn«�¬�©E� ¡P·��� °§E¡°±e¡°��§ n2 ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�Èµ�¡ F ¾�:Ñ¡°§n§E¡»µ�¡°©n��¦¯Ç°©E¡ ©E´�å¤¡P·�¦¯«���n¬�èe§ÊÌÉ�E¡² U«���º��A¦¨�` °©E¡ z ¬`¡²®¯�¸©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¥�©E«�¥¹«
�E´U¡e¥�©E´U�E¡°©nº�¡²®¯¡U��«�¥�§n¦¨±¶�É®¯«� N�A¬�·¼¡°§�®¯¡°¬�© z ¬¤�A®¨¦¨§E´
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡
ª¤�E«�¦¨§ z ¬ w ¡°®¨®¯¡�¡U�n§,¬��`¡

G[δ](1, h)
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

¦

� � � y1�0ö2÷±rz�1�|��mJ� )�ÝPÞZÖ¹×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞLÞPã�â��9à&�a�%Þ65Zá>à&��ÞLÚ¨Ý°ã�×JÞ��AÝP×JÞJâ7Ø&�¶±¶�9·�¦¨±²¦¯�J�A§n¦¯«��Í
EØ
Ü Ü¶Ý#±²¦¨��¦¨±²¦ x�/�A§n¦¯«��n5,Üx	PÜ¶ÝJÞÈ×EÝJÞ��R×EÝPâ��a�%ÞA�ÕÚ¨Ý°ã�×JÞ¶Ý��`ÞUÝPÜ¶ÙPÚ¯ÝJÞ¶ág� â8��Þ��:à&�1
JÝJÞ¢µ�¡°�`�/¡°��5W� w ��µ�±e¡°§n§E¡°��§�¥¤����µ�¡È�E /£`´°±¶�µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡ßµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®kÌ ±e«�¦¨�`� z ¬`¡
P
� w ´°Â��A®¯¡

NP
�

E − k − Sat ∀k ≥ 2, E − k − CCSP ∀k ≥ 2, k − LIN2 ∀k ≥ 2
Ý��

EQ.

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ�µ w �A¥�©EÇU�Z®¯¡U�Z¥�©E«�¥¹«
�n¦¨§n¦¯«��`� P ¾¨Ä+��ª P ¾¨Ä P ¡P§ P ¾¨Ä 3 ª
¥¹«�¬�©v /£¤�� °¬�� µ�¡, U¡U�'¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Bª
¬��¶�E /£`´°±¶�
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®��n¬�©#®¯¡U�,¦¨�`�n§/�A�` U¡U�Gµ�¡°�`�/¡U�#¦¨�`µ�¬�¦¨©/�A¦¨§~¬��É�/ /£`´°±¶�Èµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®��n¬�©#®¯¡¢¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�Â>´°�`´°©/�A®:ª
µ�«���§¸«��ø¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§Éµ�´Uµ�¬�¦¨©E¡ ¥¤�A©»®¯¡�­�¦³�A¦¯�¸µ�¡�®¯¡°¬�©¸º>¡°©E�E¦¨«���ÜeàNä�â%ÜÈâ³ÞUà �Râ7Ø&� ¬��ø�/ /£`´°±¶�  °®³���E�n¦ z ¬`¡
µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ª� U¡ z ¬�¦¹�`¡~¥¹¡°¬�§,½°§n©E¡L� w �AÂ
¦¯�E�J�A��§Ñµ�¡Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

APX
x µ�¦éè¶ °¦¨®¯¡°�Bª�Ì�±e«�¦¨�`� z ¬`¡

P¡°§
NP

�`¡� U«&¢7�` °¦¯µ�¡°��§
¦



Ä+� �

� í�� � ú��Êñkó�½ ô ¼ ú��
��¡U�k©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�W¥�©E«�¥¹«
�E´U¡U�Wµ`�A�`�W U¡Ñ /£¤�A¥�¦¨§n©E¡Ñ�`¡ �`«�¬`�W«���§k¥¤���k¥¹¡°©n±²¦¯�Wµ�¡Ñµ�´Uµ�¬�¦¨©E¡#µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

�A¬ z ¬`¡°®O«��É�E¡Ï©E´Uµ�¬�¦¨§Gµ�¡ z ¬¤�A®¨¦¨§E´¢µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Õ¦¨��§E´°©E¡U�E�/�A��§E¡¢µ�¡U�,«�¥�§n¦¨±¶�Ê®¯«� N�A¬�·¸µ�¬¸¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
¦¨��¦¨§n¦³�A®>ÔO¦¨��º>¡°©E�/¡°±e¡°��§NªÀ�`«�¬`��� w �Nº�«��`��¥¤����´°§E´²¡°� ±e¡U�n¬�©E¡²µ�¡²µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡²®¯¡È±¶�A¬�º��A¦¯�� U«�±²¥¹«�©n§E¡°±e¡°��§
µ�¡U�Z«�¥�§n¦¨±¶�L®¯«� N�A¬�·²µ�¡#® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡,¦¨±¶�AÂ>¡,µ w ¬��e±¶�A¬�º��A¦¯�Z U«�±²¥¹«�©n§E¡°±e¡U��§  U«�����¬eµ�¡U�Z«�¥�§n¦¨±¶�¢®¯«� N�A¬�·
µ�¡¢® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡�¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡'Ô` U¡°®³�²� w ¡P·�¥�®¨¦ z ¬`¡��n¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§~¥¤�A©,®¯¡LÐ:�A¦¨§ z ¬`¡¢�`«�¬`�,� w �Nº�«��`�,¥¤���Bª9Ò3¬`� z ¬ w ¦¯ °¦:ª
©E´°¬`�E�n¦�ÌG´°º
�A®¨¬`¡°©)®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´ µ`¡°�k«�¥�§n¦¨±¶�~®¯«� N�A¬�·ßµ�¡U�)¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�W U«��` U¡°©n�`´U�N¾�¶T®��E¡°©/�A¦¨§k U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§k­¹«��
µ�¡~®¯¡GÐ7�A¦¨©E¡
ª��`«�¬¤� ¥¹¡°�`�E«��`� �`«�§/�A±²±e¡°��§GÌ

MinRSSC
¥¹«�¬�©

MinSC
ª
MaxRIS

¥¹«�¬�©
MaxCBå7�Nº�¡U Ñµ�¡U�k©/�A¥�¥¹«�©n§E�'µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��¶µ�´°¥¹¡°�`µ`�A��§'´°º�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§Zµ�¡ ®³�~§/�A¦¨®¨®¯¡#µ�¡ ® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡Bæ)µ`�A�¤�

® w ¡U�n¥¹«�¦¨©Èµ�¡ ©E´U�n¬�®¨§/�A§E� ¥¹«
�n¦¨§n¦éÐ7�NªkÌ
MinE − 2 − Sat

¥¹«�¬�©
MinW (1)EQ

µ`�A�¤�Ê® w £�Å�¥¹«�§n£`ÇU�E¡»µ�¡
©E´U�n¬�®¨§/�A§E�,�`´°Â��A§n¦éÐR�Bª�ÌÊ® w ´°§n¬`µ�¡��A¥�¥�©E«AÐ7«��`µ�¦¯¡�µ�¡L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�G U«�±²±e¡

MinPB
ª
MinEQ

¡°§,�n¬`©n§E«�¬�§
MaxNAE − 2 − Sat

z ¬�¦:ª, U«�±²±e¡¼¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�Ú¯Ý»ÖÓÚ ã�Þ ÞPâ�ÜÏÖÓÚ¯ÝÉ�A¬ �E¡°�`�Õµ�¡ ®³� ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� µ�¡U�
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�²µ�¡»�/�A§n¦¯�nÐ7�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´
ªk�`«�¬`�Èµ�«����`¡°©/�A¦¨§È¬��`¡»­¹«����`¡»¦¯µ�´U¡»µ�¡ ® w ¡U�n¥¹«�¦¨© z ¬`¡ ® w «�� ¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§
�`«�¬�©n©n¦¨©Ïµ w �A¥�¥�©E«� /£`¡°©Ï«�¬Õ�`«��çµ�¡�§E¡°®¨�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~¥¤�A©G®¯¡°¬�©E�G«�¥�§E¦é±¶�²®¯«� N�A¬�·Õ¡°�Õµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:¾
¿L´N�A��±e«�¦¨�`�NªÓ¥�©E«��`§E«��`�Lµ�¡ß® w «� U N���n¦¯«��Áµ�¡Ê U¡°§n§E¡Ê U«��` °®¨¬`�n¦¯«�� ¥¹«�¬�©L¥�©E´U�E¡°��§E¡°©Ï¬��`¡Ê�EÅ���§n£`ÇU�/¡ßµ�¡U�

©E¡°®³�A§n¦¯«��`� z ¬ w ¡°��§n©E¡°§n¦¯¡°���`¡°��§L¥¤�A©
G
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��Á U¡°©n§/�A¦¨�`�Lµ�¡U�Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U� z ¬`¡��`«�¬¤�L�Nº�«��`�Ï«�­`�E¡°©nº�´U�

�A¬ç U«�¬�©E�~µ�¡� U¡� /£¤�A¥�¦¨§n©E¡'Æ

(1) MinEQ
G(1,h)
∝ MinPB

G(1,h)
∝ MinW [2]EQ

(2) MaxNAE k − Sat
CG(1,h)
∝ Maxk − Sat

CG(1,h+1)
∝ MaxNAE (k + 1)− Sat

(3) MaxCut
G[δ](1,h)
↔ MaxPosNAE E 2− Sat

(4) MaxCut
G[δ](1,h)
∝ MaxNAE E 2− Sat

G[δ](1,h)
∝ MaxPB

G[δ](1,h)
∝ MaxNAEW [2] 2− Sat

��¡L¥�©E¡°±²¦¯¡°©,¥¹«�¦¨��§,¥�©E«Bº�¦¯¡°��§Gµ�¡U�Ñ¥`©E«�¥¹«
�n¦¨§n¦¯«��`� P ¾ 3 ¡°§ P ¾�£�ª�®¯¡U�#¥¹«�¦¨��§E�
(3)

¡°§
(4)

µ�¡L®³�Ê¥�©E«�¥¹«
�n¦ x
§n¦¯«�� P ¾¨Ä 4 Ô�¥¹«�¬�©Ñ®³�ßµ�¡°¬�·�¦¯Ç°±e¡Ï®¨¦¨Â
�`¡
ª�¦¨®¤Ð:�A¬�§�Ò5¬`�E§E¡G©E¡°º�¡°��¦¨©#Ì�®³�ß©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��»¥�©E«�¥¹«
�/´U¡Ï¥¹«�¬�©#�A¥�¥�¬�Å�¡°©
®³�²¥�©E«�¥¹«
�n¦¨§n¦¯«�� P ¾¨Ä
Äß¥¹«�¬�©Ï�/¡�©E¡°�`µ�©E¡Ê U«�±²¥�§E¡ z ¬ w ¡°®¨®¯¡Ê¡U�n§Nª¤µ�¡�¥¤�A©Ï®³�ÈÐ7«�©n±e¡ßµ�¡U�~¦¨�`�n§/�A�` U¡U�Ï¦¨±¶�AÂ>¡U�
µ�¡

Sat
¥�©E«�µ�¬�¦¨§E¡U�Nª`¦¨��§E¡°©n¥�©E´°§/�A­�®¯¡Êµ�¡¢®³�È±e½°±e¡¢Ð:�&�U«��ç�A¬�·É�E¡°�`�~µ�¡

GLO[R]
¡°§
CGLO[R]

¾
:Ñ«��` U¡°©n�¤�A��§'®³�Ïµ�¡°�`�n¦¨§E´
ª9¦¨®�Ð:�A¬�§)¥¹¡°¬�§ x ½°§n©E¡kÒ5¬`�n§E¡ ©E¡°±¶�A© z ¬`¡°© z ¬`¡v®¯¡ ©/�A¥�¥¹«�©n§'µ�¦�ÁO´P©/¡P��§n¦¯¡°®�� w ´°§/�A��§

¥¤���~�E¡°�`�E¦é­`®¨¡ÊÌÈ¬��`¡�§n©/�A�`�nÐR«�©n±¶�A§n¦¯«��Á�9èe�`¡
ª`¦¨®� U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡�¦¨�`µ�¦�ÁO´°©E¡°±²±e¡°��§Ï®¯¡U�G¦¨�`�E§/�A�` U¡U�~µ�¡°�`�E¡U�Ï¡°§
�`«��eµ�¡°�`�E¡U�Zµ�¡U�'¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�vµ�¬²±e«�±e¡°��§ z ¬`¡#®³�

“
á�Ý���ÞNÝ«Ë Í[
/à �RâRØ&�

”
µ�¡#® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡,¥¹¡°©n±e¡°§vµ�¡, U«��`�E¡°© x

º�¡°©v® w «�©Eµ�©E¡~©E¡°®³�A§n¦éÐ)µ�¡U� �/«�®¨¬�§n¦¯«��`�Ñµ�¬¶¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡L¦é�`¦é§E¦¯�A®�Ô�«�© ¥¹«�¬�© ®¯¡U�v¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡U�#µ�¡Ï�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´
ª



Ä+� C

¦¨®<�E¡°±Ê­`®¨¡[¡Uàe
°â%Ú¨Ý,µ w ¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¨©E¡Êµ�¡U�,º��A©n¦³�A­�®¯¡U�~¡°§~µ�¡U�G °®³�A¬`�E¡U�~«�¬¸Ð7«�©n±Ê¬�®¯¡U��â��Óá��TÖ�Ý��¹á>à&�a�MÝJÞ#µ�¡�® w ´°º�� x
®¨¬¤�A§n¦¯«��¼©E¡U�n§n©E¡°¦¨��§/¡¶Ì ® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡²¦¨��¦¨§n¦³�A®vµ�¡² °®³�A¬`�E¡U�ß«�¬ÁÐR«�©n±Ê¬�®¯¡U� z ¬�¦'�`«�¬`��¦¨��§/´P©/¡°�/�E¡²¡°� ¥�©E¡°±²¦¯¡°©
®¨¦¯¡°¬<¾



Ä+� P

Ì "�Í.Î.��Ï4Ð " ���Ñ !�!��"

% � &(' �5) �,+Ò- � ��� �Ë�ÒÓ ����� �<' ���
>|�*- - �Ô'2>|�





Ä+� £

� ���������! #" Õ
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ê�«�¬`�Ê®¯¡¶©/�A¥�¥¹«�©n§ µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª)®¯¡U�Ê�/«�¬`� x  °®³���E�E¡U�Êµ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡»µ�¡¶º>«BÅ��AÂ>¡°¬�© µ�¡¶ U«�±²±e¡°©E U¡»�`¡
�E¡  U«�±²¥¹«�©n§E¡°��§É¥¤���¸¡°��§n©E¡ x ¡°®¨®¯¡°�Õ U«�±²±e¡ �Nº�¡U ç®¯¡�©J�A¥�¥¹«�©n§É °®³���E�n¦ z ¬`¡'Æ ¥¤�A©¸¡P·�¡P±²¥`®¨¡
ªÑ®³� ©E¡°®³�A§n¦¨º�¡
Ð:�� °¦¨®é¦¨§E´Ïµ�¬» N���v±e´°§n©n¦ z ¬`¡~¥¤�A© ©/�A¥�¥¹«�©n§#�A¬  N���vÂ>´°�`´°©/�A®¹� w ¡U�n§v¥�®¨¬`�vº�©/�A¦¯¡'Ô z ¬�¦¤¥�®¨¬`� ¡U�n§Nª>®¯¡U�vº�¡°©E�n¦¯«��`�
±²¦¨��¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«�� ¡P§G±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«���µ�¡°º�¦¯¡°���`¡°��§~§E«�§/�A®¯¡°±e¡°��§Ï´ z ¬�¦¨º
�A®¨¡°��§E¡U�N¾
¿L«�¬`�²º>¡°©n©E«��`�eµ`�A�`�¶ U¡É /£¤�A¥�¦¨§n©E¡É®¯¡U�²©E¡°®³�A§n¦¯«��`�¶¡°��§n©E¡Õµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§E¡U�²Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡U�eµ�¡¸¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U� µ�¡

º�«BÅ��AÂ>¡°¬�©~µ�¡� U«�±²±e¡°©E U¡ßµ w ¬��`¡�¥¤�A©n§~¡°§G®¯¡U�Gµ�¡°¬�·¸±e¡U�n¬�©E¡U�~µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� µ w �A¬�§n©E¡�¥¤�A©n§B¾
Ö�íJî × ¢ ½ ¼wv ðGó/õ7�Êñkõ'ô ô¤ú¾½ ô�ó/õ ù¹ð,÷ ÷ ú,ùEB ö�¼wØ FWùÀõ7�GB ¼ õ'ó

.Ï�`¡Ñ¦¨�`�n§/�A�` U¡
I
µ�¬È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Gµ�¡Ñº�«BÅ��AÂ>¡°¬�©'µ�¡# U«�±²±e¡°©E U¡G¡U�n§'®¯�¢µ�«����`´U¡,µ w ¬��²Â
©/�A¥�£`¡, U«�±²¥�®¯¡°§

G(V,E)
Ì
n
�/«�±²±e¡°§E�G¡°§~µ w ¬��`¡¢Ð7«��` °§n¦¯«��

d : E → N
µ�¡� U«&«�§~�E¬�©

E
¾;�<¡�­�¬�§~¡U�n§Gµ�¡¢§E©E«�¬�º>¡°©~�n¬�©

G
¬�� §E«�¬�©ßµ�¡Èº��A®¯¡°¬�©�±²¦¨��¦¨±Ê¬�± «�¬ ±¶�9·�¦¨±Ê¬�±ÕªO®¯¡² U«&«�§ßµ w ¬��¼§E«�¬�©�´°§/�A��§ßµ�«����`´²¥¤�A©�®³�¸�E«�±²±e¡

µ�¬  U«&«�§ µ�¡U�»�A©E½°§E¡U� z ¬ w ¦¨®~§n©/�Nº�¡°©E�E¡
¾v¿L«�¬`�e±e¡°§n§E«��`�»¡°� ´°º�¦¯µ�¡°�` U¡ç U¡°©n§/�A¦¨�`¡U�»´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡U�»¡°��§n©E¡
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§E¡U�,º�¡°©E�n¦¯«��`�,µ�¬É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�µ`¡Lº�«BÅ��AÂ>¡°¬�©Gµ�¡¢ U«�±²±e¡°©E U¡�­¤���E´U¡U�G�n¬�©,µ�¡U�,©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�Ï�9èe�`¡U�
¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯Ç°©E¡U� z ¬�¦:ª�µ w ¬��`¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡�¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡ßÌ ® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡�¦¨±¶�AÂ>¡
ª��`¡¢§n©/�A�`�3Ð7«�©n±e¡°��§ z ¬`¡¢®¯¡� U«&«�§~µ�¡U�
�A©E½°§E¡U�N¾
ê�«�¦¨§

K
¬��`¡¢Ð7«��` °§n¦¯«�� z ¬�¦)Ì ¬��`¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡

I
µ�¬Õº>«BÅ��AÂ>¡°¬�©~µ�¡� U«�±²±e¡°©E U¡Ê���/�E«� °¦¯¡�®¯¡� U«�¬�¥�®¯¡�µ�¡

©E´U¡°®¯�
(kI ,KI) ∈ R× R? ª�«��ç U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡Ê�A®¯«�©E�,®³�È©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� RK = (fK, IdSolTSP )

µ�´��`��¦¯¡�¥¤�A©<Æ
∀I = (G, d) ∈ ITSP ,

{
fK(I) = (G, dK)

�Nº�¡U 
dK = kId+KI

IdSolTSP
ÐR«��` °§n¦¯«��Õ¦¯µ�¡°��§n¦¨§E´��E¬�©

SolTSP .ê�¦v¬��`¡¶©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
RK

¡°��§n©E¡ µ�¡°¬�·¼º�¡°©E�n¦¯«��`�
Π
¡°§

Π′
µ�¬ ¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡»µ�¬ º>«BÅ��AÂ>¡°¬�© µ�¡¶ U«�±²±e¡°©E U¡

º�´°©n¦��¤¡
(∀I ∈ ITSP , kI > 0 ∧ optΠ′ = optΠ)

«�¬ (
∀I ∈ ITSP , kI < 0 ∧ optΠ′ = optΠ

)
,



Ä+C ¯

�A®¯«�©E�Ï¡°®¨®¯¡ß¡U�n§~¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� �9èe�`¡ßµ�¡
Π
Ì
Π′
¾aô7ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Nª¹�E«�¦¨§

I = (G, d)
¬��`¡�¦¨�`�E§/�A�` U¡ßµ�¡

Π
ª�§E«�¬�§G§E«�¬�©

s
�E¬�©

G
º>´°©n¦��¤¡ZÆ

mTSP (fK(I), s) =
∑

e∈s

dK(e) =
∑

e∈s

(kId(e) +KI) = kImTSP (I, s) + n×KI .

¤Ï¦¨�`�n¦:ªÀ�`«�¬`��±e«���§n©E«��`��® w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡¶µ�¡²µ�¦�ÁO´°©E¡°��§E¡U��º�¡°©E�n¦¯«��`��µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¶µ�¡²º>«BÅ��AÂ>¡°¬�©ßµ�¡
 U«�±²±e¡°©E U¡ç¡°��¡P·�¥�®¨¦¯ °¦¨§/�A��§¶�E¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§e®³� ÐR«��` °§n¦¯«��

K
z ¬�¦#¥¹¡°©n±e¡°§ µ�¡¸¥¤���E�/¡°©eµ w ¬��`¡Éº>¡°©E�E¦¯«�� Ì

® w �A¬�§n©E¡
¾�¿L«�§E«��`� z ¬`¡Ñ U¡Ñ N���k¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©Zµ w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡G�9èe�`¡#¡°��§n©E¡#µ�¡°¬�·ß¦¨�`�E§/�A�` U¡U�Wµ w ¬��È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
º
�A®¨¬`´ z ¬�¦��`¡Ê�E¡ßµ�¦¨�E§n¦¨��Â
¬`¡°��§ z ¬`¡ß¥¤�A©Ï¬��`¡ß§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«�� �9èe�`¡Êµ�¡ß®¯¡°¬�©~Ð7«��` °§n¦¯«�� µ�¡ßº
�A®¨¬¤�A§n¦¯«��
©E¡U�n§E¡Áº�©/�A¦¯¡ µ�¡Á§E«�¬�§É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ º
�A®é¬¤´Áµ�«���§É®¯¡U�Õ�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Õ�E«���§Õµ�¡ §/�A¦¨®¨®¯¡¼ U«��`�n§/�A��§E¡�å%§E¡°®¯�BªÑ¥¤�A©
¡P·�¡°±²¥�®¯¡
ªO®¯¡U��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Êµ�¡<
�-�à&ð8�ÀÝA-�à�ÜÈâ%Ú%�:Ø&�¤â7Ý��a�¹Ý¢¡°§�µ w à
×UÙP×/Ýª
/Ø�ã �B×nà&�a�vµ�«���§�®¯¡U���/«�®¨¬�§n¦¯«��`�ß�n¬�©
¬��ÕÂ
©/�A¥�£`¡ßÌ

n
�E«�±²±e¡°§E�~�/«���§Gµ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡

n− 1
æP¾

Ù7GIHJGIH ì¾L_WmP§iÉbk]Z\ `�SIÌ7Y�L
.Ï�`¡ ¦¨�`�n§/�A�` U¡

(G, d)
µ�¬ø¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¼µ�¡ º�«BÅ��AÂ>¡°¬�©Éµ�¡Á U«�±²±e¡°©E U¡¼¡U�n§¸¬��`¡ ¦¨�`�E§/�A�` U¡Áµ�¬| U���

±e´°§n©n¦ z ¬`¡��n¦O®¯¡U�Gµ�¦¯�E§/�A�` U¡U�~�n¬�©,®¯¡U�~�A©/½P§/¡°�~º>´°©n¦��¤¡°��§G® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´ß§n©n¦³�A��Â
¬�®³�A¦¨©E¡'Æ
���e� w�{�z�{�y�wÚk§�|�a�

∆TSP

(G, d) ∈ I∆TSP ⇔ (G, d) ∈ ITSP ∧ ∀(x, y, z) ∈ V, d(xy) + d(yz) ≥ d(xz).

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wÛkJ�|�a� Î z ¬�¦¨º
�A®¨¡°�` U¡ß¡°��§n©E¡
TSP

¡°§
TSP

±e´°§n©n¦ z ¬`¡
MinTSP

AF
↔Min∆TSP

¡°§
MaxTSP

AF
↔Max∆TSP

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
:Ñ«��`�E¦¯µ�´°©E«��`�Ï®³�²ÐR«��` °§n¦¯«��

K1 : (G, d) 7→ (1, dmax)
«&�

dmax = maxe∈E{d(e)}
Ô`®³�e©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

RK1
¡U�n§G¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� µ�¬

TSP
Â>´°�`´°©/�A®W�A¬

TSP
±e´°§n©n¦ z ¬`¡�¥�¬�¦¯� z ¬`¡�®¯¡U�G¦¨�`�n§/�A�` U¡U�Ï U«��`�n§n©n¬�¦¨§E¡U�

º�´°©n¦��¤¡°��§G­�¦¯¡°�Õ® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´�§n©n¦³�A��Â
¬�®³�A¦¨©E¡'Æ
∀i, j, k ∈ V, dK(ij) + dK(jk) = 2dmax + d(ij) + d(jk) ≥ dK(ik) ¦

Ù7GIHJG8³ Ü�LaiÉP§WmfgNjÝ7\ Lai
ê�¦)®¯¡

TSP
±e´°§n©n¦ z ¬`¡ßº�´°©n¦��¤¡ß® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´ §n©n¦³�A��Â
¬�®³�A¦¨©E¡
ªÀµ�¡°¬�·Õ�`«�¬�º�¡°®¨®¯¡U�Ïº>¡°©E�E¦¯«��`�Ïµ�¬�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

µ�¡�º�«BÅ��AÂ>¡°¬�©~µ�¡� U«�±²±e¡°©E U¡ß¦¯�E�n¬`¡U�Gµ�¡
∆TSP

®³�Èº>´°©n¦��¤¡°��§#ÖÓ×EÝPÞ��°ã`Ý~«�¬Õ®³�Èº>´°©n¦��¤¡°��§��R×nØJÖ¢Æ� U¡°©n§/�A¦¨�`�
 /£`¡°©E /£`¡°¬�©E�k«���§)¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¨§k U¡U��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�W�A¥�¥¹¡°®¯´U� ÜB���R×JâV�°ã`Ý Þ��R×JâV
��MÝ�¡°§vÜB���R×JâV�°ã`ÝÑ×EÝ°ÚéàNä ��¡°�ß¥¤�A©/�A±e´ x
§n©/�A��§ �E¦¨±²¥�®¯¡°±e¡°��§ ® w ¡P·�¦¨Â>¡°�` U¡Ïµ w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´Ï§n©n¦³�A��Â
¬�®³�A¦¨©E¡
¾�ê�«�¦¨§

α > 0
¬��¶©/�A§n¦¯«����`¡°®:ª�«��¶�`¡~µ�¡°±¶�A�`µ�¡



Ä+C�Ä

¥�®¨¬`�È�A¬ �nÅ��E§EÇ°±e¡
d
µ�¡ µ�¦¯�n§/�A�` U¡U�Èµ�¡¶º�´°©n¦��¤¡°© ¥¹«�¬�©Ê§n©E«�¦¯�È�E«�±²±e¡°§E�

x
ª
y
¡°§

z
µ�¬ Â
©/�A¥�£`¡» U«��`�n¦ x

µ�´°©E´¢®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«��
d(xz) ≤ d(xy) + d(yz)

±¶�A¦¯�
d(xz) ≤ α (d(xy) + d(yz))

¾`ê�¦
α
¡U�n§G�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§

¦¨��Ð7´°©n¦¯¡°¬�© Ì Ä�åR«�� ®¯¡²¥�©E¡°�`µ�©/���A®¯«�©E�Êµ`�A�`�ß® w ¦¨��§E¡°©nº��A®¨®¯¡
]1/2, 1[

Ñ æPª<®³�¸©E¡°®³�A§n¦¯«�� ¡U�n§�¥�®¨¬`�Ê¡P·�¦¨Â>¡N�A��§E¡
¥�¬�¦¯� z ¬`¡L® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´�µ�¡°º�¦¯¡°��§,�E§n©n¦¯ °§E¡
ª�¡°§,«��¸�`«�§E¡

∆αS TSP
å
S
¥¹«�¬�©�Ì1�R×Pâ|
+�MÝEæv® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡U�#¦¨�`� x

§/�A�` U¡U�Ñµ�«���§v®¯¡U� µ�¦¯�E§/�A�` U¡U�vº�´°©n¦��¤¡°��§Ñ U¡°§n§E¡~©E¡°®³�A§n¦¯«���Ô��n¦Ó¡°�¶©E¡°º
�A�` /£`¡
α
¡U�n§ �n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§Ñ¥�®¨¬`�vÂ
©/�A�`µ

z ¬`¡ÈÄ
ª�  w ¡U�n§ z ¬¤¡L® w «��É©E¡°®�­� /£`¡ z ¬`¡°® z ¬`¡¢¥¹¡°¬É®³�È U«���§n©/�A¦¨��§E¡ß¡°§#® w «��Õ�`«�§E¡��A®¯«�©E�
∆αRTSP

å
R
¥¹«�¬�©

æ~ÝPÚ¨àNä��Eæv® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡¢µ�¡U� ¦¨�`�n§/�A�` U¡U� z ¬�¦Óº�´°©n¦��¤¡°��§Ñ® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´L¥¤�A©/�A±e´°§n©E´U¡
¾
∆αS TSP

´°§/�A��§Ñ®¯¡~¥�®¨¬`�
¡P·�¦¨Â>¡N�A��§#¡°§

∆αRTSP
®¯¡Ï±e«�¦¨�`�#¡P·�¦¨Â>¡N�A��§Nª�«��»©E¡°±¶�A© z ¬`¡ z ¬`¡~®¯¡U�Ñ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�#µ�¡U�Ñ§n©E«�¦¯� Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡U�#µ�¡

¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
∆TSP

ª
∆αS TSP

¡°§
∆αRTSP

�/«���§,®¨¦¯´U¡U�G¥¤�A©G®¯�È©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ
I∆αS TSP ⊆ I∆TSP ⊆ I∆αRTSP .

¤Ï¬`�E�n¦:ª�§E«�¬�§#©E´U�E¬�®¨§/�A§,µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Õ¥¹«�¬�©,®¨¡
TSP

Üx���R×Pâ|�°ã`Ý�×EÝPÚ¨àNä��#¥¹¡°¬�§,½°§n©E¡¢§n©/�A�`�n¥¹«�©n§E´��A¬�·
TSP

Üx���R×Pâ|�°ã`Ý�Þ��R×Pâ|
+�MÝ¶¡°§ Üx���R×JâV�°ã`Ý°ªÑ§E«�¬�§ ©E´U�E¬�®¨§/�A§»µ w �A¥�¥�©/«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���¥¹«�¬�©»®¯¡
TSP

Üx���R×JâV�°ã`Ý
¥¹¡°¬�§v½°§n©E¡G§n©/�A�`�n¥¹«�©n§E´Ï�A¬�·

TSP
ÜB���R×JâV�°ã`Ý~Þ��R×Pâ|
��MÝUª>¡°§v U¡ z ¬`¡°®¨®¯¡ z ¬`¡,�/«�¦¨§'®¯¡,§TÅ�¥¹¡,µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��

 U«��`�n¦¯µ�´°©E´
¾1�<¡U�~º�¡°©E�n¦¯«��`�ßÜÈâ8�`â%ÜÈâ³ÞUà �RâRØ&�¶µ�¡� U¡U�~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�L«���§Ï´°§E´ß´°§n¬¤µ�¦¯´°¡U�L¡°§~�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§NªÓ®¯¡
±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©Z©E´U�n¬�®¨§/�A§v °®³���E�n¦ z ¬`¡,µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��»µ�¡#®³�ÏÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡,º��A¬�§'¥¹«�¬�©Z®³�Lº>¡°©E�E¦¨«��e�E§n©n¦¯ °§E¡
ª>�Nº�¡U Ñ¬`�
©/�A¥�¥¹«�©n§ µ�¡

1− (2α−1)/(2−α)
¥¹«�¬�©

α ∈ [1/2, 2/3]
¡°§vµ�¡

1−2α/(3α2+1)
¥¹«�¬�©

α > 2/3
�¨Ä 3 !Mª

®¯¡L�E¡U U«��`µ ©/�A¥`¥¹«�©n§,¡U�n§Nª��¤«�¬`�Ñ® w �Nº>«��`�#µ�´5ÒEÌÊ´°º>« z ¬`´
ª�µ�¡ ? ú�Ã�� ? ��!¹¥¹«�¬�©#®³�ßº>¡°©E�E¦¯«��» °®³���/�n¦ z ¬`¡
ª�§/�A�`µ�¦¯�
z ¬`¡Ñ®³�Ïº>¡°©E�E¦¯«��È©E¡°®³�9·�´U¡G�L´°§E´#±e«���§n©E´U¡G�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡~Ì

2/(3α2)
�¨Ä P !M¾ ¨ ©Nª��`«�¬`�Z�A®¨®¯«��`�'º�«�¦é© z ¬ w ¬��`¡

Ð7«�¦¯�,µ�¡�¥�®¨¬`�Nª�®¯¡¢©J�A¥�¥¹«�©n§~µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®�®¨¦¯�E�E¡¢®¯¡U�,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~¥¹«�¬�©,Ð:�A¦¨©E¡¢§/�A¦¨©E¡�®¯¡°¬�©E�~µ�¦¨º�¡°©nÂ>¡°�` U¡U�N¾
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wÞkJ���n� �<¡U�ç¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

Min∆αRTSP
ª
Min∆TSP

¡°§
Min∆αRTSP

µ w ¬��`¡¥¤�A©n§Nª
Max∆αRTSP

ª
Max∆TSP

¡°§
Max∆αRTSP

µ w �A¬�§n©E¡Z¥¤�A©n§NªN�E«���§�´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°��§E��µ�¬�¥¹«�¦¨��§µ�¡�º�¬`¡�µ`¡¢®¯¡°¬�©Ï�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡
¾
"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ`�`«�¬`�G±e«���§n©E«��`�~®¯¡U�Gµ�¡°¬�·É�E´°©n¦¯¡U�~µ�¡¢©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`�L�9èe�`¡U�

Min∆αRTSP
AF
∝ Min∆TSP

AF
∝ Min∆αS TSP,

Max∆αRTSP
AF
∝ Max∆TSP

AF
∝ Max∆αS TSP.

��¡~¥�©n¦¨�` °¦¨¥¹¡Ï©E¡U�n§E¡G®¯¡~±e½°±e¡
ª�¦¨®Ó U«��`�n¦¯�E§E¡ÏÌ�§n©/�A�`�3Ð7«�©n±e¡°© ®¯¡ZÒ3¡°¬»µ�¡~µ�¦¨�E§/�A�` U¡U�
d
¡°� ¬���Òn¡°¬

d′
¥¤�A©

¬��`¡L§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��ç�9èe�`¡
¾��¢¡
∆αRTSP

Ì
∆TSP

¥¹«�¬�©, U«�±²±e¡°�` U¡°©Nª�¦¨®O� w �AÂ
¦¨§,µ�¡L§n©E«�¬�º�¡°©#¬��`¡
§n©/�A�`�3Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«��ç§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡¢®¯¡U�Gµ�¦¯�n§/�A�` U¡U�

d
¡°§
d′
º>´°©n¦��¤¡°��§<Æ

d(xz) ≤ α (d(xy) + d(yz))⇒ d′(xz) ≤ d′(xy) + d′(yz).

Ò�Ó á Ô ¦�ã α = 1/2 µ0Ý�â�ØVÜ¥¦�Ý�Ü7¨6â6Ý©¦�âEä#Ù Ô Û�á Ô ØVØVÙ�à0Ý�Ü�ª Ô Û0ØVÙ�Ø|ä#ÜuÁ�ß�Ü(äVäVã#Ü�Ý�Ü�¨6âEÝ©¦�Ü(ãgÙ�Ö�Ü�Û�ä#ÙÉ¤§¦0Ü�ß�Ü�Û�ä�ä Ô ¦�ä#Ü�ØJÝ�Ü�Øuâ�ãºß(ä#Ü�Ø



Ä+C ?

J)¡°��§E«��`�È® w ¡J·�¥¹´°©n¦¯¡°�` U¡É�Nº�¡U 
d′
µ�´��`��¦# U«�±²±e¡¸´°§/�A��§NªW�n¬�©  /£¤� z ¬`¡¸�A©E½°§E¡

e
ª)®³���E«�±²±e¡»µ�¡ ®³��µ�¦¯� x

§/�A�` U¡ ¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡
d(e)

¡°§ µ w ¬��`¡  U«��`�n§/�A��§E¡
k
ª¢Ì µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©<Ôß�A¦¨�`�n¦

d′(xz) ≤ d′(xy) + d′(yz)

⇔ d(xz) + k ≤ d(xy) + d(yz) + 2k
¾,¿Ï«�¬`�Éº>«�¬�®¯«��`�Õµ�«��` Á¥¹«�¬�º�«�¦¨©Õµ�´Uµ�¬�¦¨©E¡¼µ�¡ ®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«��

d(x, z) ≤ α (d(xy) + d(yz))
® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´

d(xz) ≤ d(xy) + d(yz) + k
ª¹ U¡ z ¬`¡Ê�`«�¬`�¢¥¹¡°©n±e¡°§n§n©/�A¦¨§

µ�¡²Ð:�A¦¨©E¡e®³�É©E¡°®³�A§n¦¯«��
α (d(xy) + d(yz)) ≤ d(xy) + d(yz) + k

¾J¤Ï¦¨�`�n¦
k
µ�«�¦¨§Êº>´°©n¦��¤¡°©Ê¥¹«�¬�©ß§E«�¬�§

§n©n¦¨¥�®¯¡°§
{x, y, z}

Æ
k ≥ (α− 1)(d(xy) + d(yz)).

ô'�Õ¥¹«
�/�A��§
k = 2(α− 1)dmax

ª�«��ç¡U�n§~���E�E¬�©E´�µ�¬Õ©E´U�n¬�®¨§/�A§N¾
�¢¡

∆TSP
Ì
∆αS TSP

Ì�¥�©E´U�E¡°��§<Æ��E¡°®¯«�� ®¯¡G±e½°±e¡~¥�©n¦¨�` °¦¨¥¹¡
ª��`«�¬`�Ñ /£`¡°©E /£`«��`� ¬��`¡Ï U«��`�n§/�A��§E¡
h
§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡¢®³� ©E¡°®³�A§n¦¯«��

d(x, z) ≤ d(xy) + d(yz)
¦¨�`µ�¬�¦¯�E¡�® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´'Æ

d′(xz) ≤ α
(
d′(xy) + d′(yz)

)
⇔ d(xz) + h ≤ α (d(xy) + d(yz) + 2h) .

:Ñ¡°®³�² U«��`�n¦¯�n§E¡ßÌÈµ`¡P±¶�A�¤µ�¡°©
d(xy) + d(yz) ≤ α (d(xy) + d(yz)) + 2hα− h⇔ d(xy) + d(yz)(1− α) ≤ h(2α− 1).

ô'�Õ¥¹«
�/�A��§
h = 2dmax(1− α)/(2α− 1)

ª`«��Õ«�­`§n¦¯¡P��§G­�¦¯¡°�ç U¡ z ¬`¡�® w «��ç /£`¡°©E /£¤�A¦¨§
¦

Ù7GIHJG8û ì¾L_WmP§i<í[Sº��P§NIYT]
�W«�¬�©ß®¯¡°��¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡U� µ�¡²§TÅ�¥¹¡çå

TSPab a < b
æPªO®¯¡U�Ê�A©E½°§E¡U�ßµ�¬¼Â
©/�A¥�£¤¡°�ß�`¡e¥¹¡°¬�º>¡°��§ß¥�©E¡°�`µ�©E¡

z ¬`¡¢®¨¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�
a
¡°§
b
¾����A�`�,®¯¡� N��µ�©E¡�µ�¬É©/�A¥�¥¹«�©n§Ïµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª`§E«�¬`�,®¯¡U�,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ïµ�¡¢º�«BÅ��AÂ>¡°¬�©

µ�¡� U«�±²±e¡°©E U¡�­�¦¨º��A®¨¬`´U�~�E¡¢©/�A±eÇ°�`¡°��§Ï�A¬Õ N���
TSP12

¥¹«�¬�©G®¯¡ z ¬`¡°®<®¯¡¢¥¤�A©E U«�¬�©E�~µ w ¬��`¡ß�A©E½°§E¡� U«&«�§/¡
�E«�¦¨§²Ä
ªÀ�E«�¦¨§ ? ¾nô'�¼ °®³���E�n¦ z ¬¤¡�ªÀ U¡È N���¢¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©�µ�¬  N���¢±e´°§n©n¦ z ¬`¡e�¶Ð7�A¦¨§¢® w «�­�Ò3¡°§�µ�¡Ê�`«�±Ê­`©E¡°¬`�E¡U�
´°§n¬`µ�¡U�N¾
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wÛkJ�¦¥§�

MinTSPab
AF
↔MinTSP12

¡°§
MaxTSPab

AF
↔MaxTSP12

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ¤´°º�¦¯µ�¡°��§Ï�Nº�¡U ¢®³�È§n©/�A�`�3ÐR«�©E±¶�A§n¦¯«��
K2 : (G, d) 7→ ( 1

b−a ,
b−2a
b−a ) ¦

Ù7GIHJGgn ì¾L_WmP§i�UJ]adT];`eP§N
�¢´U�n¦¨Â
�`«��`�Ñ¥¤�A©

TSP1
®³��©E¡U�E§n©n¦¯ °§n¦¯«��¸µ�¬»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¢µ�¡Ïº>«BÅ��AÂ>¡°¬�©#µ�¡Ï U«�±²±e¡°©E U¡��A¬�·¶¦¨�`�n§/�A�` U¡U�

¥¹«�¬�©�®¯¡U� z ¬`¡°®¨®¯¡U�
dmin = mine∈E{d(e)} = 1

Ô¹®³� ¥�©E«�¥¹«
�n¦¨§n¦¯«��¼�n¬`¦éº
�A��§E¡
ªÀ¡°� ´°§/�A­�®¨¦¯�/�/�A��§�® w ´ z ¬�¦¨º
� x
®¯¡°�` U¡ß¡°��§n©/¡

MinTSP
å5×EÝJÞMÖ§µ

MaxTSP
æ,¡°§

MinTSP1
å5×EÝJÞMÖ§µ

MaxTSP1
æPª`�`«�¬`�~¥¹¡°©n±e¡°§n§n©/�



Ä+C
Ã

µ�¡�§E«�¬�Ò3«�¬�©E�~�n¬�¥�¥¹«
�/¡°©
dmin = 1

¾
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wÛkJ�ÐÏJ�

MinTSP
AF
↔MinTSP1

¡°§
MaxTSP

AF
↔MaxTSP1

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ¤ U«��`�E¦¯µ�´°©E¡°©
K3 : (G, d) 7→ (1, 1− dmin)

«&�
dmin = mine∈E{d(e)} ¦

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wÛkJ���n�

MinTSP
AF
↔MaxTSP

¡°§
MinTSPab

AF
↔MaxTSPab.

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆÓ�Nº�¡U 
K4 : (G, d) 7→ (−1, dmin + dmax) ¦

Ù7GIHJG8F K±Y
TSP

WZN#P§i&i�S°Ì7Y�L^P§Y
TSP

Q[Sji¾];`�Ladg\eSILaN
:Ñ«�±²±e¡ß¥¹«�¬�©~§E«�¬�§~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Êµ�¡�±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��<ªÓ�n¦<¬��`¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��ç©E´N�A®¨¦¯�E¡�¬��� U¡°©n§/�A¦¨�ç©/�A¥�¥¹«�©E§

µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®
r
ª>�A®¯«�©E�v¡°®é®¯¡,©E´N�A®¨¦¯�/¡#¬��e©/�A¥�¥¹«�©n§  °®³���E�n¦ z ¬`¡,µ w �A¬e±e«�¦¨�`�

r
ª�®¯¡,©/�A¥�¥¹«�©n§vµ�¦%ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®Ó´°§/�A��§

µ`�A�`�G®¯¡� N���
optΠ = max

ÐR«��` °§n¦¯«���µ�´U °©E«�¦¯�E�/�A��§E¡�µ�¡
ωΠ(I)

Æ
∀Π ∈ NPO, ∀I ∈ IΠ, ωΠ(I) ≥ 0⇒ ∀s ∈ SolΠ(I), δΠ(I, s) ≤ ρΠ(I, s).

:Ñ¡ z ¬`¡�¦¨�`�n¥�¦¨©E¡�®³� ¥�©E«�¥¹«
�E¦¨§n¦¯«��ç�E¬�¦¨º��A��§E¡'Æ
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�w4k§�¦ÿJ� ê�«�¦¨§

Π
¬��È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Gµ�¡Ñ±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��¶µ�¡

NPO
ª�«��e�Ï¥¹«�¬�©'§E«�¬�§v�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡

A
�A¥�¥�©E«� /£`´�¥¹«�¬�©

Π
®³�È©E¡°®³�A§n¦¯«���Æ

ρAΠ ≥ δAΠ .

ò·�eÖ�à�×��Râ|
Uã�Ú â7Ý°×E5
A PTAA

Ö�Ø�ã�×
MaxTSP ⇒ ρAMaxTSP ≥ δAMaxTSP

¾
�Z®¨¬`��Â>´°�`´°©/�A®¯¡ z ¬`¡

TSP ab
ªN®³�#©E¡U�E§n©n¦¯ °§n¦¯«��ß�¤«��ß¥�®¨¬`�)�A¬Êµ�«�¬�­�®¯«��

{a, b}
±¶�A¦¯�kÌ#§E«�¬`§�® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

{a, a+1, ..., b}
�`«�§E´U¡

TSP [a, b]
¥¹¡°©n±e¡°§Nª�¥¤�A©'µ�¡U�'¡°�` N��µ�©E¡°±e¡°��§E�'­�¦¯¡°� z ¬`¡Ñ�¤��¢RÐR�Wµ�¡U�Wº
�A®¯¡P¬`©E�

β(I)¡°§
ω(I)

ªOµ�¡²µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡eµ�¡U��©E´U�n¬�®¨§/�A§E�ßµ�¡È®³�»±e¡U�n¬�©E¡eµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡ Ì»®³�»±e¡U�n¬�©E¡e °®³���E�n¦ z ¬`¡²µ�¡ Ð7�&�U«��
¬��»¥¹¡°¬¸¥�®¨¬`�[�`�`¡
¾�ê�«�¦¨§

A
¬��

PTAA
z ¬`¡°®¯ U«�� z ¬`¡
ª�«��¸µ�´Uµ�¬�¦¨§,µ w ¬��¸©/�A¥�¥¹«�©n§,µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®O U«��`�n§/�A��§

r
®¯¡U�G©/�A¥�¥¹«�©n§E�~ °®³���E�E¦ z ¬`¡U�G�n¬�¦¨º
�A��§E�,¥¹«�¬�©

MaxTSP [a, b]
¡°§
MinTSP [a, b]

Æ
MaxTSP [a, b] : λA(I) ≥ rβ(I) + (1− r)ω(I)⇔

λA(I)

β(I)
≥ r + (1− r)

ω(I)

β(I)
≥ r + (1− r)

a

b

MinTSP [a, b] : λA(I) ≤ rβ(I) + (1− r)ω(I)⇔
λA(I)

β(I)
≤ r + (1− r)

ω(I)

β(I)
≤ r + (1− r)

b

a
.
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:Ñ¡°¥¹¡°�`µ`�A��§NªÓ U¡U�G©E¡°®³�A§n¦¯«��`�Ï¡°��§n©E¡°��§Ïµ`�A�`�G®¯¡ß U��µ�©E¡�¥�®¨¬`�GÂ>´°�`´°©/�A®)µ�¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï¥¹«�¬�©G®¯¡U� z ¬`¡°®¯�
®¯¡~©/�A¥�¥¹«�©n§,µ�¡~®³��¥�¦¨©E¡¢Ì�®³��±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E¡¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��¸¡U�n§ ­¹«�©n�`´Ï¥¤�A©Ñ¬��`¡Ï U«��`�E§/�A��§E¡L�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§#¥¹«
�n¦¨§n¦¨º�¡
å5Ú¯Ý�Ú¯Ý�
��MÝPã�×ÈÝPÞ��vâ��;�Nâ|�I���eÞUÝ�×E��¡��°×EÝP× à�ã�äßÖÓ×EÝPã2�AÝJÞ á�ÝJÞÑÖ¹×nØJÖ�ØAÞJâ|�RâRØ&�`Þ#Ã�¾¨Ä
ÄBæP¾
õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�w�k§���1� ê�«�¦¯¡°��§

Π
¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡çµ�¡¸±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«�� µ�¡

NPO
¡°§
A
¬�� �A®éÂ>«�©E¦é§E£�±e¡�A¥�¥�©E«� /£`´�¥¹«�¬�©

Π
ª�«���� ¥¹«�¬�©G§/«�¬�§E¡� U«��`�n§/�A��§E¡

α ∈ [0, 1[
Æ

∀I ∈ IΠ,
ωΠ(I)

βΠ(I)
≥ α ⇒ ρAΠ ≥ δAΠ + α(1− δAΠ ).

",Ø�ã�×
α = 0

5 Ø&� ×EÝ��Nâ:Ý��a�·�¶Ú¨à�ÖÓ×nØJÖ�ØAÞPâ��Râ7Ø&�eÖÓ×E�,
6�Eá�Ý��1�MÝ+µ
ò��¶Ö�à�×��RâV
°ã�Ú â:ÝP×E5

A
" y Ç>ÇøÖ�Ø�ã�×

TSP [a, b] ⇒ ρAΠ ≥ δAΠ +
a

b
(1− δAΠ ).

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�w0k§�gk§� ê�«�¦¯¡°��§
Π
¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�µ�¡Õ±²¦¨��¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��øµ�¡

NPO
¡°§
A
¬�� �A®éÂ>«�©E¦é§E£�±e¡�A¥�¥�©E«� /£`´�¥¹«�¬�©

Π
ª�®¯¡U�G©/�A¥�¥¹«�©n§E�~ °®³���E�n¦ z ¬`¡�¡°§~µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®<º�´°©n¦��¤¡°��§G®³�È©E¡°®³�A§n¦¯«����n¬�¦¨º��A��§E¡'Æ
∃α ∈ ]0, 1[ / ∀I ∈ IΠ,

βΠ(I)

ωΠ(I)
≥ α ⇒

1

ρAΠ
≤ δAΠ +

1

α
(1− δAΠ ).

ò��¶Ö�à�×��RâV
°ã�Ú â:ÝP×E5
A

" y Ç>ÇøÖ�Ø�ã�×
TSP [a, b] ⇒

1

ρAΠ
≤ δAΠ +

b

a
(1− δAΠ ).

ôZ�»�A¥�¥�®¨¦¯ N�A§n¦¯«��Éµ�¦¨©E¡U °§E¡Ïµ�¡~ U¡°§n§E¡~©/¡P®³�A§n¦¯«��¸¡°��§n©E¡~©/�A¥�¥¹«�©n§E�Ñ °®³���/�n¦ z ¬`¡~¡°§Ñµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§E¦¨¡°®:ª�«��»µ�´Uµ�¬�¦¨§
µ�¬É©E´U�n¬�®¨§/�A§,�`´°Â��A§n¦éÐk¥�©E«�¥¹«
�E´�µ`�A�`��� P Ã0!��n§n¦¨¥�¬�®³�A��§ z ¬ w «��¸�`¡¢¥¹¡°¬�§~�A¥�¥�©E«N·�¦¨±e¡°©

MinTSP [1, 10]
Ì

±²¦¯¡°¬�·çµ�¡
128/129

Ì²±e«�¦¨�`� z ¬¤¡
P = NP

z ¬ w ¦é®)� w ¡U�n§Ï¥¤���~¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡Êµ w �A¥�¥�©E«� /£`¡°©¢¡°� µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®
 U¡,±e½°±e¡G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡LÌ¢±e«�¦¨�`�vµ�¡

1151/1152
¾e�'�A©v´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡Ï�9èe�`¡
ª� U¡G©E´U�n¬�®¨§/�A§vº��A¬�§Z¥¹«�¬�©v§E«�¬�§E¡

©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«���µ�¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
MinTSP

¡°§
MaxTSP

Ì²µ�¡U�G¥¹«�¦¯µ��~ U«���§E¡°��¬`�Ïµ`�A�`�~µ�¡U�,¦¨��§/¡P©Eº��A®¨®¯¡U�
µ�¬¸§TÅ�¥¹¡

[a, a+9]
¥¹«�¬�©#§E«�¬�§,¡°��§n¦¯¡°©

a
¾2�W�A©G�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nª��E¦Ó® w «��É�E¡Ï©E¡U�n§n©E¡°¦¨��§~Ìß® w ¦¨��§E¡°©nº
�A®¨®¯¡

[a, 2a]
ªn�°ã�â

Ö�Ø�ã�×
a
ÞJã�© Þ°à�ÜÈÜ¶Ý��a��9�×nà&�ÓáGÖ`ÝP×PÜ¶Ý��Wá�Ý~×EÝ�à¾���MÝP×¢á�ÝJÞ>
/àAÞWÖÓ×nàe�Râ|�°ã`ÝJÞ°ª
®¯¡U�Z«�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�·²µ�´��`��¦¯�Z¥¤�A©

®¯¡,º>«�¦¯�E¦é�Ó�AÂ>¡ ? «�¥�§v�E«���§Z�`«��¶�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§ µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`´U� ¡°�e§E¡°±²¥`�Z¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:ª�±¶�A¦¯�Zµ`¡#¥�®¨¬`� ���E�n¬�©E¡°��§
 U«�±²±e¡� U¡°®³� ¡U�n§#±e«���§n©E´��A¬¸¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£`¡ 4 ¾ ? ¬��¸©/�A¥�¥¹«�©n§Gµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®<µ�¡ÈÄ�ú ? z ¬�¦:ª�¡°�Õ�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶� x
§n¦¯«��Á °®³���E�E¦ z ¬`¡
ªÓ©E¡°º�¦¨¡°��§�Ìe¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§�µ�¡ ? ú�Ã�ª¹±e¡°¦¨®¨®¯¡P¬`©E¡²�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��  U«�����¬`¡ÏÒ3¬`� z ¬ w ¦¯ °¦)¥¹«�¬�©
TSP

±e´°§n©n¦ z ¬`¡
¾Zô'�m�`�<ª` U¡°§n§E¡� U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ`�A�` U¡ß¡°��§n©E¡¢®¯¡U�,µ�¡°¬�·»©/�A¥�¥¹«�©n§E�,�`«�¬`�,¥¹¡°©n±e¡°§n§n©/�²µ`�A�`�#®¯¡
 N���Z­�¦¨º
�A®¯¡°��§

MaxTSPab
µ�¡~µ�´Uµ�¬�¦¨©E¡G¬��e©/�A¥�¥¹«�©n§  °®³���/�n¦ z ¬`¡Gµ�¡ P ú 3 Ì¢¥¤�A©n§n¦¨© µ�¡,® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��

µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡Ïµ�¡LÃeú 4 ¥�©E«�¥¹«
�E´U¡L�A¬  /£Ó�A¥�¦¨§n©E¡Ï�n¬�¦¨º
�A��§N¾2:Ñ¡U�v©E¡°®³�A§n¦¯«��`� �`¡G¥�©E´U�/¡°��§E¡°��§Ñ U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Ñ¥¤���
Â
©/�A�`µ ¦¨��§E´°©E½°§�µ�¬ Ð7�A¦¨§¢µ�¡ ®³�¶¥¹¡°©n§E¡Èµ�¡Ê¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡²µ�¬`¡ÈÌ¶®³� µ�¦%ÁO´°©E¡°�` U¡Èµ w ¦¨��Ð7«�©n±¶�A§n¦¯«�� ¥�©n¦¯�E¡È¡°�
 U«�±²¥�§E¡ µ`�A�`�Ï /£¤�� °¬��Áµ�¡U�Lµ�¡°¬�·ç N��µ�©E¡U�Lµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���Æ¹¦¨®)¡U�E§~¦¨��§E´°©E¡U�E�/�A��§¢µ�¡ßµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©�µ�¡U�
©E´U�n¬�®¨§/�A§E�,¥¹«�¬�©, /£¤�� °¬��Õµ�¡¢ U¡U�#©/�A¥�¥¹«�©n§E�Nª�¥¤�A©,µ�¡U�G�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡U�~¡°§,µ�¡U�G�A�¤�A®¨Å��/¡U�#�n¥¹´U °¦�� z ¬`¡U�Nª�±¶�A¦¯�
®³��§n©/�A�`�n¥¹«
�n¦¨§n¦¯«��»µ�¡,©/´°�E¬�®¨§/�A§E� µ�¡,® w ¬��»Ì�® w �A¬�§n©E¡~¥¹¡P©E±e¡P§ §E«�¬�§Ñ�A¬¶¥�®¨¬`�v®³�� U«�±²¥¤�A©/�A¦¯�/«��»µ�¡G U¡°¬�· x  °¦:ª
¥¹«�¬�©Ï�A¬�§/�A��§ z ¬`¡�® w «��ç�/«�¦¨§~���E�n¬�©E´�µ�¡¢®³�È¥¹¡°©n§n¦¨�`¡°�` U¡ßµ w ¬��`¡�§E¡°®¨®¨¡ßµ�´°±¶�A©E /£`¡
¾



Ä+C �

Ö�í�» �.F'ôa½ ó¥BÓð[BÓô ö �:ðG÷Ê÷ ù¹ú�¿ ¼ ý�ðCB ¼ ú��
Ù7G8³*GIH ´¡jTj[`efao�S°b�P�\eS#fgdhQ[Sji¾];`�Ladg\eSILaNINVL^Q[YþWmPniáUJ]ad�]a`eP§N��hH}|n³

¿L«�¬`� ® w �Nº�«��`� º�¬ ¡°� 4 ¾ ? ª ®¯¡U�»«�¥`§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�· ¥¹«�¬�©»®¯¡�º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
2 − opt

Â��A©/�A��§n¦¯�/�E¡°��§»¬��
©/�A¥�¥¹«�©n§ÑÄ�ú ? ÔB U¡°®³�G�`«�¬`�)«�Á¹©E¡Z¬��`¡~Ä�ú ? x �A¥�¥�©/«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«
� ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡Ñµ�¬ß¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡v¥¹«�¬�©)®¯¡'©/�A¥�¥¹«�©E§
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª�Ì¸ U«��`µ�¦¨§n¦¯«�� z ¬`¡È® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡ µ�¡È©E¡U /£`¡°©E /£`¡²®¯«� N�A®¯¡e� w �A©E½°§E¡²¡�ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Êµ�¡ Ð7�&�U«��
 U¡°©n§/�A¦¨�`¡Á¡°�ø§E¡°±²¥`�»¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:¾¾: w ¡U�n§¸�`«�§/�A±²±e¡°��§Éº�©/�A¦¢µ`�A�`�»®¯¡  N���¸µ w ¬���«�¥�§n¦¨±Ê¬�±�µ w «�©/µ�©E¡
¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®'¥�¬�¦¯� z ¬ w «��Á¥¹¡°¬�§ß�A®¯«�©E���E¡ ¥�®³�� U¡°©ßÌ µ�¦¨�E§/�A�` U¡ ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡eµ�¡ ® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±òÂ
©E­� U¡
ªÀ¥¤�A©
¡P·�¡°±²¥�®¯¡
ª�Ì¢® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡Ïµ�¡>: £�©n¦¯�E§E«��¤µ�¡U�>� ? ��!Ó¡°§vµ`�A�`�v U¡°®¨¬�¦¤µ w ¬��¶�`«�±Ê­�©E¡G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®Óµ�¡,º
�A®¨¡°¬�©/�
¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡U�L¥¹«�¬�©L®¯¡U�Ï§E«�¬�©E�¢µ�¬ Â
©/�A¥�£`¡
¾§:Ñ¡ µ�¡°©n��¦¯¡°©� N���Ï� w ¡U�n§L±¶�A®¨£`¡°¬�©E¡°¬`�E¡°±e¡°��§�¥¤���Ïº�´°©n¦��Ó�A­�®¯¡È¡°�
§E¡°±²¥`��¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®>ÔB�`«�§E«��`��§E«�¬�§)µ�¡Z±e½P±e¡ µ�¡°¬�·� °¦¨©E U«��`�n§/�A�` U¡U��Ð:�Nº>«�©/�A­�®¯¡U��ÆNµ�¦¯�n¥¹«
�/¡°©�µ�¡vµ�¦¯�n§/�A�` U¡U�
­¹«�©n�`´U¡U�eå

dmax
µ w «�©Eµ�©E¡Ê¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®�æÏ«�¬Áµ w ¬��Á�`«�±Ê­�©E¡Ê®¨¦¨±²¦¨§E´ ¥¤�A©L¬��`¡  U«��`�E§/�A��§E¡ µ�¡Êº
�A®¨¬¤�A§n¦¯«��`�

µ�¦¯�n§n¦¨�` °§E¡U�~�E¬�©,®¯¡U�~�A©E½°§E¡U�N¾
��¡U�  N��� µ�¡ µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§È¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®#µ w ¬�� �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡¸µ�¡¶©E¡U /£`¡°©E /£`¡»®¯«� N�A®¯¡»�E«���§  U¡°©n§/�A¦¨�`¡ x

±e¡°��§Ï¥�®¨¬`�~º����E§E¡U� z ¬`¡�®³�e�/¡°¬�®¯¡�­¹«�©n�`¡ Ì²µ�¡U�~¥¹«�¦¯µ��Ï¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡°±e¡U��§L­¹«�©n�`´U�<ÔÓ U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§NªÓ¦¨®)¡U�n§
Ì¼�`«�§E¡°© z ¬`¡ç®³� µ�´°§E¡°©n±²¦¨�¤�A§n¦¯«���µ w «�¥�§E¦é±¶� ®¯«� N�A¬�· ¥¤�A© ®¯¡çº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

6 − opt
¡U�n§»¡P·�¥¹«��`¡°��§n¦¯¡°®¨®¨¡

å%¦¨�`µ�´°¥¹¡°�`µ`�A±²±¶¡°��§ µ�¡e®³�»Ð7�&�U«�� µ�«���§ß«��  /£`«�¦¯�n¦¨§�®¯¡U�ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�ßº�«�¦¯�n¦¨�`¡U�Ê�A±e´°®¨¦¯«�©/�A��§E¡U�ÈÌÉ /£¤� z ¬`¡
¦¨§E´°©/�A§n¦¯«��ÓæÏå%¥¤�A©v¬��¶©E´U�n¬�®¨§/�A§Ñµ�¡

PLS
x  U«�±²¥�®¯´°§n¬`µ�¡
ª���C C�!¹¡°§>� 3 ? !%æ¹Ô>¥¹«�¬�©

k = 2
«�¬

k = 3
ª>®³��¥�©E¡°¬�º>¡

µ�¬ µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§»¡P·�¥¹«��`¡°��§n¦¯¡°®Ïµ�¡U�
LSA

� w �Á¥¤����åRµ�¬�±e«�¦¨�`� ÌÁ�`«�§n©E¡ç U«����¤�A¦¯�E�/�A�` U¡Bæ²´°§E´ÉÐ7�A¦¨§E¡
ª
±¶�A¦¯� ®¨¡¶Ð7�A¦¨§È�E¡°±Ê­�®¯¡¶ÐR«�©n§ ¥�©E«�­¤�A­�®¯¡
¾7�O¬`¡��>¡°©
��C P !#¡U�n§Ê§E«�¬`§ µ�¡ ±e½°±e¡ ¥¤�A©nº�¡°��¬ Ìç U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡¸µ�¡U�
¦¨�`�n§/�A�` U¡U�Lµ�¬

TSP
±e´°§n©n¦ z ¬`¡ß¥¹«�¬�©~®¯¡U� z ¬`¡°®¨®¯¡U�~®¯¡�º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

2− opt
ª�¥¹«�¬�©Ï¬��`¡ß U¡°©n§/�A¦¨�`¡ß©/ÇPÂ
®¯¡Êµ�¡

 /£`«�¦é·»µ�¬»±e¡P¦¨®¨®¯¡°¬�©,º>«�¦¯�n¦¨�ÉÌÊ /£¤� z ¬`¡Ï¦¨§E´°©/�A§n¦¯«��<ª��`¡Ï¥¹¡°©n±e¡°§n§/�A¦¨§#¥¤���#µ w �A§n§E¡°¦¨�`µ�©E¡¢¬��¸«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®
¡°��±e«�¦¨�`�¢µ w ¬�� �`«�±Ê­�©E¡È¡P·�¥¹«��`¡°��§n¦¯¡°®'µ w ¦¨§E´°©/�A§n¦¯«��`�N¾n.Ï�Á�A¬�§n©E¡Ê©E´U�n¬�®¨§/�A§¢µ�¡�®k¦¯�E /£`¡°©¢�n§n¦¨¥�¬�®¯¡ z ¬`¡ß®¯¡
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡eµ�¡²µ�´U °¦¯�n¦¯«��¼�E¬�¦¨º��A��§<Æ

“
���:à&�a�Ïá>Ø&�;�n�EÝPÞÈã2�¹Ý²â���Þ��:à&��
/Ý

I
á�Ý

MinTSP
5,ã2�^�:Ø
ã�×

T0
á�Ý

SolTSP (I)
Ý��Lã2�¹Ý�
/Ø&��Þ��:à&�1�MÝ

z ∈ N
5ZÖ�Ý°ã2�|�3Ø&� á����MÝ°×JÜÈâ��¹ÝP× ã2� ØJÖ��Râ%Ü ã�Ü Ú¨Ø�
Eà
Ú ×EÝPÚ¨à �Râ��AÝPÜ¶Ý��a��à�ã

�9Ø�â�ÞJâ��Óà+9�Ý
2− opt

Ý�� ÜeØ�â���ÞÊá�Ý
z
â��I�°×nà �Râ7Ø&��Þ ² ” ¡U�n§ NP

x  U«�±²¥�®¯¡°§<Ô¹«�©Nª`¦¨®k U«��`�n¦¯�n§E¡ß�E¦¨±²¥�®¯¡P±e¡°��§¢Ì
µ�¡°±¶�A�`µ�¡°©��n¦

T0
¡U�n§Lµ�¡Ê£¤�A¬�§E¡°¬�©��A¬ ¥�®¨¬`�

z
µ¤�A�`�Ï®¯¡ÊÂ
©/�A¥�£`¡Èµ�¡ß§E©/�A�`�n¦¨§n¦¯«��<¾nñ~¡°±¶�A© z ¬`«��`� z ¬`¡��N�

� w ¡U�n§�µ w �A¦¨®¨®¯¡°¬�©E��¥¤����¥¤�A©E U¡ z ¬ w ¬�� §E¡°®Z /£`¡°±²¦¨� ¡P·�¦¯�E§E¡ z ¬`¡ ® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡¶µ�¡È©E¡U /£`¡°©E /£`¡e®¯«� N�A®¯¡ÈÐ7¡°©/�
®¯¡U�G /£`«�¦é· z ¬�¦O®¯¡�±eÇ°�`¡°©E«���§Ï�n¬�©G U¡� /£`¡°±²¦¨�<¾

��¡'©/�A¥�¥¹«�©n§)µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� µ�¡'® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡
2−opt

¡°�ß±e¡U�n¬�©E¡Zµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡ ¡U�n§<¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§
Ä�ú ? ¥�¬�¦¯� z ¬¤¡Z U¡°§n§E¡Z­¹«�©n�`¡v¡U�n§)�A§n§E¡°¦¨��§E¡v¥¹«�¬�©�®³�ÑÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡vµ w ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�

(Ip)p≥2
µ�´��`��¦¯¡Z¥¤�A©ÑånØ&�²×EÝMÖÓ×EÝ��Óá

Ú¯ÝJÞD�¹Ø �:à �Râ7Ø&��Þ�á��|��� â8�a�R×nØBá�ã�â|�MÝJÞßà�ã
ä�Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�ÝJÞGÃ�¾¨Ä
¾ ? Ý�� 4 ¾ ? æÀÆ



Ä+C C

1 2

6 5

3

4

8

7

optimum local

solution optimale T*

pire solution TW

arête de coût 2

T
~

=  (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 1)

Ã·Ä�Å�Æ 3 ¾¨Ä
Æ1¸6�`Þ��:à&�1
JÝ�Ú â�ÜÈâ|�MÝÑÖ�Ø�ã�×
2− opt

∀p ≥ 1, Ip = (K4p, dp)
�Nº�¡U ¢¥¹«�¬�©Ï�A©E½°§E¡U�~µ�¡�¥¹«�¦¯µ��ßÄ

T ? =

i=2p−1⋃

i=0

{[2i+ 2, 2i+ 1]}
i=2p−2⋃

i=0

{[2i+ 1, 2i+ 4]} ∪ {[4p− 1, 2]},

§E«�¬�§E¡U�G®¯¡U�~�A¬�§n©E¡U�Ï�A©E½°§E¡U�~´°§/�A��§~µ�¡¢¥¹«�¦¯µ�� ? å
Kn

á��JÞJâÐ9&�¹Ýßã2��9�×nàJÖ1-�Ý�
/Ø�ÜÏÖÓÚ¯Ý��·�
n
Þ°Ø
Ü Ü¶Ý��%ÞEæP¾

¨ � º�«�¦¨§�Ð:�� °¦¨®¯¡°±e¡°��§ z ¬`¡¶® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡»µ�¡U� �A©E½°§E¡U� µ�¡¶¥¹«�¦¯µ��»ÄeÐR«�©n±e¡¶¥¹«�¬�©Ê§E«�¬`§E¡¶º��A®¯¡°¬�© µ�¡
p¬�� §E«�¬�© ©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡'ÆW  w ¡U�n§Ê® w ¬���¦ z ¬`¡»�E«�®¨¬�§n¦¯«�� «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡¸µ�¡¶º
�A®¯¡°¬�©

β(Ip) = 4p
¾u�W�A©²�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nªk¡°�

¥�©E¡°�¤�A��§~¥¤�A©~¡P·�¡°±²¥�®¯¡�®¯¡�§E«�¬�©

TW =

i=2p−1⋃

i=1

{[2i, 2i+ 1]} ∪ {[4p, 1]}
i=2p−2⋃

i=1

{[2i, 2i+ 3]} ∪ {[4p− 2, 1]} ∪ {[4p, 3]},

«��Õ«�­�§n¦¯¡°��§G¬��`¡�¥�¦¨©E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��çµ�¡¢º
�A®¯¡P¬`©
ω(Ip) = 8p

¾môZ�m�`�<ª�®³�È�E«�®¨¬�§n¦¯«��
T̃p = {1, 2, ..., 4p, 1}

�A® x
§E¡°©n�`¡,�A©E½°§E¡U�'µ�¡ ¥¹«�¦¯µ��,ÄÑ¡°§Z�A©E½°§E¡U�Wµ�¡Ñ¥¹«�¦¯µ�� ? ÆA  w ¡U�n§k¬��²«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®�µ�¡ º
�A®¯¡°¬�©

mTSP (Ip, T̃p) =

6p
å�
¸¡�µZ�`Â
¬�©E¡ 3 ¾¨ÄBæP¾
ô*ÁÀ¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§Nª< U«��`�n¦¯µ�´°©E«��`��µ�¡°¬�· �A©E½°§E¡U���`«��¼��µ�Òn�� U¡°��§E¡U�NªÀ® w ¬��`¡

[2i + 1, 2i + 2]
µ�¡ ¥¹«�¦¯µ��eÄ

¡°§ß® w �A¬�§n©E¡
[2j, 2j + 1]

µ�¡e¥¹«�¦¯µ�� ? Ô�´U /£¤�A��Â>¡°©  U¡U�ßµ`¡P¬�· �A©E½°§E¡U�Ê U«���§n©E¡¶®¯¡U�Ê�A©E½°§E¡U�
[2i + 1, 2j]

¡°§
[2i+1, 2j+2]

�`¡,�`«�¬`� �A¥`¥¹«�©n§E¡°©/�A¦¨§ ©n¦¯¡°�e¥`¬�¦¯� z ¬ w �A¬¶±e«�¦¨�`�v® w ¬��`¡~µ�¡G U¡U�vµ�¡°¬�·¶�A©E½°§E¡U� ¡U�n§vµ�¡,¥¹«�¦¯µ��
? Æ

d(2i + 1, 2j) = 1 ⇔ j = i + 1
«�¬

j = i + 2
¡°§

d(2j + 1, 2i + 2) = 1 ⇔ i = j + 1
«�¬

i = j+2
ê��¢¡Ï±e½°±e¡�ª�µ�¡°¬�·»�A©E½°§E¡U�#µ�¡~¥¹«�¦¯µ�� ?

[2i, 2i+1]
¡°§

[2j, 2j+1]
�`¡~¥¹¡°¬�º�¡°��§ Ð7�A¦¨©E¡Ï® w «�­�Òn¡P§

µ w ¬�� ´U /£¤�A��Â>¡G­¹´°�`´�� z ¬`¡~¥�¬�¦¯� z ¬`¡,§E«�¬�§E¡Ï�A©E½°§E¡G©E¡°®¨¦³�A��§ µ�¡U�v�E«�±²±e¡°§E�vµ�¡G±e½°±e¡,¥¤�A©n¦¨§E´~¡U�n§vµ�¡,¥¹«�¦¯µ��
? ¾

��¡U�W�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�
(T̃p)p≥2

 U«��`�n§n¦¨§n¬`¡°��§Z�A¦¨�`�n¦�¬��`¡Ñ�n¬�¦¨§E¡Ñµ w «�¥�§n¦¨±¶�Ï®¯«� N�A¬�·Ê¥¹«�¬�©k®¯¡ º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
2−optz ¬�¦O©E´N�A®¨¦¯�E¡°��§G¬��Õ©/�A¥�¥¹«�©n§Ïµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡P®)µ w ¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§ÊÄ�ú ? Æ



Ä+C P

δ(Ip, T̃p) =
ω(Ip)−mTSP (Ip, T̃p)

ω(Ip)− β(Ip)
=

8p− 6p

8p− 4p
=

1

2
.

Ù7G8³*G8³ ´¡jTj[`efao�S°b�P�\eS#fgdhQTLaiÉWmP§iãâ�ä£å�æ«çpä
èÉLZ\:åQè�éºêVë�ì�í�ìpä£å�æÃî�ïaèpâ
¿L«�¬`�¸¥�©E«�¥¹«
�/«��`� z ¬`¡°® z ¬`¡U�É©E´U�n¬�®¨§/�A§E�çµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���ª~ °®³���E�n¦ z ¬`¡Á¡°§Õµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª,¥¹«�¬�©Õ®³�

º�¡°©E�n¦¯«�� ÜeàNä�â%ÜÈâ³ÞUà �RâRØ �Éµ�¡U�� N���ÈÜx���R×PâV�°ã�Ý²Þ��R×JâV
��MÝ¢¡°§ÈÜx���R×JâV�°ã`Ýe×EÝPÚ¨àNä���µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡eµ�¡ º�«BÅ��AÂ>¡°¬�©
µ�¡  U«�±²±e¡°©E U¡
¾7ô7ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Nª'�A¬�§/�A��§ ®³�Õº�¡°©E�n¦¯«�� ÜÈâ��`â�ÜÈâ�Þ°à �Râ7Ø&�çµ�¡  U¡U�Ê¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�e�ÉÐ7�A¦¨§Ê® w «�­ x
Òn¡°§¸µ w ´°§n¬`µ�¡U�É¥�©E«�µ�¬` °§n¦¨º�¡U� å%�`«�§/�A±²±e¡°��§çµ`�A�`�M����!Mª�� ? ¯ !Mª��¨Ä P !�¥¹«�¬�©

Min∆αRTSP
ª��¨Ä 3 !�¥¹«�¬�©

Min∆αS TSP
æPªÓ�A¬�§/�A��§~®³�Èº�¡°©E�n¦¯«��¼ÜeàNä
â�ÜÈâ�Þ°à �Râ7Ø&�¤ª`ÌÈ�`«�§n©E¡ß U«����¤�A¦¯�E�/�A�` U¡
ª¤� w �²µ�ÇU�~®¯«�©E�G¥¤���~´°§E´

¡P·�¥�®¯«�©E´U¡
¾
� � � y1�0ö2÷±rðk§�gm§� Ì¤âWã2�Áà
Ú 9>Ø
×Jâ8- �RÜ¶Ý

A
9�à�×nà&�a�Râ|�Zã2��×nàPÖ>Ö�Ø
×���
°Ú¨àAÞ/ÞPâ|�°ã`Ý

r > 0
Ö�Ø�ã�×

Max∆TSP
5à�Ú¨Ø�×JÞ

Max∆αS TSP
ÝJÞ��ÑàJÖ>ÖÓ×EØNä�â%Ü²à�ÙPÚ¨Ý�5[�:Ø
ã6�UØ�ã�×JÞ Ý��M
°Ú¨àAÞJÞJâV�°ã�Ý�5��

r + (1− r)[(1− α)/α]2
µ

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ê�«�¦¨§

I = (G, d)
¬��`¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡ßµ�¡

Max∆αS TSP
ª`«��Õ®¨¬�¦)���/�E«� °¦¯¡�® w ¦¨�`�n§/�A�` U¡

I ′ = (G, d′)
µ`¡

Max∆TSP
¡°� ¥¹«
�/�A��§Nª�¥¹«�¬�©Ê§E«�¬�§E¡¸�A©E½°§E¡

e
µ�¬ Â
©/�A¥�£`¡

G
ª
d′(e) = d(e) − 2(1 − α)dmin

Ô�®³�
¥�®¨¬`� ¥¹¡°§n¦¨§E¡Lµ�¦¯�E§/�A�` U¡L�n¬�©

I ′
¡U�n§#�A®¯«�©E�

d′min R dmin− 2(1−α)dmin R (2α− 1)dmin
¾ �<¡L�nÅ��n§EÇ°±e¡Ïµ�¡

µ�¦¯�n§/�A�` U¡U�
d′
º�´°©n¦��¤¡�­�¦¯¡°�Õ® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´�§n©n¦³�A��Â
¬�®³�A¦¨©E¡ß¥¹«�¬�©G§E«�¬�§G§n©n¦¯«eµ�¡��/«�±²±e¡°§E�

x
ª
y
¡°§
z
Æ

d(xz) ≤ α[d(xy) + d(yz)] ⇔ d′(xz) + 2(1− α)dmin ≤ α[d′(xy) + d′(yz) + 4(1− α)dmin]

⇔ d′(xz) ≤ α[d′(xy) + d′(yz)] + (1− α)dmin(4α− 2)

⇔ d′(xz) ≤ α[d′(xy) + d′(yz)] + (1− α)[d′min + d′min]

⇒ d′(xz) ≤ d′(xy) + d′(yz).

�W«�¬�©²¥�®¨¬`�²µ�¡¸ °®³�A©E¡°§E´
ª'«�� �`«�§E¡¸¥¹«�¬�©È¬�� §E«�¬�©
T
�n¬�©

G
©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§

d(T )
¡°§

d′(T )
�/�

º
�A®¯¡°¬�©��n¬�©
I
¡°§
I ′
ªO¡°§�©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§

β
¡P§
β′
®¯¡U��º��A®¯¡°¬�©E�ß«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡U�ß�n¬�©

I
¡°§
I ′
ÔO U¡U��º��A®¯¡°¬�©E�Bª

µ w ¬��`¡�¦¨�`�n§J�A�` U¡ßÌ ® w �A¬�§n©E¡
ª¤�E«���§G�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§Ï®¨¦¨´U¡U�G¥¤�A©G®³�È©E¡°®³�A§n¦¯«����9èe�`¡ZÆ
∀T

§/«�¬�©
, d′(T ) = d(T )− 2n(1− α)dmin ⇒ β′ = β − 2n(1− α)dmin.

ê�«�¦¨§
T
¬��Õ§E«�¬�© z ¬�¦��E«�¦¨§G�n¬�©

I ′
µ w ¬��Õ©/�A¥�¥¹«�©n§Ï U«��`�n§/�A��§

r
Ì ® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±ÕªÓ«��Õ´U °©n¦¨§�Æ

d′(T ) ≥ rβ′ ⇔ d(T )− 2n(1− α)dmin ≥ r[β − 2n(1− α)dmin]

⇔ d(T ) ≥ rβ + (1− r)2n(1− α)dmin.

¨ ©Nª�¦¨®<¡U�n§#¥�©E«�¬�º�´�µ`�A�`���¨Ä 3 ! z ¬`¡L®¯¡U�Gµ�¦¯�n§/�A�` U¡U�Gµ w ¬��`¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡�µ�¡
∆αS TSP

º�´°©n¦��¤¡°��§,§E«�¬�Òn«�¬�©E�<Æ
dmin ≥

1− α

2α2
dmax.



Ä+C 3

ê��� /£¤�A��§ z ¬`¡�® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±
β
�E¬�©

I
�`¡¢¥¹«�¬�©n©/�¢Òn�A±¶�A¦¯�~¡P·� U´Uµ�¡°©

ndmax
ª�«��ç U«��` °®é¬`§<Æ

d(T ) ≥ rβ + (1− r)n

(
1− α

α

)2

dmax ≥ rβ + (1− r)

(
1− α

α

)2

β ¦

e�ya��y1s|s��;{��0r�kJ�|��o§�
Max∆αS TSP

ÝJÞ��vàJÖ�ÖÓ×nØNä�â%Üeà�ÙPÚ¯Ý��
3/4+ 1/4[(1−α)/α]2

Ö�Ø�ã�×¢Ú¯Ý¢×EàJÖ>Ö�Ø�×��

°Ú¨àAÞ/ÞPâ|�Uã�Ý+µ
"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ¹µ�¦¨©E¡U °§E¡ µ w �A¥�©EÇU�Ï®¯¡�©E´U�n¬`®é§J�A§Ï¥�©E´U U´Uµ�¡°��§¢¡°§~® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� Ì

3/4
µ�¡

Max∆TSP
¥�©E« x

¥¹«
�E´U¡�µ`�A�`��� P&3 !M¾
e�ya��y1s|s��;{��0rðk§�|�a�1�

Max∆αRTSP
ÝJÞ��ÑàJÖ�ÖÓ×nØNä�â%Üeà�ÙPÚ¯ÝÀ�

1/2
Ö�Ø�ã�×�Ú¯Ý�×nàPÖ>Ö�Ø�×��·
°Úéà�Þ/ÞJâV�°ã`Ý+µ

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ�® w �A¥�¥�©/«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Õµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡�Ì Ä�ú ? z ¬`¡Ï�`«�¬`�Ñ¥�©E«�¥¹«
�E«��`�Ñ¥¹«�¬�©
MaxTSP

©E¡U�n§/�A��§Ñº�� x
®¨¦¯µ�¡ µ`�A�`�Ê®¯¡  N���ß¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©¸Üx���R×Pâ|�°ã`Ý»×EÝPÚ¨àNä��Uª)¦¨®Ñ�n¬�èe§È�A®¯«�©E� µ�¡e©J�A¥�¥¹¡°®¨¡°© z ¬`¡¶® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡¢���E�n¬`©E¡G§E«�¬�Òn«�¬�©E� ¥¹«�¬�© ®¯¡U� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�#µ�¡ßÜeàNä�â%Ü â�Þ°àe�RâRØ&�Ê®¯¡G±e½°±e¡Ï��¦¨º�¡N�A¬»µ w �A¥�¥�©E«N·�¦ x
±¶�A§n¦¯«��� °®³���E�n¦ z ¬`¡
¾
Ù7G8³*G8û ì¾L

TSP
P§Yòñ�fgYT`�Q¾Ê��7YTS

¿L«�¬`�Ê® w �Nº>«��`�Èµ�´5ÒnÌçµ�¦¨§Nª)®³�Õº�¡°©E�n¦¯«�� ±²¦¨��¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«�� µ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¸µ�¡¶º�«BÅ��AÂ>¡°¬�©Èµ�¡  U«�±²±e¡°©E U¡
¡U�n§

NPO
x  U«�±²¥�®¯¡°§Êå7�A¬ç�E¡°�`�Gµ w ¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��Õ¥�©E´U�/¡°©nº��A��§G® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«
� Ì ©/�A¥�¥¹«�©n§~ U«��`�E§/�A��§Jæ

� P&? !Mª�¡°§Zµ�«��` #�`«��¶�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡~ÌL©/�A¥�¥¹«�©n§v U«��`�n§/�A��§vÌL±e«�¦¨�`� z ¬`¡
P = NP

¾&ô'�e©E¡°º��A�` /£`¡
ª
®¯¡# N���
±e´°§n©n¦ z ¬`¡,µ`�A�`�'®¯¡, N��µ�©E¡Gµ�¬ z ¬`¡°®`®¯¡U�'µ�¦¯�n§/�A�` U¡U�Zº>´°©n¦��¤¡°��§Z® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´G§n©n¦³�A��Â
¬�®³�A¦¨©E¡~¡U�n§Z�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡
Ì Ãeú ? � ? ��!O¡°§#«��»�`¡Ï¥¹¡°¬�§#® w �A¥�¥�©E«N·�¦é±e¡°©~Ìß±e«�¦¨�`�,µ�¡

41/40− ε
¥¹«�¬�©,�A¬` °¬��

ε
�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§#¥¹«
�E¦¨§n¦éÐ

µ`�A�`�È®¯¡É N���e���nÅ�±e´°§n©n¦ z ¬`¡
ªZÌ�±e«�¦¨�`�eµ�¡
129/128 − ε

µ`�A�`�È®¯¡¸ N���e�nÅ�±e´°§n©n¦ z ¬`¡¡� P Ã�!M¾W���A�`��� P ��!Mª
¦¨®,¡U�E§È¥�©E«�¬�º>´ z ¬`¡»®³� ©E¡U�n§n©n¦¯ °§n¦¯«���µ�¡É U¡Éµ�¡°©n��¦¯¡°©e N���e�A¬�· µ�¦¯�E§/�A�` U¡U�ÕÄ¸¡°§ ? ¡U�n§

APX
x  U«�±²¥�®¯¡°§Nª

�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡¶Ì P ú&C#ÔO«�� �`¡È¥¹¡°¬�§� U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§�¥¤����® w �A¥�¥�©E«� /£`¡°© Ì ±²¦¯¡°¬�· µ�¡
5381/5380

�1Ã C�!M¾�ê�¦
®¯¡U�Ñµ�¦¯�n§/�A�` U¡U�Ñ�E«���§#���nÅ�±e´°§n©n¦ z ¬`¡U�Bª

MinTSP12
¡°�E§Ñ�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡¢Ì¶Ä P ú�Ä ? � 3 Ä�!¹±¶�A¦¯�Ñ«�� �`¡G¥¹¡°¬�§

�A§n§E¡°¦¨�`µ�©E¡
2805/2804 − ε

¥¹«�¬�©��A¬` °¬��
ε
�n§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§¢¥¹«
�n¦¨§n¦éÐÂ�1Ã C�!M¾1ôZ�m�`�<ªÓ±e½°±e¡ �E¦)«��Á�E¡ß©E´Uµ�¬�¦¨§

�A¬�· Â
©/�A¥�£`¡U�#µ�¡°�`�/¡U�Nª
MinTSP12

� w ��µ�±e¡°§,¥¤���#µ�¡���Ju¤�ê��1Ã 3 !�Ô�¦¨®¹Ð7�A¬�§#¡�ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§,¥¤���E�E¡°©,�A¬
 N���ÑÂ>´U«�±e´°§n©n¦ z ¬`¡¢¥¹«�¬�©#®¯¡ z ¬`¡°®¹®³��Ð7«��` °§n¦¯«��Éµ�¡Lµ�¦¯�n§/�A�` U¡¢�n¬�©Ñ®¯¡U�#�A©E½°§E¡U�,¡U�n§Ñ®³�Êµ�¦¯�n§/�A�` U¡¢¡°¬` °®¨¦¯µ�¦¯¡°���`¡
¥¹«�¬�© «�­�§E¡°��¦¨©¶¬�� �/ /£`´°±¶� µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��ßÆ

MinEuclideanTSP ∈ PTAS
� P !M¾��'®¨¬`�eÐ7�� °¦¨®¯¡

µ�¬ ¥¹«�¦¨��§ßµ�¡Èº�¬`¡²µ�¡È® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��  °®³���E�E¦ z ¬`¡
ªÀ®³�»º�¡P©/�n¦¯«�� ±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«�� ¡U�n§��A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A­�®¯¡ Ì
©/�A¥�¥¹«�©n§Ï U«��`�n§/�A��§~µ�¡ßÃeú 4 � P&3 !�¥¹«�¬�©G®¯¡� N���G�`«��ç«�©n¦¯¡°��§E´
ªÓÃ 3 ú&C
Ã²µ`�A�`�G®¯¡� N���G«�©E¦¨¡°��§E´B��C ��!M¾

�W«�¬�©ß¥�®¨¬`�Êµ�¡e¥�©E´U °¦¯�E«��`� ¡°�` U«�©E¡ «�¬ ¥¹«�¬�©Êµ�¡U�ß©E´U�n¬�®¨§/�A§E�Ê¥�®¨¬`��©/´° U¡°��§/�Nª� U«��`�n¬�®¨§E¡°©ÈÌÉ® w ��µ�©E¡U�E�E¡
ó¾ôlô¾õaö´÷l÷cø¾øløaùsúpûQü�û7ùsý¾ôlóþù£ÿ��¾÷��������	��
¾÷�õ
��
����
�������¾ÿ ô�÷ ®¯¡  U«�±²¥¹¡°�`µ�¦¨¬�± ´Uµ�¦¨§E´ ¥¤�A©±: ©E¡U�/ U¡°��bU¦²¡°§
@��A���<¾



Ä+C £

Ö�í�� �.F'ñkð,÷ ¼ B1½Êó/ðCB ¼ D ö õ'ô�÷Êù ¼ � ñ ¼ ÷Èð¾½�¿ ùVF'ôa½ÊówBÓðCBÓô
J)«�¬�§Èµ w �A­¹«�©EµOªk®¯¡U� ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡°�e�9èe�`¡U�<Æk¡°� ©/�A¥`¥�©E«� /£¤�A��§È®¯¡U�Ê¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�²µ�¡°¬�· Ìçµ�¡°¬�· ¥¤�A©

©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`���9èe�`¡U�NªÓ�`«�¬`�¢�Nº�«��`�L´°§/�A­�®¨¦k® w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡
ªÀµ�¬�¥¹«�¦¨�Áµ�¡ßº�¬`¡Êµ�¡ß®¯¡°¬�©¢µ�¡°Â
©E´ µ w �A¥�¥�©E«N·�¦ x
±¶�A§n¦¯«�� µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡
ªkµ�¡e�`«�±Ê­�©E¡°¬`�E¡U�Êº�¡°©E�n¦¯«��`�Êµ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡»µ�¡eº�«BÅ��AÂ>¡°¬�©Êµ�¡¶ U«�±²±e¡°©E U¡ z ¬ w ¦¨®
¡U�n§,§E¡°±²¥`�~µ�¡�±e¡°§n§n©E¡ÊÌÏÒn«�¬�©,±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§N¾
� � � y1�0ö2÷±rzk§�|�m�§� "Ñ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý�9������°×nà�Ú�5

TSP
Üx���R×JâV�°ã`Ý

))ÝJÞ»ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ Ý���¡Uà�ÜÈâ�Ú%Ú¨ÝJÞ á�Ý¸ÖÓ×nØ�Ù°Ú¨ÛPÜ¶ÝJÞ
MinTSP

5
MaxTSP

5
MinTSP1

5
MaxTSP1

5
Min∆αRTSP

5
Max∆αRTSP

5
Min∆TSP

5
Max∆TSP

5
Min∆αS TSP

5ÀÝ��
Max∆αS TSPÞ°Ø �a�T�:Ø�ã�Þ��:Øe�:à�Ú¨Ý°ÜeÝ��a�·���°ã�â8�Aà�Ú¯Ý��a�%Þ��°ã�à&�a�·�¶Ú¨Ý°ã�× á�Ý#9�×��Èág� àPÖ>ÖÓ×nØNä
â�Üeà �Râ7Ø&� á�â ­>�P×/Ý��a�Râ:ÝPÚ�Ú¯Ý+µ

"Ñ×EÝ°ã �AÝ x ¶T®O�n¬�èe§~µ�¡��n¬�¦¨º�©E¡¢®¯¡� /£`¡°±²¦¨�Õ¦¨�`µ�¦ z ¬`´�¥¤�A©,®¯¡U�G´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�Ï�9èe�`¡U�,¥�©E«�¥¹«
�/´U¡U�Ï�A¬É¥¤�A©/� x
Â
©/�A¥�£`¡ 3 ¾¨Ä'Æ

Min∆αS TSP

l

MinTSP1 ↔ MinTSP ↔ Min∆TSP ↔ Min∆αRTSP

l

MaxTSP1 ↔ MaxTSP ↔ Max∆TSP ↔ Max∆αRTSP.

↓

Max∆αS TSP

� � � y1�0ö2÷±rzk§�|�2¥J� "Ñ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞÈÙPâ��9à�Ú¯Ý��a�%Þ
))ÝJÞÀÖÓ×nØ�ÙPÚ¨Û°ÜeÝPÞ#Ý�� ¡°à�ÜÈâ%Ú�Ú¯ÝJÞ á�ÝOÖÓ×EØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ

MinTSPab
5
MaxTSPab

5
MinTSP12

Ý��
MaxTSP12Þ°Ø �a�T�:Ø�ã�Þ��:Øe�:à�Ú¨Ý°ÜeÝ��a�·���°ã�â8�Aà�Ú¯Ý��a�%Þ��°ã�à&�a�·�¶Ú¨Ý°ã�× á�Ý#9�×��Èág� àPÖ>ÖÓ×nØNä
â�Üeà �Râ7Ø&� á�â ­>�P×/Ý��a�Râ:ÝPÚ�Ú¯Ý+µ

"Ñ×EÝ°ã �AÝ x ë ½°±e¡� N�A¬`�E¡
ª�±e½°±e¡U�~¡�ÁO¡°§E�Nª�¦¨®<�E¬�èe§Gµ�¡��E¡¢©E´PÐ7´°©E¡°©Ï�A¬É¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£¤¡ 3 ¾¨Ä'Æ
MinTSPab ↔ MinTSP12

l l

MaxTSPab ↔ MaxTSP12.

ôZ�m�`�<ª�å%�`«�¬`�É´°®¨¬`µ�«��`�É®¯¡U�¸©E¡°®³�A§n¦¯«��`�Õ¡°��§n©E¡Á©/�A¥�¥¹«�©n§E�Õµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®�¡°§É °®³���/�n¦ z ¬`¡Á N�A©Nª,�n¦¢¡°®¨®¯¡U�
�`«�¬`�¢�E¡°©E«���§¢¬�§n¦¨®¯¡U���A¬ ¥�©E«� /£¤�A¦¨�  /£Ó�A¥�¦¨§n©E¡ ¥¹«�¬�©L®¯¡Ê¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡²�n¥¹´U °¦�� z ¬`¡ µ�¡

TSP
­�¦¨º��A®¯¡°��§NªÀ¡°®¨®¯¡U�

� w ¡°� µ�¡°±e¡°¬�©E¡°��§ß¥¤����±e«�¦¨�`�ßµ w ¬��¼¥¹«�¦¨��§ßµ�¡Èº�¬`¡² U«��` U¡°¥�§n¬`¡°® z ¬ w ¬��`¡È±¶�A��¦éÐ7¡U�n§/�A§n¦¯«�� ¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯Ç°©E¡
µ w ¬��¸¥�£`´°�`«�±eÇ°�`¡¢¥�®¨¬`�#Â>´P�¤´P©J�A®Oµ�´5ÒEÌß±e¡°��§n¦¯«����`´�Ìß¥�®¨¬`�n¦¯¡°¬�©E�#©E¡°¥�©n¦¯�E¡U�PæPª��`«�¬`�,´°º>« z ¬`«��`�Ñ®³�ßÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡
µ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U�ß®¨¦¨±²¦¨§E¡U�ß¥¹«�¬�©�®¯¡U�ß«�¥�§n¦¨±¶� 4 x ®¯«� N�A¬�·¼µ�¡

Min
«�¬

MaxTSP
ÆO�`«�¬`��±e«���§n©E«��`�Êµ w ¬��`¡

¥¤�A©n§ z ¬`¡È®¯¡È©/�A¥�¥¹«�©n§ßµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®ZÂ��A©J�A��§n¦Z¥¤�A©�µ�¡È§E¡°®¯��«�¥�§n¦¨±¶�¸®¯«� N�A¬�· ¡°�E§��A§n§E¡°¦¨��§NªO±¶�A¦¯��µ w �A¬`§n©E¡
¥¤�A©n§ z ¬ w ¡°®¨®¯¡U�~®¯¡ß�E«���§G¥¹«�¬�©Lµ�¡U�G¦¨�`�E§/�A�` U¡U�~�`«�� �A�`«�µ�¦¨�`¡U�Lµ�¡

TSP
¥�¬�¦¯� z ¬ w ¦¨®)� w �AÂ
¦¨§Ïµ�¬� N���~©E´Uµ�¬�¦¨§

Ìeµ�¡U�~¥¹«�¦¯µ��~­�¦¨º
�A®¯¡°��§E�N¾a�k«�¬�©Ï¬��
LSA

 /£`¡°©E /£¤�A��§L¬���«�¥�§n¦¨±Ê¬�±�®¯«� N�A®)©E¡°®³�A§n¦¨º>¡°±e¡°��§��A¬çº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡



Ä P&¯

2opt
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� ���������! #" �

δ−
�5&(&(' �.@ 17- �0/21W��� ���

TSPab � �����
� w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡ z ¬`¡Õ�`«�¬`�¶¥�©E«�¥¹«
�E«��`�»� w ¦¨�`�E¥�¦¨©E¡çµ�¡Õ® w ¦¯µ�´U¡ç¥�©E«�¥¹«
�E´U¡�¡°§ ¡P·�¥�®¯«�¦¨§E´U¡ç¥¤�A©�:L¾T�W� x

¥¤��µ�¦¨±²¦¨§n©n¦¯«�¬Á¡°§Â� �A���¤���
����¦¯�Ïµ`�A�`��� P �0! z ¬�¦) U«��`�n¦¯�n§E¡ Ì²¥¤�A©n§n¦¨©Lµ w ¬��`¡Ê�E«�®¨¬�§n¦¯«�� �n¬�© x «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡ ¡°��®³�
¥�©E´U�E¡°�` U¡,µ w ¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡Gµ�¡#¥¹«�¦¯µ��'±²¦¨��¦¨±Ê¬�±Õª
¥�¬�¦¯�'µ�¡#©E¡°Â
©E«�¬�¥¹¡°©'®¯¡U�Z °Å� °®¯¡U�'µ�¡, U¡ ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡~µ�¡
�E«�©n§E¡ÏÌLÐ7«�©n±e¡°©v¬��¶§E«�¬�© µ�¡G±e«�¦¨�`µ�©E¡Ï U«&«�§N¾ �W�A© �E«�®¨¬�§n¦¯«��»�n¬�© x «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡Ïµ w ¬��¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ª�«�� ¡°��§E¡°�`µ
�E«�®¨¬�§n¦¯«��»«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡Lµ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ï©E¡°®³�9·�´'Æ�µ`�A�`� ®¯¡~ N��� µ w ¬��`¡~¦¨�`�n§/�A�` U¡

I = (G, d)
µ�¡

MinTSP
ª

¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡ «�¥�§n¦¨±¶�A®Ñ¡U�n§�¬��`¡¶�E«�®¨¬�§E¦¨«�� µ�¡
SolTSP12(I)

µ�¬¼¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡eº�«BÅ��AÂ>¡°¬�©Êµ�¡¶ U«�± x
±e¡°©E U¡É¥¹«�¬�©e®¯¡ z ¬`¡°®~«�� �A¬�©/�A¦¨§e©E¡°®�­� /£`´Õ®³�Á U«���§n©/�A¦¨��§E¡çµ w ¬���¦¯ °¦¨§E´çµ�¬� °Å� °®¯¡'Ôv�A®¯«�©E�NªZ U«�±²±e¡Õ´°§/�A��§
µ�´��`��¦<�n¬`©#¬��É¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�¥�®¨¬`�#Â
©/�A�`µÕµ�¡¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�,©E´N�A®¨¦¯�J�A­�®¯¡U�Nª� U¡°§n§E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��ç�E¡°©/�Ê�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§
µ�¡� U«&«�§Ï�A¬É¥�®¨¬`�G®¯¡� U«&«�§

βTSP12(I)
µ w ¬��`¡��E«�®¨¬�§n¦¯«���«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡�µ�¬É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�¦¨��¦¨§n¦³�A®:¾

��íJî ï��MðGó£�Gú,ù ¼ BÓÿÈý�õ
¿L«�¬`� ® w �Nº�«��`�Èº�¬<ªW�E«�¬`�È®³�ç±e¡U�E¬�©E¡¸µ�¦�ÁO´P©/¡P��§n¦¯¡°®é®¯¡
ªZ«�� ¥¹¡°¬�§²�/¡ ©E¡U�n§n©E¡°¦¨�`µ�©E¡ÕÌ�® w ´°§n¬`µ�¡Éµ�¬  N���

å3Ä
ª ? æP¾Wê�«�¦¨§ µ�«��` 
G(V,E)

¬�� Â
©/�A¥�£`¡  U«�±²¥�®¯¡°§²Ì
n
�E«�±²±e¡°§E�Ê¡°§

d : E → {1, 2}
¬��`¡²Ð7«��` °§n¦¯«��

µ�¦¯�n§/�A�` U¡²­�¦¨º
�A®¯¡°��§E¡e�E¬�©�®¯¡U�ß�A©E½°§E¡U�N¾J� w «�­�Ò3¡U °§n¦éÐGµ�¬¼¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¶¡U�n§�µ�¡²µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©Ê¬�� §E«�¬`©��E¬�©�®¯¡U�
�E«�±²±e¡°§E�Ïµ�¡ß U«&«�§~±²¦¨��¦¨±Ê¬�±Õª¹�E«�¦¨§G¬��ç§E«�¬�© z ¬�¦�¡°±²¥�©n¬���§E¡ß¬`�Õ±²¦¨��¦¨±Ê¬�±�µ w �A©E½°§E¡U�Ïµ�¡�¥¹«�¦¯µ�� ? ¾¹ê�¦
E
µ�´U�n¦¨Â
�`¡¶¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ µ w �A©E½°§E¡U�Bª)«�� �`«�§E¡°©/�

V (E)
®¯¡ �E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡ µ�¡ �E«�±²±e¡°§E�Ê¦¨�` °¦¯µ�¡°��§E�²Ì

E
¡°§
d(E) =

∑
e∈E d(e)

®¯¡È U«&«�§�«�¬Á¥¹«�¦¯µ��ß���E�E«� °¦¯´²Ì
E
¾n�W�A©�®³�»�E¬�¦¨§E¡
ªÀ U«��` U¡°©n�¤�A��§�®¯¡U� z ¬¤�A��§n¦¨§E´U�

βTSP12(I)
ª
ωTSP12(I)

¡°§
δTSP12(I, s)

ª)¥¹«�¬�©e�n¦¨±²¥�®¨¦��¤¡°©²® w ´U °©n¦¨§n¬�©E¡É¡°§È¥¤�A©E U¡ z ¬`¡¸ U¡°®³��� w ¦¨�`µ�¬�¦¨§
�A¬` °¬��`¡ß U«���ÐR¬`�n¦¯«��<ª��`«�¬`�~«�±e¡°§n§n©E«��`�Ï®³�È©E´PÐR´°©E¡°�` U¡ß¡P·�¥`®é¦¯ °¦¨§E¡Ê�A¬Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡'Æ¤�`«�¬`�G¬�§n¦¨®¨¦¯�E¡°©E«��`�Ïµ�«��` 
®¯¡U�,�`«�§/�A§n¦¯«��`�

β(I)
ª
ω(I)

¡°§
δ(I, s)

¾
��¡�©E´U�n¬�®¨§/�A§ z ¬`¡��`«�¬`�Ï¡P·�¥¹«
�E«��`�G±¶�A¦¨��§E¡°�¤�A��§Lµ�«�¦¨§~¥�®¨¬`�LÌÈ® w �A�¤�A®¨Å��E¡ßµ�¡�® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡Ê¥�©E«�¥¹«
�E´

¡°§~µ�¡¢®³�²�n§n©n¬` °§n¬�©E¡�µ�¡�®³�²�E«�®¨¬�§n¦¯«�� z ¬ w Ì ®³���`�`¡U�E�E¡�µ�¡�® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡ß®¨¬�¦ x ±e½°±e¡
¾
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�7GIHJGIH ì¾Ll³1Ë�WmfuY�j[NIPVUJLOS°dTS#\ S#P§N
���A�`�Ï¬���Â
©J�A¥�£`¡ �n¦¨±²¥�®¯¡

G(V,E)
ª¤¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡È¡U�n§Ï¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

E
µ w �A©E½°§E¡U�L§E¡°® z ¬`¡ß§E«�¬�§

�E«�±²±e¡°§
v
µ�¡

G
¡U�n§eµ�¡Õµ�¡°Â
©E´ç�A¬ ¥`®é¬¤�eµ�¡°¬�· µ`�A�`�

E
ÔW¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡ç¡U�n§eµ�¦¨§e¥¤�A©3Ð7�A¦¨§¶�n¦,§E«�¬�§

�E«�±²±e¡°§'¡U�n§Wµ�¡#µ�¡°Â
©E´#¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§Zµ�¡°¬�· ¡P§' U«��`�n§n¦¨§n¬`¡,µ�«��` Ñ¬��`¡ ¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��eµ�¡U�'�E«�±²±e¡°§E�'¡°�È °Å� °®¨¡U�B¾
�¢´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©Z¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡~µ�¡Ñ§/�A¦¨®¨®¯¡,±¶�9·�¦¨±Ê¬�± µ`�A�`�'¬��²Â
©/�A¥�£`¡G�n¦¨±²¥�®¯¡,¡U�n§'´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°��§vÌÏ§n©/«�¬�º>¡°©
¬��`¡Ê¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«�� µ�¡U�¢�E«�±²±e¡°§E�¢¡°�Á °Å� °®¯¡U�¢µ�¡Ê¥¹«�¦¯µ��L±²¦¨��¦¨±Ê¬�±òµ`�A�`�L®¯¡ßÂ
©/�A¥�£`¡È U«�±²¥�®¯¡°§¢­�¦¨º��A®¨¬`´Èµ�¡
�E«�©n§E¡�Ì  U¡ z ¬`¡L®¯¡U�G�A©E½°§E¡U�#¥�©E´U�E¡°��§E¡U�Gµ`�A�`�#®¯¡LÂ
©/�A¥�£`¡L¦¨��¦¨§n¦³�A®O¥¹«�©n§E¡°��§,¬��É U«&«�§,¬���¦¨§/�A¦¨©E¡¢§/�A�`µ�¦¯� z ¬`¡
®¯¡U�'�A©E½°§E¡U�'�A­`�/¡°��§E¡U�Wµ�¬ Â
©/�A¥�£`¡Ñ¦¨��¦¨§n¦³�A®�¥¹«�©n§E¡°��§'¬��È U«&«�§Wµ`¡Ñµ�¡°¬�·À¾&�W�A©'�A­�¬`�'µ�¡ ®³�A��Â��AÂ>¡
ª�«��È¥¤�A©n®¯¡°©/�
�A®¯«�©E�Êµ�¡ ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡ µ�¡e¥¹«�¦¯µ��ß±²¦¨��¦¨±Ê¬�±Õ¾)¿L«�¬`��¥¤�A©n§n¦¨©E«��`�Bª<¥¹«�¬�©Ê U«��`�E§n©n¬�¦¨©E¡¶�`«�§n©E¡¶�E«�®¨¬�§n¦¯«�� µ�¬
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡»µ�¡eº>«BÅ��AÂ>¡°¬�©Êµ�¡  °«�±²±e¡°©E U¡
ªkµ w ¬��`¡¶§E¡°®¨®¯¡¶¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��<ª z ¬`¡e�`«�¬`�ß§n©/�A�`�nÐR«�©n±e¡°©E«��`� ¡°� ¬`�
§E«�¬�©v¥¤�A© ©E¡°Â
©E«�¬�¥¹¡°±e¡°��§#µ�¡U�  °Å� °®¯¡U� z ¬�¦`®³�� U«��`�n§n¦¨§n¬`¡°��§N¾ ¤Ï¬`�E�n¦`¥�©E¡°�`«��`� x �`«�¬`� ®¯¡~�E«�¦¨�»�A¬¶¥�©E´N�A®³�A­�®¯¡
µ�¡Èµ�¦¨±²¦¨��¬`¡°©Ê�A¬Á±¶�9·�¦¨±Ê¬�±ò®¯¡ �`«�±Ê­�©E¡²µ�¡²�E¡U�¢ °Å� °®¯¡U�NªÀ�n¬�¦¨º
�A��§¢®¯¡ ¥�©n¦¨�` °¦¨¥¹¡e�E¡°®¯«��Á®¯¡ z ¬`¡°®)ÖÓÚ ã�ÞÈÚ¯ÝJÞ

�$e
°Ú¯ÝJÞ Þ°Ø&�1�m9�×Eà&�ÓáAÞE5¹ÜeØ�â���ÞZâ%ÚXÞZÞUØ&�a���ÓØ�Ü¶ÙP×EÝ°ã�ä�5�Ý��ÀÜeØ�â8�`ÞZÚ¯ÝÑ×Jâ�Þ��°ã`Ý,á�Ý�Ö`ÝP×��MÝÑÚ¨Ø�×JÞÑá�ÝÑ×/ÝV9�×EØ�ãNÖ`ÝPÜ¶Ý��a�%Þ
ÝJÞ��ò¡°Ø�×��7¾
J)«�¬�§eµ w �A­¹«�©EµOªZ«���¡P·�¥�®¯«�¦¨§E¡¸¬�� ©E´U�n¬�®¨§/�A§eµ w ¬¢�A©n§nº�¦¨Â>�/¡°� z ¬�¦G��±e«���§n©E´Õµ`�A�`��� 4�3 ! z ¬ w ¦¨®,´°§/�A¦¨§

¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡ßµ`�A�`�~¬��çÂ
©/�A¥�£`¡Ê�n¦¨±²¥�®¯¡Êµ�¡ßµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©L¡°�ç§E¡°±²¥`�Ï¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡ µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡
±¶�9·�¦¨±Ê¬�±þ¥¤�A©n±²¦Ó®¯¡U� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡U�#�/�A�`�v§n©n¦³�A��Â
®¯¡
¾m:Ñ«�±²±e¡Ï�`«�¬`�v® w �Nº�«��`� µ�¦¨§Nª� U¡°®³��©E¡°º�¦¯¡°��§#Ì�µ�´°§E¡°© x
±²¦¨�`¡°©Ï¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡ µ�¡�¥¹«�¦¯µ��Ï±²¦¨��¦¨±Ê¬�±�µ`�A�¤�~¬��çÂ
©/�A¥�£`¡Ê U«�±²¥�®¯¡°§<ÆÀ�A¬`�E�n¦�¥¤�A©n§n¦¨©E«��`� x �`«�¬`�Nª¹�n¬�©
®¯¡�Â
©/�A¥�£`¡ß U«�±²¥�®¯¡°§Ï­�¦¨º
�A®¨¬`´
ª¤µ w ¬��`¡ß§E¡°®¨®¯¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��<ªÓ  w ¡U�n§ x Ì x µ�¦¨©E¡Êµ w ¬��`¡�¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��

M
µ`¡°�Ï�E«�±²±e¡°§E�

¡°�  °Å� P®¯¡U��µ�¡ §/�A¦¨®¨®¯¡e�A¬Á±e«�¦¨�`� 4 µ�¡ ¥¹«�¦¯µ��¢±²¦¨��¦¨±Ê¬�±Õ¾§�)�»�E«�®¨¬�§n¦¯«��
M
µ�¡Èµ�´°¥¤�A©n§¢º�´°©n¦��¤¡Èµ�«��` È®³�

¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´'Æ
P1 ∀Γ ∈M, |V (Γ)| ≥ 4.���A�`�È¬�� µ�¡°¬�·�¦¯Ç°±e¡¸§E¡°±²¥`�NªW«��  /£`¡°©E /£`¡ÕÌ «�­�§E¡°��¦¨©eÌ�¥¤�A©n§n¦¨©eµ�¡

M
¬��`¡É�E«�®¨¬�§n¦¯«�� ±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡

º�¦¯� x Ì x º�¦¯�Gµ w ¬��`¡� U¡°©n§/�A¦¨�`¡�Ð:�&�U«��Õµ�¡�©E¡°Â
©E«�¬�¥¹¡°©~®¯¡U�G °Å� °®¯¡U�Gµ�¡°¬�·¸¥¤�A©~µ�¡°¬�·¸¥¤�A© ? x ´U /£¤�A��Â>¡
ª`¥�©E«� U´Uµ�´
z ¬`¡¢�`«�¬`�G­¤�A¥�§n¦¯�E«��`� ? x ÐR¬`�n¦¯«��<¾
���e� w�{�z�{�y�wÚm§�|�a� ? x ´U /£¤�A�`Â>¡ê�«�¦¯¡°��§

Γ1
¡°§

Γ2
µ�¡°¬�·  °Å� °®¯¡U�Nªk¬�� ? x ´U /£¤�A��Â>¡É¡U�n§È§E«�¬�§²´U /£¤�A��Â>¡Éµ�¡¸µ�¡°¬�· �A©E½°§E¡U�

u1v1 ∈ Γ1
¡°§

u2v2 ∈ Γ2
 U«���§n©E¡�®¯¡� U«�¬�¥�®¯¡�µ w �A©/½P§/¡°�

(u1u2, v1v2)
¾

���e� w�{�z�{�y�wÚm§���n� ? x ÐR¬`�n¦¯«��
��� ? x ÐR¬`�n¦¯«��Éµ�¡¢µ�¡°¬�·» °Å� °®¯¡U�

Γ1
¡°§

Γ2
¡U�n§#§E«�¬�§, °Å� °®¯¡

Γ
©E´U�n¬�®¨§/�A��§,µ w ¬�� ? x ´U /£¤�A��Â>¡��n¬�©

Γ1
¡°§

Γ2
Ì¥¤�A©n§n¦¨©~µ�¡�µ�¡°¬�·Õ�A©E½°§E¡U�

u1v1
µ�¡

Γ1
¡°§
u2v2

µ�¡
Γ2
å,
¸¡�µZ�`Â
¬�©E¡�£�¾¨ÄBæ¹Æ

Γ = (Γ1 ∪ Γ2)\{u1v1, u2v2} ∪ {u1u2, v1v2}¥¹«�¬�©G§E«�¬�§~ U«�¬�¥�®¯¡ßµ w �A©E½°§E¡U�
(u1v1, u2v2) ∈ Γ1 × Γ2.
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Γ1 Γ2 u1

v1

u2

v2

Γu1

v1

u2

v2

Ã·Ä8Å·Æ1£�¾¨Ä
Æ��e�,��
�-�à&� 9�Ý²Ý��a�R×/ÝÊá�ÝPã�ä�
�$e
°Ú¯ÝJÞ
Γ1
Ý��

Γ2

.Ï�`¡��E«�®¨¬�§E¦¨«��ç±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡�º�¦¯� x Ì x º�¦¯�Gµ�¬ ? x ´U /£¤�A��Â>¡ß¡U�n§ z ¬¤�A®¨¦��¤´U¡�µ�¡ ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡'Æ
���e� w�{�z�{�y�wÚm§�¦¥§� :#«�¬�¥�®³�AÂ>¡ ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®
.Ï�Õ U«�¬�¥�®³�AÂ>¡

M
¡U�n§ ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®)� w ¦¨®<º>´°©n¦��¤¡�®³�È¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´

P2 ∀Γ1 6= Γ2, ∀u1v1 ∈ Γ1, ∀u2v2 ∈ Γ2, d(u1u2) + d(v1v2) > d(u1v1) + d(u2v2).

�¢¡Ñ®³�Ï�E«�®¨¬�§n¦¯«��
M
¡U�n§'�A¦¨�`�n¦�µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`´#¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡G�/�A�`�k§n©n¦³�A��Â
®¯¡

M̃
µ�¡ ¥¹«�¦¯µ��W±²¦¨��¦¨±Ê¬�± ? x

±²¦¨��¦¨±¶�A®:ª��E«�¦¨§Z¬��`¡G�E«�®¨¬�§n¦¯«��¶§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡,§E«�¬�§v©E¡°Â
©E«�¬�¥¹¡°±e¡°��§Ñµ`¡ ?  °Å� °®¯¡U� �A¬e§E©/�Nº>¡°©E�vµ w ¬�� ? x ´U /£¤�A��Â>¡
�E¡°©/�A¦¨§¢�/�A�` °§n¦¯«����`´ ¥¤�A©L¬��`¡È�A¬�Â
±e¡°��§/�A§n¦¯«��¼�n§n©n¦¯ °§E¡ µ�¬Á U«&«�§¢µ�¡Ê®³� �E«�®¨¬�§n¦¯«��<¾§:Ñ¡°§n§E¡È�E«�®¨¬�§n¦¯«�� � w ¡U�E§
�A¬�§n©E¡ z ¬ w ¬�� «�¥�§n¦¨±Ê¬�±�®¯«� N�A®)©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§��A¬�º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ ? x ­¹«�©n�`´ µ`´6�¤��¦)¥¤�A©Ï®³� ? x ÐR¬`�n¦¯«���¥¹«�¬�©L®¯¡
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¢µ�¡ ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡�µ�¡Ï¥¹«�¦¯µ��Ñ±²¦¨��¦¨±Ê¬�± µ�¡Ï§/�A¦¨®¨®¯¡Ï±²¦¨��¦¨±Ê¬�± Æ�¥�¬�¦¯� z ¬`¡L °¡Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�¡U�n§Ñ´°º�¦ x
µ�¡°±²±e¡°��§,¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡°±e¡°��§G­¹«�©n�`´
ª�®³� �E«�®¨¬�§n¦¯«��

M̃
¡U�n§#µ�«��` ¢µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`´U¡�¡°�»§E¡°±²¥`�,¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:¾

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�w�m§�|�a� ê�¦
M
¡U�E§¢¬��¼ U«�¬�¥�®³�AÂ>¡ ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A® �A®¯«�©E�ß�A¬ ¥�®¨¬`��¬��¼µ�¡²�/¡U�� °Å� °®¯¡² U«���§n¦¯¡°��§µ�¡U�~�A©E½°§E¡U�~µ`¡¢¥¹«�¦¯µ�� ? ¾

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
�'�A©#® w �A­`�n¬�©Eµ�¡'Æ��n¬�¥�¥¹«
�/«��`� z ¬`¡¢µ�¡°¬�·¸�A©E½°§E¡U�

u1v1
¡°§
u2v2

µ�¡¢µ�¡°¬�·» °Å� °®¯¡U�#µ�¦¯�E§n¦¨�` °§E�
Γ1
¡°§

Γ2�E«�¦¯¡°��§Ñµ�¡~¥¹«�¦¯µ�� ? ª�«��»�A¬�©/�A¦¨§,�A®¯«�©E�
“d(u1u2)+d(v1v2) ≤ 4”

¡°§
“d(u1v1)+d(u2v2) = 4”

ª� U¡ z ¬�¦
 U«���§n©E¡Uµ�¦¨©/�A¦¨§Ï®³� ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®¨¦¨§E´

¦ê�¦
M̃
¡U�n§�¬��  PÅ� °®¯¡²¬���¦ z ¬`¡
ª)�A®¯«�©E�ß«�� ¡U�E§ßÌ¸® w «�¥�§n¦¨±Ê¬`±Õª�¬��¼§E«�¬�©Ê´°§/�A��§�¬`� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡ �/�A�`�

§n©n¦³�A��Â
®¯¡¢¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©N¾;¤Ï¬`�E�n¦À�n¬�¥�¥¹«
�E¡°©E«��`� x �`«�¬`�#¥¤�A©,®³� �n¬�¦¨§E¡¢µ�¦¯�n¥¹«
�E¡°©,µ w ¬��`¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��
M̃
µ�¡L§/�A¦¨®¨®¯¡

�A¬Õ±e«�¦¨�`� ? Æ
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M̃
¡U�E§Ï¬��Á¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Èµ�¡  °Å� °®¯¡U�

{Γ1,Γ2, ...,Γp,Γ0}
z ¬�¦kº>´°©n¦��¤¡Ê®¯¡U�L¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�

P1
ª
P2

¡°§
P3�Nº�¡U ç�A¬�¥�®¨¬`�¶¬��  °Å� °®¯¡

Γ0
 °«���§E¡°�¤�A��§ µ�¡U�»�A©E½°§E¡U�¶µ�¡Õ¥¹«�¦¯µ�� ? ¾Tô'� º�¬`¡Õµ�¬�©E¡°Â
©E«�¬�¥¹¡°±e¡°��§¸µ�¡U�

 °Å� °®¯¡°� µ�¡
M̃
¡°�¶¬��e§E«�¬�©Nª>�`«�¬`�ZÐ7�A¦¯�E«��`� �A¥�¥¤�A©/�0/¯§n©E¡Lµ�¡U� �A©E½°§E¡U�v¦¨��§E¡°© x  °Å� °®¯¡U�Ñµ�¡,¥¹«�¦¯µ��ÏÄ z ¬ w ¦¨®¤�E¡°©/�A¦¨§

�Nº
�A��§/�AÂ>¡°¬�·Éµ w ¡°±²¥�©n¬`��§E¡°©~¥¹«�¬�©,Ð7«�©n±e¡°©G¬��Õ§E«�¬�©~µ�¡� U«&«�§G©/�A¦¯�E«��`�¤�A­�®¯¡�¾
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���A�`�Ê¬�� ¥�©E¡°±²¦¯¡°© §E¡°±²¥`�Nª)«��  /£`¡°©E /£`¡»ÌÉÐR«�©n±e¡°©Ê¬�� ±¶�9·�¦¨±Ê¬�± µ�¡¶ U«�¬�¥`®¨¡U�Èµ�¡¶ °Å� °®¯¡U�ß©E¡°®¨¦¯´U�
¥¤�A©��A¬Á±e«�¦¨�`�¢¬��`¡È�A©/½P§/¡Èµ�¡Ê¥¹«�¦¯µ��²Ä
¾J:Ñ¡°®³� ©E¡°º�¦¯¡°��§�Ì µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©�¬��Á U«�¬�¥�®³�AÂ>¡È±¶�9·�¦¨±Ê¬�±òµ`�A�¤�
®¯¡�Â
©/�A¥�£`¡

H
�n¬�¦¨º��A��§ßå5ã2�M
/Ø�ãNÖ¹Úéà+9�Ý²ÝJÞ��vã2�¼Ý���ÞUÝ°ÜeÙ°Ú¨ÝÈág� à
×�	��MÝJÞÊá�â�Þ8�UØ�â��a�MÝJÞnæÀÆ

H = (WH , FH)

WH = {w1, w2, ..., wp}
Ø&� àAÞJÞ°Ø�
°â:Ý��ª
�-�àe�°ã`ÝÀ
�$e
°Ú¯Ý

Γi
Ö�Ø�ã�×

i
á�Ý

1
�
p
ã ��ÞUØ�ÜÈÜ¶Ý��

wi

∀i 6= j, wiwj ∈ FH ⇔ ∃uv ∈ Γi × Γj / d(uv) = 1.ê�«�¦¨§
CH

¬��Õ§E¡°®� U«�¬�¥�®³�AÂ>¡
ª¤µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡
|CH | = q

å
H
Ý��
CH

Þ°Ø �a�ÑÙ°â7Ý�� Ý��a�MÝ��Óá�ã=
EØ ��Þ��R×Pã�â|�%Þ Ý��¡�MÝPÜÏÖ¤Þ
Ö�Ø�Ú'$&�¹Ø�ÜÈâRà�Ú¢Ý��

n
æPªÑ«������E�E«� °¦¯¡ÁÌ  /£¤� z ¬`¡Á�A©E½°§E¡

wiswjs

µ�¡
CH

®¯¡  U«�¬�¥�®¯¡Áµ�¡� °Å� °®¯¡U�
(Γis ,Γjs) U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ`�A��§E�B¾1�k«�¬`©L�n¦¨±²¥�®¨¦��¤¡°©Ï®³�eµ�¡U�E °©n¦¨¥�§n¦¯«��Áµ�¡

M̃
ª¤«��ç©E¡°��¬�±e´°©E«�§E¡Ê®¯¡U�Ï °Å� °®¯¡U�Ï¡°��µ�´U�E¦¨Â
�¤�A��§

®¯¡U�
2q
 °Å� °®¯¡U�~ U«�¬�¥�®¯´U�~¥¤�A©

(Γs
1,Γ

s
2)
¥¹«�¬�©

s
µ�¡

1
Ì
q
¡°§G®¯¡U�Ï PÅ� °®¯¡U�G©E¡U�E§/�A��§E�G¥¤�A©

Γt
¥¹«�¬�©

t
µ�¡

1
Ì

r
ª
r = p− 2q

¾ ó  U¡��n§/��µ�¡
ª`«��Õ�J�A¦é§~µ�¡¢®³�²�E«�®¨¬�§n¦¯«���Æ
∀s = 1, ..., q, ∃es ∈ V (Γs

1)× V (Γs
2) / d(e

s) = 1.

���A�`��¬�� �E¡U U«��`µ¼§E¡°±²¥`�Nª<«�� ¡U�E�/�A¦¯¡eµ�¡²©E¡°®¨¦¯¡°©ß¬��  U«�¬�¥�®¯¡¶Ì¸¬��  °Å� °®¯¡²©E¡U�n§/�A��§ß¡°�¼±e¡°§n§/�A��§ ¡°�
´°º�¦¯µ�¡°�` U¡~µ�¡U� �A©E½°§E¡U� µ�¡,¥¹«�¦¯µ��ÏÄG¡°��§n©E¡G® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

Vs
µ�¡U�v�/«�±²±e¡°§E�vµ�¡U�  °Å� °®¯¡U�

Γs
1

¡°§
Γs
2

��µAÒE�� U¡°��§E�
�A¬�·Á�/«�±²±e¡°§E��¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´U�ßµ�¡U���A©E½°§E¡U�ßµ�¡È¥¹«�¦¯µ��eÄ

es
¡°§�®¯¡U�� °Å� °®¯¡U�

Γt
¾§¶M®Z�n¬�èe§�¥¹«�¬�©ß U¡ Ð7�A¦¨©E¡eµ�¡

 U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡�®¯¡¢Â
©/�A¥�£`¡�­�¦¨¥¤�A©n§n¦
B
�n¬�¦¨º
�A��§<Æ

B = (W 1
B ∪W

2
B, FB)

W 1
B = {w1, w2, ..., wr}

Ø �ÁàAÞJÞ°Ø�
°â:Ý��ª
�-�àe�°ã`ÝÀ
�$e
°Ú¯Ý
Γt
×EÝPÞ��:à&�a�vã2��Þ°Ø�ÜÈÜ¶Ý��

wt

W 2
B = {w1, w2, ..., wq}

Ø&� àAÞJÞ°Ø�
°â:Ý��ª
�-�àe�°ã`ÝÀ
/Ø�ãBÖÓÚ¨Ý
(Γs

1,Γ
s
2)
ã2��Þ°Ø
Ü Ü¶Ý��

ws

∀t, ∀s, wtw
s ∈ FB ⇔ ∃u ∈ Γt, ∃v ∈ Vs / d(uv) = 1¡°§ µ�¡Ïµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©#�n¬�©
B
¬�� �`«�¬�º>¡N�A¬» U«�¬�¥�®³�AÂ>¡Ï±¶�9·�¦¨±Ê¬�±

CB
ª�µ�¡~§/�A¦¨®¨®¯¡

|CB| = q′
å
B
Ý��
CB
Þ°Ø&�a�

ÙPâ:Ý��±���Nâ7á�ÝPÜÈÜ¶Ý��a��
/Ø&�`Þ��R×Pã�â|�%ÞßÝ��=�MÝPÜÏÖ¤ÞÑÖ�Ø�Ú%$��¹Ø�ÜÈâRà�Ú�Ý��
n
æP¾ ó  /£¤� z ¬`¡� U«�¬�¥�®¯¡

(wt, w
s)
µ�¡
CB
¡U�n§

���E�E«� °¦¯´¢®¯¡L§n©n¦¨¥�®¯¡°§
(Γs

1,Γ
s
2,Γt)

 U«�©n©E¡U�n¥¹«��`µ`�A��§N¾KJ)«�¬�Òn«�¬�©E�Gµ`�A�`�#®¯¡¢�/«�¬` °¦¯�,µ w ¬��`¡�µ�¡U�E °©n¦¨¥�§n¦¯«��ç °®³�A¦¨©E¡
µ�¡

M̃
ª�«��»©E¡°��¬�±e´°©E«�§E¡�®¯¡U�# °Å� °®¯¡U�#¡°�Éµ�´U�n¦¨Â
�¤�A��§#®¯¡U�

3q′
 °Å� °®¯¡U�#Â
©E«�¬�¥¹´U�#¥¤�A©#§n©E«�¦¯�#¥¤�A©

(Γs
1,Γ

s
2,Γ

s
3)¥¹«�¬�©

s
µ�¡

1
Ì
q′
µ�¡e�E«�©n§E¡ z ¬`¡È® w �A©E½°§E¡¶µ�¡²¥¹«�¦¯µ��¶ÄÈ±²¦¯�E¡e¡°�¼´°º�¦¯µ�¡°�` U¡²¥¤�A©�®¯¡e U«�¬�¥�®³�AÂ>¡

CB
©E¡°®¨¦¯¡

®¯¡U�Ï °Å� °®¯¡U�
Γs
1

¡°§
Γs
3

Ô`®¯¡U�
2(q − q′)

 U«�¬�¥�®¯¡U�~�`«��  U«�¬�º>¡°©n§E�Ï¥¤�A©
CB
�E«���§~�`«�§E´U�

(Γs
1,Γ

s
2)
¥¹«�¬�©

s
µ�¡

q′ + 1
Ì
q
¡°§,®¯¡U�, °Å� °®¯¡U�#©/¡°�E§/�A��§E�,¥¤�A©

Γt
¥¹«�¬�©

t
µ�¡

1
Ì
r′
å
r′ = r − q′

æP¾ ó ¥�©E´U�E¡°��§Nª�«��Õ�/�A¦¨§Gµ�¡¢®³�
�E«�®¨¬�§n¦¯«���Æ

∀s = 1, ..., q′, ∃f s ∈ Vs × V (Γs
3) / d(f

s) = 1.

:Ñ¡»�E¡U U«��`µ  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡
ª'¡°� Ð7�A¦¯�J�A��§È�A¥�¥¤�A©/�0/¯§n©E¡Éµ�¡ �`«�¬�º>¡°®¨®¯¡U�e�A©E½°§E¡U�Èµ�¡ ¥¹«�¦¯µ��¸Ä»¡°��§n©E¡ ®¯¡U�È °Å� °®¨¡U�Bª
¥¹¡°©n±e¡°§) U¡°©n§/�A¦¨�`¡°±e¡°��§kµ w «�­�§E¡°��¦¨©)¬���§E«�¬�©)¡°�` U«�©E¡Z±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©kµ`�A�`��®¨¡v N���<Â>´°�`´°©/�A®:¾0ë �A®¨£`¡°¬�©E¡°¬`�/¡°±e¡P��§Nª
¦¨®Z�`¡e�`«�¬`�ß¥¹¡°©n±e¡°§ß¥¤���Êµ w �A±e´°®¨¦¯«�©E¡°©Ê®¯¡e©/�A¥�¥¹«�©n§ µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� ¥�¬�¦¯� z ¬`¡¶ °¡¶�E¡U U«��`µ  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡
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� w ¦¨��§E¡°©nº�¦¯¡°��§¸¥¤���¸µ`�A�`�»®¯¡U� ¦¨�`�E§/�A�` U¡U�»®¨¦¨±²¦¨§E¡U�¸¥¹«�¬�©»®¯¡U� z ¬`¡°®¨®¯¡U�»®¯¡�©/�A¥�¥¹«�©n§ÕÃeú 4 ¡U�n§É�A§n§E¡°¦¨��§¼å,
¸¡�µ
¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£`¡�£�¾ ? æP¾

®k¦¨�¤�A®¯¡°±e¡°��§NªÓ °¡U�G©E¡°±¶�A��¦¯¡°±e¡°��§E�Ï�E¬�Â
Â>Ç°©E¡°��§G®³�²µ�¡U�E °©n¦¨¥�§n¦¯«����n¬�¦¨º
�A��§E¡�µ�¡
M̃
Æ

M̃ =

q′⋃

s=1

(Γs
1,Γ

s
2,Γ

s
3)

q⋃

s=q′+1

(Γs
1,Γ

s
2)

r′⋃

t=1

Γt ∪ Γ0.

�7GIHJG8û ì¾Pki�fgNIY�\eS#fgdhP�j[jT`ef*Wl��];L
��¡G¥�©n¦¨�` °¦¨¥¹¡Ï¡U�n§v§n©EÇU� �n¦¨±²¥�®¯¡'Æ�«��¶¬�§n¦¨®¨¦¯�/¡G®¯¡U�Ñ�A©E½°§E¡U� µ�¡G¥¹«�¦¯µ��ÏÄ

es
¡°§
fs ±²¦¯�E¡U� ¡°� ´°º�¦¯µ�¡°�` U¡G¥¤�A©®¯¡U�L U«�¬�¥�®³�AÂ>¡U�

CH
¡°§
CB
ª¤«�� ©E¡°§n¦¨©E¡Êµ�¡U�¢�A©E½°§E¡U�Lµ�¡ �E«�©n§E¡ Ìe´°®¨¦¨±²¦¨�`¡°©¢§E«�¬�§L °Å� °®³�AÂ>¡Ê¡°§L«���©/�A§n§/�� /£`¡

®¯¡U�G /£¤�0/¯�`¡U�Ï´°®¯´°±e¡P��§/�A¦¨©E¡U�~©E´U�n¬�®¨§/�A��§E¡U�Ï¡°�É¬��Õ§E«�¬�©Jê
���e� w�{�z�{�y�wÚm§�ÐÏJ� ¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾UÆ¤¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡� /£¤�0/¯�`¡U�~´°®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡U�Ïµ�¡°¬�· x Ì x µ�¡°¬�·Õµ�¦¯�RÒn«�¦¨��§E¡U�
.Ï�Õ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

E
µ�¡� /£Ó�0/¨�¤¡°�Ï¡U�n§,¬��ç¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾`� w ¦¨®Oº�´°©n¦��¤¡

(i)
§E«�¬�§/¡� /£¤�0/¯�`¡

C
µ�¡
E
¥¤���E�/¡��A¬É¥�®¨¬`�G¬��`¡¢ÐR«�¦¯�,¥¤�A©G¬��ç�E«�±²±e¡°§~µ�«����`´'Ô

(ii)
µ�¡°¬�·É /£Ó�0/¨�¤¡°�Ïµ�¦¯�n§n¦¨�` °§E¡U�

C
¡°§
D
µ�¡
E
� w «���§G¥¤���~µ�¡��/«�±²±e¡°§~ U«�±²±Ê¬��<¾

: ¦ x �E¬�¦¨§G®¯¡�µ�´°©E«�¬�®¯¡°±e¡°��§Lµ�´°§/�A¦¨®¨®¯´ßµ�¡¢® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡
å �

T̃

æ
→

� ú¾õ	!¾ô
M̃���"�#� ú�7ù%$~ù&�7ù�üuù
E = ∅ '(*)
+ õ�
�!
�
s
ü�� )-,

q′ . û��/���0 ÿ�
��{ô;ü�û úòÿ
Γs
1

�21wû���3 ô��
gs1

û�ü�4lû�$�� úlô�� ,
es

��ô
fs '0 ${ó�
��Qÿ��/�;ü�û�úKÿ

Γs
2

!lú��Êû���3 ô��
gs2

û�ü	4�û�$�� úlô�� ,
es '0 ${ó�
��Qÿ��/�;ü�û�úKÿ

Γs
3

!lú��Êû���3 ô��
gs3

û�ü	4�û�$�� úlô�� ,
fs '0 E = E ∪ Γs

1 ∪ Γs
2 ∪ Γs

3\{g
s
1, g

s
2, g

s
3} ∪ {e

s, fs} '(%5#+ õ�
�!
�
s
ü��

q′ + 1
,
q . û������0 ${ó�
��Qÿ��/�;ü�û�úKÿ

Γs
1

!lú��Êû���3 ô��
gs1

û�ü	4�û�$�� úlô�� ,
es '0 ${ó�
��Qÿ��/�;ü�û�úKÿ

Γs
2

!lú��Êû���3 ô��
gs2

û�ü	4�û�$�� úlô�� ,
es '0 E = E ∪ Γs

1 ∪ Γs
2\{g

s
1, g

s
2} ∪ {e

s} '(76�+ õ�
�!
�
t
ü�� )-,

r′ . û������0 ${ó�
��Qÿ��/�;ü�û�úKÿ
Γt

!¾ú��Oû���3 ô��
gt '0 E = E ∪ Γt\{gt} '(98�+ ÿ�!	�

Γ0
. û��/���0 ÿ:1;���<��=��¾ÿ ô��Úüpû úòÿ

Γ0
!¾ú��Oû���3�ô���ü��Úõ�
�� ü�ÿ )?> $ ó�
��¾ÿ	���@!lú��Êû���3�ô��

g0
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Γ1
1 Γ2

1

Γ3
1

g1
1 g2

1

g3
1f1

e1

Γ1
2 Γ2

2

Γ3
2

g1
2 g2

2

g3
2f2

e2

Γ1
q’ Γ2

q’

Γ3
q’

g1
q’ g2

q’

g3
q’fq’

eq’

Γ1
q’+1 Γ2

q’+1

eq’+1
g1

q’+1 g2
q’+1

Γ1
q’+2 Γ2

q’+2

eq’+2
g1

q’+2

g2
q’+2

Γ1
q Γ2

q

eq

g1
q

g2
q

Γ0

g0

Γr’

gr’

Γ2

g2

Γ1

g1

arête retirée à la solution 
(de poids 1 sauf g0)

arête du couplage initial arête intégrée à la solution

Ã�Ä�Å·Æ1£�¾ ? Æ1)�à²Þ°Ø
Ú�ãm�RâRØ �ÁàPÖ>ÖÓ×nØ�
�-m�/Ý
ü��Úõ�
�� üKÿ 5 û�ü�4lû�$�� úlô�� , !lú��Êû���3 ô���ü��Úõ�
�� üKÿ ) 'ÿ	� ú�
 úA${ó�
��¾ÿ	�/�<!¾ú��Oû���3�ô��

g0 B !��	��$�
 ú B !�� '0 E = E ∪ Γ0\{g0} '(%C#+ $�
D��õ��	E ô����
E
ü�� . û�F�
 ú , 
��¾ô�� ú����@!lúOô�
�!	�

T̃
ÿD!
�

V '� ú�ü
←


�!¾ôlõ
!lô
T̃��¡U�k´°§/�A¥¹¡U�#ånÄBæ�ÌÊå 4 æ<�E«���§k °®³�A¦¨©E¡°±e¡°��§W¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡U�Nª�¡P§k¦¨®�¡°� ¡U�n§kµ�¡v±e½°±e¡ ¥¹«�¬�©k®³�~ U«�±²¥�®¯´°§n¦¯«��

µ�¡
E
¡°��¬��ç§E«�¬�©Ï¥�¬�¦¯� z ¬ w ¦¨®)�E¬�èe§Ïµ�¡Ê /£`«�¦¯�n¦¨©Ï¬���«�©Eµ�©E¡È�A®¯´N�A§E«�¦¨©E¡Ê�E¬�©~®¯¡U�

q + r′ + 1
 U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡U�

µ�¡
E
ª�¥�¬�¦¯� z ¬`¡°®O�E«�±²±e¡°§,¥¤�A©n±²¦Oµ�¡°¬�·¸µ�¡L®³�

k+1
Ç°±e¡¢ U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡�µ�¬¸§E«�¬`©,�E¡°©/�Ê©E¡°®¨¦¯´�ÌÊ®³�

k
Ç°±e¡

 U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡ å,
¸¡+µZ�`Â
¬�©E¡�£�¾ ? æP¾
�7GIHJGgn G#��P§NIYTP1\eSIfgd Q�L_N#PRi�fgN°Y*\eS#fud

T̃

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�w2m§���n� �<¡~§E«�¬�©
T̃
¥�©E«�µ�¬�¦¨§ ¥¤�A© ® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡H�

T̃

 U«���§E¦¨¡°��§#�A¬ ¥�®¨¬`�
d(M̃)−n+ q+ r′�A©E½°§E¡U�~µ�¡� U«&«�§~µ�¡°¬�·¢Æ

d(T̃ ) ≤ d(M̃) + q + r′.



Ä P�P

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
¨ �eº�«�¦¨§WÐ:�� °¦¨®¯¡°±e¡°��§ z ¬`¡Gµ�¬�©/�A��§Z®¯¡U�v´°§/�A¥¹¡U�Ïå3ÄBæ'Ì²å 4 æPª
® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

E
µ�¡°±e¡°¬�©E¡G­�¦¯¡P�¶¬��e¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾¨ª

¥�¬�¦¯� z ¬`¡  /£¤� z ¬`¡ ¦¨§E´°©/�A§n¦¯«����9Ò3«�¬�§E¡ Ì
E
¬��`¡¼ /£¤�0/¯�`¡¼´°®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡ µ�¦¯�7Ò3«�¦¨��§E¡¼µ�¡U�Õ�E«�±²±e¡°§E�çµ�´5ÒEÌ

¥�©E´U�E¡°��§E�Èµ¤�A�`�
E
¾*:Ñ¡°§È¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡¸ U«���§n¦¯¡°��§e�A®¯«�©E�È®¯¡U�

n
�A©E½°§E¡U�²µ�¬ ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡¸¦¨��¦¨§n¦³�A®,µ�¡U� z ¬`¡°®¨®¯¡U�

«���§Á´°§E´ µ w ¬��`¡ ¥¤�A©n§ µ�´Uµ�¬�¦¨§E¡U�Á®¯¡U�
3q′ + 2(q − q′) + r′ = q′ + 2q + r′

�A©E½°§E¡U� µ�¡ ¥¹«�¦¯µ�� Ä
∪q
′

s=1{g
s
1, g

s
2, g

s
3}∪

q
s=q′+1{g

s
1, g

s
2}∪

r′
s=1{gt}

�A¦¨�`�E¦ z ¬ w ¬��`¡ ´°º�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡#�A©E½°§E¡
g0
µ�¡v¥¹«�¦¯µ�� ? �n¦

Γ0 6= ∅
ª

µ w �A¬�§n©E¡�¥¤�A©n§~�9Ò3«�¬�§E´U¡U�,®¯¡U�
2q′ + (q − q′) = q′ + q

�A©E½°§E¡U�Gµ�¡L¥¹«�¦¯µ���Ä
∪q
′

s=1{e
s
1, f

s
2} ∪

q
s=q′+1 {e

s}
Æ

E
¡U�E§L�A¦¨�`�n¦)¬���¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾¹µ�¡ß§/�A¦¨®¨®¯¡

n − (q + r′)− »|Γ0 6=∅
¡°§Ïµ�¡ßº
�A®¯¡°¬�©

d(M̃) − (q + r′) − 2 »|Γ0 6=∅
¾

�k«�¬�©# U«�±²¥�®¯´°§E¡°©
E
¡°�¶¬�� §E«�¬�©Ñ�E¬�©

V
ª>¦¨®¤Ð7�A¬�§Ñµ�«��` ~¦¨��§n©E«�µ�¬�¦¨©E¡L¡P·`�� °§E¡°±e¡°��§

q+ r′+ »|Γ0 6=∅
�A©E½°§E¡U�Nª

�E«�¦¨§Ï�A¬É¥�®¨¬`�Ï�A¬�§/�A��§~µ w �A©E½°§E¡U�Ïµ�¡¢¥¹«�¦¯µ�� ? Æ
d(T̃ ) ≤ d(M̃)− (q + r′ + 2 »|Γ0 6=∅) + 2(q + r′+ »|Γ0 6=∅) = d(M̃) + q + r′ ¦�7GIHJG8F G#��P§NIYTP1\eSIfgd Q�L_N�Ê¦fgj�\eSIblYTb

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wÛmJ�¦¥§�
β(G, d) ≥ d(M̃).

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
¿L«�¬`�Ê® w �Nº�«��`�Èµ�¦¨§Nª)¬�� §E«�¬�©È«�¥�§n¦¨±¶�A®,´°§/�A��§ ¬�� ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡É�/�A�`�Ê§n©n¦³�A��Â
®¯¡»¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©NªW¬�� ? x

 U«�¬�¥�®³�AÂ>¡Ñ�/�A�`�<§n©n¦³�A��Â
®¯¡Ñ«�¥�§n¦¨±¶�A®�¡U�n§�¬��`¡v�/«�®¨¬�§n¦¯«�� �n¬�© x «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡ µ`�A�¤��®¯¡v�E¡°�`�)«&�Ê  w ¡U�n§�¬��`¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«��
�`«�� ©E´N�A®¨¦¯�J�A­�®¯¡
ª)µ�¡¶ U«&«�§È�A¬ ±e«�¦¨�`�È�A¬`�E�n¦Z­¹«�� z ¬`¡²®³�Õ�/«�®¨¬�§n¦¯«�� «�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡�ª)¥¹«�¬�©Ê®¯¡e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡»µ�¡
§E«�¬�©n�`´U¡

¦�7GIHJGqH G#��P§NIYTP1\eSIfgd Q¾Ê�Y[d�LOj�S#`eLOi0fuNIY�\ SIfgd
¿L«�¬`�¢�Nº�«��`�L´Pº
�A®¨¬`´

T̃
¡°§
β(G, d)

ª¤¦¨®)�`«�¬`�L©E¡U�n§E¡ Ì¶¡U�E§n¦¨±e¡°©Ï®³�¶º��A®¯¡°¬�©
ω(G, d)

µ w ¬`�`¡ß¥�¦¨©E¡ �E« x
®¨¬�§n¦¯«��<¾n�k«�¬�©� °¡
ªÓ�`«�¬`���A®¨®¯«��`�L¥¤�A©L® w ¡P·�¥�®¯«�¦¨§/�A§n¦¯«��¼µ�¡ß®³� ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®¨¦¨§E´²µ�¡

M̃
±e¡°§n§n©E¡ ¡°�Á´°º�¦¯µ�¡°�` U¡

µ�¡U�L /£¤�0/¯�`¡U�¢µ w �A©E½°§E¡U�¢µ�¡Ê U«&«�§¢µ�¡°¬�·ç¡°��§n©/¡ß®¯¡U�L °Å� °®¯¡U�Lµ�¡Ê U¡ ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡'ÔÀ U¡U�Ï©E´U�n¬�®¨§/�A§E�L�`«�¬`�Ï¥¹¡°© x
±e¡°§n§n©E«���§#�A®¯«�©E�Ñµ�¡~ U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡~¬��`¡G±¶�A¬�º
�A¦¯�E¡~�/«�®¨¬�§n¦¯«�� ¡°§ µ w �� /£`¡°º�¡°© ®³��¥�©E¡°¬�º�¡~µ�¬¶©/�A¥�¥¹«�©n§Ñµ�¡ÏÃeú 4
���E�n¬�©E´�¥¤�A©,§/«�¬�§E¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��çµ�¡�® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡I�

T̃

¾
� � � y1�0ö2÷±rzm§�ÐÏJ�

∀I = (G, d) ∈ ITSP12, δ(I, A
T̃
(I)) ≥ 3/4.

e��ZvB~��Z��z�{�ù�q�s|{�r���}u�Ðya~uz�{|÷±�;s|{8z �
¨ � �`«�§E¡

Γ2
® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡²µ�¡U���A©E½°§E¡U��µ�¡ ¥¹«�¦¯µ�� ? µ�¬  °Å� °®¨¡

Γ0
¾<ê�¦

q
¡U�n§¢��¬�®Gå

CH = ∅
æÏ¡°§ z ¬`¡

®¯¡L °Å� °®¯¡
Γ0
� w ¡U�n§ z ¬ w ¬��`¡¢�n¬` U U¡U�E�n¦¯«��¸µ w �A©E½°§E¡U�,µ`¡L U«&«�§#µ�¡°¬�·Oª�®¯¡Ï§E«�¬�©

T̃
¥�©E«�µ�¬�¦¨§#¥¤�A©Ñ® w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡



Ä P&3

¡U�n§G«�¥�§n¦¨±¶�A®:¾
� r2÷ ÷ rðm§���§�

(q = 0) ∧ (Γ0 = Γ2) ⇒ δ(I, T̃ ) = 1

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ô*ÁÀ¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§NªZ�E«�¦¨§

k = |V (Γ0)| = d(M̃) − n
®¯¡¸�`«�±Ê­�©E¡Éµ�¡É�E«�±²±e¡°§E�eµ�¬� °Å� °®¯¡

Γ0
ªW U¡U�

�E«�±²±e¡°§E�
a1, a2, ..., ak

�`¡É�E«���§²¥¤�A© ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®¨¦¨§E´���µAÒn�� U¡°��§E� ÌÁ�A¬` °¬��`¡ç�A©E½°§E¡Éµ`¡»¥¹«�¦¯µ��ÕÄZÔk¥¤�A©
�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�NªZ®¯¡U�e °Å� °®¯¡U�

Γ1,Γ2, ...,Γp=r′
µ�¬ ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡

M̃
�`¡É�E«���§²©E¡°®¨¦¯´U�¶¡°��§n©E¡ç¡°¬�· z ¬`¡É¥¤�A©¶µ�¡U�

�A©E½°§E¡U�Ñµ�¡G¥¹«�¦¯µ�� ? ¾m:Ñ¡°®¯�Ê�n¦¨Â
��¦��¤¡ z ¬`¡~�E¦`® w «��» U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡Ï®³�¢Ð:�A±²¦¨®¨®¯¡Ïµ�¡~�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�Ñµ�¡~�E«�±²±e¡°§E�
F = {{a1}, {a2}, ..., {ak}, V (Γ1), V (Γ2), ..., V (Γp)}

ª��A®¯«�©E�Ñ§E«�¬�§E¡��A©E½°§E¡Ï©E¡°®¨¦³�A��§,µ�¡U�Ñ�E«�±²±e¡°§E�#µ�¡
µ�¡°¬�·¸ U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡U�~µ�¦¯�n§n¦¨�` °§E¡U�Gµ�¡

F
¡U�n§,µ�¡¢ U«&«�§Gµ�¡°¬�·O¾ ¨ ©Nª�§E«�¬�§,§E«�¬�©G�n¬�©

V
ÐR«�©n±e¡¢¬��Õ °Å� °®¯¡��n¬�©

 U¡U�
k+ p

�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�Nª�¡°±²¥�©n¬���§/�A��§Ñ¥¹«�¬�©# U¡GÐ:�A¦¨©E¡L�A¬ ±e«�¦¨�`�#�A¬�§/�A��§#µ w �A©E½°§E¡U�Ñ©E¡°®¨¦³�A��§#µ�¡°¬�·¶µ�¡
 U¡U�, U«�±²¥¹«
�/�A��§E¡U�<Æ`�A¦¨�`�n¦:ª�§E«�¬�§#§E«�¬�©,µ�¡°º�©/�Ê¬�§n¦¨®¨¦¯�E¡°©~�A¬¸±e«�¦¨�`�

k+ p
�A©E½°§E¡U�,µ�¡¢ U«&«�§Gµ�¡°¬�·Àª�¡°§,  w ¡U�n§

 U¡ z ¬`¡¢Ð7�A¦¨§,�`«�§n©E¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��
T̃
ª z ¬�¦<¡U�n§Gµ`«��` �«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡

¦

�¢«�©E´°�¤�Nº
�A��§Nª`«��ç�n¬�¥�¥¹«
�/¡°©/�È§E«�¬�Ò3«�¬�©E�Gº�´°©n¦��¤¡°©G®³�È U«��`µ�¦¨§n¦¯«��
“q = 0 ⇒ Γ0 6= Γ2”

¾
e�y1wuv�z+�&qgù z�{�y�wl}þ�Ðq�w����Era�ÐùZ�Ðr;�Ð}T�7}�r<z+�;{|s|s�r

d(M̃) + 4(q + r)− n

¨ � �A¥�¥¹¡°®¨®¯¡ ? x ¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾G§E«�¬�§ç¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾ z ¬�¦�� w ¡U�E§Õ U«��`�n§n¦¨§n¬`´ z ¬`¡ µ w �A©E½°§E¡U��µ�¡  U«&«�§çµ�¡°¬�·O¾¾���
µ�´°±e«��`�n§n©/�A§n¦¯«���µ�¬  N��� Â>´°�`´°©/�A®L�E¡ÉÐ7«��`µ�¡��n¬�©¶®³� ±²¦¯�E¡�¡°� ´°º�¦¯µ�¡°�` U¡�µ�¡ ? x ¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾

W̃
µ�¡ç§/�A¦¨®¨®¯¡

d(M̃) + 4(q + r)− n
¾

õ ��ya~�y1v�{8z�{8y�wÛmJ�¦ÿ§� : £¤�0/¯�`¡ß¡°��§n©E¡�µ�¡°¬�·É °Å� °®¯¡U�
ô'��§n©E¡ µ�¡°¬�·¼ °Å� °®¯¡U�Êµ�¦¯�n§n¦¨�` °§E�Êµ�¡e§/�A¦¨®¨®¯¡ �A¬¼±e«�¦¨�`�

k
ª<«�� ¥¹¡P¬`§ß§E«�¬�Ò3«�¬�©E��Ð:�A¦¨©E¡²¥¤���E�/¡P©ß¬��`¡¶ /£¤�0/¯�`¡ U«���§E¡°�¤�A��§L�A¬Õ±e«�¦¨�`�

k
�A©E½°§E¡U�~µ�¡�¥¹«�¦¯µ�� ? ¾

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ê�«�¦¯¡°��§ß©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§

{a1, a2, ..., ak+1}
¡°§
{b1, b2, ..., bk+1} k + 1

�E«�±²±e¡°§E�ß�n¬` U U¡U�E�n¦éÐ7��µ�¡
µ�¡°¬�·¶ °Å� °®¯¡U�Ñµ�¦¯�n§n¦¨�` °§E�

Γa
¡°§

Γb
µ�¡~§/�A¦¨®¨®¯¡L�A¬ ±e«�¦¨�`�

k
å����AÝ��a�Rã`ÝPÚ�Ú¯Ý°ÜeÝ��a�

a1 = ak+1
ÞJâ
|V (Γa)| = kÝ��

b1 = bk+1
ÞJâ
|V (Γb)| = k

æ¹ÔA«�� ±e«���§n©E¡ z ¬`¡ ® w «��È¥¹¡°¬�§k§E«�¬�Òn«�¬�©E�)Ð7�A¦¨©E¡ ¥¤���E�E¡°©W¡°��§n©E¡Ñ U¡U�W�E«�±²±e¡°§E�
¬��`¡  /£¤�0/¯�`¡ µ�¡Ê®¯«���Â
¬`¡°¬�©

2k − 1
µ�¡Êº��A®¯¡°¬�©��A¬ ±e«�¦¨�`�

3k − 1
¾1�k«�¬�©¢ U¡°®³��ªÓ¦¨®k�E¬�èe§Lµ�¡  °«��¤�n¦¯µ�´°©E¡°©

®¯¡U�Gµ�¡°¬�·É /£Ó�0/¨�¤¡°�
C
¡°§
D
µ�´��`��¦¯¡U�~ U«�±²±e¡ß�n¬�¦¨§

C =
k⋃

i=1
{{ai, bi}}

k−1⋃
i=1
{{ai, bi+1}}

¡°§
D =

k+1⋃
i=2
{{ai, bi}}

k−1⋃
i=1
{{ai+1, bi}}.



Ä P £

 Γa
 Γb

 

a1
 

a2
 

a5
 

a3
 

a4
 

b1
 

b2
 

b5
 

b3
 

b4
 

Γa
 Γb

 

a1
 

a2
 

a5
 

a3
 

a4
 

b1
 

b2
 

b5
 

b3
 

b4
 

C D 

Ã·Ä8Å·Æ1£�¾1Ã�ÆT�u-�à&ð��¹Ý�â8�a�MÝ°×6��
�$e
°Ú¯ÝJÞÊá�Ý��Aà�Ú¨Ý°ã�× à�ãÕÜeØ�â���Þ �¾�
ô7ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Nª¤®³� ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®¨¦¨§E´ß�`«�¬`�G¥¹¡°©n±e¡°§~µ w ´U °©n¦¨©E¡'Æ

∀i = 1, ..., k, max{d(aibi), d(ai+1bi+1)} = 2 ⇒ d(aibi) + d(ai+1bi+1) ≥ 3¡°§
∀i = 1, ..., k − 1, max{d(aibi+1), d(ai+1bi)} = 2 ⇒ d(aibi+1) + d(ai+1bi) ≥ 3

⇒
∑k

i=1 d(aibi) +
∑k

i=1 d(ai+1bi+1) +
∑k−1

i=1 d(ai+1bi) +
∑k−1

i=1 d(aibi+1) ≥ 6k − 3

⇔ d(C) + d(D) ≥ 6k − 3 ⇒ max{d(C), d(D)} ≥ d(6k − 3)/2e = 3k − 1
Ñ
¦

ô'�Õ /£`«�¦¯�n¦¯�/�/�A��§Gµ�¡LÐ7�&�U«�����µ�´ z ¬¤�A§E¡�®¯¡U�G�E«�±²±e¡°§E�
a1
¡°§
b1
ª�«��Õµ�´Uµ�¬�¦¨§~µ�¦¨©E¡U °§E¡°±e¡°��§Ïµ�¡¢®³� ¥�©E¡°¬�º>¡

¥�©E´U U´Uµ�¡°��§E¡�®³�È¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´�£�¾ P å,
¸¡+µm�`Â
¬�©E¡�£�¾1Ã>æP¾
õ ��ya~���{ � z � mJ���1�

∀s = 1, ..., q, ∃Cs
�e�nÝ+µ�
0µ�Ý�µ³á¸á�Ý��:à�â%Ú�Ú¨Ý

4
Ý��a�R×/Ý�Ú¯ÝJÞ�
�$e
°Ú¯ÝJÞ

Γs
1

Ý��
Γs
2�°ã�âZÚ¨à�â�Þ/ÞUÝ à�ãÕÜeØ�â8��Þ�ã ��ÞUØ�ÜÈÜeÝ�� á�Ý

Vs
á�ÝÊá�ÝV9
×�� à
ãÈÖÓÚ�ã�Þ�ã � á>à ��Þ

Cs ® .
"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ`¥�©E¡°�`µ�©E¡�¥¤�A©~¡P·�¡P±²¥`®¨¡�®¯¡U�G�E«�±²±e¡°§E�

a1
¡°§
b1
µ`�A�`�

Vs
¾

õ ��ya~���{ � z � mJ�gk§�
∀s = 1, ..., q′, ∀t = 1, ..., r′,

∃Cst
���3Ý+µ8
�µ%Ý+µ³á¸á�Ý��:à�â%Ú�Ú¯Ý

8
Ý��a�R×EÝßÚ¨ÝJÞ�
�$e
°Ú¯ÝJÞ

Γs
1, Γs

2, Γs
3

Ý��
Γt.

"Ñ×EÝ°ã �AÝOÆ< U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©
Cst = Cs ∪ C′st

«&�
C′st

¡U�n§¢¬��`¡È /£¤�0/¯�`¡ z ¬`¡°®¯ U«�� z ¬`¡²µ�¡ ®¯«���Â
¬`¡°¬�© 4 ¡°��§n©E¡È®¯¡U�
 °Å� °®¯¡°�

Γt
¡°§

Γs
3

ªÓ U¡U�Ïµ�¡°¬�·� PÅ� °®¯¡U�Ï� w ´°§/�A��§Ï¥¤�A©L«�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´Èµ�¬� U«�¬�¥`®¯�AÂ>¡
CH

©E¡°®¨¦¯´U�L¡°��§n©E¡Ê¡°¬�· z ¬`¡
¥¤�A©~µ�¡U�~�A©E½°§E¡U�~µ�¡� U«&«�§~µ�¡°¬�·¼å,
¸¡+µZ�`Â
¬�©E¡�£�¾ 4 æ

¦

õ ��ya~���{ � z � mJ�gm§�
∀s = q′ + 1, ..., q, ∀t = 1, ..., r′,

∃Cst
�e�3Ý�µ�
�µ%Ý+µ�á¸á�Ý��:à�â�Ú%Ú¨Ý

8
Ý��a�R×EÝßÚ¯ÝJÞ�
�$ 
UÚ¨ÝPÞ

Γs
1, Γs

2

Ý��
Γt.

Ò�Ó
∀x ∈ R, dxe = minn∈N{n ≥ x}±+Ó«² Û¾ãIâEá�á Ü�Ý�Ý�Ü7¤Â¦�Üuá Ô ¦0ã s = 1, ..., q µ Vs Ö�×�ØVÙ�Ú�Û0Ü7ÝÐÞ Ü�Û�ØVÜ�ß[à�Ý�Ü7Ö�Ü�ØnØ Ô ß�ß�Ü(ä#Ø�Ö0Ü�ØVªKJ ª(Ý�Ü(Ø Γs1 Ü(ä Γs2 â�Ö7LVâÃª�Ü�Û�ä#ØJâY¦{ÀØ Ô ß�ß�Ü°ä#Ø§Ü´À+äVã#×�ß�Ùºä#×�ØJÖ�Ü7Ý¦Þ â�ãºß(ä#ÜTÖ0Ü7á Ô Ù�Ö0Ø Ò es ß�Ù�ØVÜ7Ü�Û�×¥¨+Ù�Ö0Ü�Û ª�Ü7á&âEãJÝ�Ü7ª Ô ¦�á0Ý�â6Ú�Ü CH

Ó



Ä 3 ¯

d2
s 

c2
s 

b2
s 

a2
s 

Γ2
s Γ1

s 

d1
s 

c1
s 

b1
s 

a1
s 

a3
s 

b3
s 

c3
s 

d3
s 

es 

at
 

bt
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chaîne élémentaire d’arêtes de poids deux 

chaîne C s de valeur au moins onze  

Ã·Ä8Å·Æ1£�¾ 4 Æ��e�nÝ+µ8
�µ�Ý�µ³á�µ'á�Ý��:à
â�Ú�Ú¯ÝIMÉÝ��1�R×EÝ��Uã�à �R×/Ý�
�$e
UÚ¨ÝJÞ
"Ñ×EÝ°ã �AÝ
ê�«�¦¯¡°��§

us1, v
s
1

¡°§
us2, v

s
2

®¯¡U�¶�E«�±²±e¡°§E�¶µ`¡°�  °Å� °®¯¡U�
Γs
1

¡°§
Γs
2

µ�¡É® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡
Vs
ª
es1
¡°§

es2
®¯¡U�

¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´U�)µ`�A�`�
Γs
1

¡°§
Γs
2

µ�¡'® w �A©E½°§E¡ µ�¡'¥¹«�¦¯µ�� Ä
es
ªN¡°§

at
ª
bt
ª
ct
¡°§
dt
z ¬¤�A§n©/¡Z�E«�±²±e¡°§E� z ¬`¡°®¨ U«�� z ¬`¡U�

µ�¡
Γt
Ô,«��|�/�A¦¨§Õµ w ¬��`¡ ¥¤�A©n§ z ¬`¡Á§E«�¬�§ç�E«�±²±e¡°§çµ�¬| °Å� °®¯¡

Γt
¡U�n§Nª,µ�¬�Ð7�A¦¨§Õµ�¡Á® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´ µ�¬

 U«�¬�¥�®³�AÂ>¡
CB
ª�©E¡°®¨¦¯´»Ìç /£¤� z ¬`¡ �E«�±²±e¡°§

us1
ª
vs1
ª
us2
¡°§

vs2
¥¤�A©Ê¬��`¡¸�A©E½°§E¡ µ�¡¶¥¹«�¦¯µ�� ? ª)¡°§Êµ w �A¬`§n©E¡

¥¤�A©n§ z ¬`¡Õ® w ¬��`¡Á�A¬ ±e«�¦¨�`�»µ�¡U�¸�A©E½°§E¡U�
us1e

s
2

¡P§
es1u

s
2

¡U�n§ µ�¡ç¥¹«�¦¯µ�� ? ªZ¥¤�A© ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®é¦¨§/´Áµ�¬ ? x
 U«�¬�¥�®³�AÂ>¡

M̃
ÔG«���¥¹¡°¬�§Õ§E«�¬�Ò3«�¬�©E�ç�n¬�¥�¥¹«
�E¡°©

d(us1e
s
2) = 2

¡°§Õ¥¹«
�E¡°©ç�A®¯«�©E�Õ¥¤�A©Õ¡P·�¡°±²¥�®¯¡
Cst =

{(es2, u
s
1, at, v

s
1, bt, u

s
2, ct, v

s
2, dt)}

å,
¸¡+µZ�`Â
¬�©E¡�£�¾��>æ
¦

õ ��ya~���{ � z � mJ�|��o§�
(r′ ≥ 2) ⇒ ∃E

�e�nÝ+µ�
0µ�Ý+µ�á¸á�Ý��:à�â%Ú�Ú¨Ý
4r′ − 1

Ý��a�R×EÝßÚ¨ÝJÞ�
�$e
°Ú¯ÝJÞ
Γt, t = 1, ..., r′.

"Ñ×EÝ°ã �AÝ
��¡U�Ñ °Å� °®¯¡U� ©E´U�n¦¯µ�¬`¡°®¯�

Γ1, ...,Γr′
� w ´°§/�A��§Ñ©E¡°®¨¦¯´U�#¡°��§n©E¡L¡°¬�· z ¬`¡~¥¤�A©#µ�¡U�#�A©E½°§E¡U�#µ�¡~¥¹«�¦¯µ�� ? ª�§E«�¬�§

 /£`¡°±²¦¨� µ�¡,®¯«���Â
¬`¡°¬�©
4r′−1

¡°��§n©E¡~ U¡U�v °Å� °®¯¡U�v U«��`�E§n¦¨§n¬`¡G¬�� ? x ¡
¾f 
¾f¡
¾ µ<¾�µ�¡,±e½°±e¡G§/�A¦¨®¨®¯¡'Ô�«�©Nª> /£¤� z ¬`¡
 °Å� °®¯¡

Γt
 U«���§E¡°�¤�A��§È�A¬ ±e«�¦¨�`� z ¬¤�A§n©E¡e�/«�±²±e¡°§E�ßµ�¦¯�n§n¦¨�` °§E�

at
ª
bt
ª
ct
¡°§

dt
ªO¦¨®v¡U�n§�Ð7�� °¦¨®¯¡¶µ�¡ÈÐ:�A¦¨©E¡

¥¤���E�E¡°©G¬��É§E¡°®� /£`¡°±²¦¨�ç¥¤�A©~ U¡U�G�E«�±²±e¡°§E�Nª�¥¤�A©~¡P·�¡°±²¥�®¯¡
E = (a1, a2, ...., at, ..., ar′ , b1, b2, ...., bt, ..., br′ , c1, c2, ...., ct, ..., cr′ , d1, d2, ..., dt, ..., dr′)

å,
¸¡+µZ�`Â
¬�©E¡�£�¾�C>æ
¦

� r2÷ ÷ rðm§�|�1�a�
(q ≥ 1) ∨ (Γ0 6= Γ2 ∧ r 6= 1) ⇒ δ(T̃ ) ≥ 3/4.
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arête es de poids un  

2-e.c.e.d. de taill e huit 

 

Ã�Ä�Å·Æ1£�¾���Æ��e�3Ý�µ�
�µ%Ý+µ�á�µ'á�Ý��:à�â�Ú%Ú¨ÝNMÉÝ��a�R×EÝ��R×nØ�â�Þ�
�$e
°Ú¨ÝPÞ
"Ñ×EÝ°ã �AÝ

¨ �ç©/�A¥�¥¹¡°®¨®¯¡ß®³�ÈÐ7«�©n±e¡�µ�¬ ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡
M̃ = ∪q

′

s=1(Γ
s
1,Γ

s
2,Γ

s
3) ∪

q
s=q′+1 (Γ

s
1,Γ

s
2) ∪

r′
t=1 Γt ∪ Γ0

¾
�k«�¬�©L U«��`�n§n©n¬�¦¨©E¡ �n¬�©

V \V (Γ0)
®¯¡ ? x ¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾

WΓ
z ¬�¦)�A©nÂ
¬�±e¡°��§E¡°©/�¶®³�²¥�©E¡°¬�º>¡
ª¤�`«�¬`�~¬�§n¦¨®¨¦¯�E«��`�Ï®¯¡U�

 /£¤�0/¯�`¡U�G±²¦¯�E¡U�~¡°�Õ´°º�¦¯µ�¡°�` U¡�®¯«�©E�~µ�¡�® w ´P§J�A­�®¨¦¨�/�E¡°±e¡°��§Ïµ�¡U�,¥�©/«�¥�©n¦¯´°§E´U�>£�¾ P ªa£�¾ 3 ªa£�¾�£²¡°§>£�¾¨Ä ¯ Æ

WΓ =
r′⋃

s=1
Css

q⋃
s=r′+1

Cs
�n¦
r′ ≤ q,

µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡
8r′ + 4(q − r′) = 4(q + r′)

WΓ =
q⋃

s=1
Cs
⋃
E
⋃
{γ}

�n¦
r′ > q > 0,

µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡
4q + 4r′ − 1 + 1 = 4(q + r′)

WΓ = E
�n¦¨�`«��

,
µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡

4r′ − 1 = 4(q + r′)− 1.

���A�`�L®¯¡Êµ�¡°¬�·�¦¯Ç°±e¡  N���²å
r′ > q

¡°§
q ≥ 1

æPª
γ
µ�´U�n¦¨Â
�`¡Ê¬��`¡È�A©E½°§E¡ ¡°��§n©E¡Ê¬��Á�E«�±²±e¡°§�µ�¡Êµ�¡°Â
©E´

¬�� µ`�A�`�
E
¡°§Ï¬�� �E«�±²±e¡°§¢µ�¡Êµ�¡°Â
©E´È�A¬�¥�®¨¬`�L¬�� µ`�A�`�

WΓ
ª¤¥�©n¦¯�Lµ`�A�`�

V (Γ1
3)
�E¦
q′ ≥ 1

ªÓµ`�A�`�
Vq�n¦¨�`«���Æ�¥¤�A©#® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´�µ�¡U�# U«�¬�¥�®³�AÂ>¡U�

CH
¡°§
CB
ª
γ
¡U�n§Ñ§E«�¬�Òn«�¬�©E�,µ�¡L¥¹«�¦¯µ�� ? ¾2¤Ï¦¨�`�n¦:ª��`«�¬`�G�Nº�«��`�

±²¦¯�G¡°�ç´°º�¦¯µ�¡°�` U¡�¬�� ? x ¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾
WΓ

µ�¡�§/�A¦¨®é®¯¡
4(q + r′)

«�¬
4(q + r′)− 1

�E¦
q = 0

¾
�'�A©Ï�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nª¤�E«�¦¨§

g0 = u0v0
® w �A©E½°§E¡ßµ�¡�¥¹«�¦¯µ�� ? ©E¡°§n¦¨©E´U¡Ê�A¬ç °Å� °®¯¡

Γ0
¥¤�A©~® w �A®éÂ>«�©E¦é§E£�±e¡ ( �

T̃

+ Ô
�n¦
Γ0 6= Γ2

ª
g0
��´°§E´G /£`«�¦¯�n¦¯¡Gµ�¡G�E«�©n§E¡~Ì¢ U¡ z ¬`¡#® w ¬��`¡~µ�¡,�/¡U�Z¡J·�§n©E´°±²¦¨§E´U�Nª�µ�¦¯�E«��`�

v0
ª
�/«�¦¨§v��µAÒE�� U¡°��§E¡

µ`�A�`�
Γ0
ÌÈ¬��`¡Ê�A©E½°§E¡ßµ�¡�¥¹«�¦¯µ��ÊÄ
¾Óê�«�¦¨§

γ′
¬��¤¡ß�A©E½°§E¡�®¨¦³�A��§~®¯¡��/«�±²±e¡°§

v0
ÌÈ¬��ç�E«�±²±e¡°§Ïµ`¡�µ�¡°Â
©E´

�A¬¼¥�®¨¬`��¬�� µ`�A�`�
WΓ

å%¬��¼§E¡°®v�E«�±²±e¡°§ß¡P·�¦¯�n§E¡È¥�¬�¦¯� z ¬`¡
WΓ

¡U�n§��/�A�¤�� °Å� °®¯¡Bæ¹ÔO¥¤�A© ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®¨¦¨§E´>ª
γ′
¡U�n§�µ�¡²¥¹«�¦¯µ�� ? ¡°§ß«��¼¥¹«
�E¡

W0 = Γ2\{g0} ∪ {γ′}
�n¦

Γ0 = Γ2
ª
W0 = Γ2 ∪ {γ′}

�E¦¨�`«��<¾
W0 U«��`�n§n¦¨§n¬`¡Ê�A¦¨�`�n¦O¬�� ? x ¡
¾f 
¾f¡
¾fµO¾¤µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡

|V (Γ2)| = d(M̃)− n
�n¦
Γ0 = Γ2

ª
d(M̃)− n+ 1

�n¦¨�`«��<¾
ôZ�»¥¹«
�/�A��§

W̃ = WΓ ∪W0
ª�«��¸«�­�§n¦¯¡°��§#¬�� ? x ¡
¾f �¾f¡
¾fµO¾�µ�«���§Ñ§E«�¬�§E¡¢ U«�±²¥�®¯´°§n¦¯«��É¡°�»¬��»§E«�¬�©

TW U«��`�n§n¦¨§n¬`¡°©/�A¦¨§~¬��`¡��/«�®¨¬�§n¦¯«��çµ�¡¢º
�A®¯¡°¬�©Ï�A¬Õ±e«�¦é�¤�
d(M̃) + 4(q + r′)

Æ
|W̃ | = 4(q + r′)− »|q=0 +d(M̃)− n+ »|Γ0 6=Γ2 ≥ d(M̃)− n+ 4(q + r′)
/à�×ÊØ&�=�¹Ý#Ö`ÝPãm�#à&�9Ø�â%×�ÞJâ%Ü ã�Ú��:à&���PÜ¶Ý��a�

q = 0
Ý��

Γ0 = Γ2.
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arête de poids deux 

Ã�Ä�Å·Æ1£�¾�C�ÆT�u-�à&ð��¹Ýßá�Ý��9à
Ú¨ÝPã�×
2× (4r′ − 1 O

¤Ï¦¨�`�n¦
ω(I) ≥ d(M̃) + 4(q + r′)

¡°§,®¯¡U�G¥�©E«�¥¹«
�n¦¨§n¦¯«��`��£�¾ ? ¡°§>£�¾1Ãe�A±eÇ°�`¡°��§~®³�È U«��` °®¨¬`�n¦¯«��ßÆ
δ(G, d, T̃ ) =

ω(G, d)− d(T̃ )

ω(G, d)− β(G, d)
≥
d(M̃) + 4(q + r′)− (d(M̃) + q + r′)

d(M̃) + 4(q + r′)− d(M̃)
=

3

4
¦

� r2÷ ÷ rðm§�|�Z�n�
(q = 0), (r = 1), (Γ0 6= Γ2) ⇒ δ(T̃ ) ≥ 3/4.

"Ñ×EÝ°ã �AÝÊå,
¸¡+µZ�`Â
¬�©E¡�£�¾ P æ
ê�«�¦¯¡°��§É§n©E«�¦¯�É�/«�±²±e¡P§/�

u0
ª
u1
¡°§

u2
µ�¡

Γ0
§E¡°®¯� z ¬`¡

d(u0u1) = 1
¡°§

d(u1u2) = 2
¾ ¨ �

�`«�§E¡
u3
¡°§

u4
®¯¡U�¶�n¬` U U¡U�E�E¡°¬�©E� µ�¡

u2
µ`�A�`�

Γ0
åR´°º>¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§

u4 = u0
æP¾ ê�«�¦¯¡°��§

a
ª
b
ª
c
¡°§

d
z ¬¤�A§n©E¡Á�E«�±²±e¡°§E� z ¬`¡°®¯ U«�� z ¬`¡U�Éµ�¡

Γ1
¡P§É�E«�¦¯¡°��§»©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§

Wp
¡°§

Wm
®¯¡U�¸¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

µ w �A©E½°§E¡U�
{au1, u1b, bu2, u2c}

¡°§
{u1u2}

¾~ê�¦
u3
¡U�n§Õ��µAÒE�� U¡°��§çÌ µ�¡°¬�·��A©E½°§E¡U�Õµ�¡  U«&«�§É¬��<ª,«��

¥¹«
�E¡
Wp = Wp ∪ {e}

Ô'�n¦#® w ¬��`¡É�E¡°¬�®¯¡°±e¡°��§¶µ�¡U�e�A©E½°§E¡U�
u2u3

¡°§
u3u4

��µAÒn�� U¡°��§E¡U� Ì
u3
¡U�n§eµ�¡

 U«&«�§ µ�¡°¬�·Oª
Wp = Wp ∪ {cu3, u3d}

¡°§
Wm = Wm ∪ {argmax{d(u2u3), d(u3u4)}}

Ô�¡°�m�`�<ªk�n¦
d(u2u3) = d(u3u4) = 2

ª
Wp ∪ {cu3, u3d, du4}

ª
Wm = Wm ∪ {u2u3, u3u4}

¾`���A�`�G§E«�¬`�~®¯¡°�~ N���Bª
«��Õ¥¹«
�E¡

W
T̃
= Γ2 ∪Wp\Wm

ª�µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡
d(M̃)− n+ 4 = d(M̃)− n+ 4r′

¾
�)�² °«��¤ P®¨¬`�E¦¯«��ç¡U�E§,®³� ±e½°±e¡ z ¬`¡�¥¹«�¬�©G®¯¡¢®¯¡°±²±e¡�¥�©E´U U´Uµ�¡°��§<Æ
ω(G, d) ≥ d(M̃) + 4r′, β ≥ d(M̃)

¡°§
d(T̃ ) ≤ d(M̃) + r′ ⇒ δ(G, d, T̃ ) ≥ 3/4 ¦

:Ñ¡U °¦)�� /£`Ç°º�¡�®³�Èµ�´°±e«��`�n§n©/�A§n¦¯«�� µ�¬Õ§n£`´U«�©EÇ°±e¡�£�¾ 4 ¾
��í�» Pp� ô�BÓð�� ñ)õ ó ¼ ý ¼ BÓõ

¶T®�¡P·�¦¯�n§E¡v¬`�`¡vÐ7�A±²¦¨®¨®¯¡#µ�¡ Â
©/�A¥�£`¡U�k¥¹«�¬�©W®³� z ¬`¡°®¨®¯¡Ñ®¯¡ ©/�A¥�¥¹«�©n§
3/4

¡U�n§W�A§n§E¡°¦¨��§Nª� U¡°®¨®¯¡#µ�¡U�k¦¨�`�n§/�A�` U¡U�
In = (Gn(U ∪ Vn, En), dn)n≥4

µ�´��`��¦¯¡U�G¥¤�A©<Æ
U = {u1, u2, u3, u4}, Vn = {v1, v2, ..., vi, ..., vn}

∀i = 2, 4, ∀j = 1, ..., n, d(uivj) = 2
�:Ø�ãm�MÝJÞ�Ú¯ÝJÞÊà�ã2�R×EÝPÞÊà�×�	��MÝPÞ����:à&�a�Ñá�Ý#Ö�Ø�â7áAÞ � µ
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Ã�Ä�Å·Æ1£�¾ P ÆT�'àAÞ
q = 0, r = 1, Γ0 6= Γ2

Les arêtes non dessinées sont de poids 2

arête de poids 1 empruntée par le tour considéré
arête de poids 2 empruntée par le tour considéré

u1
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u4

u3

Γu Γv

vn-2

v3

vi

vi+2

v2

vi-1

vi+1

vn-1

vn

v1

u1

u2

u4

u3

Γu Γv

vn-2

v3

vi

vi+1

v2

vi-1

vi+1

vn-1

vn

v1

vn-2

v3

vi

vi+2

v2

vi-1

vi+1

vn-1

vn

v1

u1

u2

u4

u3

Γu Γv

solution approchée solution optimale pire solution 
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Ä 3�4

:Ñ«��`�E¦¯µ�´°©E«��`�G®¯¡ ? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡
M̃n = {Γu = (u1, u2, u3, u4, u1),Γ

v
n = (v1, v2, ..., vi, ..., vn, v1)}

¦¨®O¡U�n§,�/�A�`�#§n©n¦³�A��Â
®¯¡
ª`µ�¡L¥¹«�¦¯µ��#±²¦¨��¦¨±Ê¬�±
4(n+ 1)

ª�¡°§ ? x ±²¦¨��¦¨±¶�A®:¾;ô7ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Nª�§E«�¬�§E¡ ? x ÐR¬`�n¦¯«��
µ�¡U�kµ�¡°¬�·Ê °Å� °®¯¡U��Ð:�A¦¨§)¦¨��§E¡°©nº>¡°��¦¨©k¬��`¡#�A©E½°§E¡Ñµ�¡

Γu ¡°§)¬��`¡Ñ�A©E½°§E¡Ñ¡U�n§)�`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§' U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡Ñµ w ¬���E«�±²±e¡°§Lµ w ¦¨�`µ�¦¯ U¡Ê¦¨±²¥¤�A¦¨©NªÓ©E¡°®¨¦¯´ �A¬�·ç�E«�±²±e¡°§E�Lµ�¡
Γv ¥¤�A©Lµ�¡U�L�A©E½°§E¡U�Lµ�¡Ê U«&«�§Ï¬��<ªÓ¡°§~¬�� �E«�±²±e¡°§µ w ¦¨�`µ�¦¯ U¡ ¥¤�A¦¨©Nª�©E¡°®¨¦¯´ �A¬�·¼�E«�±²±e¡°§E� µ�¡

Γv ¥¤�A© µ�¡U� �A©E½°§E¡U� µ�¡¶ U«&«�§ µ�¡°¬�·À¾)¿L«�§n©E¡ �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡
ªW¡°�º�«�¬�®³�A��§ ¡°±²¥�©n¬���§E¡°© ¬��`¡ �A©E½°§E¡ µ�¡¶¥¹«�¦¯µ��ß¬��
u1vi

«�¬
u3vi

ªOÐ7¡°©/�ç�A¦¨�`�n¦#�A¥�¥¤�A©/�0/¯§n©E¡ ¬��`¡»�A©E½°§E¡ µ�¡
¥¹«�¦¯µ�� ?

u2vi+1
«�¬

u4vi+1
µ`�A�`�L®³� �/«�®¨¬�§n¦¯«��

T̃n
Æ
d(T̃n) = 4(n + 1) + 1

¾ ¨ ©Nª
β(In) = 4(n + 1)¡°§

ω(In) = 4(n + 1) + 4
�Nº�¡U ç¥¤�A©É¡J·�¡°±²¥�®¯¡

T ? = (u1, u2, u4, u3, vn, vn−1, ..., v2, v1, u1)
¡°§

TW = (u1, v2, u2, v3, v4, ..., vn−2, u3, vn−1, u4, vn, v1, u1)
å,
j¡�µZ�`Â
¬�©E¡�£�¾ 3 æ

¦
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� ���������! #" QSR
T �.' �4& �.>�/21��Ë���

U ú�ú~ý ôa½Êùh½#��ðGó£�~ú,ù ¼ BÓÿ ý�õWV
TSPab

KML_û~|}nO�Ún,|nF�Q[Sji¾]a`eLadu\ SILaN&Î
� w �A�¤�A®¨Å��E¡ z ¬`¡��`«�¬`�GÐ7�A¦¯�/«��`�~�E¡°±Ê­�®¯¡��`¡�¥¤���Ï¡P·�¥`®¨«�¦¨§E¡°©¢�A¬ç±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª¤§/�A��§~®¯¡U�G¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�Lµ�¬

? x  U«�¬�¥�®³�AÂ>¡~¦¨��¦¨§n¦³�A® z ¬`¡G U¡°®¨®¯¡U�vµ�¡U�vµ�¡°¬�·² U«�¬�¥�®³�AÂ>¡U�
CB

¡°§
CH

±²¦¯�v¡°�¶´°º�¦¯µ�¡°�` U¡G¥¹«�¬�©Z®³�¢©E´U�/«�®é¬`§n¦¯«��
¥�©E«�¥¹«
�E´U¡
ª�¡°§#¦¨®À�E¡°±Ê­�®¯¡°©/�A¦¨§ z ¬ w ¬��`¡L±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E¡�¡P·�¥�®¯«�¦¨§/�A§n¦¯«��É�`«�¬`�#±eÇ°�`¡°©/�A¦¨§~ÌÊ¬��»©/�A¥�¥¹«�©n§Gµ�¡ 4 ú&�#Ô
 U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§NªÓÌÈ® w ´°§/�A§Ï�� °§n¬`¡°®)µ�¡¢�`«
�G©E¡U /£`¡°©E /£`¡U�Nª¤ U¡°®³�È�`¡¢©E¡U�n§/¡ z ¬ w ¬��`¡� U«���Ò3¡U °§n¬�©E¡
¾
Ix`�fJí[NIîabkLai�WmfgdTdTLZo*Lai

� w ¡P·�¥�®¯«�¦¨§/�A§n¦¯«��¶±e½°±e¡,µ�¬È©E´U�n¬�®¨§/�A§ Ãeú 4 x µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®¤� w ¡U�n§'¥¤���Z«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡,¥�¬�¦¯� z ¬`¡# U¡°®¨¬�¦ x  °¦`¥¹«�¬�© x
©/�A¦¨§Ï½°§n©E¡�§n©/�A�`�n¥¹«�©n§E´ß¥¤�A©G©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��ÁÌeµ�¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï¥�©E«� /£`¡U�~§E¡°®¯�G®¯¡U�~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ïµ�¡ß /£¤�0/¯�`¡�£¤� x
±²¦¨®¨§E«���¦¯¡°���`¡,µ�¡Ñ U«&«�§W±²¦¨��¦¨±Ê¬�±Õª
ÌÏ¡P·�§n©E´°±²¦¨§E´U����·�´U¡U�W«�¬ �`«��È¥¹«�¬�©k®¯¡U� z ¬`¡°®¯�W«�� �`¡Ñ /£`¡°©E /£`¡Ñ¥�®¨¬`�k¬`�
 °Å� °®¯¡ ±¶�A¦¯�W¬��`¡# /£¤�0/¯�`¡Ñ§n©/�Bº>¡°©E�/�A��§W¬��`¡#¡°§W¬��`¡ ÐR«�¦¯�W /£¤� z ¬`¡#�E«�±²±e¡°§Nª
¡°� ¦¨±²¥¹«
�/�A��§Z´°º�¡P��§n¬`¡°®¨®¯¡P±e¡°��§
 U¡°©n§/�A¦¨�`¡U�Ï�E«�¬`� x  /£¤�0/¯�`¡U�N¾
� óEðGôÓô¤õ

GLO[δ]

M#Ý*j�LaiÉQTLÍj[`efJí[NIîabkLai
¶T®�¥¤�A©/�0/¯§n©/�A¦¨§�¥¹¡°©n§n¦¨�`¡°��§ µ w ¡U�E�/�NÅ�¡°©çµ�¡ ±e¡°§n§n©E¡ ¡°� ´°º�¦¯µ�¡°�` U¡  U¡°©n§/�A¦¨�`¡U�� U«��`µ�¦¨§n¦¯«��`��µ w �A¥�¥¤�A© x

§E¡°�¤�A�` U¡�Ì
GLO[δ]

�E¡°®¯«��»® w ¡P·�¥�©E¡U�E�n¦¯«��Éµ�¬»¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡
ª�µ�¡¢�/�Ê�n§n©n¬` °§n¬�©E¡
¾ ¨ �¸¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§,¥¤�A©#¡P·�¡°±²¥�®¯¡
§E¡°��§E¡°©�µ w ¦¯�E«�®¯¡°©�µ�¡U�¢Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡U��µ�¡ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U��­�¦¯¡°� �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡U�� U«�±²±e¡²�`«�¬`�¢® w �Nº�«��`�LÐ:�A¦¨§��Nº�¡U 
®¯¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ïµ�¡�¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±e¡°��§Ï£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡
¾Ó¿Ï«�¬`�G¥¹¡°�`�E«��`�G�`«�§/�A±²±e¡°��§NªÓ¡°�Õ©E¡U�n§/�A��§Ïµ`�A�`�G®¯¡
±e½°±e¡»«�©Eµ�©E¡»µ w ¦¯µ�´U¡
ªW�A¬�· ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�²µ�¡¶¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±e¡U��§È£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡»º
�A®¯«�©n¦¯�/�A��§ ®¯¡°¬�©È�E«�®¨¬�§n¦¯«��



Ä 3 C

¥¤�A©#¬��`¡��A¬�§n©E¡ÏÐR«��¤ P§E¦¨«��Õµ�¡L U«&«�§�å%¥¹«�¦¯µ��#±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª�¥¹«�¦¯µ��#±e«BÅ>¡°�<¾¨¾¨¾Xæ z ¬`¡Ï®³�ßÐR«��¤ P§E¦¨«��É¦¨�`µ�¦¯ N�A§n©n¦¯ U¡
�A¦¨�`�n¦ z ¬ w �A¬�·É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�¢µ�¡�¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±e¡°��§ÈÄ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡
¾�.Ï�`¡�¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´

P
�n¬`©G¬���¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

X
¡U�E§ µ�¦¨§E¡ Ä x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡¢�n¦Ó¡°®¨®¯¡Ï� w ¡U�n§#�Nº>´°©E´U¡L�n¬�©v¬��»�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

S
z ¬ w Ìß U«��`µ�¦¨§n¦¯«��¸µ�¡~º�´°©n¦��¤¡°©

¥¹«�¬�©G¬��ç´°®¯´°±e¡°��§
x0
µ�¬ç�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

S
Æ
“∀S′ ⊆ S, P (S′ ∪ {x0})”

¾�� w �A¬�§n©E¡U�~ N�A©/�� °§E´°©n¦¯�/�A§n¦¯«��¤�
µ�¡U�,¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡U�Ï�E¡��E¦¨§n¬¤�A��§Êá>à&��Þ#«�¬¡-�Ø
×/Þ

GLO[δ]
µ�¡°º�©/�A¦¯¡°��§~ U¡°¥¹¡°�`µ`�A��§Ï½°§n©E¡�¡°��º�¦¯�J�AÂ>´°¡U�Bª� U«�±²±e¡

�`«�¬`�¸�Nº�«��`� ¡U�/�/�NÅ�´çµ�¡ç®¯¡ÕÐ7�A¦¨©E¡ç¥¤�A© ® w ¡P·�¥�®¯«�¦¨§/�A§n¦¯«���µ�¡ç®³� �n§n©n¬` °§n¬�©E¡�©/��µ�¦³�A®¯¡ µ�¡U�»¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�¸µ�¡
�E«�®¨¬�§n¦¯«��<¾

�'�A©»�A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nªv¥�®¨¬�§Eë�§ z ¬`¡çµ w ¡P·�£�¦¨­¹¡°© ¬�� §n©/�A¦¨§» N�A©/�� °§E´°©n¦¯�n§n¦ z ¬¤¡�µ�¡Õ§E¡°®Ï«�¬ §E¡°®~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ç¥¤�A©
¡P·�¡°±²¥�®¯¡»¥¤�A©È®¯¡°¬�© Ð7«�©n±Ê¬�®³�A§n¦¯«�� ®¯«�Â
¦ z ¬`¡¸«�¬ ®³��¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´Éµ�¡¸�E«�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Éµ�¡»�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�Nªk¦¨®,¡U�n§
�E«�¬�º�¡°��§ ¦¨��§E´°©E¡U�E�/�A��§²µ�¡ ®¨¦¯¡°©È®¯¡U� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�²¡°��§n©E¡ x ¡°¬�· µ�¡ ±¶�A��¦¯Ç°©E¡ÉÌ�µ�¡U�E�n¦¨�`¡°©²µ�¡U�È�E«�¬`� x  °®³���E�E¡U�
µ�¡¶¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡U�È©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§eÌÕ®³�

G
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��<ªW´°º�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§²®¯¡°� £�¦¯´°©/�A©E /£�¦¯�E¡°©Õå%§E«�¬�Ò3«�¬�©E� ¥¤�A©

G
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��Óæ,¡°§Nª�¥¹«�¬�© z ¬`«�¦<¥¤���Nª�¥¤�A©nº>¡°��¦¨©G¥¤�A©~ U¡¢­�¦³�A¦¯�~Ì §n©/�� U¡°©G®¯¡U�,®¨¦¨±²¦¨§E¡U�~µ�¡U�, °®³���/�E¡U�

GLO[R]¡°�ç´°§/�A­�®¨¦¯�E�/�A��§G®³�² U«�±²¥�®¯´°§n¬`µ�¡ßµ�¡� U¡°©n§/�A¦¨�`�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�B¾
M#Ý*j�LaiÉQÂÊ¦fJjT\eSIbkPlNIf*WmP§Y*o
¿L«�¬`�k¡°�²�Nº�«��`�k¥�©E«�¥¹«
�E´ ¬��`¡ ¦¨®¨®¨¬`�n§E©/�A§n¦¯«��e�A¬È U«�¬�©E�Wµ�¬È /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�CL�Nº>¡U  ®¯¡U�k¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�'µ�¡Ñ�/�A§n¦¯� x

Ð:�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´
ªA®³�Ïµ�´��`��¦¨§n¦¯«��²±e½°±e¡#µ�¡Ñ® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®:ª z ¬¤¡Ñ U¡Ñ�E«�¦¨§k¥¤�A©W®¯¡Ñ °©n¦¨§EÇ°©E¡,µ w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´,«�¬²µ�¡
®¯«� N�A®¨¦¨§E´
ª�«�¬�º�©E¡G¬�� ´°º�¡°��§/�A¦¨®¹µ w ´°§n¬`µ�¡~¥�®¨¬`�v©n¦¯ /£`¡ z ¬ w ¦¨®¤� w Å²¥¤�A©/�0/¯§Nª�¥¹¡°©n±e¡°§n§/�A��§#µ w ´°®³�A©nÂ
¦¨© ®¯¡U�  °®³���E�E¡U�
µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��»®¯«� N�A®¯¡LÌ¢©/�A¥�¥¹«�©n§Ñ U«��`�n§/�A��§ÑÌ�µ�¡G�`«�¬�º>¡N�A¬�·e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Nª�«�¬ ¡°�` U«�©E¡Ïµ�¡~ U«�±²¥¤�A©E¡°©
®¯¡  U«�±²¥¹«�©n§E¡°±e¡°��§'µ w ¬��Ê±e½°±e¡ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ñº�¦¯� x Ì x º�¦¯�)µ�¡  U¡U�kµ�¦�ÁO´°©E¡°��§E¡U�W�n§n©/�A§E´°Â
¦¯¡U�kµ w �A¥�¥�©/«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<¾
:Ñ¡U�Ñ«�¥�§n¦¨±¶�ß®¯«� N�A¬�·e¥¹¡°¬�º�¡°��§#½°§n©E¡
ª� U«�±²±e¡Ï¦¨®¹¡U�n§v¥�©E«�¥¹«
�/´Ïµ`�A�`���1Ã0!Mª�®¯¡GÐR©n¬�¦¨§ µ`¡G® w ¦¨��§E´°Â
©/�A§n¦¯«��Éµ`�A�¤�
®¯¡U�,º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡U�~ U«��`�n¦¯µ�´°©E´U�~µ�¡ÈÞ°Ø
Ú�ãm�RâRØ ��Þ�
/Ø�ÜÏÖÓÚÐ�°ÜeÝ��a�:à�â%×EÝJÞ,«�¬Õ¡°�` U«�©E¡ßµ w ¬��`¡¶à�Ú��I�P×nàe�RâRØ&�¼á�ã�
°×Pâ��MÛP×EÝ
ág� ØJÖ��Râ%Ü â�Þ°àe�RâRØ&�ÏÔ> °¦¨§E«��`�Ñµ�¡~�`«�¬�º�¡N�A¬ ¥¹«�¬�©Ñ¦¨®¨®¨¬`�n§n©/�A§n¦¯«��»® w ¡P·�¡°±²¥�®¯¡Lµ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Max 2−CCSP
ª

¥¤�A©E U¡ z ¬ w ¦¨®~¡U�n§e¥¤�A©n®³�A��§<ÆZ¦¨®Ï¡U�n§¶µ w �A­¹«�©Eµ µ�´°±e«���§n©E´ z ¬`¡
Max 2 − CCSP

� w �A¥`¥¤�A©n§n¦¯¡°��§ ¥¤��� Ì
GLO

¥¹«�¬�©ßµ�¡U��º>«�¦¯�E¦¨�¤�AÂ>¡U�
h
x ­¹«�©E�`´U�A�¹à �Rã�×/ÝPÚXÞÀÔO¥�¬�¦¯� z ¬ w ¡°�¼©E¡°º��A�` /£`¡
ªO®¯¡U��«�¥�§n¦¨±¶�É®¯«� U�A¬�·ÀªO¥¹«�¬�©

®¯¡¸º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ Ä x ­¹«�©n�`´É±¶�A¦¯�É×EÝPÚ¨à �Râ��AÝPÜ¶Ý��1��� ã2�¹Ýçà�ã2�R×EÝ ¡°Ø �1
��Râ7Ø&� Ø�Ù|�UÝ�
��Râ ¡PªWÂ��A©/�A��§E¦¨�/�E¡°��§²¥¹«�¬�©e®³�
Ð7«��` °§n¦¯«�� «�­�Ò3¡U °§n¦éÐ~¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡ ¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§Èµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��� °®³���E�n¦ z ¬¤¡¶µ�¡

1/4
Ô)µ�¡ ±e½°±e¡ ¥¹«�¬�© ®¯¡°�

«�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�· µ�´��`��¦¯� ¥Ó�A© Ú¯Ýª�9Ø�â�ÞJâ��Óà+9�Ý»Ü â%×nØ�â%× � �3ÙEØ�×���� z ¬�¦Ñ¥�©E¡°�`µ ¡°�  U«�±²¥�§E¡¸ U«�±²±e¡ º�«�¦¯�n¦¨�µ�¡²§E«�¬�§E¡e�E«�®¨¬�§n¦¯«��¼®³�É�E«�®¨¬�§n¦¯«��  U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/��¦¨©E¡'Ô)¡°�m�`�<ªO®³�É U«�±Ê­�¦¨�¤�A¦¯�E«�� µ�¡²®³� ÖÓ×Jâ�ÞUÝ»Ý��_
/Ø�ÜÏÖ��MÝ
ág� ã �ÀÝV¡UØ&�1
+�RâRØ&�»Ø�Ù|�UÝ�
��Râ ¡Gà�Ú��I�P×��/ÝW¡°§Gág� ã2�x�9Ø
â³ÞPâ8�Óà�9�Ý,ÜÈâ�×EØ�â�× � �nÙEØ�×6�n�kµ�´U�n¦¨Â
�`¡#µ�¡U�'«�¥�§n¦¨±¶�Ï®¯«� N�A¬�· z ¬�¦Â��A©/�A��§n¦¯�E�E¡°��§L¬�� ©/�A¥�¥¹«�©n§� °®³���/�n¦ z ¬`¡ µ�¡ ? ú&��¾§: w ¡U�E§L§E«�¬�§L¬��Á /£¤�A±²¥ µ w ¦¨��º�¡U�n§n¦¨Â��A§n¦¯«�� «�¬�º�¡°©n§L¥¹«�¬�©
®³��µ�´U�n¦¨Â
�¤�A§n¦¯«��¸µ w «�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�·¶µ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ï¡°§v® w ´°§n¬`µ�¡Ïµ�¡G®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´~µ�¡~ U¡°¬�· x  °¦¹¡°�¶§E¡°©n±e¡Ïµ�¡
©/�A¥�¥¹«�©n§Êµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ªk °®³���E�n¦ z ¬`¡² U«�±²±e¡ µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®:¾7:Ñ¡e /£¤�A±²¥ ¥¹¡°¬�§Ê½°§n©E¡²º
���n§E¡
ªO§E«�¬�§Ê¡°�



Ä 3QP

©E¡U�n§/�A��§�µ`�A�`�¢¬��¼ N��µ�©E¡²µ�¡È�n§n©/�A§E´°Â
¦¯¡U���E¦¨±²¥�®¯¡°��µ�¡È U«��` U¡°¥�§n¦¯«�� ¡°§�µ�¡ ±²¦¯�E¡ x ¡°� xYX ¬�º�©E¡'Æ<  w ¡U�n§¢®³Ì»®³�
±e«�§n¦¨º
�A§n¦¯«��¼µ�¡² U¡U�¢©E¡U /£`¡°©E /£`¡U�NªOº�«�¦é©� U«�±²±e¡°��§²Þ��R×Pãm
��Rã�×EÝPÚ�Ú¯Ý°ÜeÝ��a�'® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡eµ�¡U���E«�®¨¬�§n¦¯«��`��µ w ¬��
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡���µ�±e¡°§Ñ¬��É¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡¢µ�¡²ÙEØ&�;�¹ÝJÞLÞ°Ø�Ú ã2�Râ7Ø&��Þ z ¬`¡~® w «��É¡U�n§#¡°�»±e¡U�n¬�©E¡¢µ�¡Lµ�´U °©n¦¨©E¡²àLÖÓ×Jâ7Ø�×Pâ%¾
�<¡U�È«�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�· �`¡»�/«���§Ê¥¤���Èµ�´U °©n¦¨§E�² U«�±²±e¡ Ú¯Ý»×��JÞPã�Ú��:à ��á�ã á��°×nØ�ã�Ú¯ÝPÜ¶Ý��1�ßág� ã2� à
Ú 9>Ø
×Jâ|��-�Ü¶Ý
±¶�A¦¯�G¥¤�A©~ U¡°©n§/�A¦¨�`¡U�#ÖÓ×nØPÖÓ×Jâ#���I�JÞ z ¬�¦O®¯¡°¬�©E�~�E«���§�â��a�R×Pâ8��ÞNÛ��°ã�ÝPÞP¾
ò'ä�Ý°Ü~Ö¹Ú¨ÝÉÄ ¯ ¾¨Ä�µ��<¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡��/��  x Ì x µ�«
�¿L«�¬`�G�Nº�«��`�#º�¬Õ�A¬¸¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£¤¡ 4 ¾1Ã�¾1Ã z ¬`¡L��¦O®¯¡L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�µ�¡¢�/��  x Ì x µ�«
�Nª���¦O®¯¡¢�E«�¬`� x ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
MaxSubset Sum

�`¡ÊÂ��A©/�A��§n¦¯�E�/�A¦¯¡°��§¢®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´ µ�¡Ê®¯¡°¬�©E�¢«�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·Oª¹¡°� ±e¡°§n§/�A��§�¡°� �Nº
�A��§µ�¡U�'Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡U�vµ w ¦¨�`�n§/�A�` U¡U� z ¬�¦Ó��µ�±e¡°§n§/�A¦¯¡°��§ µ�¡�Üeà�ã2�9à�â�ÞW«�¥�§n¦¨±¶�¢®¯«� N�A¬�·O¾>�¢¡°º��A��§v U¡U�v´U /£`¡U U�Nª
¥¹¡°¬�§ x½°§n©E¡,Ð7¡°©n¦¯«��`� x �`«�¬`�v±²¦¯¡°¬�·¶µ w �9èe�`¡°© ®³���`«�§n¦¯«�� µ w «�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�·¶µ�¡~ U¡U�Z¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡U�B¾ �k«�¬�©
MaxKS�`«�§/�A±²±e¡°��§NªÑ¦¨®Ï¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§¸�/¡°±Ê­�®¯¡°©»«�¥�¥¹«�©n§n¬���µ�¡ç©E¡U /£`¡°©E /£`¡°©¸®¯¡U� «�¥�§n¦¨±¶� ®¨«� N�A¬�· º�¦¯� x Ì x º�¦¯� µ w ¬��Ø�Ù��NÝ�
��Râ ¡¼à�Ú��I�P×�� z ¬�¦�¦¨�` °¦¨§E¡°©/�A¦¨§ Ì �E´°®¯¡U °§n¦¯«����`¡°©ç®¯¡U�ç«�­�Ò3¡°§E�çµ�¡ ±e¡P¦¨®¨®¯¡°¬�©ç©/�A¥�¥¹«�©n§

“
�°ã�à
Ú�â|�I���¨Ö¹×Jâ¨ä

”
Æ U«��`�n¦¯µ�´°©E¡°©W U«�±²±e¡  °©n¦¨§EÇ°©E¡Ñµ�¡v�E´°®¯¡U °§n¦¯«��Èµ�¡U�)´°®¯´°±e¡°��§E�k®¯¡v /£`«�¦é·ßµ�¬Ê±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©k©/�A¥�¥¹«�©n§

ci/ai
¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§� w �Nº�´°©E¡°©Ï¥�©E«��`§/�A­�®¯¡
ªÀ§/�A��§L¥¹¡°©n§n¦¨�`¡°��§��E¡°±Ê­�®¯¡  U¡  °©n¦¨§EÇ°©E¡¸å,�°ã�â�5~Ý��¼×��Eà�Ú â��I��5,á��¶ÍT�`â��#Ú,� ØJÖ��Râ%ÜÈã�Ü�×��/ÝPÚ1æPª�A¬�· º�¬`¡U��µ�¡U�ß�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡U�Ê�A¥�¥�©E«� /£`´U�Ê¡P§ß�A¬�§n©E¡U�ß�E /£`´°±¶����µ�´Uµ�¦¯´U�ßÌ¸ U¡È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ z ¬�¦W® w ¬�§n¦¨®¨¦¯�E¡°��§´°Â��A®¯¡°±e¡°��§N¾a¶T®O� w �AÂ
¦¨©/�A¦¨§~¦¯ P¦�µ�¡¢§E¡°��§E¡°©G® w �A¥�¥�©E«� /£`¡ß¦é��§n©E«�µ�¬�¦¨§E¡ßµ`�A�`��� ? !�¡°§���� £0!<¥¹«�¬�©G®¯¡U�,¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�µ�¡#�/�A§n¦¯�3Ð:�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´
ª� U¡°®¨®¯¡#µ�¡U�'«�¥�§n¦¨±¶�Ï®¯«� N�A¬�·²�A®¨§E´°©E´U�<ÆA¥¹¡°¬�§ x ½°§n©E¡ z ¬ w ¬��`¡#�E«�®¨¬�§n¦¯«��²µ�¬È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ z ¬�¦¡U�n§L«�¥�§n¦¨±Ê¬`±�®¯«� N�A®W©E¡°®³�A§n¦¨º>¡°±e¡°��§�Ì¶¬��`¡¸à�ãm�R×EÝC¡°Ø&�1
+�RâRØ&� Ø�Ù��UÝ�
��Râ��AÝ¢µ�¦¨§E¡¸Ø�Ù��NÝ�
��Râ ¡²à�Ú��I�P×��UªÓ¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§ x¡°®¨®¯¡²Â��A©/�A��§n¦¨©Êµ�¡²±e¡°¦¨®¨®¨¡°¬�©/��©/�A¥�¥¹«�©n§E� z ¬ w ¬��¼«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®v©E¡°®³�A§n¦¨º>¡°±e¡°��§ Ì¸®³�»ÐR«��` °§n¦¯«��¼¦¨��¦¨§n¦³�A®¯¡

(GGLO)
Í�ô7ÁO¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Nª��n¦Ó«�� ©E¡°Â��A©Eµ�¡Lµ�¡G¥�®¨¬`� ¥�©EÇU� ®¯¡U�v±¶�A¬�º
�A¦¯�Ñ«�¥�§n¦¨±¶�ß®¯«� N�A¬�·¶¡P·�£�¦¨­¹´U� ¥¹«�¬�©®¯¡ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡Á�/��  x Ì x µ�«
�Nª,«�� ©E¡°±¶�A© z ¬`¡ z ¬ w ¦¨®¯�¸¥¹¡°¬�º>¡°��§É�E¡°±Ê­�®¯¡°©¸¥¹¡°¬ø¥¹¡°©n§E¦é�¤¡P��§E�Nª#¥�¬�¦¯� z ¬ w ¦¨®¯��A¬�©/�A¦¯¡°��§Ñ /£`«�¦¯�n¦¤¬�� ´°®¯´°±e¡°��§Ñµ�¡G¥�¦¯Ç°§n©E¡~©/�A¥�¥¹«�©n§

“
�°ã�à�Ú â��I���¨ÖÓ×Pâéä

” (h+1)/(n−1)
z ¬¤�A�`µe­�¦¯¡°� ±e½°±e¡§E«�¬`�L®¯¡U�¢�A¬�§n©E¡U�¢´°®¯´°±e¡°��§E��«���§Ï¬�� §E¡°®k©/�A¥�¥¹«�©n§�µ�¡ Ä'ÔÀ�A¦¨�`�n¦k¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§ x ¦¨®'� w �Nº�´°©E¡°©Ï¦¨��§E´°©E¡U�/�/�A��§L¥¹«�¬�©�A¥�¥�©E«� /£`¡°©~®¯¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�¦¨��¦¨§n¦³�A®

max
∑n

i=1 ci × xi



a · x ≤ b

xi ≤ bi ∀i

x ∈ Nn,µ w ´°º
�A®¨¬`¡°©G®³� z ¬¤�A®¨¦¨§E´�µ w «�¥�§n¦¨±¶�
h
x ®¯«� N�A¬�·Õµ�¬É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Ê�A®¨§E´°©E´'Æ

max
∑n

i=1 ci/ai × xi



a · x ≤ b

xi ≤ bi ∀i

x ∈ Nn.

.Ï�`¡ �A¬�§n©E¡Ñ�A¥�¥�©E«� /£`¡
ª9¥¹«�¬�©
MaxKS

 U«�±²±e¡v¥¹«�¬�©
MaxSubset Sum

ªN¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§W½°§n©E¡vµ�¡  /£`¡°© x /£`¡°©W¬��²«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®<á>à ��ÞÑÚ�� Ý���ÞUÝ°Ü¶ÙPÚ¨ÝÏág� Ø�Ù��NÝ��%ÞÂ
EØ
Ü~Ö¹ÚÐ�PÜ¶Ý��1�:à�â�×/Ý°¾�¿L«�§/�A±²±e¡°��§v�Nº�¡U  ® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡µ�«�±²¦¨�¤�A��§G�A¬ ¥¤�A©/�AÂ
©/�A¥�£`¡�Ã�¾ 4 ª��`«�¬`�,�Nº>«��`� ¥¤�A©n®¯´Lµ�¡~® w ¦¨��§E´°©E½°§,µ w ´°®³�A©nÂ
¦é©#®¯¡~º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
h
x ­¹«�©n�`´¢�A¬�·�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�� U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¯©E¡U�¶å

CGLO
æ¹Ô¹®³�¶�`«�¬�º�¡°®¨®¯¡Èµ�´°±¶�A©E /£`¡ z ¬`¡Ê�`«�¬`��´°º>« z ¬`«��`�L¦¯ °¦' U«��`�n¦¯�n§E¡ x©/�A¦¨§²Ì� /£`¡°©E /£`¡°©²µ�¡°¬�· «�¥�§n¦¨±¶��®¯«� N�A¬�·�Æ)®¯¡ ¥�©E¡°±²¦¯¡°©²µ�¡¶Ð:�&�U«�� z ¬`¡°®¯ U«�� z ¬`¡
ª)¥�¬�¦¯� ®¯¡»�E¡U U«��`µ µ`�A�¤�



Ä 3 3

® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡¶ U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§J�A¦¨©E¡»µ w «�­�Ò3¡°§E�ßµ�¡e®³�¸¥�©E¡°±²¦¯Ç°©E¡
¾7:Ñ¡U °¦Z� w ¡U�n§ �A¬�§n©E¡ z ¬ w ¬��`¡²Ð7�&�U«�� ��µ`�A¥�§E´U¡�A¬»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�µ�¡L�/��  x Ì x µ�«
�#µ w ´°®³�A©nÂ
¦¨©,®¯¡Ïº>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡¢µ w ¬��`¡L�/«�®¨¬�§n¦¯«��ÉÌß® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡� U«�±²¥�®¯´P±e¡°��§/�A¦¨©E¡'Æ�n¦`µ`�A�`�Z¬��e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡~µ�¡,�J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¯�J�A­�¦¨®é¦¨§E´
ª�µ�¡°¬�·e�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��`�  U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©/¡U�v¥¹¡°¬�º�¡°��§v½°§n©E¡G U«�± x¥¤�A©E´U¡U�~Ìß§E«�¬�§,¦¨�`�n§/�A��§Nª�«�¬É¡°�` U«�©E¡¢¥¹«�¬�©#®¯¡L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�µ w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�µ�«�±²¦¨�¤�A��§Nª�® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡� U«�±²¥�®¯´ x±e¡°��§/�A¦¨©E¡Ïµ�¡~�E«�±²±e¡°§E� µ w ¬��`¡Ï�E«�®¨¬�§n¦¯«��¶±²¦¨��¦¨±¶�A®¯¡L¡U�n§Z®¨¬�¦ x ±e½°±e¡Ï�/«�®¨¬�§n¦¯«��»��µ�±²¦¯�E�n¦¨­�®¯¡
ª �N��� w ¡U�n§v¥¤���®¯¡L N���Ñ¦¯ °¦'åEÝ��ª9������°×nà�Úfæ ¥�¬�¦¯� z ¬ w ¦é®À� w Å ��ª���¥�©n¦¯«�©n¦:ª��A¬` °¬��`¡L©/�A¦¯�E«�� z ¬`¡~® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡¢ U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡µ w ¬��`¡��E«�®¨¬�§E¦¨«��� U«��`�n§n¦¨§n¬`¡�¬��¤¡��E«�®¨¬�§E¦¨«��ç©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡
¾
�¢´5ÒEÌ z ¬¤�A§n©E¡�¦¨µ`´°¡U�Ï«���§Ï´°§E´ß´°º�« z ¬`´U¡U�<Æ`®¯¡U�~«�¥�§n¦¨±¶�

h
x ®¯«� N�A¬�· å��¨Ä
Ä�!%æPª`®¯¡U�~«�¥�§n¦¨±¶�

h
x ®¯«� N�A¬�·Õ±²¦ x

©E«�¦¨©E�#å��1Ã0!%æPªB®¯¡U�)«�¥�§n¦¨±¶�
h
x ®¯«� N�A¬�· �A®¨§E´°©E´U�#å�� ? !�¡°§[��� £�!%æO¡°§)®¯¡U�)«�¥�§n¦¨±¶�

h
x ®¯«� N�A¬�·Êµ`�A�`�)µ�¡°¬�·Ê¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

 U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¯©E¡U�Z«&�È¦¨®�� w �AÂ
¦¨©/�A¦¨§Nª
´°§/�A��§Zµ�«����`´Ñ¬��²«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®:ª�µ�¡Ñ®¯¡# U«�±²¥¤�A©E¡°©vÌÏ¬��²«�¥�§n¦¨±Ê¬�±
®¯«� N�A®<µ�¡L® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡� U«�±²¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©/¡�µ�¡¢�/«�®¨¬�§n¦¯«��`�,¡°§Gµ�¡L©E¡°��º�«BÅ�¡°©#�¤�A§n¬�©E¡°®¨®¯¡°±e¡°��§~®¯¡L±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©~µ�¡
 U¡U�kµ�¡°¬�·Ê«�¥�§n¦¨±¶��¾e:Ñ¡°©n§/�A¦¨�`�W¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�W�n¬�Â
Â>Ç°©E¡°��§k¬��`¡ �`«�§n¦¯«��È¡°�` U«�©E¡Ñµ�¦%ÁO´°©E¡°��§E¡#µ w «�¥�§n¦¨±¶�~®¯«� N�A¬�·Oª
¥¤����§/�A��§�¥¤�A©�®³�¸µ`´6�¤��¦¨§n¦¯«�� µ�¡È® w «�¥�§n¦¨±¶�A®¨¦¨§E´¶®¯«� N�A®¯¡ z ¬`¡²µ`�A�`��®³�¸µ�´��`��¦¨§n¦¯«�� ±e½°±e¡eµ�¬ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ª
µ`�A�`�#®¯¡L�/¡°�`�#µ�¡L®³�ß©E¡U�E§n©n¦¯ °§n¦¯«��Õµ�¡Ï® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡¢�E¡U�#�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�~ÌÊµ�¡U�,�E«�®¨¬�§n¦¯«��`� z ¬`¡Ï® w «��¸¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§
z ¬¤�A®¨¦��¤¡°©Êµ�¡��ÓØ&� á>Ø�ÜÈâ����/ÝJÞP¾�¿Ï«�¬`��¥¹¡°�`�E«��`� ÌÉµ�¡U��¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡°�Bª<§E¡°®¯�ß®¯¡²¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡ÉÚ¨Ø+
/à�Ú â�Þ°à �Râ7Ø&�
«�¬ ¡°�` U«�©E¡»µ w à�×UÙ°×EÝ

/Ø�ã2�N×nà&�1��á�Ý�ÖÓ×nØ¥¡UØ&�Óá�Ý°ã�×Z��ª�µ�«���§Ê®³�É©E´U�E«�®¨¬�§n¦¯«�� Ð:�A¦¨§ �A¥�¥¤�A©/�0/¯§n©E¡ ¬��`¡ µ�´°¥¹¡°� x
µ`�A�` U¡~¡°��§n©E¡~µ�¡°¬�·²§TÅ�¥¹¡U�vµ�¡Gµ�´U °¦¯�n¦¯«��<¾��W«�¬�©v®¯¡,¥�©E¡°±²¦¯¡°©Nª�«��¶µ�¦¯�n¥¹«
�/¡Gµ w ¬��  U¡°©n§/�A¦¨�¶�`«�±Ê­�©E¡~µ`¡G�n¦¨§E¡U�
�n¬�©~®¯¡U� z ¬`¡°®¯�~¥¹¡°¬�º>¡°��§Ï½°§n©E¡ß¥�®³�� U´U�Lµ�¡U�Ï U«��` U¡°��§n©/�A§E¡°¬�©E�¢¡°§Lµ�¡�§E¡°©n±²¦¨�¤�A¬�· Ì²©E¡°®¨¦¯¡°©¢�A¬�·ç U«��` U¡°��§n©/� x
§E¡°¬�©E�<Ô¤® w ¦¨�`�n§/�A®¨®³�A§n¦¯«��Áµ w ¬��  U«��` U¡°��§n©/�A§E¡°¬�©¢¡°��Â>¡°�`µ�©E¡Ê¬��  °«&«`§¾��·�¡
ª`¥�¬�¦¯�~®³�e®¨¦³�A¦¨�/«���µ w ¬���§E¡°©n±²¦¨�¤�A®
Ìß¬��É U«��` U¡P��§n©/�A§E¡°¬�©G¡°��Â>¡°�`µ�©E¡¢¬��¸ U«&«�§#Â>´°�`´°©/�A®¯¡°±e¡°��§,¥�©E«�¥¹«�©n§n¦¯«����`¡°®)Ìß®³�Êµ�¦¯�n§/�A�` U¡L®¯¡U�#�/´°¥¤�A©/�A��§Nª
�/�� /£¤�A��§ z ¬ w ÌÁ¬��  U«��` U¡°��§n©/�A§E¡°¬�©»¦¨�`�n§/�A®¨®¯´Õ«�� ¥¹¡°¬�§Nªvµ`�A�`�e®¯¡Õ N���e®¯¡É±e«�¦¨�`�¶©E¡U�n§n©E¡°¦¨��§NªZ©/�� U U«�©Eµ�¡°©
�A¬�§/�A��§�µ�¡ §E¡°©n±²¦¨�¤�A¬�· z ¬`¡Ê® w «��Áº>¡°¬�§<Æ¹® w ¡°��Ò3¡°¬ µ�¬Á¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡²¡U�n§��A®¯«�©E��µ�¡ µ�´U °¦¯µ�¡°© z ¬`¡°®¯�¢ U«��` U¡°� x
§n©/�A§E¡°¬�©E� ¡°§ z ¬`¡°®¨®¯¡U�Z®¨¦³�A¦¯�E«��`�Z§E¡°©n±²¦¨�¤�A® x  U«��¤ U¡°��§n©J�A§E¡°¬`© ¦é�¤�n§/�A®¨®¯¡°©vµ�¡G�E«�©n§E¡ z ¬`¡G /£¤� z ¬`¡,§E¡°©n±²¦¨�¤�A®¹�E«�¦¨§
©/�� U U«�©Eµ�´¸ÌÕ¬��  U«��` U¡°��§n©/�A§E¡°¬�©NªW¡°§  U¡¸ÌÕ±e«�¦¨�`µ�©E¡» U«&«�§N¾��<¡»�E¡U U«��`µ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¸ /£`¡°©E /£`¡
ªkµ`�A�`�Ê¬`�
Â
©/�A¥�£`¡  °«�±²¥`®¨¡°§È�A©E½°§E¡U� x º��A®¨¬`´ ¡P§Ê´°§/�A��§Êµ�«����`´¶¬�� �/«�±²±e¡P§

r
µ�¡¶ U¡²Â
©/�A¥�£`¡
ªkÌÉ¡°� ©E¡U U«�¬�º�©n¦¨©Ê®¯¡U�

�E«�±²±e¡°§E�Ê¥¤�A©ß¬�� �A©n­�©E¡ µ�¡e©/�� °¦¨�`¡
r
¡°§Êµ�¡e¥`©E«AÐR«��`µ�¡°¬�© ? z ¬�¦ �E«�¦¨§Êµ�¡¶±e«�¦¨�`µ�©E¡  U«&«�§N¾uô'� §E«�¬�§E¡

©n¦¨Â
¬`¡°¬�©NªÓµ�¡°¬�·ç�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�L�E«���§
h
x µ�¦¯�E§/�A��§E¡U�Ï�n¦)¡°®¨®¯¡ßµ�¦�ÁO´°©E¡°��§Ï¥¹«�¬�©~®¯¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ µ�¡�®¯«� N�A®¨¦¯�/�A§n¦¯«�� µ�¡

h
 /£`«�¦é· µ�¡  U«��` U¡°��§n©/�A§E¡°¬�©E�²¡°§Êµ�¡¶®¨¦³�A¦¯�E«��`�Ê§E¡°©n±²¦¨�¤�A® x  U«��` U¡°��§n©/�A§E¡U¬�©Nªk¥¹«�¬�©Ê®¯¡e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡»µ w �A©n­�©E¡

 U«�¬�º�©/�A��§Êµ�¡e¥�©E«AÐR«��`µ�¡°¬�© ? µ�¡
h
 /£`«�¦é· µ�¬ ¥¹Ç°©E¡¶µ�¡U�ß�E«�±²±e¡°§E�B¾ ¨ ©Nª< U¡°®³�Õ�/¡ÈÐ7�A¦¨§Ê�/�A�`�ß¡P·�¥�®¯«�¦¨§E¡°©

®³� �n§n©n¬` °§n¬�©E¡ÕÝ�� á�ÝPã
äÉ�MÝPÜÏÖ¤ÞÏµ�¡  U¡U�L¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�<Æ¹¬��¤¡ßÐ7«�¦¯� z ¬ w ¬��Á¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Èµ�¡  U«��` U¡°��§n©/�A§E¡°¬`©E�ßÌ
¦¨�`�n§/�A®¨®¯¡°©Ê¡U�n§Ê�A©n©E½°§E´
ª�«�� �/�A¦¨§�®¨¡°¬�©ß©/�� U U«�©Eµ�¡°©ß®¯¡U��§E¡°©n±²¦¨�¤�A¬�· Ì»±e«�¦¨�`µ�©E¡  U«&«�§ß¡°�¼§E¡°±²¥`��¥¹«�®¨Å��`« x
±²¦³�A®>ÔÓ¬��`¡ßÐ7«�¦¨�Ï®¯¡U�L�/«�±²±e¡°§E�Lµ`¡ß¥�©E¡°±²¦¯¡°©¢��¦¨º>¡N�A¬ å7�NÅ��A��§Ï¥¹«�¬�©L¥¹Ç°©E¡Ê®³�¶©/�� °¦¨�`¡

r
æGµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`´U�Bª¹«��

�/�A¦¨§ ®¯¡°¬�©È©/�� U U«�©Eµ�¡°©²®¯¡U�²�E«�±²±e¡°§E�È©E¡U�n§/�A��§E�NªWµ�¡ �`¦éº�¡N�A¬ µ�¡°¬�· µ`�A�`�È® w �A©n­�©E¡
ª'Ì�±e«�¦¨�`µ�©E¡É °«&«`§²¡°�
§E¡°±²¥`�Ê¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®:¾*:Ñ¡°®³�Õ§n©/��µ�¬�¦¨§ ®¯¡²Ð:�A¦¨§ z ¬`¡e§/«�¬�§E¡U�ß®¯¡U� µ�´U °¦¨�E¦¯«��`�Ê� w «���§Ê¥¤���ß±e½°±e¡¶º
�A®¯¡°¬�©<Æ�®¯¡



Ä 3 £

 /£`«�¦é· µ�¡U�È U«��` U¡°��§n©/�A§E¡°¬�©/�²¥¹«�¬�© ®¯¡»¥�©E¡°±²¦¯¡°©È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
ª' U¡°®¨¬�¦,µ�¡U�È�E«�±²±e¡°§E�²µ�¡ ¥�©E¡°±²¦¯¡°©²��¦¨º>¡N�A¬
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ªA�`¡#�E«���§k¥¤���'¡°�` U«�©E¡#­�¦¯¡°�e´°§/�A­�®¨¦¯�Nª
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�E¡°¦¨Â
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MaxSat

¡°§
Max 3−Sat

ª�±¶�A¦¯�v�A¬`�/�n¦`µ�¡,µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°© µ�¡U�Z¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�v °®¯¡PÐOµ`�A�`�Z®¯¡, N��µ�©E¡Gµ�¦�ÁO´°©E¡°� x
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ª
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µ�¡°Â
©E´Ï�n¬�¥¹´°©n¦¯¡°¬�©#µ�¡~µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´Lµ�¡G©/�A¥�¥�©E«� /£`¡°±e¡°��§Ñ�`«�� §n©n¦¨º�¦³�A®Óµ�¡Ïµ�¡°¬�·e¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ñ¡°�»µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª
¥¤�A©E U¡ z ¬`¡ç U¡É©/�A¥�¥¹«�©n§»¡P·�¦¨Â>¡Õ¬��`¡Õ¥�©E«N·�¦¨±²¦¨§E´Õ¥�®¨¬`�eÐ7«�©n§E¡ z ¬ w ¡°�  °®³���E�n¦ z ¬`¡Õ¡°��§n©/¡Õ®¯¡U�¶¡U�E¥¤�� U¡U� µ�¡
�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�N¾*¤Ï¦¨�`�n¦:ªk¦¨®,¡U�E§È¥¹«
�E�n¦¨­�®¯¡ z ¬`¡»® w «�� Ð:���E�E¡
ªk�/«�¬`� ® w �A��Â
®¯¡Õµ�¡¸ U¡¸©/�A¥�¥¹«�©n§NªZ�A¥�¥¤�A©/�0/¯§n©E¡É¥`®é¬¤�
µ�¡¶Ð:�A±²¦¨®é®¯¡U�²µ�¡ ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�NªW�/�A�`� �`´U U¡U�E�/�A¦¨©E¡°±e¡°��§²½°§n©E¡¸¡°� ±e¡U�n¬�©E¡»µ�¡ ©/�A¥�¥�©E«� /£`¡°©e¡°§ ©E¡°Â
©E«�¬�¥¹¡°©
 U¡U�eÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡U� ¡°� §E¡°©n±e¡�µ�¡ç °®³���E�E¡U�B¾T.~� «�­`�n§/�� °®¯¡�¡U�E�/¡°��§n¦¯¡°®LÌ ® w ´°§/�A­�®¨¦¯�E�/¡°±e¡°��§¸µ w ¬�� ©E´U�E¬�®¨§/�A§»µ�¡



Ä+£�Ä

 U«�±²¥�®¯´°§n¬`µ�¡ ¡°���A¥`¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Áµ�¦�ÁO´P©/¡P��§n¦¯¡°®é®¯¡
ª¹¡U�n§~®¯¡¢Ð:�A¦¨§ z ¬`¡�¥¹«�¬�©L U¡°©n§/�A¦¨�`�~¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Lµ�¡
NP

ª
®³� �`«�§n¦¯«��ç±e½°±e¡�µ�¡ÏÖ¹â�×EÝ�ÞUØ�Ú ã2�Râ7Ø&�¶¡U�n§,±¶�A®�µ�´��`��¦¯¡'Æ`¥�©E¡°�`«��`�G¥¹«�¬�©~¡P·�¡°±²¥�®¯¡�®¯¡�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

CDFAå��'Ø&��ÞPâ³Þ��MÝ��a��¹ Ý��MÝP×PÜÈâ8�`â�Þ��RâV
\[vâ8�¤â��MÝ<Ç~ãm�:Ø�Üeà �:àBæPª,µ�´U °©n¦¨§É¥¤�A©Õ¡P·�¡°±²¥�®¯¡ µ`�A�`�±� P £0!�Ô#¦¨®�� w �AÂ
¦¨§Nª,�n¬�©
¬��ø�A®¨¥�£¤�A­¹¡°§

Σ = {0, 1}
¡°§»´°§/�A��§»µ�«����¤´°�¸µ�¡°¬�· ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�¸µ�¡ç±e«�§E�

P ⊆ Σ? ¡°§ N ⊆ Σ? ªµ�¡Á U«��` U¡°º>«�¦¨©É¬��|�A¬�§E«�±¶�A§E¡¼µ�´°§E¡°©n±²¦¨��¦¯�n§E¡=�`�`¦� N�A¥¤�A­�®¯¡ µ w �� U U¡°¥�§E¡°©É®¯¡U�¸±e«�§E�Éµ�¡
P
ªÑ±¶�A¦¯�¸¥¤���

 U¡°¬�· µ�¡
N
ªÑÌ ® w �A¦¯µ�¡ µ w ¬�� ±²¦¨��¦¨±Ê¬�±�µ w ´°§/�A§E� å%§E«�¬�§¸�A¬�§n©E¡�±e«�§»µ�¡

Σ? ¥¹«�¬�º��A��§»½°§n©E¡ �� U U¡°¥�§E´«�¬ �`«��ÓæP¾ W ¬�¦#¥¹«�¬�©n©/�A¦¨§eµ�«����`¡°©e¡°� §E«�¬�§E¡¸©n¦¨Â
¬`¡°¬�©e¡°§È�J�A�`�È´ z ¬�¦¨º>« z ¬`¡»®¯¡ �¤«�±Ê­�©E¡Éµ w ´°§/�A§E�²µ w ¬��
�A¬�§E«�±¶�A§E¡ µ�´°§E¡°©n±²¦¨��¦¯�n§E¡��`��¦W�� U U¡°¥�§/�A��§

P
¡°§~�`«��

N
à&�AÝ�
ÈÚ¯ÝGÖÓÚ ã�Þ ág� ���:à �%Þ,Ö�ØAÞ/ÞPâ7ÙPÚ¯Ý
ÍA:Ñ¡ z ¬`¡�® w «��

º�¡°¬�§Z¡P·�¥�©n¦¨±e¡°©Z¦¯ °¦:ª>  w ¡U�n§'® w ¦¯µ�´U¡ z ¬`¡#®³�¢µ�´��`��¦¨§n¦¯«�� ånØ�ãeÚ¨à�
/Ø&�;�Óà�â�Þ/ÞUà&�1
JÝ>�Uã*� Ø&�ÕÝ��ÉàBækµ�¡U�'¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
Π = (max, IΠ, SolΠ,mΠ)

«�¬
Π = (min, IΠ, SolΠ,mΠ)

µ�¡
NPO

¡U�n§W¥¤�A©nÐR«�¦¯�'§n©E«�¥ÈÐ7�A¦¨­�®¯¡,«�¬²§n©E«�¥
¦¨±²¥�©E´U °¦¯�E¡Ï¥¹«�¬�©Ñ¥¹¡°©n±e¡°§n§n©E¡¢µ w �A¥�¥�©E´°£`¡°�`µ�¡°©,®³��©E´N�A®¨¦¨§E´L N�� /£`´U¡Lµ�¡°©n©n¦¯Ç°©E¡Ï®¯¡U�Ñ�E«�®¨¬�§E¦¨«��¤�Ñ«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡U�#µ�¬
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π = (min, IΠ, SolΠ,mΠ)
«�¬

Π = (max, IΠ, SolΠ,mΠ)
¾

:Ñ¡U�Zµ�¦éè¶ °¬�®¨§E´U�ÏåEÝ���Ú¨à�ÞJã�×MÖÓ×EÝ��Óà �a�MÝ�¡P×Pâ�Ú¨ØAÞJâ|�I�~á�ÝGÚ¨à�
EØ�ÜÈÜÈã2�Óà�ãm�I�,Þ�
°â:Ý��a�Râ Í[�°ã`Ý>�ßÚ�� �#9>à�×náÈá�Ý>
JÝ��V�MÝ
Ø�ã2�AÝP×��Rã�×/ÝÈá�ãÉ
�-�à�ÜÏÖ ág� â8�;��ÝJÞ��RâÐ9>à �Râ7Ø&�Áá�Ý�Ú¨à á�â�Þ�
°âXÖÓÚ â8�¹Ý/æv�`¡�µ�«�¦¨º>¡°��§G¥¹«�¬�©n§/�A��§G¥¤���,µ�´U U«�¬�©/�AÂ>¡°©~®¯¡U�
©E¡U /£`¡°©E /£`¡U�,�E¬�©Ñ U¡°§n§E¡Lº�«�¦¯¡
¾�� w ¬��¤¡Ï¥¤�A©n§Nª�® w �A¥�¥�©E«� /£`¡�µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡��E¡vÒ5¬`�n§n¦��¤¡Lµ w ¡°®¨®¯¡ x ±e½°±e¡�µ`�A�`�#®¯¡
 N��µ�©E¡Èµ�¡Ê®³�¶©E´U�E«�®¨¬�§n¦¯«��¼�A¥�¥�©E«� /£`´U¡e�Nº�¡U ßÂ��A©/�A��§n¦¯¡²µ�¡Ê¥¹¡°©3ÐR«�©n±¶�A�¤ °¡ZÆ¹¥¹«�¬�©� U¡°©n§/�A¦¨�`¡U��µ�´U °¦¯�n¦¯«��<ªÀ�E¡
�/�Nº�«�¦¨©Z�A¬`�E�E¦�®¯«�¦¨�eµ�¡Ñ®³�L¥�¦¨©E¡,�/«�®é¬`§n¦¯«�� z ¬`¡#¥�©E«� /£`¡Gµ�¡Ñ®³�¢�E«�®¨¬�§n¦¯«��¶«�¥�§n¦¨±¶�A®¯¡ßå

δΠ(I, T ) ≥ ωΠ(I)/2+

βΠ(I)/2
æ�¥¹¡°¬�§Z½°§n©/¡Ñ¥�®¨¬`�Z °©n¬` °¦³�A® z ¬`¡#µ�¡,�E¡#�/�Nº�«�¦¨©ZÌÏ±e«�¦¨§n¦¯´Gµ�¡Ñ® w «�¥�§n¦¨±Ê¬�±�å

ρΠ(I, T ) ≥ βΠ(I)/2
æP¾

� w �A¬�§n©E¡¶¥¤�A©n§Nª)� w ¦¨® ´°§/�A¦¨§ ­¹¡U�E«�¦¨� µ�¡e®³�çµ�´PÐR¡°�`µ�©E¡
ª�¦¨®Ñ�n¬�èe©/�A¦¨§Ê¥¹«�¬�©ÊÅÁ¥¤�A©nº�¡°��¦¨© µ�¡ �E¡e©E¡°±e´°±e«�©E¡°©
�`«�±Ê­�©E¡Ñµ w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡U�Z�A¥�¥�©E«� /£`´U�k¥¹«�¬�©W U¡v©/�A¥�¥¹«�©n§ z ¬�¦�«���§k´°§E´v§n©E«�¬�º�´U�#å��1Ã ? !%æPª9 U¡°©n§/�A¦¨�`�k�/¡Z­¤���/�A��§
�n¬�©ß®³�Õµ�´��`��¦¨§n¦¯«�� �nÅ���§/�9·�¦ z ¬`¡¶µ�¡U�ß¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�¸å���C £�!%æPª� U¡°©n§/�A¦¨�`� ´°Â��A®³�A��§È¡°§ �A±e´°®¨¦¯«�©/�A��§ ±e½°±e¡¶®¯¡U�
±e¡°¦¨®¨®¯¡°¬�©E�É©E´U�n¬�®¨§/�A§E�É °®³���E�n¦ z ¬`¡U�¸ U«�����¬`�É¥¹«�¬�©¸®¯¡U�»¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡U�Õ U«��` U¡°©n�`´U� å

MaxTSP
ÆÐ� P&¯ !MªÐ� P Ä�!%æPª

µ w �A¬�§n©E¡U�,¥¹¡°©n±e¡°§n§/�A��§Gµ w ¡°�Õ�A¥�¥�©E«� /£`¡°© z ¬�¦À�E«���§Ñ�`«�� x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡U�ÏÌß±e«�¦¨�`� z ¬`¡
P
� w ´°Â��A®¯¡

NP¡°�ß °®³���E�n¦ z ¬`¡Gå
MinC

Æe�1Ã�Ä�!�æ°ªNµ w �A¬�§n©E¡U��¡°�` U«�©E¡Z¥¤�A©nº�¡°�¤�A��§�±e½°±e¡vÌ,µ�¡U���E /£`´°±¶����µ�¦�ÁO´°©E¡P��§n¦¯¡°®¨�Ñå��1Ã
Ã�!%æP¾
�W�A© �A¦¨®¨®¯¡°¬�©E�Nª'®³� ©E´Uµ�¬¤ P§E¦¨«�� �9èe�`¡Õ¡U�n§²¬�� «�¬�§n¦¨® z ¬�¦:ª'¡°� ´°§/�A­�®¨¦¯�E�/�A��§¶µ�¡U�e °®³���E�E¡U�eµ w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡
ª
¥¹¡°©n±e¡°§¢µ�¡�©E¡°Â��A©Eµ�¡°©¢ U«�±²±e¡Ê¬�� �E¡°¬�®)µ�¡U�Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U� z ¬ w «��Á�A¬�©/�A¦¨§L¥�¬� °©E«�¦¨©E¡  U«�±²±e¡Êµ�¦�ÁO´°©E¡°��§E�Nª
©E´Uµ�¬�¦¯�/�A��§Ï¡°� z ¬`¡°® z ¬`¡��E«�©n§E¡�®³� §/�A¦¨®¨®¯¡ßµ�¡

NPO
ª`�E«�¬`�,®¯¡¢©E¡°Â��A©Eµçµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®:¾

¶T®GÐ7�A¬`µ�©/�A¦¨§¸�A¦¨�`�E¦~©E´�å¤´U /£�¦¨©ÉÌ ¬��`¡�µ�´��`��¦¨§n¦¯«��øµ�¡
NPO

z ¬�¦Ï�E«�¦¨§ �`«�� ¥¤���»�A©n§n¦��¤ °¦¯¡°®¨®¯¡
ª ±¶�A¦¯�
 U«�£`´°©E¡°��§E¡¼�Nº�¡U  ® w �A¥�¥�©E«� /£`¡ µ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡¼�A¬��E¡°�`�Éµ�¡ ®³�  U�A©J�� P§/´P©E¦¨�J�A§n¦¯«�� µ�¡ ®³� ¥�¦¨©E¡ �E«�®¨¬�§n¦¯«��<ª
¥¹«�¬�©L´°®³�A©nÂ
¦¨©L U«�±²±e¡ß¦¨®)�E¡ßµ�«�¦¨§~®³�²¥¹¡°©E�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡Êµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®¨®¯¡»ág� ã2� ÞJâ%ÜÏÖÓÚ¨ÝÈØ�ãm�Râ�Úkág� ���9à
Ú�ã�à �Râ7Ø&�¸µ�¡U�
�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡U� ¡°§ßµ�¡U�ß¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U� ÌÁã2�¹Ýx�Nâ�ÞJâ7Ø&�_
EØ�ÜÏÖÓÚ¯Û��MÝßµ�¡²® w �A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡ ¡°§Êµ�¡
® w �A¥�¥�©E´°£`¡°�`�n¦¯«�� µ�¡

NPO
¾
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¿L«�¬`��¥�©E´U�E¡°��§E«��`��¦¯ °¦'®¯¡U��µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§E��¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�ß´°º�« z ¬`´U���A¬¼ U«�¬�©E�ßµ�¡² U¡È§n©/�Nº
�A¦¨®'¥¤�A©�®¯¡È­�¦³�A¦¯�
µ w ¬��`¡¼µ�´��`��¦¨§n¦¯«�� �� U U«�±²¥¤�AÂ
�`´U¡ µ�¡  U¡°©n§/�A¦¨�`�É©E´U�E¬�®¨§/�A§E�Õµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ª~¡°�|�E¡Á®¨¦¨±²¦¨§/�A��§Õ§E«�¬ x
§E¡PÐ7«�¦¯�ÁÌ�® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� Ì�©/�A¥�¥¹«�©n§Á U«��`�E§/�A��§N¾�¤Ï¬`�E�n¦Ê¦¨��º�¦¨§E«��`� x �`«�¬`��ÐR«�©n§E¡°±e¡°��§Á®¯¡ ®¯¡U °§E¡°¬�©¼Ì
 U«��`�n¬�®¨§E¡°©�®¯¡ §n©EÇU�� U«�±²¥�®¯¡°§ß¡°§¢§E«�¬�Òn«�¬�©E�ßÌßÒn«�¬�©� U«�±²¥¹¡°�`µ�¦¨¬�± µ�¡x: ©E¡U�E U¡°��bU¦v¡°§D@��A��� Ì ® w ��µ�©E¡U�E�E¡
ó¾ôlô¾õaö´÷l÷cø¾øløaùsúpûQü�û7ùsý¾ôlóþù£ÿ��¾÷��������	��
¾÷�õ
��
����
�������¾ÿ ô�÷ ¥¹«�¬�©É¥�®¨¬`�Éµ�¡Á¥�©E´U °¦¯�n¦¯«��`�Õ U«��` U¡°©n�¤�A��§ç U¡U�
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Ï¡°§,®¯¡U�,©E´PÐ7´°©E¡°�` U¡U�~µ�¡U�Gµ�¦�ÁO´°©E¡°��§E�G©E´U�n¬�®¨§/�A§E� z ¬�¦<� w Å ©/�A¥�¥¹«�©n§E¡°��§N¾EJ)«�¬`�,®¯¡U�,©E´U�E¬�®¨§/�A§E�,�`´ x
Â��A§n¦éÐ7��´°�`«��` U´U�ß�E«���§� U«��`µ�¦¨§n¦¯«����`´U��¥¤�A©�¬��`¡²£�Å�¥¹«�§n£`ÇU�E¡ÈÐR«�©n§E¡²µ�¡² U«�±²¥�®¯¡P·�¦é§/´eµ�¡È§TÅ�¥¹¡

P 6= NP
¾

¤,§n§E¡°��§n¦¯«��<ª�®¯¡U� ©E´U�n¬�®¨§/�A§E�Ñµ�«����`´U� ¥¹«�¬�©Ñ®¯¡U�v©/�A¥�¥¹«�©n§E�# °®³���E�n¦ z ¬`¡~¡°§Ñµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡P®:ª�¥¹«�¬�© ®¯¡U�v¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
µ�¡¢±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��� U«�±²±e¡�µ�¡�±²¦¨��¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��<ª¤ U«��`�n¦¯µ�Ç°©E¡°��§~®¯¡U�,©/�A¥�¥¹«�©n§E�

ρ′
¡°§
δ′
¦¨��º�¡°©E�E¡U�Gµ�¡U�,©/�A¥ x

¥¹«�©n§E�
ρ
¡°§
δ
¥�©n¦¯�G U«�±²±e¡�©E´PÐ7´°©E¡°�` U¡�µ`�A�`�G U¡�µ�«� °¬�±e¡°��§Nª¤¡°§G U¡U °¦�µ`�A�`�,¬��Õ­�¬�§Gµ�¡� U«�£`´°©E¡°�` U¡Ê�Nº�¡U 

®¯¡� U«�±²¥¹¡°�`µ�¦¨¬�±|Æ

ρ′Π(I, λA(I)) =

{
βΠ(I)/λA(I)

�n¦
optΠ = min,

λA(I)/βΠ(I)
�n¦
optΠ = max

δ′Π(I, λA(I)) = (ωΠ(I)− βΠ(I)) / (ωΠ(I)− λA(I)) .

ê w �AÂ
¦¯�E�/�A��§,µ�¡Ï®³��±e¡U�E¬�©E¡L °®³���E�n¦ z ¬`¡
ª�«��¸µ�¦¨©/� z ¬ w ¬��»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Π
¡U�n§

ρ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡�Ìß©/�A¥�¥¹«�©n§

r¡°§ � w �AÂ
¦¯�E�/�A��§ µ�¬¶©/�A¥�¥¹«�©n§Ñµ�¦�ÁO´P©/¡P��§n¦¯¡°®7ª z ¬`¡
Π
¡U�n§

δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡¢Ì¢©/�A¥�¥¹«�©n§

r
¾ ¨ �¶¥¤�A©n®¯¡°©/��ª�¥¹«�¬�©

®¯¡ ©/�A¥�¥¹«�©n§
R
 °®³���E�n¦ z ¬`¡Ñ«�¬Èµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:ª
µ�¡

NPO[R]
å5×EÝJÞ:ÖJµ�µ w

APX[R]
æ x  U«�±²¥�®¯´°§E¬`µ�¡,«�¬²µ�¦éè¶ °¬�®¨§E´

º�¦¯� x Ì x º�¦¯�ßµ w ¬��`¡¶©E´Uµ�¬` °§n¦¯«�� ¥�©E´U�E¡°©nº
�A��§ß®¯¡U�Ê�E /£`´°±¶���Êµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���å5×EÝJÞMÖ§µ�® w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� Ì
©/�A¥�¥¹«�©n§¸ U«��`�E§/�A��§JæP¾��k«�¬�©¸¡P·�¥�©n¦¨±e¡°©»®³�¼�`«����A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�¦¨®¨¦¨§E´¼Ì¼©/�A¥�¥¹«�©n§¸ U«��`�n§/�A��§É�A¬ø�E¡°�`�»µ�¡
®³� ±e¡U�n¬`©E¡

r
ª,«����`«�§E¡°©/�

¬APX[R]
Ô#® w £�Å�¥¹«�§n£`ÇU�E¡¼µ�¡  U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´ å%Â>´°�`´°©/�A®¯¡°±e¡°��§

P 6= NP
æ

 U«��`µ�¦¨§E«����¤�A��§L U¡°§n§E¡ß���E�/¡P©E§n¦¯«��Õ�/¡°©/� §E«�¬�Òn«�¬�©E�G«�±²¦¯�/¡
¾
¿L«�¬`�<�E´°¥¤�A©E«��`�<®¯¡U�O¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡U�)¡°��®¯¡U�O§n©E«�¦¯�� N�A§E´°Â>«�©n¦¯¡U�

“
ÖÓ×nØ�ÙPÚ¨Û°ÜeÝPÞÑá>à ��ÞZÚ¨ÝPÞu9�×nàPÖa-�ÝJÞ

”
ª
“
ÖÓ×nØ�ÙPÚ¨Û°Ü¶ÝJÞ



Ä+£ 4

á�Ý~Ö¹×nØ�9
×nà�ÜÈÜeà �RâRØ � Ú�â����Eà�â%×EÝ
”
¡°§

“
ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶ÝJÞ²á�Ý Ú¨Ø�9�âV�°ã`Ý

”
ªÀ�E¡°®¯«���®³�eÐ7�&�U«��Áµ�«���§L¦¨®k¡U�n§Ï®¯¡Ê¥�®¨¬`�Ï�¤� x

§n¬�©E¡°®�«�¬É®¨¡¢¥�®¨¬`�G U«�¬�©/�A��§Ïµ�¡¢®¨¡U�,©E¡°¥�©E´U�E¡°��§E¡°© å,
�-�àe�°ã`ÝGÖÓ×nØ�ÙPÚ¨Û°ÜeÝÈà&$>à&�a�ÀÖÓÚ�ã�ÞJâ:ÝPã�×/Þ�×EÝMÖ¹×��JÞUÝ��a�:à �Râ7Ø&��Þ
Ö`ÝP×��Râ8�¹Ý��a�MÝJÞ Ý��;�Nâ�Þ°à+9�Ýnà�Ù°Ú¨ÝPÞÈÝ��#Ý��;�Bâ³ÞUà+9��/ÝJÞ,Ö�Ø�ã�×ßÚ¨ÝPã�×�×E�JÞ°Ø�Ú ãm�RâRØ&��æP¾
` ùÀú,û ó/üZý�õ'ô ö ð��Êô|óEõ'ô��Gù¹ð,÷ÈÿÊõ'ô
f S°d�KÑÜ
�çâ��`â%Ü ã�Ü ¹ÊØ�ÜÈâ8�Óàe�Râ8� 9baOÝ��7ª�¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�«�±²¦¨�¤�A��§Nª

¬APX
ª
APX[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w

¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡
G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ¤�/«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡Êµ�¡Ê�E«�±²±e¡°§E�

U ⊆ V
º�´°©n¦��Ó�A��§Ï¥¹«�¬�©L§E«�¬�§L�E«�±²±e¡°§

v
µ�¡

V
Æ

“v ∈ U
«�¬

<{v}, U >6= ∅”
Ña¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ`¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�µ�«�±²¦¨�¤�A��§

U
µ�¡�§/�A¦¨®é®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±

��� ù s�{|wu�;{�v+y1w
MinDS −B

Æ�µ�¡°Â
©E´U�G­¹«�©n�`´U�G¥¤�A©
B
ª
δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ÊÌ

B
¥¤�A©

LSAc wgyaz+r��
ρ
x ¡°§

δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ÊÌ ? ¥¤�A©

LSA
åR«�¥�§n¦¨±¶�²±²¦¨©E«�¦¨©E�ßÄ x ®¯«� N�A¬�·Àª¤ /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ÊÃ>æ ®

f S°d Ted
�çâ��`â%Ü ã�Ügf`ÝP×��MÝnäM�'Ø&�AÝ°×Pª` U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡ßµ�¡��E«�±²±e¡°§E�Bª

APX − c
ª
¬APX[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w

¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡
G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡��/«�±²±e¡°§E�

U ⊆ V
§E¡°® z ¬`¡

E =<U, V >a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ` U«�¬�º>¡°©n§n¬�©E¡ßµ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±
��� ù s�{|wu�;{�v+y1wuv
MinV C−B

ÆBµ�¡°Â
©E´U�)­¹«�©n�`´U��¥¤�A©
B
ª
ρ
x ¡°§

δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡#Ì

B
¥¤�A©

LSA
åR«�¥�§n¦¨±¶�ßÄ x ®¯«� N�A¬�·Àª �¨Ä
Ä�!Mª

 /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ÊÃ>æPª
APX − c

¥¹«�¬�©
B ≥ 3

� P04 !
f P�oihQÜ
� àNä
â�ÜÈã�Ü ¸6�Óá�ÝMÖ�Ý��Óá>à&�a�jaOÝ��7ª��E§/�A­�®¯¡¢±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª

¬APX
ª
¬APX[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w

Ò�ÓEÔ ÛªãIâEá�á Ü�Ý�Ý�Ü�Ý�â�Û Ô äIâEä#Ù Ô Ûªá Ô ¦0ãÂÖ0Ü´¦ ÀxØ Ô ¦�Ølk�Ü�Û0ØVÜ�ß�à0Ý�Ü�ØÂÖ�ÜDØ Ô ß�ß�Ü(ä#Ø X Ü(ä Y µ < X,Y >= {xy ∈ E/x ∈
X Ü(ä y ∈ Y }±+Ó ¦0Û LSA ¶nm�o9prq;s
tQ¹uqY·lpYvHwxs yzoY·Y{}|~v*�7¿nÜ�Ø|ä8¦�Û�â6Ý�Ú Ô ã#Ùºär��ß�Ü�Ö0Ü�ã#Ü¥ªY�0Ü(ãºªY��Ü*Ý Ô ª,âEÝ}¶rp��w½0á�âEãIâEÚ6ãIâ6á���Ü Æ�Ó�Ò�Ó�Ò ¿



Ä+£ �

¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡
G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡��/«�±²±e¡°§E�

U ⊆ V
§E¡°® z ¬`¡

<U,U >= ∅a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ`¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡��E§/�A­�®¯¡�µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±
��� ù s�{|wu�;{�v+y1wuv
Max IS − B

ÆOµ�¡°Â
©E´U��­¹«�©n�`´U��¥¤�A©
B
ª
ρ
x ¡°§

δ
x �A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A­�®¯¡ Ì

B
¥¤�A©

LSA
åR«�¥�§n¦¨±¶� Ä x ®¯«� N�A¬�·Oª

�¨Ä
Ä�!Mª� /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ÊÃ>æPª
APX − c

¥¹«�¬�©
B ≥ 3

� P04 !
MaxRIS

Æ}� àBäÀæ~ÝV9
ã�Ú¨à�×��5á�Ý#9
×EÝ/Ý�¸%aÓª�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡��n§/�A­�®¯¡�µ`�A�`�,¬��ÕÂ
©/�A¥�£`¡�©E´°Â
¬�®¨¦¯¡°©ßâ#µ�Ý+µ`µ�«���§,®¯¡U�
�E«�±²±e¡°§E�~�E«���§G§E«�¬`�Gµ�¡�±e½°±e¡�µ�¡°Â
©E´

∆

MaxWIS
ÆE� àNä:�ÈÝ°â�9&- �MÝnáÀ¸%aÓª��E«�±²±e¡°§E�#¥¹«��`µ�´°©E´U�Nª�¦¨®ÓÐ:�A¬�§Ñ±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡°©#®³� �E«�±²±e¡¢µ�¡U�Ñ¥¹«�¦¯µ��,µ�¡U�

�E«�±²±e¡°§E�~µ w ¬��ç�n§/�A­`®¨¡�µ`�A�`�
G

f P�o�dªN
� àNä
â�ÜÈã�Ü �kÚ â|�Uã�Ý°ª` °®¨¦ z ¬`¡�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±
� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡

G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡��/«�±²±e¡°§E�
U ⊆ V

§E¡°® z ¬`¡
<U,U >= U × Ua¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ` °®¨¦ z ¬`¡�µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡�±¶�9·�¦é± ¬�±c wgyaz+r��

�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��ç¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡ßÌ² U¡°®¨®¯¡�µ�¡
Max IS

�E«�¬`�,§E«�¬�§G©/�A¥�¥¹«�©n§
f P�oðÜ,I
� àNä
â�ÜÈã�Ü�aÀÝ���"Gàe
«�Bâ�� 9
ª¤ U«�¬�º�¡°©n§n¬�©E¡�µ`�A�`�G¬��Õ£�Å�¥¹¡°©nÂ
©/�A¥�£`¡
� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��`¡LÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡

C = {c1, ..., ci, ..., cn}
µ w ¡°�`�/¡P± ­�®¯¡°�¾�`��¦¯�a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡

D ⊆ C
µ w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�

ci
µ�¡°¬�·ÕÌÈµ�¡°¬�·Éµ�¦¯�7Ò3«�¦¨��§E�a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ`�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ßµ w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�~µ�¦¯�7Ò3«�¦¨��§E�Gµ`¡¢§/�A¦¨®¨®¯¡�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±c wgyaz+r��

�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��ç¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡ßÌ² U¡°®¨®¯¡�µ�¡
Max IS

�E«�¬`�,§E«�¬�§G©/�A¥�¥¹«�©n§
f S°dih0K�Ü
�çâ��`â%Ü ã�Ü ¸6�Óá�ÝMÖ`Ý��¹á>à&�a�u¹ÊØ�ÜÈâ8�Óà �Râ�� 9�aÀÝ��7ª�¡P�¤�E¡°±Ê­�®¯¡¢µ�«�±²¦¨�¤�A��§,�E§/�A­�®¯¡Ï±²¦¨��¦¨±Ê¬�±Õª

NPO− c
� 4 ��!

¡°§���� P !%æPª
¬APX[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w



Ä+£ C

¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡
G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡��/«�±²±e¡°§E�ÏÌ ®³� ÐR«�¦¯�G�n§/�A­�®¯¡�¡°§~µ�«�±²¦¨�¤�A��§a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ`�E«�®¨¬�§n¦¯«��Õ©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡ßµ�¡¢§/�A¦¨®¨®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±

��� ù s�{|wu�;{�v+y1w
MinWIDS

Æ��çâ����ÈÝ°â�9�-2�MÝnáª¸,¹�a¹ª¤�E«�±²±e¡°§E�L¥¹«��`µ`´P©/´°�BªÓ¦¨®)Ð7�A¬�§L±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡°©¢®³�¶�E«�±²±e¡ µ�¡U�L¥¹«�¦¯µ��
µ�¡U�G�/«�±²±e¡°§E�~µ w ¬��ç¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�µ�«�±²¦¨�¤�A��§Ï�E§/�A­�®¯¡�µ`�A�¤�

Gc wgyaz+r��
´°Â��A®¯¡°±e¡°��§²�A¥�¥¹¡°®¯´

MinMal IS
�çâ8�¤â�ÜÈã�Ü � àNä�â%Üeà�Ú�¸6�¹á�ÝMÖ`Ý��Óá�Ý��a��aÀÝ��7ª��n§/�A­�®¯¡¶±¶�9·�¦¨±¶�A® ±²¦¨��¦ x

±Ê¬�± å%§E«�¬�§~�E§/�A­�®¯¡¢±¶�9·�¦¨±¶�A®�´°§/�A��§Ïµ�«�±²¦¨�¤�A��§Jæ¹Ô`�`«��
δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ Ì ±²¦¯¡°¬�· z ¬`¡ ¯ �¨Ä+C0!

f P�o�d��
� àNä
â�ÜÈã�Ü �'Ø�ÜÏÖÓÚ¯Ý��MÝ  ,âXÖ�à�×��Râ|�MÝ��|9�×nàJÖa-�ªÓ�E«�¬`� x Â
©/�A¥�£`¡�­�¦¨¥¤�A©n§n¦) U«�±²¥�®¯¡°§
� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡

G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³Þ°à�ÙPÚ¨ÝÑÆZµ�¡°¬�·��E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­`®¨¡U�»µ�¦¯�RÒ3«�¦¨��§E�
U1
¡P§

U2
µ�¡

V
z ¬�¦,Ð7«�©n±e¡°��§¶¬�� Â
©/�A¥�£`¡

­�¦¨¥¤�A©n§n¦) U«�±²¥�®¯¡°§�â#µ�Ý�µ�§E¡°®¯� z ¬`¡
< U1, U2 >= U1 × U2

¡°§
< U1, U1 >=< U2, U2 >= ∅a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ`�E«�¬`� x Â
©/�A¥�£`¡�­�¦¨¥¤�A©E§n¦� U«�±²¥�®¯¡°§Ï�n¬�©

U1
¡°§
U2

z ¬�¦<±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡
|U1|+ |U2|

f P�o�dªY�\
� àNä
â�ÜÈã�Ü �kãm�7ª� U«�¬�¥¹¡�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª

APX − c
� P04 !Mª

APX[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡

G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡��/«�±²±e¡°§E�
U ⊆ Va¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ`¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

U
µ�¡��/«�±²±e¡°§E� z ¬�¦O±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡

| <U, V \U > |c wgyaz+r��
ρ
x ¡°§

δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ÊÌ ? ¥¤�A©

LSA
åR«�¥�§n¦¨±¶�ÕÄ x ®¯«� N�A¬�·Oªg�¨Ä
Ä�!Mª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ÊÃ>æ

f S°d���� Ü
�çâ��`â%Ü ã�Ü�[)ÝEÝEá�ÙEàe
«�Àò,á+9�Ý�aÀÝ��7ª�¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±�µ w �A©E½°§E¡U�G©E¡°§E«�¬�©Nª

APX[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡

G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×E�nà�Ú â�Þ°à�ÙPÚ¯Ý ÆZ�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡çµ w �A©E½°§E¡U�
F ⊆ E

§E¡°® z ¬`¡É§E«�¬�§  °Å� °®¯¡Õµ�¡
G
¡°±²¥�©n¬���§E¡��A¬

±e«�¦¨�`�G¬��`¡ß�A©E½°§E¡�µ�¡
F



Ä+£ P

a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ`¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�µ w �A©E½°§E¡U�~©E¡°§E«�¬�©
F
µ�¡¢§/�A¦¨®¨®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±

��� ù s�{|wu�;{�v+y1w
MinDFES

å��çâ8�<¹�â%×EÝ�
��MÝEáb[7ò�a�æ¹Æ�Â
©/�A¥�£`¡ß«�©n¦¯¡°��§E´
ª
APX − h

��� C�!c wgyaz+r��
δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ Ì ? ¥Ó�A©

LSA
å7«�¥�§n¦¨±¶�ÉÄ x ®¯«� N�A¬�·Oª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 æ

f S°d����ÛÜ
�çâ��`â%Ü ã�Ü�[)ÝEÝEá�ÙEàe
«����ØBá�Ý�aÀÝ��7ª�¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±�µ�¡��/«�±²±e¡°§E�G©E¡°§E«�¬�©Nª

APX − c
�¨Ä ? !

� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡

G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡��E«�±²±e¡°§E�
U ⊆ V

§E¡°® z ¬`¡¢§E«�¬�§~ °Å� °®¯¡�µ�¡
G
¡°±²¥�©n¬���§E¡Ê�A¬

±e«�¦¨�`�G¬��ç�E«�±²±e¡°§~µ�¡
Ua¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ`¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡��E«�±²±e¡°§E�G©E¡°§E«�¬�©

F
µ�¡�§/�A¦¨®¨®¨¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±

��� ù s�{|wu�;{�v+y1wuv
MinFNS − B

Æ �E«�±²±e¡°§E�¸µ�¡�µ�¡°Â
©E´�­¹«�©n�`´�¥¤�A©
B
ª
δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦é±¶�A­`®¨¡¼Ì

(B + 2)/2
¥¤�A©

LSAåR«�¥�§n¦¨±¶�ÕÄ x ®¯«� N�A¬�·Àª¤ /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 æ
MinDFNS

å��çâ���¹�â�×/Ý,
+�MÝná�[���a�æ¹Æ�Â
©/�A¥�£`¡ß«�©n¦¯¡°��§E´
ª
APX − h

��� C�!c wgyaz+r��
� w ¡U�n§G¥¤���,��¦�µ`�A�`�

GLO
ª���¦�µ`�A�`�

GLO[δ]
åR /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 æ

f S°dðÜ�d
�çâ��`â%Ü ã�Ü�aÀÝ����'Ø �AÝP×°ª` U«�¬�º>¡°©n§n¬�©E¡ßµ w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
ª

¬APX
ª
¬APX[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w

¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��`¡LÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡
S = {s1, ..., si, ..., sn}

µ`¡��E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�~µ w ¬��ç¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡D�`��¦
Ca¹Ø�Ú ãm�RâRØ&�Á×E�nà
Ú�â�Þ°à�Ù°Ú¨Ý Æ`¬��`¡Ê U«�¬�º>¡°©n§n¬�©E¡ µ�¡�® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

C
å5â#µ�Ý+µÓ¬����E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

S′ ⊆ S
µ�¡Ê�E«�¬`� x

¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�~µ w ¬��`¦¨«��
C
æa¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡� U«�¬�º>¡°©n§n¬�©E¡ßµ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±

��� ù s�{|wu�;{�v+y1w
MinSC −B

Æ��E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�
sj
µ�¡L§/�A¦¨®¨®¯¡��A¬É¥�®¨¬`�

B
ª
δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ßÌ

B + 1
¥¤�A©

LSA
åR«�¥ x

§n¦¨±¶�ÉÄ x ®¯«� N�A¬�·Oª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 æ
MinSC −∆

Æ�®¯¡U�G´°®¯´°±e¡°��§E�
ci
�A¥�¥¤�A©/�A¦¯�E�E¡°��§Ïµ`�A�`�~�A¬Õ¥�®¨¬`�

∆
�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

MinRSSC
Æ�®¯¡U�G�E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�

sj
�/«���§,§E«�¬`�~µ�¡¢±e½°±e¡�§/�A¦¨®¨®¯¡



Ä+£ 3

MinWSC
Æ�®¯¡U�G�E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�

sj
�E«���§,¥¹«��`µ�´°©E´U�G¥¤�A©~µ�¡U�G¡°��§n¦¯¡°©E�

p1, ..., pn
ª�¦¨®<� w �AÂ
¦¨§Gµ�¡�µ�´°§E¡°© x

±²¦¨�`¡°©�¬��`¡² U«�¬�º>¡°©n§n¬�©E¡
S′

z ¬�¦'±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡²®³�»�/«�±²±e¡²µ�¡U�¢¥¹«�¦¯µ��ßµ�¡U���E«�¬¤� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡²µ�«���§ß¡°®¨®¯¡²¡U�n§
 U«��`�n§n¦¨§n¬`´U¡
f S°d��ÛÜ
�çâ��`â%Ü ã�Ü�x¢â|�V�Râ�� 9baÀÝ��7ª�¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡�§n©/�A�`�nº�¡°©E�/�A®
� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��`¡LÐ:�A±²¦¨®¨®¯¡

C = {c1, ..., ci, ..., cn}
µ�¡��E«�¬`� x ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡U�~µ w ¬��ç¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡��`��¦

Sa¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×E�nà
Ú�â�Þ°à�ÙPÚ¯Ý Æ¹¬��¼¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡È§n©J�A�`�nº>¡°©E�J�A®Gå5â#µ�Ý+µO¬�� �E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
T ⊆ S

z ¬�¦Z °«���§n¦¯¡°��§�¬��
´°®¯´°±e¡°��§L�A¬É±e«�¦¨�`�~µ�¡� /£¤� z ¬`¡��E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

ci
æa¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��É§n©/�A�`�Eº>¡°©E�/�A®�µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±c wgyaz+r��

�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��ç¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡ßÌ² U¡°®¨®¯¡�µ�¡
MinSC

�E«�¬`�,§E«�¬�§G©/�A¥`¥¹«�©n§
f S°d�d
�'Ø�Ú¨Ø�×nà �Râ7Ø&�á�çâ��`â%ÜÈã�Ü²ª

¬APX
ª
APX[δ]\PTAS[δ]

�1Ã ? !
� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��ÉÂ
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡

G(V,E)a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&��×��Eà�Ú â³Þ°à�ÙPÚ¯ÝvÆk¬��`¡ ¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��
S = {V1, ..., Vq}

µ�¡ ® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
V
µ�¡U�²�E«�±²±e¡°§E�È¡°� �E«�¬`� x

¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�~�E§/�A­�®¯¡U�a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«���µ�¡¢§/�A¦¨®¨®¯¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±c wgyaz+r��
δ−
�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡È¥¤�A©

LSA
Ì ?  U«�±²±e¡È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡²µ�¡ ¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±e¡U��§�£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡ÕåR«�¥�§n¦¨±¶�ÁÄ x

®¯«� N�A¬�·Oª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 æ
f S°d�M�Ü�I
�çâ��`â%Ü ã�Ü y ×nà&��ÝPÚ�â�� 9ba¹à�Ú¯ÝJÞJÜeà&�
"Ñ×nØ�ÙPÚ¯ÝPÜ²ª�º�«BÅ��AÂ>¡°¬�©,µ�¡¢ U«�±²±e¡°©E U¡
ª

NPO− c
� P&? !Mª

APX[δ]
� P&¯ !

� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ

(G(V,E), d)
Â
©/�A¥�£`¡ß�n¦¨±²¥�®¯¡ß�A©E½°§E¡U� x º
�A®¨¬`´a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&�Õ×��Eà�Ú â�Þ°à�ÙPÚ¯Ý Æ

T ⊆ E
§E¡°® z ¬`¡

T
Ð7«�©n±e¡Ï¬�� §E«�¬`©#�n¬�©

V
ª�µ�¡~º
�A®¯¡°¬�©Ñ®³�Ê�E«�±²±e¡Lµ�¡U�#µ�¦¯�n§/�A�` U¡U�

µ�¡U�~�A©E½°§E¡U� z ¬�¦O®¯¡� U«��`�n§n¦¨§n¬`¡°��§a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�§E«�¬�©~µ�¡� U«&«�§G±²¦¨��¦¨±Ê¬�±
��� ù s�{|wu�;{�v+y1w



Ä+£ £

Min∆TSP
ÆG®¯¡U� µ�¦¯�n§/�A�` U¡U� º>´°©n¦��¤¡°��§ ® w ¦¨�`´°Â��A®¨¦¨§E´ §n©E¦¯�A�`Â
¬�®³�A¦é©/¡
ª��A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ Ì�©/�A¥�¥¹«�©n§ Ãeú ? ª

APX − c
� P ��!

MinTSPab
Æ�µ�¦¯�E§/�A�` U¡U�,Ì�º��A®¯¡°¬�©#µ`�A�`�

{a, b}
¥¹«�¬�©#µ�¡°¬�·¶©E´U¡°®¯�

a < b
ª��A¥�¥�©/«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡�Ì P ú&Cß¥¹«�¬�©

a = 1
¡°§
b = 2

ª
δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ Ì 4 ú�ÃÕåR /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�£>æc wgyaz+r��

δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ÈÌ ? ¥¤�A©

LSA
å%º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

2− opt
ª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 ¡°§Ï /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 3 æPª

δ−
�A¥�¥`©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡

Ì²Ãeú ? � P&¯ !
f P�o�M�Ü�I
`v¡°©E�n¦¯«��É±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«���µ�¬Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�¥�©E´U U´Uµ�¡°��§Nª

APX
ª
APX[δ]��~u~��0y2øg{|÷±�mz�{�y�w

¤Ï¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ÈÌ²©/�A¥�¥¹«�©n§ 4 ú�Ã²¥¹«�¬�©Ï®¯¡ß N���~�`«���«�©n¦¯¡°��§E´
ªnC
Ãeú�Ã 3 ¥¹«�¬�©~®¯¡ß N���Ï«�©n¦¯¡°��§E´
ªÀÌ P ú 3 ¥¹«�¬�©
®¯¡ç N���¶¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©»­�¦¨º
�A®¨¬`´

MaxTSPab
Ô
ρ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ÁÌ ? ¥¤�A©

LSA
å%º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

2 − opt
ª

 /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 æ¹Ô�©E´U�n¬�®¨§/�A§E�~µ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡P®¯�~¦¯µ�¡°��§n¦ z ¬`¡U�ÏÌÈ U¡°¬�·Õµ�«����`´U�G¥¹«�¬�©G®³� º�¡°©E�n¦¯«��Õ±²¦¨��¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��
` ùÀú,û ó/üZý�õ'ô ö õ ÷ÊùÀú��,ùÀð~ýòý�ð[B ¼ ú�� ó ¼ �!F'ð ¼ ù¹õ
f S°d�I�ì����7�IH��
"Ñ×nØE9>à�ÜÈÜeà �Râ7Ø&�<)Wâ����Eà�â�×/ÝÊÝ��

{0, 1}
ª
NPO − c

� P&? !Mª
¬APX[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w

¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ¤¬��`¡ß±¶�A§n©n¦¯ U¡
A m × n

Ì¶ U«�¡Pè¶ °¦¯¡°��§E�¢µ`�A�`�
Z
ª`¬���º�¡U °§E¡°¬�©

b
µ�¡

Nm ª`¬���º�¡U °§E¡°¬�© c µ�¡
Nna¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ�¬��Õº>¡U °§E¡°¬�©

x
µ�¡
{0, 1}n

z ¬�¦<º>´°©n¦��¤¡
Ax ≥ ba¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡��E«�®¨¬�§n¦¯«��

x
z ¬�¦O±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡

c · xf`ÝP×JÞJâ7Ø&� ÜeàNä�â�Þ°à �Râ7Ø&�
MinPL{0, 1}

Æ�¦¨®OÐ:�A¬�§,±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡°©
c · x

�E«�¬`�G U«���§n©/�A¦¨��§E¡
Ax ≤ b

Ô
NPO −

c
� ? Ä�!�Ô�´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°��§ÏÌ

MinPL{0, 1}
¡°�Õµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®c wgyaz+r��

�`«��
δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ Ì ±²¦¯¡°¬�· z ¬`¡ ¯ åR /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�C>æ

f P�o��ÛÜ
� àNä
â�ÜÈã�Ü�
��ÓàJÖ�aÀàe
«�9ª`¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡��J��  x Ì x µ�«
�Nª

FPTAS
��� ? !Mª

FPTAS[δ]� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆU¬`�ß¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ w «�­�Ò3¡°§E�kÌ#º
�A®¯¡°¬�©)µ`�A�`�

N|X|
ªU¥¹«�¬�©) /£¤� z ¬`¡v«�­�Ò3¡°§

x
¬��ßº>«�®¨¬�±e¡Z¬���¦¨§/�A¦¨©E¡



? ¯ ¯

ax ∈ N
ª�¬��`¡�¬�§n¦¨®¨¦¨§E´�¬���¦¨§/�A¦¨©E¡

cx ∈ N
¡°§~´°º>¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§Ï¬��`¡¢­¹«�©n�`¡

bx ∈ N
Ô�¬��`¡� N�A¥¤�� °¦¨§E´

b ∈ NåR N�A¥¤�� °¦¨§E´ßµ�¬ç�/�� Bæa¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«���¡°��§n¦¯Ç°©E¡ßµ�¡U�,º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�
x
§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡ ∑

x∈X ax ≤ ba¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��ç©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡ z ¬�¦O±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡�® w ¬�§n¦¨®¨¦¨§E´ ∑
x∈X cx��� ù s�{|wu�;{�v+y1w

MaxKS(k)
Æ�¥¹«�¦¯µ��~¡°§G¬�§n¦¨®¨¦¨§E´U�G­¹«�©n�`´U¡U�G¥¤�A©

|X|k
¥¹«�¬�©

k
 U«��`�E§/�A��§E¡�¬���¦¨º�¡°©E�E¡°®¨®¯¡

MaxKS{0, 1}
Æ�®¯¡U�,º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�~�E«���§~ÌÈº��A®¯¡°¬�©~µ`�A�`�

{0, 1}f`ÝP×JÞJâ7Ø&� ÜÈâ��`â³ÞUà �RâRØ �
MinKS

Æ¤¦¨®�Ð:�A¬�§Ï±²¦¨��¦¨±²¦¨�/¡°©
c · x

�E«�¬`�L U«���§n©/�A¦¨��§E¡
a · x ≥ b

ÔÓ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°��§�Ì
MaxKS

¡°�çµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°®:¾
f P�oðÜ�Ü*YTb
� àNä
â�ÜÈã�Ü�a¤ã�ÙPÞUÝ���a¤ã�Ü²ª�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡¢µ�¡Ï¥�®¨¬`�ÑÂ
©/�A�`µ»±²¦¨�`«�©/�A��§Nª

FPTAS
ª
FPTAS[δ]

åR U«�±²±e¡¢ N���
¥¤�A©n§n¦¯ °¬�®¨¦¯¡°©Ïµ�¬Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡��/��  x Ì x µ�«
�Jæ
� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��`¡� U«�®¨®¯¡U °§n¦¯«�� µ�¡

n
¡°��§n¦¯¡°©E�

a1, ..., an
ª�¬��ç¡°��§n¦¯¡°©

ba¹Ø�Ú ãm�RâRØ&�|×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ ¬��`¡Á�E´°®¯¡U °§n¦¯«��
x ∈ {0, 1}n

µ�¡U�¸¡°��§n¦¯¡°©E�
a1, ..., an

µ�«���§¸®³� º
�A®¯¡°¬�©¸§E«�§/�A®¯¡
∑n

i=1 ai × xi
� w ¡J·� UÇUµ�¡�¥¤���

ba¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡��E´°®¯¡U °§n¦¯«��Õ©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡ z ¬�¦<�E¡¢©/�A¥�¥�©E«� /£`¡�®¯¡�¥�®¨¬`�Gµ�¡
bf`ÝP×JÞJâ7Ø&�ÁÜÈâ��`â%Ü â�Þ°àe�RâRØ&�

MinS Sum
5<ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÛPÜ¶Ý²á�ãeÖÓÚ ã�ÞGÖ�Ý��Râ|�ÑÜ²à,�°Ø�×nà �a�¹Æ`¦¨®<Ð7�A¬�§~±²¦¨��¦¨±²¦¯�/¡P©

c · x�E«�¬`�  U«���§n©/�A¦¨��§E¡
a ·x ≥ b

Ô���µ�±e¡°§Ñ´°Â��A®¯¡°±e¡°��§Ñ¬��»�E /£`´°±¶�� U«�±²¥�®¯¡°§#µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��¸¡°�» P®³���/�n¦ z ¬`¡
� 4 4 !Mª�´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°��§ÏÌ

MaxS Sum
¡°�çµ�¦�ÁÀ´°©E¡°��§n¦¯¡°®:¾

` ùÀú,û ó/üZý�õ'ô ö õ óEú�� ¼Ã¢ ½ õ
f P�oðÜ7P�\
� àNä
â�ÜÈã�Ü�a¹à �Râ�Þ ÍÑà�ÙPâ%Ú�â|�|$
ª�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡��J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¯�/�A­�¦¨®¨¦¨§E´�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª

APX − c
� P04 !

� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ)¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡»º��A©n¦³�A­�®¯¡U�È­�¦¨º
�A®¯¡°��§E¡U�Nªk¬��`¡ Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡

C = {c1, ..., cm}
µ�¡» °®³�A¬`�E¡U�

µ�¦¯�RÒn«��` °§n¦¨º>¡U�~�n¬�©,® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ßµ�¡U�G®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·
{x1, ..., xn} ∪ {x̄1, ..., x̄n}a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«���µ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º>´°©n¦¨§E´a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� z ¬�¦O©E¡°�`µ�¡�º�©/�A¦¯¡U�,¬��Õ�`«�±Ê­�©E¡�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±�µ�¡� °®³�A¬`�E¡U�c wgyaz+r��

ρ−
�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ÊÌ ? ¥¤�A©

LSA
åR«�¥�§n¦¨±¶�ÕÄ x ®¯«� N�A¬�·±�¨Ä
Ä�!Mª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�C>æ



? ¯ Ä

��� ù s�{|wu�;{�v+y1wuv
Maxk − Sat

ÆÓ /£¤� z ¬`¡Ê °®³�A¬`�/¡Ê U«���§n¦¯¡°��§²à�ãeÖÓÚ ã�Þ
k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·�Ô

APX − c
� P04 !MªÓ��µ�±e¡°§L¬��

PTAS¥¹«�¬�©~�E¡U�,¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~µ�¡°�`�/¡U� � 3 !�Ô
MaxE − k − Sat

Æ� /£¤� z ¬`¡� °®³�A¬`�/¡� U«���§n¦¯¡°��§ÈÝnä>àe
+�MÝPÜ¶Ý��a�
k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Oª

APX − c
å%¥¤�A©G©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

Ì¶¥¤�A©n§n¦¨©¢µ�¡
Maxk − Sat

æPª
ρ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡²Ì

1/(1 − 2−k)
���
Ã0!Mª¹¡°§¢ U¡ß©/�A§n¦¯«»� w ¡U�n§��A±e´P®¨¦¯«�©/�A­�®¯¡

¥¤�A©Ï�A¬` °¬��`¡� U«��`�E§/�A��§E¡
ε > 0

� 4 £�!
Maxk+ − Sat

Æ# /£¤� z ¬`¡Á °®³�A¬`�/¡Á U«���§n¦¯¡°��§ à�ã ÜeØ�â���Þ
k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·�ÔG�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ ¥¤�A©

LSA
Ì

(2k+1)/2k
åR«�¥�§n¦¨±¶�²Ä x ®¯«� N�A¬�·¶�A®¨§E´°©E´U�Nª>�E¡°®¯«��e®¯¡, °©n¦¨§EÇ°©E¡

MaxNAE Sat
ª
 /£¤�A¥�¦¨§n©E¡>C>æ)¥¹«�¬�©

k ≥ 3
ª

¥¤�A©
LSA

Ì 4 ú�ÃL¥¹«�¬�©
k = 2

åR«�¥�§n¦¨±¶�¢±²¦¨©E«�¦¨©E�~Ä x ®¯«� N�A¬�·e /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ÂC�ª>«�¥�§n¦¨±¶�²Ä x ®¯«� N�A¬�·¶�A®¨§E´°©E´U�¾��� £�!%æ
MaxWSat

Æ¤®¯¡U�L °®³�A¬`�E¡U�¢�E«���§L¥¹«��`µ�´°©E´U¡U�L¥¤�A©¢µ�¡U�L¡°��§n¦¯¡°©E�
p1, ..., pm

¡°§Ï¦¨®k� w �AÂ
¦¨§Lµ�¡Ê§n©E«�¬�º>¡°©L¬��`¡
�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��

T
µ�¡U�vº��A®¯¡°¬�©E�Ñµ�¡Gº�´°©n¦¨§E´ z ¬�¦¤±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡~®³���E«�±²±e¡Ïµ�¡U�v¥¹«�¦¯µ��Ñµ�¡U�  °®³�A¬`�E¡U�vº�´°©n¦��¤´U¡U�v¥¤�A©

T

MaxW Sat
Æ°®¯¡U�<º��A©E¦¯�A­`®¨¡U�)�E«���§<¥¹«��`µ�´°©E´U¡U��¥¤�A©�µ�¡U��¡°��§n¦¯¡°©E�

p1, ..., pn
µ�«���§�®³�,�E«�±²±e¡Z¡U�n§� U«�±²¥�©n¦¯�E¡

µ`�A�`� ¬�� ¦¨��§E¡°©nº
�A®¨®¯¡
[B, 2B]

å
B
µ�´°¥¹¡°�`µ`�A��§²´°º�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§eµ�¡

n
æß¡°§ ¦¨®#� w �AÂ
¦¨§Èµ�¡ §n©E«�¬�º�¡°© ¬��`¡

�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«��
T
µ�¡U�#º
�A®¯¡°¬�©E�,µ�¡¢º>´°©n¦¨§E´ z ¬�¦À±¶�9·�¦¨±²¦¯�E¡¢®³� �E«�±²±e¡�µ�¡U�#¥¹«�¦¯µ��Gµ�¡U�#º
�A©n¦³�A­�®¯¡U�#±²¦¯�/¡°�~Ì»Ä

¥¤�A©
T
�n¦
T
�J�A§n¦¯�3Ð7�A¦¨§#®³�ßÐ7«�©n±Ê¬�®¯¡
ª

B
�E¦¨�`«���Ô

APX − c
� ? 3 !�Ô��`«��

δ
x �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ßÌÊ±²¦¯¡°¬�· z ¬`¡ ¯ ª

¦¨�`µ�´°¥¹¡°�`µ`�A±²±e¡U��§¢µ�¡�® w «�©Eµ�©E¡Êµ�¡�Â
©/�A�`µ�¡°¬�©¢µ�¡U�G¥¹«�¦¯µ��Nª¤¡°§~±e½°±e¡ß¥¹«�¬�©Ïµ�¡U�Ï¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�Ïµ`¡� °®³�A¬`�E¡U�
µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡

k
¥¹«�¬�©

k ≥ 4
åR /£Ó�A¥�¦¨§n©E¡ 4 ¾ 4 ¾¨ÄBæ

MinSat
å%¦¨®'Ð7�A¬�§�º>´°©n¦��¤¡°©ß¬�� �`«�±Ê­�©E¡e±²¦¨��¦¨±Ê¬�± µ�¡e °®³�A¬`�E¡U�Jæ

ρ
x �A¥�¥`©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡»Ì ? � ? ? !MªO�`«��

δ
x

�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ÊÌ ±²¦¯¡°¬�· z ¬`¡ ¯ åR /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�C>æ
Mink − Sat

å%¦¨®,Ð:�A¬�§eº�´°©n¦��¤¡°©¶¬����`«�±Ê­�©E¡ç±²¦¨��¦¨±Ê¬�± µ�¡
k
x  °®³�A¬`�E¡U�PæÈ¡U�E§

APX − c
��C ? !Ï¡°§

ρ
x

�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡¸Ì
2(1 − 1/2k)

� ? ? ! ¥¹«�¬�©
k ≥ 2

Ô)��µ�±e¡°§ ¬��
PTAS

¥¹«�¬�©È�E¡U�ß¦¨�`�n§/�A�` U¡U� µ�¡°�`�E¡U�
¥¹«�¬�©

k = 2
�¨Ä 4 !

f P�oi uËz�Í´¡��Ë{Ü7P1\
� àNä
â�ÜÈã�Ü���Øe�|�|ÇÏÚ�Ú'�Vò��°ã�à�Ú

k
�raÀà �Râ³Þ¶Í à�ÙPâ%Ú�â|�|$
ª

APX − c
¥¹«�¬�©

k = 3
� P04 !

� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ)¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡»º��A©n¦³�A­�®¯¡U�È­�¦¨º
�A®¯¡°��§E¡U�Nªk¬��`¡ Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡

C = {c1, ..., cm}
µ�¡» °®³�A¬`�E¡U�

µ�¦¯�RÒn«��` °§n¦¨º>¡U�~µ�¡¢§/�A¦¨®¨®¯¡
k
�n¬�©,® w ¡°�`�/¡°±Ê­�®¯¡�µ�¡U�G®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·

{x1, ..., xn} ∪ {x̄1, ..., x̄n}a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«���µ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º>´°©n¦¨§E´a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&�ÉØJÖn�Râ�Üeà�Ú¯ÝvÆ�¬��`¡G�0ÁO¡U °§/�A§n¦¯«�� z ¬�¦�¥�®³�� U¡~�A¬²±e«�¦¨�`�Z¬��²®¨¦¨§n§E´°©/�A®¤º�©/�A¦¤¡°§'¬��²®¨¦¨§n§E´°©/�A®`Ð7�A¬�·Èµ`�A�¤�
¬��Õ�`«�±Ê­�©E¡�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±�µ�¡� °®³�A¬`�E¡U�
��� ù s�{|wu�;{�v+y1wuv



? ¯ ?

MaxPosNAE − k − Sat
ÆÀ�/¡°¬�®¯�¢®¯¡U��®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�· ¥¹«
�n¦¨§n¦éÐ7�

x1, ..., xn
¦¨��§E¡°©nº�¦¯¡°���`¡°��§Nª�´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°��§ÊÌ

MaxCut
�/«�¬`�,§E«�¬�§G©/�A¥�¥¹«�©n§

f P�oi uË/d\d�Ü�I
� àNä
â�ÜÈã�Ü

k
�5à�×�$��'Ø&�+�Pã2�1
��Râ��AÝ��'Ø&��Þ��R×nà
â8�a�?a¹à �Râ�Þq¡Uàe
��Râ7Ø&�¤ª9¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Gµ�¡,�/�A§n¦¯�3Ð:�� °§n¦¯«��²µ�¡

k
x  U«���Òn«��`  x

§n¦¯«��`�G±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª
APX − c

� ? Ä�!
� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ)¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡»º��A©n¦³�A­�®¯¡U�È­�¦¨º
�A®¯¡°��§E¡U�Nªk¬��`¡ Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡

C = {c1, ..., cm}
µ�¡» °®³�A¬`�E¡U�

 U«���Òn«��` °§n¦¨º>¡U�~µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡
k
�n¬�©,® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡ßµ�¡U�,®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·

{x1, ..., xn} ∪ {x̄1, ..., x̄n}a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«���µ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º>´°©n¦¨§E´a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� z ¬�¦O©E¡°�`µ�¡�º�©/�A¦¯¡U�,¬��Õ�`«�±Ê­�©E¡�±¶�9·�¦¨±Ê¬�±�µ�¡� °®³�A¬`�E¡U���~u~��0y2øg{|÷±�mz�{�y�w
ρ
x �A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A­�®¯¡²Ì

2k−1
¥¹«�¬�©Ï§E«�¬�§E¡  U«��`�n§/�A��§E¡

k
� 3 ¯ !Mª¹ÌçÄ
¾¨Ä+C �e¥¹«�¬�©

k = 2
¡°§¢Ì ? ¥¹«�¬�©

k = 3
Ô

ρ
x �A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A­�®¯¡~¥¤�A©

LSA
Ì
2k−1

åR«�¥�§n¦¨±¶�¶Ä x ®¯«� N�A¬�·¶�A®¨§E´°©E´U�>�1Ã�!%æk¥¹«�¬�©
k ≥ 3

ª�Ì ? ú�Ã¢¥¹«�¬�©
k = 2åR«�¥�§n¦¨±¶�²±²¦¨©E«�¦¨©E�ßÄ x ®¯«� N�A¬�·ç�A®¨§E´°©E´U�Nª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡�C>æ¹Ô

��� ù s�{|wu�;{�v+y1wuv
MaxE− k−CCSP

Æ� /£¤� z ¬`¡L °®¯�A¬¤�E¡Ï U«���§n¦¯¡°��§ßÝnä�àe
��MÝPÜ¶Ý��a�
k
®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·Oª���µ�±e¡°§Ñ¬��

PTAS
¥¹«�¬�©

�E¡U�,¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~µ�¡°�`�E¡U��� 4 !
Min 3 − CCSP − 3

Æ¤º�¡P©/�n¦¯«�� Ü â��`â%ÜÈâ³Þ°àe�RâRØ&�¶¡°§Ï®¯¡ß�`«�±Ê­�©E¡ µ�¡U�L«� U °¬�©E¡°�` U¡U�¢µ�¡  /£¤� z ¬`¡ßº
�A©n¦³�A­�®¯¡
¡U�n§G­¹«�©n�¤´�¥¤�A©

3
ª
NPO − PB

x  U«�±²¥�®¯¡°§L¥¹«�¬�©~®³�
E
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��Á¡P§~�`¡�¥¹¡°¬�§Ï½°§n©E¡Ê�A¥�¥�©E«� /£`´ Ì

n1−ε¥¹«�¬�©G§E«�¬�§E¡� U«��`�E§/�A��§E¡
ε > 0

��C�Ä�!

f S°di��È
�çâ��`â%Ü ã�Ü òH¢#ã�â8�9à
Ú¨Ý���
/ÝUª`¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡��/�A§n¦¯�nÐ7�� °§n¦¯«��çµ w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡U�Nª

APX − h
� 4 Ã0!

� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��e¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡#º��A©n¦³�A­�®¯¡U�Z­�¦¨º
�A®¨¡°��§E¡U�Nª�¬��`¡#Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡

E = {e1, ..., em}
µ w ´ z ¬�¦¨º��A®¯¡°�` U¡U�

µ�¬Õ§TÅ�¥¹¡
li ≡ lj

�n¬�©G® w ¡P�¤�E¡°±Ê­�®¯¡�µ`¡°�G®¨¦¨§n§E´°©/�A¬�·
{x1, ..., xn} ∪ {x̄1, ..., x̄n}a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«���µ�¡U�Gº��A®¯¡°¬�©E�~µ�¡�º>´°©n¦¨§E´a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� z ¬�¦O©E¡°�`µ�¡�º�©/�A¦¯¡U�,¬��Õ�`«�±Ê­�©E¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬`± µ w ´ z ¬�¦¨º
�A®¯¡°�` U¡U�c wgyaz+r��

�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ß¡°�
O(logn)

� 4 Ã�!�Ô`��µ�±e¡°§~¬��
PTAS

¥¹«�¬�©~�/¡U�#¦¨��§/�A�` U¡U�Ïµ�¡°�`�E¡U���¨Ä 4 !



? ¯ Ã

f S°di��Ë; uË�ì>SId�³
�çâ��`â%Ü ã�Ü

k
à�×�$&�|ò��Uã�à �Râ7Ø&��Þ;��ª�¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ w ´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�

k
x �A¦¨©E¡U�~�n¬�©

Z/2Z� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ¹¬��¼¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

X
µ�¡Èº��A©n¦³�A­�®¯¡U��­�¦¨º
�A®¯¡P��§E¡U�NªÀ¬��`¡ Ð7�A±²¦¨®¨®¯¡

E = {e1, ..., em}
µ w ´ z ¬¤�A§E¦¨«��¤�

®¨¦¨�`´N�A¦¨©E¡U�
k
x �A¦¨©E¡U�ÏÌÈ U«�¡Pè¶ °¦¯¡°��§E�~­�¦¨�¤�A¦¨©E¡U�~�E¬�©

X
åRµ�¬Õ§TÅ�¥¹¡

xi1 ⊕ ...⊕ xip = b
ª
p ≤ k

ª
b ∈ {0, 1}

æa¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«���µ�¡U�Gº��A©n¦³�A­�®¯¡U�~µ�¡�® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
Xa¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«�� z ¬�¦O©E¡°�`µ�¡�º�©/�A¦¯¡U�,¬��Õ�`«�±Ê­�©E¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬`± µ w ´ z ¬¤�A§n¦¯«��`�c wgyaz+r��

��µ�±e¡°§G¬��
PTAS

¥¹«�¬�©~�E¡U�,¦¨��§/�A�` U¡U�Ïµ�¡°�`�E¡U���¨Ä 4 !
£ ½ BÓù¹õ'ô|÷ÊùÀú,ûÈóEüZý�õ'ô
f S°d���I
�çâ��`â%Ü ã�Ü� Gâ8�<",àe

�Bâ8�29
ª�¥�©E«�­`®¨Ç°±e¡ßµ`¡¢©/�A��Â>¡°±e¡°��§Ï¡°�Õ¬��Õ�`«�±Ê­�©E¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬`±�µ�¡¢­¹«�/¯§E¡U�Nª

APX
ª

PTAS[δ]\FPTAS[δ]
�1Ã
Ã0!

� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ�¬��`¡Ï U«�®¨®¯¡U P§E¦¨«��Éµ�¡

n
«�­�Òn¡°§E�

x1, ..., xp
µ�¡~º�«�®¨¬�±e¡U� ¡°��§n¦¯¡°©E�

a1, ..., an
ª
n
­¹«�/¯§E¡U�

b1, ..., bnµ�¡�±e½°±e¡� N�A¥¤�� °¦¨§E´ß¡°��§n¦¯Ç°©E¡
ba¹Ø�Ú ãm�RâRØ&�¼×��Eà�Ú�â�Þ°à�ÙPÚ¨Ý ÆÓ¬��`¡È�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��

x ∈ {1, ..., n}n
µ�¡U�L«�­�Òn¡°§E�

xj
�A¬�·ç­¹«�/¯§E¡U�

bj
µ�¡Ê�/«�©n§E¡ z ¬`¡

®³�È�E«�±²±e¡ ∑pj
i=1 aji

µ�¡U�,º>«�®¨¬�±e¡U�~µ�¡U�G«�­�Ò3¡°§E�
xj1 , ..., xjpj

¥�®³�� U´U�~µ`�A�`�G /£¤� z ¬`¡�­¹«�/¯§E¡
bj
� w ¡P·� UÇUµ�¡

¥¤���,®³�² N�A¥¤�� °¦¨§E´
b
µ�¡�®³� ­¹«�/¯§E¡a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&� ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¯ÝZÆ�¬��`¡ß�0ÁÀ¡U °§/�A§n¦¯«��ç©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡ z ¬�¦O±²¦¨��¦¨±²¦¯�/¡�®¯¡��`«�±Ê­�©E¡�µ�¡�­¹«�/¯§E¡U�G¬�§n¦¨®¨¦¯�E´U¡U�c wgyaz+r��

δ−
�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡È¥¤�A©

LSA
Ì ?  U«�±²±e¡È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡²µ�¡ ¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±e¡U��§�£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡ÕåR«�¥�§n¦¨±¶�ÁÄ x

®¯«� N�A¬�·Oª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 æ
f S°d�f*Ü
�çâ��`â%Ü ã�Ü;�çã�Ú%�RâXÖÓ×nØ�
JÝJÞ/ÞUØ�×jan
�-�ÝEá�ã�Ú â�� 9
ªN¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡vµ w «�©Eµ�«����¤�A�` U¡°±¶¡°��§)±Ê¬�®¨§n¦¨¥�©E«� U¡U�E�E¡°¬�©E�Nª

PTAS
����Ä�!

� r�v�ùe��{�~uz�{�y1w
¸6��Þ��:à&�1
JÝZÆ

n
§E­� /£`¡U�

x1, ..., xn
µ�¡ßµ�¬�©E´U¡U�~µ w ¡P·�´U °¬�§n¦¯«���¡°��§n¦¯Ç°©E¡U�

p1, ..., pn
åRµ�¬�©E´U¡U�G¦¨�`µ�´°¥¹¡°�`µ`�A��§E¡U�

µ�¡�®³� ±¶�� /£�¦¨�`¡ß�n¬�©,®³� z ¬`¡°®¨®¯¡�®¯¡U�G§E­� /£`¡U�~�E«���§G¡P·�´U °¬�§E´U¡U�JæPª
m
±¶�� /£�¦¨�`¡U�

M1, ...,Mma¹Ø�Ú ãm�RâRØ&�È×��Eà�Ú â³ÞUà�ÙPÚ¯Ý Æ°§E«�¬�§E¡'©E´°¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��
x ∈ {1, ...,m}n

µ�¡U�O§E­� /£`¡U�
xj
�n¬�©O®¯¡U�O±¶�� /£�¦¨�`¡U�

M1, ...,Mmµ�¡��E«�©n§E¡ z ¬`¡� /£¤� z ¬`¡�§E­� /£`¡��E«�¦¨§~¡P·�´U °¬�§E´U¡�¬��`¡�¡P§G¬��`¡��E¡°¬�®¯¡¢ÐR«�¦¯�



? ¯�4

a¹Ø�Ú ãm�RâRØ&�|ØJÖ��Râ%Üeà�Ú¨ÝvÆv¬��`¡ç©E´°¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«�� z ¬�¦~±²¦¨��¦¨±²¦¯�E¡�®¯¡Õ¥�®¨¬`� ®¯«���Â §E¡°±²¥`�»µ w ¡P·�´U °¬�§n¦¯«��øµ�¡U�¶±¶� x
 /£�¦¨�`¡U�Nª¹®¯¡ §E¡°±²¥`��µ w ¡P·�´U °¬�§n¦¯«�� µ w ¬��`¡ ±¶�� /£�¦¨�`¡²´°§/�A��§�µ�«����`´È¥¤�A©L®³�»�E«�±²±e¡ ∑pj

i=1 pji
µ�¡U�L§E¡°±²¥`�

µ w ¡P·�´U °¬�§n¦¯«���µ�¡U�,§E­� /£`¡U�
xj1 , ..., xjpj

z ¬�¦O®¨¬�¦�«���§~´°§E´� U«��m�¤´U¡U�c wgyaz+r��
ρ−
�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�®¯¡ ¥¤�A©

LSA
Ì
2 − 1/m

¡°§
δ−
�A¥�¥�©E«N·�¦é±¶�A­`®¨¡»¥¤�A©

LSA
Ì
m/(m − 1)

åR«�¥�§E¦é±¶�
Ä x ®¯«� N�A¬�·Oª` /£¤�A¥�¦¨§n©E¡ 4 æ



? ¯ �

] ^�^ "�Î." ¤
_ �(1'��� ��� � �<9¦¥ �(18/21W�����

§ í/î ï»õ'ô�DUú�� ö õZý�õ7�GB¹ô¨ª©�«Ëå³Ö�à�×nà+9
×nàJÖa-�Ý ? ¾¨Ä
¾¨ÄBæ x ¬��ç¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Π
µ�¡

NPO
¡U�E§G¬�� z ¬¤��µ�©n¬�¥`®¨¡°§

(IΠ, SolΠ,mΠ, optΠ)z ¬�¦Oº>´°©n¦��¤¡'Æ
(i) IΠ

¡U�n§,©E¡U U«����¤�A¦¯�E�J�A­�®¯¡ß¡°�É§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)¡°�
|I|

(ii′) ∃ pΠ
¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡

t.q. ∀I ∈ IΠ, SolΠ(I) ⊆ {0, 1}pΠ(|I|),

(iii) ∀I, ∀s,
µ�´U °¦¯µ�¡°©Ï�n¦

s
¡U�n§,©E´N�A®¨¦¯�/�A­�®¯¡�¥¹«�¬�©

I
¡U�n§,¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)¡°�

|I| ;

(iv) mΠ : IΠ × SolΠ → N
¡U�n§~ N�A®¯ °¬�®³�A­�®¯¡ß¡°�É§/¡P±²¥¤�G¥¹«�®éÅ��`«�±²¦³�A®)¡°�

|I| ;

(v) optΠ ∈ {min,max}.

(vi) ∀I ∈ IΠ,
«��Õ�J�A¦¨§Gµ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©~¬��`¡��/«�®é¬`§n¦¯«��

trivΠ(I)
¡°�É§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)¡°�

|I|.

�D�;s�r2qg��v���r ÷ �Z�0tJqu�Z��s�r v
βΠ(I)

rez
ωΠ(I)

å³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�Ý ? ¾¨Ä
¾ ? æ x �E«�¦¯¡°��§
Π
¬��È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Gµ�¡

NPO¡°§
I
® w ¬��`¡�µ�¡��E¡U�,¦¨�`�n§/�A�` U¡U��Æ¬�­�® ¯
°:±�²"³2´9µ � ­�®¶¯ βΠ(I) = optΠs∈SolΠ(I){mΠ(I, s)}¬�­�®¶¯	°·±�¸º¹»°·¼�¯�³2µY±*¯¡½�²�®¶°·´9µK²�¼ ωΠ(I) = optΠs∈SolΠ(I)

{mΠ(I, s)}
Ñ
.

pBqg�;w�z�{8z � v���r ÷ �Z�0tJqu�Z�7s8r vDv�qu~u~
Π(I)

rez�}7{8�;÷
Π(I)

å³Ö�à�×nà+9�×nàPÖa-�Ý ? ¾¨Ä
¾ ? æ x �/«�¦¨§
Π
¬��¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

µ�¡
NPO

¡°§
I
® w ¬��`¡�µ�¡��E¡U�,¦¨�`�n§/�A�` U¡U�<Æ® ¯¡½�°#³�³?²�±�´ �n¬�¥�¥

Π(I) = |{mΠ(I, s) : s ∈ SolΠ(I)}|® ¯S¸�µ¾­ �e¿ ´9±*¯ µ�¦³�A±
Π(I) = |ωΠ(I)− βΠ(I)|.

õ ��ya�7s�ö ÷±r vÀ~�y1s¶Àgwuy1÷^{8�;s�r2÷±r wnz���y1��w � v ¨ª©�«�Á7©�Â å³Ö�à�×nà+9�×EàJÖa-�Ý ? ¾¨Ä
¾ ? æ x ¬��É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Π
µ�¡

NPO
¡U�n§Gµ`�A�`�G®³�² °®³���E�E¡

NPO − PB
� w ¦¨®<¡P·�¦¯�n§E¡¢¬��Õ¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡

qΠ
§E¡°® z ¬`¡'Æ

∀I ∈ IΠ, max{ωΠ(I), βΠ(I)} ≤ qΠ(|I|).Ò�Ó
∀Π ∈ NPO, (optΠ = max⇒ optΠ = min) ∧ (optΠ = min⇒ optΠ = max ¿



? ¯ C

�ª�Z~u~�y1��z+v }u� � éZ�;s|qg�mz�{�y1w å³Ö�à�×nà+9
×nàJÖa-�Ý ? ¾1Ã>æ x ®³� ¥¹¡°©3Ð7«�©n±¶�A�` U¡çµ w ¬�� �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡��A¥�¥�©E«� /£`´
A�n¬�©¢¬`�`¡ ¦¨�`�E§/�A�` U¡

I
µ w ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�n§�µ�«����`´U¡²¥¤�A©�®¯¡U�¢©/�A¥�¥¹«�©n§E�BªÀ©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º�¡°±e¡°��§Ã	®¶­�½�½DµKÄ	°:¯ ρAΠ(I)

¡°§ ¸�µÆÅ�Ç
±*¯
¼2´9µ¾¯
® δAΠ (I) Æ
ρAΠ(I) =

{
λA(I)/βΠ(I)

�n¦
optΠ = max,

βΠ(I)/λA(I)
�n¦

optΠ = min

¡°§
δAΠ (I) =

ωΠ(I)− λA(I)

ωΠ(I)− βΠ(I)
;

®³�È¥¹¡P©nÐR«�©n±¶�A�` U¡ßµ�¡
A
¥¹«�¬�©

Π
ª�¡°� Ã	®¶­�½�½DµKÄ	°:¯ ρAΠ

¡°§ ¸�µÆÅ�Ç
±*¯
¼2´9µ¾¯
® δAΠ ª`¡U�n§~�A®¯«�©E�~µ�«����`´U¡�¥¤�A©<Æ
ρAΠ = inf

I∈IΠ
{ρAΠ(I)}

¡°§
δAΠ (Π) = inf

I∈IΠ
{δAΠ (I)}.

� {|÷^{�z+r v�}�r�v�ù�s��Zv+v+r v å³Ö�à�×nà�9�×nàJÖa-�ÝPÞ ? ¾�C�¾ ? Ý�� ? ¾�C�¾1Ã>æ x �E«�¦¯¡°��§
X
¡°§
Y
µ�¡°¬�·» °®³���E�E¡U�Ñµ�¡Ï¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

µ�¡
NPO

¡°§
X
¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��ø¥�©E´U�E¡°©nº
�A��§»® w �A¥�¥¤�A©n§E¡°�¤�A�¤ U¡¼Ì

X
ªÑ«�� µ�´��`�`¦é§¸®¯¡U�»§n©E«�¦¯�¸ °®³���E�E¡U�

�n¬�¦¨º
�A��§E¡U�<Æ
³2±È²?É"® ¿¾� ¯	½ Y Á Ã�² � ³2®¶¯	´9½ Y

x  
= {Π ∈ Y / ∀Π′ ∈ Y, Π′∝X Π},³2±È²?É"® ¿¾� ¯	½ Y Á ¸�µËÊ�Ã	µY® ¯
½ Y

x £
= {Π / ∀Π′ ∈ Y, Π′∝X Π},Ì ¯	± � ¯
´9°·±*¯¡¸Í¯ Y Y

X
= {Π ∈ NPO / ∃Π′ ∈ Y, Π∝X Π′}.

§ í(» ï»õ'ô|ñ)ó/ðGô¤ôÓõ'ô
�¡G8³7G°H dªNIP§i�i�LaiÉQÂÊ¦PnjTj[`efao�SIbkP�\eS#fud
õ�Î x ¬���¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�E§eµ`�A�`�

PO
� w ¦¨®~¡P·�¦¯�n§E¡É¬�� �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡ç¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®

A
z ¬�¦

©E´U�E«�¬`µ
Π
ÌÈ® w «�¥�§E¦é± ¬�±Õ¾

Ï ©�ÐiÑ¶Ò�ÓÏå³Ö�à�×nà+9�×EàJÖa-�Ý ? ¾ 4 æ x ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Π
µ�¡

NPO
¡U�n§¢µ`�A�`�

APX[R]
� w ¦¨®k¡P·�¦¯�n§E¡Ê¬�� �A®¨Â>« x

©n¦¨§n£�±e¡Ñ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¤�A¥�¥�©E«� /£`´
A
¥¹«�¬�©

Π
¡°§W¬��`¡# °«��¤�n§/�A��§E¡

r0
µ`�A�`�

]0, 1]
§E¡°®¯� z ¬`¡

“RA(Π) ≥ r0”
¾

Ô§ù�� � ÷ �M}u�Ð�Z~�~u��y2øg{|÷±�mz�{�y1w å³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�Ý ? ¾ 4 æ x ¬��ç�E /£`´°±¶�eµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� ¥¹«�¬�©
Π
¡°�E§,¬��`¡

Ð:�A±²¦¨®¨®¨¡ßµ w �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡U�L�A¥�¥�©E«� /£`´U�
(Ar)0≤r<1

z ¬�¦Oº�´°©n¦��¤¡
“∀r ∈ [0, 1[, RAr(Π) ≥ r”

¾
©ªÕ ÏiÖ ÑnÒ�Ó²å³Ö�à�×nà+9�×nàPÖa-�Ý ? ¾ 4 æ x ¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�n§¶µ`�A�`�

PTAS[R]
� w ¦¨®Ï��µ�±e¡P§ ¬��

�E /£`´°±¶�²µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
(Ar)0≤r<1

µ`«���§G®¯�² U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´
C
º�´°©n¦��¤¡'Æ

∀I, ∀r, C(Ar(I)) = pr(|I|) (
Ú¯ÝÊá�ÝV9
×�� á�Ý

pr
á��MÖ`Ý��Óá¸á�Ý

r).
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�¡G8³7G�³ dªNIP§i�i�LaiÉQT]�×�d[S#Lai<j[Pn`¡NIPRN#f�UuSIÌ7Y�L
Ø ­#Ù ¨ª©

0
å³Ö�à�×nà+9
×nàJÖa-�Ý ? ¾��>æ x ¬��¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡,±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��»µ�¡

NP
¡U�E§vµ`�A�`�

MaxNP0
� w ¦¨®

¡P·�¦¯�n§E¡Ïµ�¡°¬�· §TÅ�¥¹¡U�#�n¦¨±²¦¨®³�A¦¨©E¡U���`��¦¯�
I
¡°§
S
ª�¬��`¡~Ð7«�©n±Ê¬�®¯¡

φ
µ�¬»¥�©E¡°±²¦¯¡°©,«�©Eµ�©E¡L�J�A�`� z ¬Ó�A��§n¦��¤ N�A§E¡°¬�©

¡°§~µ�¡°¬�·É U«��`�n§/�A��§E¡U�
k
¡°§
`
ª�§E¡°®¯� z ¬`¡¢®¯¡U�~«�¥�§n¦¨±¶�²µ�¡

Π
¥¹¡°¬�º>¡°��§~½°§n©E¡�¡P·�¥�©n¦¨±e´U�~�E«�¬¤�,®¯� Ð7«�©n±e¡'Æ

βΠ(I) = max
S
|{x ∈ Uk / ∃y ∈ U `, φ(I, S, x, y)}|

«&�
I
¡U�n§G¬��`¡

I
x �n§n©n¬` °§n¬�©E¡D�`��¦¯¡�µ w ¬���¦¨º�¡°©E�

U
¡°§
S
¬��`¡
S
x �n§n©n¬` °§n¬�©E¡D�`��¦¯¡�µ�¡�±e½°±e¡�¬���¦¨º�¡P©/�

U
¾

Ø ­#Ù Ö ¨ª©
0
å³Ö�à�×nà�9�×nàJÖa-�Ý ? ¾��>æ x ¬��Ê¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡v±¶�9·�¦¨±²¦¯�/�A§n¦¯«��Èµ�¡

NPO
¡U�n§)µ`�A�`�

MaxSNP0� w ¦¨®W¡J·�¦¯�n§E¡ µ�¡°¬�·ç§TÅ�¥¹¡U�¢�n¦¨±²¦¨®³�A¦¨©E¡U�>�`��¦¯�
I
¡°§
S
ªÓ¬��`¡ßÐR«�©n±Ê¬�®¯¡

φ
µ�¬ ¥�©E¡°±²¦¯¡°©¢«�©Eµ�©E¡È�/�A�`� z ¬¤�A��§n¦�� x

 N�A§E¡°¬�©~¡°§G¬��`¡� U«��`�n§/�A��§E¡
k
ª�§E¡°®¯� z ¬`¡�®¯¡°�~«�¥�§n¦¨±¶�eµ�¡

Π
¥¹¡°¬�º�¡°��§~½°§n©E¡�¡P·�¥�©E¦é±e´U�Ï�E«�¬`�,®³�ÊÐ7«�©n±e¡'Æ

βΠ(I) = max
S
|{x ∈ Uk / φ(I, S, x)}|

«&�
I
¡°§
S
�E«���§G©E¡U�n¥¹¡U °§n¦¨º>¡°±e¡°��§Ï¬��`¡

I
¡°§G¬��`¡

S
x �n§n©n¬` °§n¬�©E¡U���`��¦¯¡U�~µ w ¬���¦¨º�¡°©E�

U
¾

Ø ­#Ù Ö ¨ª© ¡°§�Ø ­�Ù ¨ª© å³Ö�à�×nà+9
×nàJÖa-�Ý ? ¾��>æ¹Æ
MaxNP = MaxNP

L
0

¡°§
MaxSNP = MaxSNP

L
0 .�¡G8³7G�û dªNIP§i�i�LaiÉQÂÊ¦PnjTj[`efao�SIbkP�\eS#fud N#f*WmP§N#L

ÚNÛ «�Ñ¶ÒNÓ'å³Ö�à�×nà+9�×nàPÖa-�ÝvÃ�¾ ? æ x �E«�¦¨§
R
¬��`¡#±e¡U�n¬`©E¡,µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ª�¬��²¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�n§

µ`�A�`�G®³�² °®³���E�E¡
GLO[R]

� w ¦¨®�¡P·�¦¯�n§/¡¢¬��`¡� U«��`�n§/�A��§E¡
h
ª�¬��`¡� U«��`�n§/�A��§/¡

r ∈ ]0, 1]
¡°§G¬�� ¬�²�µY½DµY¼�­�Ü�¯

V h
Á É/²�±�¼�Ç ¥¹«�¬�© Π

§E¡°®¯� z ¬`¡Õ® w «�� �/�A¦¨§¶¥¹«�¬�© §E«�¬�§E¡ç¦¨�`�n§/�A�¤ °¡ µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©¸µ�¡U� «�¥�§n¦¨±¶�¼®¯«� N�A¬�·
©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§LÌ

V
¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)¡°§ z ¬�¦<º>´°©n¦��¤¡°��§<Æ

∀I ∈ IΠ, ∀s̃ ∈ SolΠ(I), s̃
«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®�©E¡°®¯�A§E¦éº�¡°±e¡°��§LÌ

V ⇒ RΠ(I, s̃) ≥ r.Ý�ÚNÛ «�Ñ¶ÒNÓ,å³Ö�à�×nà+9�×nàPÖa-�ÝÂC�¾ ? æ x �E«�¦¨§
R
¬��`¡¢±e¡U�E¬�©E¡�µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ª`¬��É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO¡U�n§Éµ`�A�`�É®³�  °®³���E�E¡
CGLO[R]

� w ¦¨®�¡P·�¦¯�E§E¡ ¬��`¡  U«��`�n§/�A��§E¡
h
ª#¬��`¡  °«��¤�n§/�A��§E¡

r ∈ ]0, 1]
¡°§É¬��¬�²�µK½�µK¼2­�Ü�¯ V � µY±*²�µK± h Á É/²�±�¼2Ç ¥¹«�¬�© Π §E¡°®¯� z ¬`¡L® w «��É�/�A¦¨§Ñ¥¹«�¬�©#§E«�¬�§E¡¢¦¨�`�n§/�A�` U¡¢µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©~µ�¡U�«�¥�§n¦¨±¶�²®¯«� N�A¬�·¸©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§LÌ

V
¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)¡°§ z ¬�¦<º>´°©n¦��¤¡°��§<Æ

∀I ∈ IΠ, ∀s̃ ∈ SolΠ(I), s̃
«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®�©E¡°®¯�A§E¦éº�¡°±e¡°��§LÌ

V ⇒ RΠ(I, s̃) ≥ r.ÚªÚNÛ «�Ñ¶Ò�Ó å³Ö�à�×nà�9�×nàJÖa-�Ý¾C�¾ ? æ x �/«�¦¯¡°��§
Π = (optΠ, IΠ, SolΠ,mΠ)

¬��¸¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡�µ�¡
NPO

¡°§#¬��`¡
Ð7«��` °§n¦¯«��

m′Π : IΠ × SolΠ(I) → N
ªk«�� µ`´P�¤«�§E¡»¥¤�A©

Π′ = (optΠ, IΠ, SolΠ,m
′
Π)
®¯¡ ³2±È²?É
® ¿l� ¯
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­�®n´7Ç	±ÈÇe­�½D½D²	Ã	µKÇWÞ Π ¯	´ m′Π Ô`�E«�¦¨§ R ¬��`¡ß±e¡U�n¬�©E¡ßµ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ªÓ¬��ç¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ Π µ�¡ NPO¡U�n§)µ`�A�`��®³�G °®³���/�E¡
GGLO[R]

� w ¦¨®�¡P·�¦¯�n§E¡Z¬��`¡  U«��`�n§/�A��§E¡
h
ªN¬��`¡v U«��`�n§/�A��§E¡

r ∈ ]0, 1]
ªN¬�� ¬�²�µY½DµY¼�­�Ü�¯

V h
Á É/²�±�¼�Ç ¥¹«�¬�© Π ¡°§ °:¼�¯ Ì ²�¼�Ã	´9µK²�¼ m′Π

 N�A®¯ °¬�®³�A­�®¯¡G¡°�²§E¡°±²¥`�'¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡G¡°�
|I|
¥¹«�¬�©

I ∈ IΠ§E¡°®¯� z ¬`¡È® w «�� �/�A¦¨§�¥¹«�¬�©�§E«�¬�§E¡²¦¨�`�n§/�A�` U¡
I
µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©Êµ�¡U��«�¥�§n¦¨±¶�¸®¯«� N�A¬�· ©E¡°®¯�A§E¦éº�¡°±e¡°��§ Ì

V
¡°§

m′Π
¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®�¡°§ z ¬�¦Oº>´°©n¦��¤¡°��§<Æ
∀I ∈ IΠ, s̃ ∈ SolΠ(I)

«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®�µ�¡
Π′
©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§LÌ

V ⇒ RΠ(I, s̃) ≥ r.ÚªÝ�ÚNÛ «�Ñ¶Ò�Ó»å³Ö�à�×nà+9�×EàJÖa-�Ý<C�¾ ? æ x �/«�¦¨§
R
¬��`¡ ±e¡U�E¬�©E¡ µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���ª,¬���¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

Π
µ�¡

NPO
¡U�n§Gµ`�A�`�#®³�È °®³���E�/¡

GCGLO[R]
� w ¦¨®<¡P·�¦¯�n§E¡¢¬��`¡� U«��`�n§/�A��§E¡

h
ª�¬��`¡� U«��`�n§/�A��§E¡

r ∈ ]0, 1]
ª�¬��

º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
V h

x ­¹«�©n�`´L¥¹«�¬�©
Π
¡°§Ñ¬��`¡ÏÐ7«��` °§n¦¯«��

m′Π
 N�A®¯ °¬�®³�A­�®¯¡�¡°�¸§E¡°±²¥`�#¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®<¡°�

|I|
¥¹«�¬�©

I ∈ IΠ
§E¡°®¯� z ¬`¡L® w «��Õ�/�A¦¨§#¥¹«�¬�©,§E«�¬�§E¡¢¦¨�`�n§/�A�` U¡

I
µ�´°§E¡°©n±²¦¨�`¡°©~µ�¡U�,«�¥�§n¦¨±¶� ®¯«� N�A¬�·»©E¡°®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§ÏÌ

V
¡°§
m′Π

¡°�Õ§E¡°±²¥`�G¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®)¡°§ z ¬�¦Oº�´°©n¦��¤¡°��§<Æ

∀I ∈ IΠ, ∀s̃ ∈ SolΠ(I),

{
mΠ(I, s̃) º mΠ(I, ¯̃s)

∀s′ ∈ V(I, s) m′Π(I, s̃) º m′Π(I, s
′)

}
⇒ RΠ(I, s̃) ≥ r.

© ÛßÖ å³Ö�à�×Eà+9�×nàJÖa-�Ý>��¾¨ÄBæ x ¬��� U«�¬�¥�®¯¡
(Π,V)

«&�
Π
¡U�E§G¬��Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡Êµ�¡

NPO
¡°§
V
¬��`¡�ÐR«��` °§n¦¯«��

º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡��n¬�©
Π
¡U�n§,¬`�É¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¡

PLS
� w ¦é®�¡P·�¦¯�n§E¡�¬��ç�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e¡

CΠ
z ¬�¦Oº�´°©n¦��¤¡'Æ

PLS1 ∃p`
¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡

/ CΠ(I, s)
µ�¡� U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§E´Ê�A¬É¥`¦é©/¡�µ�¡U�~ N���

p`(|I|) ;

PLS2 ∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I), CΠ(I, s) =

{
s
�n¦
s
«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬�©

V(I, s)
ª

t ∈ V(I, s) / mΠ(I, t) Â mΠ(I, s)
�n¦¨�`«��<¾

§ ís� �ÔF ö ½Êñ8B ¼ ú��Êô
� � }7qgù z�{�y�wÍ~�y1s¶Àgwuy1÷^{8�;s�r å³Ö�à�×nà+9
×nàJÖa-�Ý ? ¾�C�¾¨ÄBæ x ¬��`¡Ï©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¸¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡¢µ w ¬��¸¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡

ΠÌ²¬��Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Π′
µ�¡

NPO
¡U�n§~®³�²µ�«����`´U¡Êµ w ¬��� U«�¬�¥�®¯¡

R = (f, g)
µ�¡¢Ð7«��` °§n¦¯«��`�~¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡U�

¡°�
|I|
¥¹«�¬�©

I ∈ IΠ
µ�´��`��¦¯¡U�~¥¤�A©<Æ

f : IΠ → IΠ′ , g : SolΠ′(f(IΠ)) → SolΠ,

I 7→ I ′ s′ ∈ SolΠ′(f(I)) 7→ s ∈ SolΠ(I).�¡G8û7G°H I�`efJjT` S#]Z\ ]ai
`eLabkPn`�Ì7Y�Pní�N#Lai
� � }7qgù z�{�y�wX÷±y1wuy;z+y�wgr å³Ö�à�×nà+9�×nàPÖa-�Ý ? ¾ºC�¾¨ÄBæ x ¬��`¡Ê©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

R = (f, g)
¡U�n§Ï±e«��`«�§E«��`¡²�n¦k¡°®¨®¯¡

º�´°©n¦��¤¡¢¥¹«�¬`©G§E«�¬�§E¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ∈ IΠ

¡°§,§E«�¬�§~ U«�¬�¥�®¯¡ßµ�¡��/«�®¨¬�§n¦¯«��`�
(s′1, s

′
2) ∈ SolΠ′(f(I))

Æ
vΠ′(f(I), s

′
1) º vΠ′(f(I), s

′
2)⇒ vΠ(I, g(s

′
1)) º vΠ(I, g(s

′
2)).



? ¯ £

� � }7qgù z�{�y�w v�qu�9à�r�ù z�{8é�r å³Ö�à�×nà�9�×nàJÖa-�Ý ? ¾�C�¾¨ÄBæ x ¬��`¡È©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
R = (f, g)

¡U�n§��n¬�©RÒn¡U °§n¦¨º>¡²�n¦'¡°®¨®¯¡
º�´°©n¦��¤¡¢¥¹«�¬`©G§E«�¬�§E¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡

I ∈ IΠ “SolΠ(I) = g(SolΠ′(f(I)))”
¾

� � }7qgù z�{�y�w^�7{»à�r�ù z�{8é�r å�Ö�à�×Eà+9�×nàJÖa-�Ý ? ¾ P ¾ ? æ x ¬��`¡Ï©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
R = (f, g)

¡U�n§ ­�¦ Ò3¡U °§n¦¨º�¡Ï�n¦¹¡°§Ñ�E¡°¬�®¯¡ x
±e¡°��§ �n¦`¥¹«�¬�©Z§E«�¬�§/¡,¦¨�`�E§/�A�` U¡

I ∈ IΠ
ª
g|SolΠ′ (f(I))

¡U�n§Z¬��`¡,­�¦ Òn¡U °§n¦¯«�� µ�¡
SolΠ′(f(I))

�n¬�©
SolΠ(I)

¾
� � }7qgù z�{�y�w }�rOé1y�{�v�{|wg�Z�1r å³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�ÝÈÃ�¾���¾¨ÄBæ x ¬��`¡ ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

R = (f, g)
¡°��§n©E¡»µ�¡°¬�· ¥�©E« x

­�®¯Ç°±e¡U�
Π
¡°§

Π′
µ�¡

NPO
¡U�n§G¬��`¡²×��ná
ãm
��Râ7Ø&�¼á�Ý��9Ø�â�ÞJâ��Óà+9�Ý,�n¦<¡°®¨®¯¡�º>´°©n¦��¤¡'Æ

∀h′ ∈ N, ∀V ′
º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h′
x ­¹«�©n�`´��n¬�©

f(I), ∃h ∈ N, ∃V
º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x ­¹«�©n�`´ß�n¬�©

I /

∀I ∈ IΠ, ∀s̃
«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬�©

V(I, s̃)
ª
∃s̃′

«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬�©
V ′(f(I)s̃′)

§N¾ z ¾
mΠ(I, s̃) º mΠ(I, g(s̃

′)).

� � }7qgù z�{�y�w v�z+��{�ù z+r2÷±r2w�zl÷±y�wgy;z+y�wgr å³Ö�à�×nà+9�×nàPÖa-�Ý¸Ã�¾���¾¨ÄBæ x ¬��`¡ç©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
(f, g)

¡U�n§»�n§n©n¦¯  x
§E¡°±e¡°��§É±e«��`«�§E«��`¡¼�n¦¢¡°®¨®¯¡ º�´°©n¦��¤¡ ¥¹«�¬�©É§E«�¬�§E¡Á¦¨�`�n§/�A�` U¡

I ∈ IΠ
¡°§¸§/«�¬�§É U«�¬�¥�®¯¡ µ�¡Á�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�

(s′, t′) ∈ SolΠ′(f(I))
Æ

mΠ′(f(I), t
′) Â mΠ′(f(I), s

′) ⇒ mΠ(I, g(t
′)) Â mΠ(I, g(s

′)).

� � }7qgù z�{�y�w é�y1{�v�{|wu�Z�ar��Ev0qg�7à�r ù z�{8é1r å³Ö�à�×nà+9
×nàJÖa-�Ý Ã�¾���¾¨ÄBæ x ¬`�`¡²©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
(f, g)

¡U�n§�º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ x
�n¬�©RÒn¡U °§n¦¨º>¡��n¦<¡°§G�/¡°¬�®¯¡°±e¡°��§~�n¦<¡°®¨®¯¡�º�´°©n¦��¤¡'Æ

∀V ′
º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h′
x ­¹«�©n�¤´�¥¹«�¬�©

Π′, ∃V
º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x ­¹«�©n�`´�¥¹«�¬�©

Π t.q.

∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)), g(V ′(f(I), s′)) ⊆ V(I, g(s′)).�¡G8û7G�³ �¡]aQ[YTW2\eS#fudTi
`�LabkP�` Ì�YTPní[NILai
Ï �E� � }7qgùez�{8y�w å³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�Ý ? ¾�C�¾¨ÄBæ x �E«�¦¯¡°��§

Π
¡°§

Π′
µ�¡°¬�·»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~µ�¡

NPO
ª�«��Õµ�¦¨§ z ¬`¡

Π
�E¡

A
x ©E´Uµ�¬�¦¨§ Ì

Π′
¡°§Ê«��¼�`«�§E¡

Π
A[R1,R2]
∝ Π′

� w ¦¨®v¡P·�¦¯�n§E¡²¬��`¡e©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
R = (f, g)

¡°§�¬��`¡²Ð7«��` °§n¦¯«��
c : [0, 1]→ [0, 1]

z ¬�¦<º>´°©n¦��¤¡°��§~¥¹«�¬�©~µ�¡°¬�·¸±e¡U�n¬�©E¡U�~µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
R1, R2 ∈ {ρ, δ}

Æ
A1 c(r) = 0 ⇒ r = 0

A2(R1, R2) ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)), R1Π′(f(I), s
′) ≥ r ⇒ R2Π(I, g(s

′)) ≥ c(r).© �E� � }�quù z�{�y1w å³Ö�à�×nà+9�×EàJÖa-�Ý ? ¾ºC�¾¨ÄBæ x �E«�¦¯¡°��§
Π
¡°§

Π′
µ�¡°¬�·»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~µ�¡

NPO
ª�«��Éµ�¦¨§ z ¬`¡

Π
�E¡

P
x ©E´Uµ�¬�¦¨§ Ì

Π′
¡°§ß«��¼�`«�§E¡

Π
P [R1,R2]
∝ Π′

� w ¦¨®Z¡P·�¦¯�n§E¡²¬��`¡²©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
R = (f, g)

¡°§ß¬��`¡ÈÐ7«��` °§n¦¯«��
c : [0, 1]→ [0, 1]

z ¬�¦<º>´°©n¦��¤¡°��§~¥¹«�¬�©~µ�¡°¬�·¸±e¡U�n¬�©E¡U�~µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
R1, R2 ∈ {ρ, δ}

Æ
P1 c(r) = 1 ⇒ r = 1

P2(R1, R2) ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ′(f(I)), R2Π′(f(I), s
′) ≥ c(r)⇒ R1Π(I, g(s

′)) ≥ r.



? Ä ¯

Û �E� � }�quù z�{�y1w å³Ö�à�×Eà+9�×nàJÖa-�Ý ? ¾�C�¾¨ÄBæ x �E«�¦¯¡°��§
Π
¡°§

Π′
µ`¡P¬�·Õ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�¢µ�¡

NPO
§E¡°®¯� z ¬`¡

optΠ =

optΠ′
ªA«��²µ�¦¨§k¥¹«�¬�©k®¯¡U�k©/�A¥�¥¹«�©n§E�' °®³���/�n¦ z ¬`¡Ñ¡°§Wµ�¦�ÁO´°©E¡°��§n¦¯¡°® z ¬`¡

Π
�/¡
L
x ©E´Uµ�¬�¦¨§Gå5×/ÝJÞ:Ö§µ
�E¡

L[δ]
x ©E´Uµ�¬�¦¨§Jæ

Ì
Π′
¡°§Ñ«�� �`«�§E¡

Π
L
∝Π′

å5×EÝJÞMÖ§µ
Π

L[δ]
∝ Π′

æ'� w ¦¨®¯�vº>´°©n¦��¤¡°��§Ñ¥¹«�¬�©Ñµ�¡°¬�·¶ U«��`�n§/�A��§E¡U�
α1 > 0

¡°§
α2 > 0

Æ
L1 ∀I∈IΠ, βΠ′(f(I)) ≤ α1βΠ(I) (resp.

µ�¦³�A±
Π′(f(I)) ≤ α1

µ�¦³�A±
Π(I))

L2 ∀I∈IΠ, ∀s′∈SolΠ′(f(I)), |mΠ(I, g(s
′))−βΠ(I)| ≤ α2|mΠ′(f(I), s

′)−βΠ′(f(I))|.

� � }7qgù z�{�y�wOùey1wnz�{�wJqgr å³Ö�à�×nà+9�×nàPÖa-�Ý ? ¾ P ¾¨ÄBæ x �/«�¦¯¡°��§
Π
¡°§

Π′
µ�¡°¬�·»¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�Gµ�¡

NPO
§E¡P®¯� z ¬`¡

optΠ = optΠ′
ª�¬��`¡Ï©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��É U«���§n¦¨��¬`¡¢µ�¡

Π
Ì
Π′
¡U�n§ ®³�Êµ�«����`´Lµ�¡Ï§n©E«�¦¯� ÐR«��` °§n¦¯«��`�

f
µ�¡

IΠ
µ`�A�¤�

I ′Π
ª
g
µ�¡

SolΠ′f(IΠ)
µ`�A�`�

SolΠ
¡°§
g′
µ�¡

SolΠ
µ`�A�`�

SolΠ′(f(IΠ))
ªÓ§E«�¬�§/¡°��§n©E«�¦¯�¢¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®¯¡U�

¡°�
|I|
ª¹¡°§ z ¬�¦kº>´°©n¦��¤¡°��§¢¥¹«�¬�© z ¬¤�A§n©E¡È U«��`�n§/�A��§E¡U�

a > 0
ª
b ≥ 0

ª
a′ > 0

¡°§
b′ ≥ 0

®¯¡U�L¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�
�n¬�¦¨º
�A��§E¡U�<Æ

C1 ∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I),

mΠ′(f(I), g
′(s))

{
≥ 1/a×mΠ(I, s)− b

�n¦
optΠ = max

≤ 1/a×mΠ(I, s) + b
�n¦¨�`«��

C2 ∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SolΠ(f(I)),

mΠ(I, g(s
′))

{
≥ 1/a′ ×mΠ′(f(I), s

′)− b′
�n¦
optΠ = max

≤ 1/a′ ×mΠ′(f(I), s
′) + b′

�n¦¨�`«��
� � }7qgù z�{�y�w¡ù�y1w�z�{|w§qurA}�{q� � �0r2w�z�{�r s|s�r å³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�Ý ? ¾ P ¾éÄBæ x ¬��`¡#©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��¶ U«���§n¦¨��¬¤¡G¡P��§n©E¡,µ�¡°¬�·
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

Π
¡°§

Π′
µ�¡

NPO
�/¡°©/�²µ�¦¨§E¡ ÃD²�¼2´9µK¼�°x¯¡¸�µÆÅ�Ç
±*¯
¼2´9µ¾¯
®K® ¯ ¡°§~�`«�§E´U¡ Π C[δ]

∝
�n¦�¡°®¨®¯¡�º>´°©n¦��¤¡

®¯¡U�,¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�Ï�n¬�¥�¥�®¯´°±e¡°��§/�A¦¨©E¡N�Ï�n¬�¦¨º
�A��§E¡U�<Æ
a× a′ = 1 (

×��Eá�ãZ
��Râ7Ø&�¼ág� ÝnäJÖ�à&��ÞPâRØ&� � )
C3 ∀I ∈ IΠ, ωΠ′(f(I)) ≥ 1/a× ωΠ(I)− b

å5×EÝJÞMÖ§µ
≤ 1/a× ωΠ(I) + b

æ
.

� � }7qgù z�{�y�w_��áÍwgr å³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�Ý ? ¾ P ¾ ? æ x �E«�¦¯¡°��§
Π
¡°§

Π′
µ�¡°¬�·¸¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~µ�¡

NPO
ª�«��Õµ�¦¨§ z ¬`¡

Π
�E¡
AF

x ©E´Uµ�¬�¦¨§�Ì
Π′
¡°§¢«�� �`«�§E¡

Π
AF
∝ Π′

� w ¦¨®k¡P·�¦¯�n§E¡ µ�¡
Π
Ì
Π′
¬��`¡Ê©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

R = (f, g)
z ¬�¦

º�´°©n¦��¤¡'Æ
AF1 R

�n¬�©RÒn¡U °§n¦¨º>¡
AF2 ∀I∈IΠ, ∃KI ∈ R, ∃kI ∈ R? (kI > 0

�E¦
optΠ = optΠ′ , kI < 0

�n¦¨�`«��
) t.q.

∀s′∈SolΠ′(f(I)), mΠ′(f(I), s
′) = kImΠ(I, g(s

′) )+KI .

� � }7qgù z�{�y�wªâIy1��z+r2÷±r2w�z¾��áÍwur å³Ö�à�×nà+9�×EàJÖa-�Ý ? ¾ P ¾ ? æ x ¬��`¡Z©E´Uµ�¬` °§n¦¯«���¡UØ�×��MÝ°ÜeÝ��a�Oà�©_�ÀÝO¡°��§n©E¡ µ�¡°¬�·
¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�

Π
¡°§

Π′
µ�¡

NPO
ªO�`«�§E´U¡

Π
AF
⇒ Π′

ª<¡U�n§�¬��`¡e©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
R = (f, g)

�9èe�`¡¶­�¦ Ò3¡U °§n¦¨º�¡'Ô
� w ¦¨®'¡P·�¦¯�n§E¡Èµ�¡°¬�· ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��`��Ð7«�©n§E¡°±e¡°��§ß�9èe�`¡U�NªÀ® w ¬��`¡²µ�¡

Π
Ì
Π′
ª¹® w �A¬�§n©E¡²µ�¡

Π′
Ì
Π
ªÀ«�� �`«�§E¡°©/�

Π
AF
⇔ Π′

¡°§,®¯¡U�G¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�
Π
Ì
Π′
�E¡°©E«���§~µ�¦¨§E�Êà�©_�¹ÝPÜ¶Ý��a�·���°ã�â��9à�Ú¯Ý��1�%ÞP¾



? Ä
Ä

Û « Ý �E� � }�quù z�{�y1w å³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�ÝLÃ�¾���¾¨ÄBæ x ¬��`¡ß©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
R = (f, g)

¡°��§n©E¡Êµ�¡°¬�·Õ¥`©E«�­�®¯Ç°±e¡°�
Π
¡°§

Π′
µ�¡

NPO
¡U�n§'¬��`¡

LOC
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��»�n¦`¡°®¨®¯¡,º>´°©n¦��¤¡,®¯¡U�'¥�©E«�¥`©n¦¯´P§/´°� �E¬�¦¨º��A��§E¡U�ÏånØ&�ª�¹Ø �MÝ'Ö�Ø�ã�×>�:Ø�ã2�MÝ

â���Þ��:à&��
/Ý
I
á�Ý

IΠ I ′ = f(I)
æ¹Æ

a) ∀I ∈ IΠ, ∃SΠ′(I
′) ⊆ SolΠ′(I

′) t.q.

i)
ÞPã�×��NÝ,
+�Râ8�Nâ|�I�~�

g(SΠ′(I
′)) = SolΠ(I)

ii)
ÜeØ&�¹Ø �:Ø&�`â:ÝÑÖ�à�×��Râ7ÝPÚ%Ú¨Ý~�

∀s′, t′ ∈ SΠ′(I
′), mΠ′(I

′, s′) ≺ mΠ′(I
′, t′)⇒ mΠ(I, g(s

′)) ≺ mΠ(I, g(t
′))

b) ∀h′
 U«��`�n§/�A��§E¡

, ∃h
 U«��`�E§/�A��§E¡

t.q.

iii)
Ú¨Ø�
Eà
Ú�â|�I�8�

∀V ′
º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h′
x ­¹«�©n�`´�¥¹«�¬�©

Π′, ∃V h
x ­¹«�©n�`´�¥¹«�¬�©

Π
º>´°©n¦��Ó�A��§

∀I ∈ IΠ, ∀s′ ∈ SΠ′(I
′), g(V ′(I ′, s′) ∩ SΠ′(I

′)) ⊆ V(I, g(s′))

iv)
á�Ø�ÜÈâ8�Óà �1
JÝ��

∀t′ ∈ SΠ′(I
′), t′

«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬`©
SΠ′(I

′) ∩ V ′(I ′, t′)⇒ t′
«�¥�§E¦é± ¬�± �E¬�©

V ′(I ′, t′)Û « Ý ¹ �E� � }7qgù z�{�y�w å³Ö�à�×nà�9�×nàJÖa-�ÝÑÃ�¾���¾¨ÄBæ x ¬��`¡ LOC ′ x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��»µ w ¬��¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ Π Ì¢¬��¶¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡
Π′
¡U�n§,¬��`¡�©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

R
z ¬�¦Oº>´°©n¦��¤¡'Æ

(i) R
�n¬�©RÒn¡U °§n¦¨º�¡

, (ii) R
�E§n©n¦¯ °§E¡°±e¡°��§~±e«��`«�§E«��`¡

, (iii) R
º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ x �E¬�©RÒ3¡U °§n¦¨º�¡

.Ú �E� � }�quù z�{�y1w å�Ö�à�×Eà+9�×nàJÖa-�Ý,Ã�¾���¾ ? æ x �E«�¦¯¡°��§
Π
¡°§

Π′
µ�¡°¬�· ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�~µ�¡

NPO
ª�«��Éµ�¦¨§ z ¬`¡

Π
�E¡

G
x ©E´Uµ�¬�¦¨§�Ì

Π′
¡°§�«��Á�`«�§E¡

Π
G[R1,R2]
∝ Π′

� w ¦¨®W¡P·�¦¯�n§E¡Ê§n©E«�¦¯�LÐ7«��` °§n¦¯«��`�
f
ª
g
¡°§
c
z ¬`¦kº�´°©n¦��¤¡°��§¢¥¹«�¬�©

µ�¡°¬�·¸±e¡U�n¬�©E¡U�~µ w �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
R1

¡°§
R2
Æ

(i) (f, g, c)
¡U�n§G¬��`¡

A[R1, R2]
x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��

,

(ii) (f, g)
¡U�n§G¬��`¡¢©/´°µ�¬` °§n¦¯«���µ�¡¢º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

.© ÛßÖ �E� � }7qgù z�{�y1w å³Ö�à�×nà+9�×EàJÖa-�ÝA��¾¨ÄBæ x �E«�¦¯¡°��§
(Π,V)

¡°§
(Π′,V ′)

µ�¡°¬�· ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡U�eµ�¡
PLS

ª)¬��`¡
PLS

x ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
R = (f, g)

µ�¡
(Π,V)

Ì
(Π′,V ′)

ª¹�`«�§E´U¡
(Π,V)

PLS
∝ (Π′,V ′)

ªÀ¡U�n§¢¬��`¡ ©E´Uµ�¬` °§n¦¯«��
µ�¡

Π
Ì
Π′

z ¬�¦Oº>´°©n¦��¤¡�¥¹«�¬�©G§E«�¬�§E¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ∈ IΠ

¡P§G§E«�¬�§E¡��/«�®¨¬�§n¦¯«��
s′ ∈ SolΠ′(f(I))

Æ
s′
«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬�©

V ′(f(I), s′) ⇒ g(s′)
«�¥�§n¦¨±Ê¬�±��n¬�©

V(I, g(s′)).

§ íºr ï»õ'ô�÷Êù ¼ � ñ ¼ ÷ õ'ô óEú¢ñkð¾½�¿
�Dy�{8v0{|wg�Z�ar å³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�Ý Ã�¾¨Ä
¾ ? æ x �E«�¦¨§

Π
¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡»µ�¡

NPO
ª�¬�� º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡ �n¬�©

Π
¡U�n§ß¬��`¡

Ð7«��` °§n¦¯«��
V : IΠ×SolΠ → P(SolΠ)

z ¬�¦¤Ì¢§E«�¬�§/¡G�E«�®¨¬�§n¦¯«��
s ∈ SolΠ(I)

µ�¡,§E«�¬�§E¡G¦¨�`�n§/�A�` U¡
I ∈ IΠ���E�E«� °¦¯¡�¬�� �E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡

V(I, s) ⊆ SolΠ(I)
µ�¡ß�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�Lµ�¡

I
 U«���§E¡°�¤�A��§

s
ª¤µ�¡�§/�A¦¨®¨®¯¡ �A¬ç¥�®¨¬`�

pV(|I|)
«&�

pV
¡U�n§,¬��Õ¥¹«�®¨Å��`ë�±e¡
¾



? Ä ?

Î ~gz�{|÷¡q�÷ s�y§ùe�;s å³Ö�à�×nà+9
×nàJÖa-�ÝÏÃ�¾¨Ä
¾¨ÄBæ¹Æ
s̃
«�¥�§n¦¨±Ê¬�± ®¯«� N�A®�µ�¡

I
©/¡P®³�A§n¦¨º�¡°±e¡°��§LÌ

V ⇔ ∀s ∈ V(I, s̃), mΠ(I, s̃) º mΠ(I, s).

�Dy�{8v0{|wg�Z�ar v
h
�E��ya�&w �eå³Ö�à
×nà+9�×nàJÖ1-�Ý'Ã�¾¨Ä
¾ ? æ x �E«�¦¯¡°��§

Π
¬��È¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡,µ�¡

NPO
¡P§
h
¬��`¡# U«��`�n§/�A��§E¡
ª

®¯¡#º�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
Vh
Π h

x ­¹«�©n�`´,¥¹«�¬�©
Π
¡U�n§Zµ�´��`��¦¤¡°�e§E«�¬�§E¡G�E«�®¨¬�§n¦¯«��

s
 U«�±²±e¡G® w ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡~µ�¡U�Z�E«�®¨¬�§n¦¯«��`�

�A¬Õ¥�®¨¬`�
h
x µ�¦¯�n§/�A��§E¡U�~µ�¡

s
Æ

∀h, ∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I), V
h
Π(I, s) = {t ∈ SolΠ(I) / d(s, t) ≤ h} ;

¬���º>«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡
V : IΠ × SolΠ → SolΠ

¡U�n§~¬��^�9Ø
â³ÞJâ��Óà+9�ÝÊÜÈâ%×nØ�â�×
h
�nÙEØ�×6�n�~� w ¦¨®k¡P·�¦¯�n§E¡ß¬��çº�«�¦¯�n¦¨�¤�AÂ>¡

h
x ­¹«�©n�`´

W
§E¡°® z ¬`¡

∀I ∈ IΠ, ∀s ∈ SolΠ(I), V(I, s) =W(I, s) ∪W(I, s̄).

§ í5ì ` ù¹ú,ûÈóEüZý�õ'ô�÷ ð,ùEB ¼ ñ�½Êó ¼ õWùÀô
õ ��ya~���{ � z � � � � � }7{�z+�;{���r
rezÀ�;w�z�{��6� � � � }�{8z+�;{���r å³Ö�à
×nà+9�×nàPÖa-�ÝJÞ 4 ¾¨Ä
¾¨ÄeÝ��n��¾ ? ¾1Ã>æ x ¬��`¡Ï¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´

P¡U�n§�ã Ç	±ÈÇ�¸�µY´%­�µK±È¯ å5×EÝJÞMÖ§µ ­�¼2´9µ Á7ã Ç
±*Ç�¸�µY´7­�µY±*¯ æ �E¬�©,¬��ç¡P�¤�E¡°±Ê­�®¯¡ Z �n¦<¡°®¨®¯¡�º>´°©n¦��¤¡
P (∅) ∧ ∀(X,Y ) / X ⊆ Y ⊆ Z, P (Y )⇒ P (X)×EÝJÞ:ÖJµ
P (Z) ∧ ∀(X,Y ) / X ⊆ Y ⊆ Z, P (X)⇒ P (Y ).

õ ��ya�7s�ö ÷±rO� � � � }7{8z+�;{��0rOr�z=�;w�z�{��6� � � � }7{�z+�;{���r å³Ö�à�×nà�9�×nàJÖa-�Ý���¾ ? ¾1Ã>æ x �E«�¦¨§
Π
¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡»µ�¡

NPO
Ô
Π
¡U�n§²¬�� ¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡eã Ç	±*Ç�¸�µK´7­�µK±*¯ å5×EÝJÞ:Ö§µ ­�¼2´9µ Á7ã Ç	±ÈÇD¸�µK´7­�µK±È¯ æÊ� w ¦¨®G¡P·�¦¯�n§E¡¸¬��`¡¸¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡Õå5×EÝJÞ:ÖJµO�A��§n¦ x £`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©/¡Bæ

P
§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡Ê§E«�¬�§E¡Ê¦¨�`�E§/�A�` U¡

I
µ�¡

Π
©E¡°º�¦¯¡°��§�Ì¶©E´U�E«�¬`µ�©E¡Ê¬��

¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¬Õ§TÅ�¥¹¡'Æ
βΠ(I) = max{α(Y ), Y ⊆ X/P (Y )},×EÝJÞ:ÖJµ
βΠ(I) = min {α(Y ), Y ⊆ X/P (Y )}.

«&�
α
¡U�n§W¬��`¡ ÐR«��` °§n¦¯«��eµ w ´°º
�A®¨¬¤�A§n¦¯«��eµ�¡U�'¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�Zµ�¡Ñ§TÅ�¥¹¡Ñ N�A©Eµ�¦é�Ó�A®é¦¨§E´
ª>�/«�±²±e¡#µ�¡U�W¥¹«�¦¯µ��NªA¥¹«�¦¯µ��

±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª�¥¹«�¦¯µ��G±e«BÅ�¡°�<¾¨¾¨¾

P
�E~��Z��z�{8z�{�y1w å�Ö�à�×nà�9�×nàJÖa-�ÝJÞ 4 ¾éÄ
¾¨ÄçÝ��*��¾ ? ¾1Ã>æ x �/«�¦¨§

P
¬��`¡ ¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´²¡°§

X
¬�� ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
ª¹¬`�`¡

P
x

¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«��çµ�¡
X
¡U�n§#¬��Õ¡°�`�/¡P± ­�®¯¡

S = {V1, ..., Vq}
µ�¡��E«�¬`� x ¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�Gµ`¡

X
z ¬�¦Oº�´P©E¦%�Ó¡¢®¯¡U�#§n©E«�¦¯�

¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´U�
q⋃

i=1
Vi = X, ∀i, j = 1, ..., q, i 6= j ⇒ Vi ∩ Vj = ∅

¡°§
∀i = 1, ..., q, P (Vi).



? ÄNÃ

õ ��ya�7s�ö ÷±r�}�r�~��Z�0z�{�z�{�y�wuwur ÷ r w�zA� � � � }7{8z+�;{��0r å³Ö�à�×nà+9�×EàJÖa-�ÝJÞ 4 ¾¨Ä
¾¨Ä¶Ý��J��¾ ? ¾1Ã>æ x �E«�¦¨§
Π
¬��¸¥�©E« x

­�®¯Ç°±e¡�µ�¡
NPO

µ�«���§,®¯¡U�,¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~�E«���§,®³� µ`«����`´U¡�µ w ¬��ç¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡
X
¡°§G´°º�¡°��§n¬`¡°®¨®¯¡°±e¡°��§Ïµ w ¬��`¡

º
�A®¨¬¤�A§n¦¯«��
p : X → N

µ�¡U�G´°®¯´°±e¡°��§E�Ïµ�¡
X
Ô
Π
¡U�n§,¬��É¥�©/«�­�®¯ÇP±e¡ßµ�¡¢¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«����`¡°±¶¡°��§~£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡

� w ¦¨®�¡P·�¦¯�E§E¡¢¬��`¡�¥�©E«�¥�©n¦¯´°§E´�£`´°©E´Uµ�¦¨§/�A¦¨©E¡
P
§E¡°®¨®¯¡ z ¬`¡�§E«�¬�§E¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡

I
µ�¡

Π
©E¡°º�¦¯¡°��§ÏÌÈ©E´U�E«�¬`µ�©E¡�¬��

¥�©E«�­�®¯Ç°±e¡ßµ�¬Õ§TÅ�¥¹¡'Æ

βΠ(I) = min{
q∑

i=1

α(Vi) | S = {V1, ..., Vq} P
x ¥¤�A©n§n¦¨§n¦¯«�� µ�¡

V }

«&�
α
¡U�E§O¬��¤¡WÐ7«��` °§n¦¯«��Êµ w ´°º��A®¨¬¤�A§n¦¯«�� µ�¡U��¡°�`�E¡°±Ê­�®¯¡U�)µ�¡Z§TÅ�¥¹¡Z¦¨�`µ�¦¯ N�A§n©n¦¯ U¡v�`«�§E´U¡

»|
ªU¥¹«�¦¯µ���±¶�9·�¦¨±Ê¬�±Õª

¥¹«�¦¯µ��G±e«BÅ>¡°�<¾¨¾¨¾



? Ä 4



? Ä+�

ä 1,) �71W���*' �5& �(1W�

�¨Ä�!�¤ ¾�¤~¦¯¡°®¨®¯«�ª ôG¾l�Ñ¬�©/�A§n§n¦¨��¦:ª ¤ ¾�ë ���E�/«�©E«�§n§n¦:ª��A�`µ�®Ñ¾¾`Z¡°��§n©n¦¨Â
®¨¦³��¾J¤ �`¡
_ ¡°º��A®¨¬¤�A§n¦¯«�� Ð%¬��` °§n¦¯«��¶Ð7«�©
�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e�B¾ºaOÝPÜxµ§¸,æ¾¸,Ç�ªOÄ+£ P £�¾

� ? !��k¾&¤~®¨¦¨±e«���§n¦:¾�¿Ï¡
_ ®¯«� N�A®��/¡U�A©/ /£²�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��²§E¡U /£���¦ z ¬`¡U�)Ð7«�©)±¶�9·�¦¨±Ê¬�± Â>¡°�`¡°©/�A®¨¦^bN¡Uµ²�/�A§n¦¯� x
�Ó�A­�¦¨®¨¦¨§TÅ�¥�©/«�­�®¯¡P±e�B¾�¶M�À"Ñ×nØ�
�µ¤Ø¥¡[��-�Ýå�e�Óá¾¸��:à
Ú�â7à&�<�'Ø �§¡UÝ°×EÝ��1
JÝ,Ø&��Ç~Úº9>Ø�×Pâ|��-�Ü ÞÑà&�ÓáA�'Ø
Ü~Ö¹Ú¨Ýnä
â��|$
ª
¥¤�AÂ>¡U� 4�¯/æ �
Ã�ª�Ä+£ £ 4 ¾

�1Ã0!��k¾T¤Ï®¨¦é±e«���§n¦:¾k)�Ø�
/à�Ú#ÞUÝEà�×,
�-�à&�¹á àJÖ>ÖÓ×EØNä�â%Ü²à�ÙPâ�Ú â|�|$ Ø¥¡��
Çèç�a��Â" ÖÓ×nØ�ÙPÚ¯ÝPÜ ÞP¾��'£`��§n£¤¡°�E¦¯�Nª
.Ï��¦¨º�¡°©E�n¦¨§/ÌÈµ�¡°Â
®¨¦kê�§n¬`µ�¦�µ�¦JñÏ«�±¶�À���¶ê��A¥�¦¯¡°��bB��ª�Ä+£ £ P ¾

� 4 ! S ¾a¤Ï�`µ�¡°©E�E�E«��Á�A�`µ��v¾1ô'��Â>¡°­�©E¡°§E�E¡°�<¾�ê��A±²¥�®¨¦¨��Â»±e¡°§n£`«�µ����A¥�¥�®¨¦¯¡Uµ�§E«¶�`«�� x ­¹«�«�®¯¡N�A� «�¥�§E¦é±²¦ x
bB�A§n¦¯«�� ¥�©E«�­�®¯¡°±e�N¾§¶T�ª"Ñ×nØ�
�µ<Øw¡Â��-�ÝH�e�ÓáIa1$�Ü~Ö�ØAÞPâ�ã�Ü Ø&�xæGà&�¹á>Ø�ÜÈâ^]Bà �RâRØ �Éà&�ÓáDÇÑÖ>ÖÓ×nØNä
â�Üeà �Râ7Ø&�
y Ý�
�-��`âV�°ã`ÝJÞßâ8�O�'Ø�ÜÏÖÓãm�MÝP×�a�
Uâ7Ý���
/Ý65*):�B�xa ��é¾� M>ª�¥¤�AÂ>¡U�ÏÃ � P*æ Ã C 3 ¾¹ê�¥�¦¨��Â>¡°© x `v¡°©n®³�AÂ`ª)Ä+£ £ 3 ¾

���0!!J�¾2¤Ï�`µ�©E¡N��¡��A�`µª¬ ¾l�,�A�`µ�¡°®¨§N¾��k¡°©3ÐR«�©E±¶�A�` U¡LÂ
¬¤�A©/�A��§E¡U¡°�#ÐR«�©,�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��ç�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e�,µ�¡ x
¥¹¡°�`µ�¦¨��ÂÊ«��²¥¤�A©/�A±e¡°§n©n¦^bN¡Uµe§n©n¦³�A��Â
®¯¡G¦¨�`¡ z ¬¤�A®¨¦¨§n¦¯¡U�B¾·am¸,Ç��ëê�Ø�ã�×6�Óà
ÚÓØ&�B¹�â³Þ�
°×EÝ��MÝ��Áà ��-�ÝPÜeà �RâV
PÞPª
3 Æ¨Ä æ Ä+C�ª�Ä+£ £ ��¾

��C0!��v¾QJ�©E¡°º�¦¯�J�A� �A�`� S ¾ �L¾�ê�«�©,��¦¨�<ªeë ¾�ê�¬`µ`�A��ª��A�`µ¶�È¾ �W¾�ì ¦¨®¨®¨¦³�A±e�E«��<¾ S ��µ�Â>¡°§E�Bª��A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ª
�A�`µ²®¨¦¨�`¡N�A©Z¥�©E«�Â
©/�A±²±²¦¨��Â`¾n¶M��"Ñ×nØ�
�µOØ¥¡¾��-�Ýîí#ï���-�Ç>�;�`ã�à�Ú ¸,òTò�ò-aa$�ÜÏÖ�ØAÞJâ%ã�ÜþØ&��[�Ø�ã �¹á>à �Râ7Ø&��Þ
Ø¥¡��'Ø�ÜÏÖÓã2�MÝ°×�an
°â7Ý��1
JÝ°ª�¥¤�AÂ>¡U�>C�Ä P*æ C ? C�¾a¶(ô�ô�ôc:Ñ«�±²¥�¬�§E¡°©¢ê�«� °¦¯¡°§TÅ�ª<Ä+£ £ C�¾

� P !Èê¹¾u¤Ï©E«�©/��¾<�k«�®¨Å��`«�±²¦³�A®#§n¦¨±e¡»�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� �E /£`¡°±e¡eÐ7«�©�ô'¬` °®¨¦¯µ�¡N�A� J~ê2� �A�`µ «�§n£`¡°©ÊÂ>¡U« x
±e¡°§n©n¦¯ ç¥�©E«�­�®¯¡°±e�N¾c¶T�k"Ñ×nØ�
�µ�Øw¡<��-�Ý�í#ï+��-^ÇÂ�;�¤ã�à�Ú�¸,ò�ò�òðaa$�ÜÏÖ�ØAÞPâ�ã�Ü Ø&�ñ[<Ø�ã2�Óá>àe�RâRØ&�`ÞÕØw¡
�'Ø�ÜÏÖÓãm�MÝP×�a�
Uâ7Ý���
/Ý°ª`¥¤�AÂ>¡U� ?/æ Ä
Ä
ª<Ä+£ £ C�¾

� 3 !Èê¹¾g¤~©/«�©/��ª<�È¾J@��A©nÂ>¡°©Nªk�A�`µ ë ¾J@��A©n¥�¦¨�`�,��¦7¾ª�W«�®éÅ��`«�±²¦³�A® §n¦¨±e¡ �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� �/ /£`¡°±e¡U��Ð7«�©
µ�¡°�`�/¡,¦¨�`�n§/�A�` U¡U� «AÐO¿�� x £¤�A©Eµ¶¥�©E«�­�®¯¡°±e�N¾n¶M�ª"Ñ×nØ�
�µ<Øw¡Â��-�Ýî��ï+��-�Ç��~�ëa y Z��Wª�¥¤�AÂ>¡U� ? 3�4Dæ2? £
Ã�ª
Ä+£ £ ��¾v�A®¯�/«È¦¨�É�>«�¬�©n�¤�A®)«AÐ�:Ñ«�±²¥�¬`§E¡°©L�A�`µ�ê�Å��n§E¡°±�ê� °¦¯¡°�` U¡U�>� 3 å3Ä+£ £ £>æPª�Ä+£
Ã x ? Ä ¯ ¾



? Ä+C

��£0! S ¾;¤~¬`�E¦¨¡°®¨®¯«�ªa¤ ¾`µ w ¤#§n©n¦:ªÓ�A�`µÉë ¾;�'©E«�§/���n¦:¾,ê�§n©n¬` °§n¬�©/¡�¥�©/¡°�/¡°©nº�¦¨��Â¶©E¡Uµ�¬` °§n¦¯«��`�¢�A±e«���Â» U«���º>¡P·
«�¥�§n¦¨±²¦^bB�A§n¦¯«���¥�©E«�­�®¯¡°±e�N¾�ê�Ø�ã�×��Óà�Ú)Ø¥¡x�'Ø
Ü~Ö¹ã2�MÝP×Êà&�¹á�aa$AÞ��MÝPÜ�a�
Uâ7Ý���
/ÝPÞPª ? Ä
Æ¨ÄNÃ C æ Ä+�
Ã�ª)Ä+£ 3 ¯ ¾

�¨Ä ¯ ! S ¾[¤Ï¬`�n¦¯¡°®¨®¯« �A�`µcë ¾[�'©E«�§/���E¦:¾þ�<«� N�A®��E¡N�A©E /£<ªÑ©E¡Uµ�¬` °¦¨­�¦¨®¨¦¨§TÅø�A�`µø�A¥`¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�¦¨®¨¦¨§TÅø«AÐÊ¿>� x
«�¥�§n¦¨±²¦^bB�A§n¦¯«���¥�©E«�­�®¯¡°±e�N¾�¸6�§¡UØ�×JÜeà �Râ7Ø&�
"#×nØ+
JÝJÞJÞJâ�� 9A))Ý��V�MÝP×JÞPªa� 4 å ? æPÆ P Ã æpP £�ª)Ä+£ £ ��¾

�¨Ä
Ä�! S ¾2¤Ï¬`�n¦¯¡°®¨®¯«²�A�`µ�ë ¾m�'©E«�§/���n¦:¾W¿�� «�¥�§n¦¨±²¦^bB�A§n¦¯«��Õ¥�©E«�­�®¯¡°±e�~�A�¤µ»®¯«� N�A®<«�¥�§n¦¨±¶� Â
©/�A¥�£É§n£`¡U«�©nÅ>¾
¶T�ª�È¾m¤Ï®³�Nº�¦<�A�`µ�¤Ê¾`ê� /£l_Ñ¡°�Z�Àª�¡Uµ�¦¨§E«�©E�Nª��'Ø�Ü¶ÙPâ��Óà �:Ø�×Pâ|
°Þ�à&�Óá�Ç Ö�ÖÓÚ�âV
/à �Râ7Ø&��ÞÂ�n"Ñ×nØ�
�µWØ¥¡D��-�Ý�aÀÝ��
��Ý��a��-�¢Ñã�à>á�×Pâ:Ý��;�Óà�Ú2¸6�1�MÝP×��Óà �RâRØ �Óà�Úg�'Ø&�§¡NÝP×EÝ��1
JÝLØ&�
��-�Ý y -�ÝnØ�×�$ à&�Óá�Ç Ö>ÖÓÚ âV
Eàe�RâRØ&��ÞÏØ¥¡ X#×nàJÖa->Þ°ª
º�«�®¨¬�±e¡ ? ª�¥Ó�AÂ>¡°�>£ � P*æ £ P ��ª�Ä+£ £ ��¾

�¨Ä ? ! `È¾l�,�9Ð%�¤��ª2�k¾��#¡°©n±¶�A�<ª��A�`µ J�¾2®`¬�Ò5¦¨§E«�¾g¤Ï¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¨��Â Ð7¡U¡Uµ�­¤�� E�eº�¡°©n§E¡P· �E¡°§vÐ7«�© ¬��`µ�¦¨©E¡U °§E¡Uµ
Â
©/�A¥�£`��_G¦é§E£�¦¨�Õ©/�A§n¦¯« ? ¾�.~��¥�¬�­�®¨¦¯�n£`¡UµÕ±¶�A��¬`�E °©n¦¨¥�§Nª�Ä+£ £ 4 ¾

�¨ÄNÃ0!�ñÊ¾Q�#�A§n§E¦é§E¦¹�A�`µxë ¾e�'©E«�§/���n¦:¾8x�à �Óá�ÙEØNØ �ÊØw¡��'Ø
ÜeÙ°â8�Óàe�:Ø�×Jâ7à�Ú�Z)Ö��Râ%ÜÈâ^]Nàe�RâRØ&�Óª�º>«�®¨¬�±e¡ÊÄ
ª> /£¤�A¥`§E¡°©
¤Ï¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§E¡T¤~®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e�W�A�`µ�¬L¡°¬�©n¦¯�n§n¦¯ U�OÐ7«�©gë�¤îò x ê2¤7J�ªU¥¤�AÂ>¡U� P�P*æ Ä 4�3 ¾�@¢®¨¬l_Ñ¡°©u¤G N��µ�¡°±²¦¯ 
�'¬�­`®é¦¯�E£`¡°©E�Nª`µ<¾ x b>¾¤µ�¬ç�A�`µÉ¥<¾ ±Õ¾�¥¤�A©n®³��µ�«
�Ï¡Uµ�¦¨§n¦¯«��<ª�Ä+£ £ 3 ¾

�¨Ä 4 !À:L¾ò�,�cbUÂ��A� �A�`µªì ¾;®¤¡°©n�¤�A�`µ�¡
b µ�¡�®³�°`Z¡°Â���¾�¤ �k«�®¨Å��`«�±²¦³�A®,J#¦¨±e¡�¤Ï¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� ê� /£¤¡P±e¡
Ð7«�©#�¢¡°�`�E¡�ë=¶5¿ ? ê2¤7J�¾u¶T�<"Ñ×nØ�
�µkØ¥¡���-�Ý � ����-B¸6�a�MÝP×��Óà �Râ7Ø&�Óà�Ú�aa$�ÜÏÖ�ØAÞJâ%ã�Ü Ø&�i[Àã2�Óá>à�Ü¶Ý��a�:à�Ú�Þ
Ø¥¡��'Ø�ÜÏÖÓã2�:àe�RâRØ&� y -�ÝnØ
×6$�5�):�x�xa �"ó M*ô`ª�¥¤�AÂ>¡U�>£�Ä æ £ £�ª<Ä+£ £ £�¾

�¨Ä+�0!À:L¾{�,�cbUÂ��A�<ª*ì ¾+®¤¡°©n�¤�A�`µ�¡
bÑµ�¡Z®¯�[`v¡°Â���ªB�A�`µ�ë ¾+@��A©n¥�¦¨�`�,��¦:¾e�k«�®¨Å��`«�±²¦³�A®�§n¦¨±e¡ �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��
�E /£¤¡P±e¡U�,Ð7«�©Gµ�¡°�`�E¡�¦¨�`�n§/�A�` U¡U�~«AÐW±²¦¨��¦¨±Ê¬�±� U«��`�n§n©/�A¦¨��§Ï�/�A§n¦¯�3Ð:�� °§n¦¯«��<¾�õ�Ö�à
×nà&ð|�R×EÝ°ª ? ¯ ¯ Ä
¾

�¨Ä+C0!À:L¾u�,�cbUÂ��A�ø�A�`µÛ`È¾��W���/ /£`«
�N¾ø�Ï¦�ÁO¡°©E¡°��§n¦³�A®¢�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� ÐR«�© �/�A§n¦¯���Ó�A­�¦¨®¨¦¨§TÅ �A�`µ ©E¡°®³�A§E¡Uµ
¥�©E«�­�®¯¡°±e�B¾ ? ¯ ¯ Ä
¾

�¨Ä P !�¬ ¾��ºö� E��¡°��£¤�A¬`¡°©Nª*�¤¾7¬Ï©E«�±A�>«Bº�¦¯ 
ª7ñß¾7@¢®³���n¦¨��Â`ªvê¹¾Zê�¡°¦¨­¹¡°©n§NªZ�A�`µWì ¾7.~��Â>¡°©N¾:J)«{_#�A©Eµ`�È§n£`¡
�`«�§n¦¯«��¸«AÐ)�n§/�A­�¦¨®¨¦¨§TÅ¶«AÐ)�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��Õ�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e�G�A�`µ¶§E£`¡~§n©/�Nº�¡°®¨¦¨��Â �J�A®¯¡U�n±¶�A� ¥�©E«�­�®¯¡°±Õ¾u¶M�
æ~ÝMÖ�Ø�×���í � 5�ò#Ú¨Ý�
��R×nØ �`â|
��'Ø�Ú�Ú¨Ø+�°ã�â%ã�Ü�Ø �O�'Ø�ÜÏÖÓãm�:à �Râ7Ø&�Óà�ÚT�'Ø�ÜÏÖÓÚ¯Ýnä
â��|$
ªOÄ+£ £ £�¾

�¨Ä 3 !�¬ ¾8�ºö� E�>¡°��£¤�A¬¤¡P©Bª��`¾u¬Ï©E«�±A�>«Bº�¦¯ 
ªuñß¾g@¢®³���n¦¨��Â`ª'ê¹¾kê�¡°¦¨­¹¡°©n§NªW�A�`µ÷ì ¾g.Ï��Â>¡°©N¾<¤Ï� ¦¨±²¥�©E«Bº�¡Uµ
®¯«{_Ñ¡°©�­¹«�¬��`µ «��Á§n£`¡²�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A­�¦¨®¨¦¨§TÅÁ«AÐ ±e¡°§n©n¦¯  J~ê2� �A�`µ¼�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e�¢Ð7«�©
§n£`¡	J~ê2��_,¦¨§n£Õ�n£¤�A©n¥¹¡°�`¡Uµ¸§n©n¦³�A��Â
®¯¡�¦é� z ¬¤�A®¨¦¨§TÅ�¾�¶T�<"Ñ×nØ�
�µkØw¡���-�Ý � ï+��-BÇÂ�a�`ã�à
ÚÍaa$�Ü~Ö�ØAÞPâ�ã�Ü Ø&�
y -�ÝEØ�×/Ý��Râ|
/à�Ú�Ç¢Þ:Ö`Ý�
��%ÞGØ¥¡D�'Ø�ÜÏÖÓã2�MÝ°×�a�
Uâ7Ý���
/Ý�5a)x�B�xaÓªNº�«�®¨¬�±e¡LÄ P�P&¯ ª9¥¤�AÂ>¡U�'Ã 3 ?/æ Ã £ 4 ¾>ê�¥�©n¦¨��Â>¡°© x
`v¡°©n®³�AÂ`ª ? ¯ ¯ ¯ ¾



? Ä P

�¨Ä+£0!�ë ¾��#¡°®¨®³�A©E¡
ª ¨ ¾ S «�®¯µ�©E¡°¦¯ /£<ª'�A�¤µOë ¾'ê�¬`µ`�A�<¾ ®`©E¡U¡»­�¦¨§E�Nª)¥¹ °¥`�e�A�`µ �`«�� x �A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A­�¦¨®¯¦¨§TÅ x
§E«{_#�A©Eµ��~§n¦¨Â
£�§G©E¡U�n¬�®¨§E�N¾ºam¸,Ç��øê�Ø�ã�×6�Óà
Ú)Ø&�_�'Ø�ÜÏÖÓãm�Râ8� 9>ª ?QP Æ 3 ¯�4Dæ £�Ä+��ª)Ä+£ £ 3 ¾

� ? ¯ !�ë ¾0¤Ê¾ �#¡°�`µ�¡°©'�A�`µÀ:L¾ : £`¡���¬�©n¦:¾m�k¡°©3ÐR«�©n±¶�A�` U¡ÑÂ
¬¤�A©J�A��§E¡U¡U�)Ð7«�©)§n£`¡þJ~ê2�z_,¦¨§n£²�G¥¤�A©/�A±e¡°§n©n¦^bN¡Uµ
§n©n¦³�A��Â
®¯¡L¦¨�`¡ z ¬¤�A®¨¦¨§n¦¯¡
¾u¶T��"Ñ×nØ�
�µkØ¥¡ �>Ç>¹�a�� ù"ù&5g):�B�xa¹ª>º>«�®¨¬�±e¡ÈÄ+C C
Ã�ª�¥¤�AÂ>¡U� 3 ¯/æ23 ��¾`ê�¥�©n¦¨��Â>¡°© x
`v¡°©n®³�AÂ`ª<Ä+£ £ £�¾

� ? Ä�!��k¾p�#¡°©n±¶�A�Õ�A�`µ S ¾`ê� /£���¦¨§nÂ>¡°©N¾ ¨ �¸§n£`¡¢ U«�±²¥�®¯¡P·�¦¨§TÅ»«AÐk�A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A§n¦¨��Â²§E£`¡Ï¦¨�`µ�¡°¥¹¡°�`µ�¡°��§~�E¡°§
¥�©E«�­�®¯¡°±Õ¾�¸6�§¡UØ�×PÜeà �RâRØ � à&�Óá=�'Ø�ÜÏÖÓãm�:à �Râ7Ø&�¤ª;£ C�Æ P�P*æ £ 4 ª�Ä+£ £ ? ¾

� ? ? !Ê�È¾��#¡°©n§E�n¦¨±¶���Bª : x �k¾QJ)¡U«�ª��A�`µBñÊ¾ `Z«�£�©/��¾ ¨ �¶µ�¡°¥¹¡°�`µ�¡°��§v©/�A�`µ�«�±²¦^bN¡Uµ¶©E«�¬��`µ�¦¨��Â �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e�N¾
¶T��"#×nØ+
0µ¤Ø¥¡[��-�Ý é ��-�¸6�a�MÝ°×6�Óàe�RâRØ&�¹à�Ú��'Ø&�§¡NÝP×EÝ��1
JÝ,Ø&��¸6�1�MÝV9�ÝP×*"#×nØ�9
×nà�ÜÈÜÈâ8� 9�à&�ÓáA�'Ø
ÜeÙ°â8�Óàe�:Ø�×Jâ7à�Ú
Z)Ö��Râ%ÜÈâ^]Bà �RâRØ �Z5g)x�B�xa �"ú M*ô`ª�¥¤�AÂ>¡U�ÏÃ
Ã ¯/æ Ã 4 4 ¾¹ê�¥�©n¦¨��Â>¡°© x `v¡°©n®³�AÂ`ª)Ä+£ £ C�¾

� ? Ã0!�¤ ¾��Ñ®¨¬�± �A�`µ¸�È¾m@��A©EÂ>¡P©B¾7¤~�
Õ(n3/14)

x  U«�®¯«�©n¦¨��Â¶�A®¨Â>«�©n¦¨§n£�± ÐR«�©GÃ x  U«�®¯«�©/�A­�®¯¡�Â
©/�A¥�£`�N¾*¸6�{¡°Ø�×��
Üeà �Râ7Ø&��"Ñ×EØ+
JÝJÞJÞJâ8�29A))Ý��V�MÝP×JÞPªaC�Æ 4 £ æ �
Ã�ª�Ä+£ £ P ¾

� ?�4 !!�¢¾��#«�®¨®¯«�­�û��N¾�æ,à&�¹á>Ø�Ü X#×nàJÖa-�ÞP¾*¤G N��µ�¡°±²¦¯ ��'©/¡°�/�NªZ��«��`µ�«��<ª�Ä+£ 3 ��¾
� ? �0!Ê¿ ¾1: £�©E¦¨�E§E«��¤µ�¡U�N¾ºì¼«�©E�n§ x  N���/¡Ê�A�¤�A®¨Å��E¦¨�Ï«AÐv�²�`¡
_ £¤¡P¬`©n¦¯�n§n¦¯ �ÐR«�©~§n£`¡�§n©/�Nº�¡°®¨¦¨��Â �J�A®¯¡U�n±¶�A�ç¥�©E« x

­�®¯¡°±Õ¾EJ)¡U /£���¦¯ N�A®¤©E¡°¥¹«�©n§Nª S ©/��µ�¬¤�A§E¡Ïê� /£`«�«�®¤«AÐn¶T�`µ�¬`�n§n©n¦³�A®a¤Gµ�±²¦¨��¦¯�n§n©/�A§n¦¯«��<ª2:#�A©n�`¡°Â
Å æ ë ¡°®¨®¯«��
.Ï��¦¨º�¡°©E�n¦¨§TÅ>ªOÄ+£ P C�¾

� ? C0!Èê¹¾º¤ ¾u:Ñ«�«&�À¾ J#£`¡¶ U«�±²¥�®¯¡P·�¦é§5Å¼«AÐ#§n£`¡U«�©E¡°± x ¥�©E«Bº�¦¨��Â ¥�©E«� U¡Uµ�¬�©E¡U�N¾
¶T�h�'Ø&�§¡NÝP×EÝ���
/ÝAæGÝ�
/Ø�×náÁØw¡
y -�â%×ná�Ç>�;�`ã�à�Ú�Ç��~�üa1$AÜÏÖ�ØAÞJâ%ã�Ü Ø&� y -�ÝEØ�×�$ Øw¡x�'Ø�ÜÏÖÓã2�Râ�� 9
ª�¥¤�AÂ>¡U�ßÄ+��Ä æ Ä+� 3 ª�Ä+£ P Ä
¾

� ?QP ! S ¾�:Ñ«�©n��¬`¡5Òn«�®¯�Nª0ë ¾º�Z¾0®k¦¯�n£¤¡P©BªA�A�`µ S ¾º�Z¾9¿L¡°±²£¤�A¬`�E¡°©N¾2�<«� N�A§n¦¯«��²«AÐ`­¤�A�Z�¹ªA�� U U«�¬���§k§E«Ï«�¥�§n¦¨±²¦^bN¡
å¤«>�A§NÆ'�A� �A�¤�A®¨Å�§n¦¯ ¸�n§n¬`µ�Å «AÐÏ¡P·`�� °§²�A�`µ �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§E¡É�A®¨Â>«�©n¦¨£�§n±e�B¾Ñ� à&�Óà+9�ÝPÜ¶Ý��a�Han
°â7Ý��1
JÝ°ª
? Ã�Æ P&3 £ æ23 Ä ¯ ª)Ä+£ P�P ¾

� ? 3 !��k¾�: ©E¡U�/ U¡°��bU¦Ñ�A�`µ ¤ ¾J�W�A�` U«��`¡U�n¦:¾<:Ñ«�±²¥�®¯¡°§E¡°�`¡N�E�Ê¦¨� �A¥�¥�©E«B·�¦¨±¶�A§n¦¯«��  °®³���E�E¡U�N¾
¸6�§¡UØ�×PÜeà �RâRØ&�
à&�¹á=�'Ø�ÜÏÖÓã2�:à �Râ7Ø&�¤ª;£
Ã�å ? æPÆ ?�4 Ä æ2? C ? ª�Ä+£ £�Ä
¾

� ? £0!��k¾�: ©E¡U�E U¡°��bU¦G�A�`µÍ�Z¾�J�©E¡°º�¦¯�/�A�<¾ ¨ � �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«����E /£`¡°±e¡ ¥�©E¡U�/¡P©Eº�¦¨��Â ©E¡Uµ�¬¤ P¦¨­�¦¨®¨¦¨§TÅ �A�`µ
¦¨§E� �A¥�¥�®¨¦¯ N�A§n¦¯«��`�N¾
¶M�Í"Ñ×EØ+
�µGØ¥¡B��-�Ý � ô;��-�ÇÂ�;�¤ã�à�Ú>�'Ø&�{¡UÝP×EÝ��1
JÝ»Ø&�e[�Ø�ã �Óá�à �RâRØ ��Þ¶Ø¥¡ba¹Ø¥¡��lývà
×EÝ
y Ý�
�-��ÓØ
ÚéØE9&$ à&�¹á y -�ÝEØ�×EÝ��Râ|
/à�Ú��'Ø�ÜÏÖÓãm�MÝP×ªa�
°â:Ý��1
JÝ65D):�B�xaþM"M ú ªv¥¤�AÂ>¡U�»Ã
Ã ¯/æ Ã 4 Ä
¾,ê�¥�©n¦¨��Â>¡°© x`v¡°©n®³�AÂ`ª<Ä+£ £ 4 ¾



? Ä 3

�1Ã ¯ !�ë ¾��¢¡°±¶�A��Â>¡
¾�ÇÑÖ>ÖÓ×nØNä
â�Üeà �Râ7Ø&��Ö�Ø�Ú%$&�ÓØ�ÜÈâRà
Ú¨ÝÏá�ÝWÖÓ×nØ�ÙPÚ¨Û°ÜeÝPÞ
NP

��
/Ø�ÜÏÖÓÚ¨Ý��%ÞLÝ���ÖÓ×nØE9�×nà�ÜÈÜeà �Râ7Ø&�
Ú â8�n�nà
â�×EÝ8�Oã �ÀÝ��ÓØ�ã2�AÝPÚ%Ú¨Ý�Ü¶ÝJÞJã�×EÝ�ág� àJÖ>ÖÓ×nØNä
â�Üeà �Râ7Ø&��Ý��Zà�Ú 9�Ø�×Jâ|��-�Ü¶ÝJÞ°¾J�'£`�|§n£`¡U�n¦¯�Bª2:�ô�ñ>ëÁê2ôTë
.Ï��¦¨º�¡°©E�n¦¨§E´D�W�A©n¦¯�Â¶PªOÄ+£ £ 4 ¾

�1Ã�Ä�!�ë ¾`�¢¡°±¶�A��Â>¡
ªa�W¾ S ©n¦¯�E«���¦:ªÓ�A�`µ�`È¾ J#£<¾a�W���E /£`«
�N¾�¤Ï¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���©E¡U�n¬�®¨§E�GÐR«�©G§n£`¡�±²¦¨��¦¨±Ê¬�±
Â
©/�A¥�£� U«�®¯«�©n¦¨��Âe¥`©E«�­�®¯¡°±Õ¾[¸6�{¡°Ø�×PÜeà �Râ7Ø&�
"Ñ×nØ�
JÝJÞ/ÞPâ8� 9A))Ý��V�MÝP×/Þ°ªa� ¯ ÆéÄ+£ æ2? Ã�ª)Ä+£ £ 4 ¾

�1Ã ? !�ë ¾W�¢¡°±¶�A��Â>¡
ª*�W¾ S ©n¦¯�E«���¦:ª'�A�`µ�`È¾ J#£<¾7�'���E /£`«
�N¾ �L¦�ÁO¡°©E¡°��§n¦³�A®~�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� �A®¨Â>«�©n¦¨§n£�±e�
Ð7«�©��E«�±e¡È U«�±Ê­�¦¨�¤�A§E«�©n¦³�A® «�¥�§n¦¨±²¦^bB�A§n¦¯«��¼¥�©E«�­�®¯¡°±e�N¾ y -�ÝEØ�×EÝ��RâV
Eà
Ú¾�'Ø�ÜÏÖÓãm�MÝP×�a�
Uâ7Ý���
/ÝUª ? ¯ £�å3Ä æ
? æPÆ¨Ä ¯QP*æ Ä ? ? ª)Ä+£ £ 3 ¾

�1Ã
Ã0!�ë ¾W�¢¡°±¶�A��Â>¡
ªT�`¾*ë «����`«�§NªZ�A�`µ ` ¾7J#£<¾*�W���E /£¤«
�N¾��Ñ©n¦¯µ�Â
¦¨��Â¼Â��A¥ ­¹¡°§�_Ñ¡U¡°� �n§/�A�`µ`�A©Eµ �A�`µ
µ�¦�ÁO¡°©E¡°��§n¦³�A®Ñ¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®,�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«��<ªk§n£`¡  N���E¡ «AÐG­�¦¨� x ¥¤�� E��¦¨��Â`¾¡Ç Ö>ÖÓÚ â:Ýnáz� à ��-�ÝPÜeà �RâV
PÞ
))Ý��V�MÝ°×/Þ°ªOÄ ? ª<Ä+£ £ £�¾

�1Ã 4 !�ë ¾��¢¡P±¶�A�`Â>¡ß�A�`µ�` ¾�J#£<¾;�W���E /£`«
�N¾ ¨ �ç�A���A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«���±e¡N���n¬�©E¡¢ÐR«�¬��¤µ�¡UµÉ«��Õ§n£`¡¢®¨¦¨�Z���
­¹¡°§�_Ñ¡U¡°� «�¥�§n¦¨±²¦^bB�A§n¦¯«����A�`µ�¥¹«�®¨Å��`«�±²¦³�A®Ê�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� §n£`¡U«�©nÅ>¾ y -�ÝEØ�×EÝ��RâV
/à�ÚB�'Ø�ÜÏÖÓãm�MÝP×a�
Uâ7Ý��1
/ÝUª<Ä+� 3 å3Ä æ2? æPÆ¨Ä
Ä P*æ Ä 4 Ä
ª)Ä+£ £ C�¾

�1Ã �0!�ë ¾¹�¢¡°±¶�A��Â>¡e�A�`µz` ¾ J#£<¾n�W���/ /£`«
�N¾�¤L�nÅ�±²¥�§E«�§n¦¯  µ�¦�ÁO¡°©E¡°��§n¦³�A®v�A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� ©/�A§n¦¯«�ÆOµ�¡��`��¦ x
§n¦¯«��`�Bª�±e«�§n¦¨º��A§E¦¨«��¤� �A�`µe�A¥�¥�®¨¦¯ N�A§n¦¯«�� §E«��E«�±e¡, U«�±Ê­�¦¨�¤�A§E«�©n¦³��®¤¥�©E«�­�®¯¡°±e�N¾næÂÇÂ¸,æ Z�Z)Ö`ÝP×nà �Râ7Ø&��Þ
æ~ÝJÞNÝnà
×,
�-�ªÓÃ
Ã�Æ 4�3 Ä æ � ¯QP ª�Ä+£ £ £�¾

�1Ã C0!��v¾�ô'��Â>¡°­�©E¡°§E�E¡°�<¾2¤Ï�ß¡P·�¥�®¨¦¯ °¦¨§)®¯«{_Ñ¡°©)­¹«�¬��`µ�Ð7«�©8J~ê2�z_,¦¨§n£Êµ�¦¯�E§/�A�` U¡U�)«��`¡Ñ�A�`µß§�_Ñ«�¾�¶M�À"Ñ×nØ�
�µ¤Øw¡
��-�Ý �"ó ��-xÇ>�;�`ã�à�Ú?a1$�Ü~Ö�ØAÞPâ�ã�Ü Ø&� y -�ÝEØ�×EÝ��RâV
/à�Ú�ÇLÞMÖ`Ý,
��%ÞÊØw¡x�'Ø�ÜÏÖÓã2�MÝ°×�a�
Uâ7Ý���
/Ý�5�)x�B�xa ��é
ó í>ª
¥¤�AÂ>¡U�ÏÃ P Ã æ Ã 3 ? ª�Ä+£ £ £�¾

�1Ã P !�ñÊ¾§®Ó�AÂ
¦¨�<¾2X~Ý��ÀÝP×nà�Ú â^]9ÝnáRÍZ×JÞ��|�3Ø�×ná�Ý°×²Þ:Ö`Ý�
��R×nàÁà&�¹á²Ö�Ø�Ú%$&�ÓØ�ÜÈâ7à�Ú%�°�Râ%ÜeÝe×EÝ�
/Ø�9&�¤â^]Bà�ÙPÚ¯Ý¶ÞUÝ��%ÞPªO¥¤�AÂ>¡U�
4 Ã æpP Ã�¾Tñß¾ºë ¾m@��A©n¥<ªº¤Ï±e¡°©n¦¯ N�A�=ë �A§n£`¡°±¶�A§n¦¯ U�¢ê�«� °¦¯¡°§TÅ�ª;�'©E«Bº�¦¯µ�¡°�` U¡�ñß¾º¶P¾¨ªÀÄ+£ P04 ¾

�1Ã 3 !Iì ¾a®¤¡°©n�¤�A�`µ�¡
bÈµ�¡ß®³�°`v¡°Â�� �A�`µ�ë ¾a@��A©n¥�¦¨�`����¦:¾ ¨ ��§n£`¡ �A¥�¥�©E«N·�¦¨±¶�A§n¦¯«�� £¤�A©Eµ��`¡U�/�L«AÐZµ�¡°�`�E¡
J~ê2� �A�`µÕ«�§n£`¡°©G¥¤�A§n£Õ¥�©E«�­�®¯¡°±e�N¾�¸6�§¡UØ�×JÜeà �Râ7Ø&�
"#×nØ+
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