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Dominique Barth qui a dirigé mon travail, pour son appui constant aussi bien sur
le plan scientifique que sur le plan personnel, sa très grande disponibilité et surtout
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6.1 Le modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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5.1 Résultats de complexité pire cas obtenus pour le problème de colora-
tion de chemins dans les arbres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.2 Résultats obtenus pour le nombre moyen de couleurs nécessaires pour
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1 < j < l−2

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.5 (a) Une collection F de chemins sur C5. (b) La base B(F ) de F , où
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de conflit G associé. (b) Une collection symétrique de chemins sur un
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1 Introduction

Depuis quelques années, nous assistons à un développement important des réseaux
de télécommunications et à la nécessité d’une réalisation efficace des communications
dans ces réseaux. L’utilisation des réseaux de télécommunications, réseaux informa-
tiques de petite taille (Local Area Network ou LAN) ou de très grande taille (Wide
Area Network ou WAN) comme Internet, a augmenté considérablement. De plus, les
perspectives actuelles d’intégrer différents types des données comme le texte, l’au-
dio et la vidéo font également augmenter la demande d’une bande passante grande
(partage des ressources) et d’une latence courte (garantie de qualité-service) dans
les réseaux de communications. De même, les machines parallèles et distribuées de-
mandent des mécanismes de communication très sophistiqués.

Malheureusement, la détermination d’une stratégie efficace pour le routage de
l’information dans les réseaux mène souvent à des problèmes NP-difficiles. Beaucoup
de propositions ont été faites pour palier à cette difficulté. La plupart des stratégies
proposées pour le problème de routage de l’information dans les réseaux consistent
à diviser le problème en deux sous-problèmes, sélectionner des routes dans un réseau
de communication et trouver une planification des mouvements d’informations tout
au long des routes affectées.

Cette thèse présente une étude de la complexité algorithmique liée à la détermination
des stratégies de routage optimales dans les réseaux de communications. Plus précisément,
nous allons étudier certains cas restrictifs du problème de routage comme le routage
de permutations dans des réseaux ayant une topologie d’interconnexion assez simple
comme les anneaux, les arbres et les grilles. En effet, d’une part dans les réseaux de
communication standards actuels, qui utilisent la nouvelle technologie optique tels
que les réseaux SONET (Synchronous Optical NETwork) (voir [2]), les topologies les
plus fréquentes sont l’anneau, les arbres et les arbres d’anneaux (voir [51]). D’autre
part, beaucoup des algorithmes généraux pour le problème du routage usent, comme
stratégie de base, le routage des permutations (voir [45, 20]).

Dans le chapitre 2, nous présentons la terminologie et les outils mathématiques
nécessaires tout au long de notre étude : les éléments de la théorie des graphes et de
la théorie de la complexité algorithmique ainsi que les différents modèles de routage
dans les réseaux de communication.

Le chapitre 3 présente “l’état de l’art” du problème de routage dans les réseaux
de communication ainsi que les principaux résultats trouvés dans cette thèse. Nous
avons étudié principalement deux modes de commutation utilisés pour le routage
de l’information dans les réseaux de communications : le mode de commutation de
circuits et le mode de commutation de paquets. Le mode de commutation de circuits
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

(routes virtuelles dans le réseau) est utilisé, par exemple, dans les réseaux dits tout-
optiques qui utilisent la technologie WDM (Wavelength Division Multiplexing). Ce
problème est fréquemment modélisé comme un problème particulier de coloration
de chemins dans un graphe orienté symétrique qui représente la topologie du réseau.
Les chapitres 4, 5 et 6 seront consacrés à ce mode de commutation. Le mode de
commutation de paquets est le mode le plus classique pour le routage de l’information
dans les réseaux. Nous étudierons brièvement les modèles de routage store-and-
forward et wormhole dans le chapitre 7.

Le chapitre 4 est consacré au problème de coloration de chemins dans l’anneau.
Étant donnés un anneau et une collection de chemins sur celui-ci, nous montrons
que si l ≥ 4 chemins sont nécessaires pour couvrir complètement l’anneau tels que
leur graphe de conflit associ est un cycle, alors il existe un algorithme en temps
polynomial qui utilise au plus ( l−1

l−2
) fois le nombre optimal de couleurs ncessaires

pour colorier une telle collection, de sorte que deux chemins ayant une arête en
commun sont coloriés avec des couleurs distinctes. Ainsi, notre résultat généralise
celui de Tucker qui avait montré, sous ces hypothèses, que le nombre de couleurs
nécessaires était au plus 3

2
fois le nombre optimal. Nous montrons aussi quelques

instances particulières du problème qui peuvent être résolues efficacement en temps
polynomial.

Dans le chapitre 5 nous étudions le problème de la coloration de chemins dans
les arbres. Nous nous concentrons sur le problème particulier de la coloration des
ensembles de chemins représentant des permutations des nœuds d’un arbre. Nous
montrons que le problème de calculer une coloration minimale pour ces ensembles de
chemins dans les arbres est un problème NP-difficile, même pour des permutations
particulières comme les involutions et les permutations circulaires dans les arbres
de degré borné par une constante. Nous nous intéressons aussi dans ce chapitre
au problème de déterminer le nombre moyen de couleurs nécessaires pour colorier
toutes les permutations à n éléments dans les arbres à n nœuds. Plus précisément,
nous montrons que le nombre moyen de couleurs nécessaires pour colorier toute
permutation à n éléments dans une châıne à n nœuds est égal à n

4
+ o(n). Nous

obtenons aussi des bornes inférieure et supérieure pour ce problème dans le cas des
arbres quelconques.

Afin de mieux comprendre la difficulté inhérente de certains instances du problème
du routage par chemins arc-disjoints par rapport à d’autres instances du même
problème et essayer ainsi de diminuer l’écart entre elles, nous généralisons dans le
chapitre 6 le mode de commutation de circuits. En effet, les problèmes de coloration
que nous étudions dans les chapitres 4 et 5 sont issus du problème du routage par
chemins arc-disjoints qui fait partie du mode de commutation de circuits et dans
lequel deux chemins qui partagent au moins un lien du réseau doivent être affectés
à deux phases de communication (deux couleurs) différentes. Nous relaxons cette
contrainte de conflit entre chemins en introduisant un paramètre entier ρ > 0. Nous
disons ainsi que deux couleurs distinctes doivent être affectées à deux chemins s’ils
partagent un même lien e du réseau tel que e se trouve dans la i-ème (resp. j-ème)
position d’un des chemins (resp. de l’autre chemin) et |i− j| < ρ, pour un entier ρ
donné. Ce nouveau paramètre entier ρ va nous permettre d’introduire une mesure
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(i.e. une échelle de temps) pour le partage des ressources d’un réseau. Nous analy-
sons la complexité algorithmique de cette généralisation du mode de commutation
de circuits dans les châınes, les anneaux et les arbres.

Finalement, dans le chapitre 7 nous étudions certains aspects du problème de
routage dans le mode de commutation de paquets. Nous nous concentrons sur le
problème de l’émulation de l’hypercube à n nœuds par la grille d-dimensionnelle à
n nœuds sous le modèle de routage store-and-forward. D’une part, nous montrons
qu’il existe une stratégie en temps polynomial pour émuler l’hypercube binaire dans
la grille d-dimensionelle avec un nombre optimal d’étapes de communication en
introduisant des buffers de taille log2 n dans les liens de la grille. D’autre part, nous
montrons qu’il existe une stratégie en temps polynomial pour émuler l’hypercube
binaire dans la grille d-dimensionnelle sans utiliser de buffers dans les liens de la
grille, avec un nombre d’étapes de communication qui est au plus 3

2
fois le nombre

optimal.
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2 Définitions et terminologie

Nous présentons dans ce chapitre la terminologie et les outils mathématiques
nécessaires tout au long de cette thèse. Nous commençons par introduire certains
éléments de la théorie des graphes et de la théorie de la complexité algorithmique.
Ensuite, nous introduisons les modèles et la terminologie de la théorie du routage
dans les réseaux de communications que nous utiliserons dans ce document.

2.1 Éléments de théorie des graphes

Dans cette section, nous introduisons les concepts de base de la théorie des
graphes. Nous renvoyons à [15, 11] pour plus de détails.

Un graphe G = (V (G), E(G)) (ou simplement G = (V,E) lorsqu’il n’y a pas
d’ambigüıté) non orienté est constitué d’un ensemble fini de sommets V et d’un
ensemble d’arêtes E. Le nombre de sommets de G est appelé ordre de G. Une
arête entre les sommets u et v dans V est une paire de sommets que l’on notera
{u, v} = {v, u}. De même on décrit un graphe orienté G = (V,A), où A désigne un
ensemble de couples (ordonnés) de sommets appelés les arcs du graphe. Un arc du
sommet u vers le sommet v sera noté (u, v). De plus, pour tout arc (u, v) du graphe
G, on dit que le sommet u est l’extrémité initiale et le sommet v est l’extrémité
finale d’un tel arc. On dit aussi que u est un prédécesseur immédiat de v et v est un
successeur immédiat de u s’il existe un arc (u, v) dans G. Un arc de G de la forme
(u, u) est appelé boucle. Un graphe G est dit orienté symétrique si, lorsque (u, v) est
un arc de G, alors il en est de même pour (v, u). Tout graphe non orienté G = (V,E)
peut être transformé en un graphe orienté symétrique G′ = (V,A) en remplaçant
chaque arête {u, v} dans G par deux arcs (u, v) et (v, u) dans G′. Dans un graphe non
orienté G = (V,E) (resp. orienté G = (V,A)) nous avons les définitions suivantes.

2.1.1 Définitions basiques

◮ Le demi-degré extérieur d’un sommet v de G, noté d+G(v), est le nombre d’arcs
de G d’extrémité initiale v. Le demi-degré intérieur de v, noté d−G(v), est le nombre
d’arcs de G d’extrémité finale v.

◮ Une arête {u, v} de G est dite incidente à u et à v, et u et v sont deux sommets
dits adjacents. Une arête de la forme {u, u} est appelée boucle. L’ensemble des som-

5
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mets adjacents à un sommet donné v de G, qu’on note NG(v), est appelé l’ensemble
de voisins de v.

◮ On appelle degré d’un sommet v de G, et on note dG(v), le nombre d’arêtes inci-
dentes à v. On appelle degré maximum de G, et on note ∆G, le maximum des degrés
des sommets de G. On appelle degré minimum de G, et on note δG, le minimum des
degrés des sommets de G. Le graphe G est régulier si tous ses sommets ont le même
degré, c’est-à-dire, si ∆G = δG ; G est dit alors ∆G-régulier.

◮ Un graphe G orienté ou non est dit simple s’il ne contient ni boucles, ni arcs
(arêtes) multiples. Par la suite, sauf précision, nous ne traiterons que de graphes
simples.

◮ Dans le cas orienté ou non, un graphe G′ = (V,E ′) est un graphe partiel de G si
E ′ ⊆ E ; G′ est aussi appelé sous-graphe couvrant de G. Un graphe G′ = (V ′, E ′) est
un sous-graphe partiel de G si V ′ ⊆ V et E ′ est un sous-ensemble d’arcs (d’arêtes)
de G ayant leurs deux extrémités dans V ′ ; dans le cas où E ′ est l’ensemble de tous
les arcs (arêtes) de G ayant leurs deux extrémités dans V ′, on dit que G′ est le
sous-graphe de G induit par V ′.

◮ On appelle châıne entre deux sommets u et v d’un graphe G non orienté, une
suite µ = (e1, e2, . . . , ek) d’arêtes de G telle que chaque arête ei, 1 ≤ i ≤ k, ait une
extrémité en commun avec l’arête précédente ei−1 (sauf e1 pour qui u joue le rôle
de cette extrémité), et une extrémité en commun avec l’arête suivante ei+1 (sauf ek
pour qui v joue le rôle de cette extrémité). On appelle longueur d’une châıne µ, le
nombre d’arêtes qui µ contient.

◮ On appelle chemin entre deux sommets u et v d’un graphe G orienté, une suite
µ = (e1, e2, . . . , ek) d’arcs telle que, pour tout arc ei (avec i < k), l’extrémité termi-
nale de ei cöıncide avec l’extrémité initiale de ei+1. Nous dirons qu’une châıne entre
les sommets u et v d’un graphe G non orienté est un chemin, si nous définissons
le sommet u (resp. v) comme l’extrémité initiale (resp. finale) d’une telle châıne.
Nous noterons par u v (resp. < u, v >) un chemin orienté (non orienté) entre les
sommets u et v.

◮ Un chemin (ou châıne) qui n’utilise pas deux fois le même arc (arête) est dit
simple. Un chemin (ou châıne) qui ne passe pas deux fois par le même sommet est
dit élémentaire. Par la suite, sauf précision, nous ne traiterons que des chemins (ou
châınes) élémentaires.

◮ Étant donnés deux sommets u et v d’un graphe G, on appelle distance entre u
et v, et on note dist(u, v), la plus petite longueur d’une châıne d’extrémités u et v.
On appelle diamètre de G, et on note DG, le maximum, pris sur toutes les paires de
sommets w et z de G, de la distance entre w et z.
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◮ On appelle cycle dans un graphe (orienté ou non), un chemin simple dont les
extrémités initiale et finale sont confondues. Par la suite, sauf précision, nous ne
traiterons que de cycles élémentaires, c’est à dire n’utilisant pas deux fois le même
sommet.

◮ On appelle cycle eulérien dans un graphe G (orienté ou non) un cycle (pas
nécessairement élémentaire) passant, une fois et une seule, par tous les arcs (arêtes)
de G. Un graphe qui possède un cycle eulerien est dit graphe eulérien.

◮ Un graphe G est dit connexe si deux sommets quelconques de G sont reliés par
une châıne.

◮ On appelle stable d’un graphe (orienté ou non), un ensemble de sommets deux à
deux non adjacents.

◮ Un couplage dans un graphe non orienté G est un sous-graphe partiel G′ de G
avec dG′(v) = 1 pour tout sommet v de G′. Si G′ est un graphe partiel de G tel que
dG′(v) = 1 pour tout sommet v, alors G′ est appelé un couplage parfait de G.

◮ Deux graphes G et G′ sont dits isomorphes s’il existe une bijection f de V (G)
sur V (G′), telle que, pour tous sommets u et v dans V (G), {u, v} ∈ E(G) si et
seulement si {f(u), f(v)} ∈ E(G′).

2.1.2 Quelques graphes particuliers

◮ On note Pn le graphe châıne non orienté défini par V (Pn) = {0, 1, . . . , n− 1} et
E(Pn) = {(i, i+ 1) : 0 ≤ i ≤ n− 2} (voir figure 2.1(a)).

◮On note Cn le graphe cycle (ou anneau) non orienté défini par V (Cn) = {0, 1, . . . , n−
1} et E(Cn) = {(i, i+ 1 mod n− 1) : 0 ≤ i ≤ n− 1} (voir figure 2.1(b)).

◮ On appelle graphe complet, et on note Kn, le graphe non orienté à n sommets
dont chaque sommet a pour ensemble de voisins à tous les autres (voir figure 2.1(c)).

◮ Un graphe G = (V,E) (orienté ou non) est dit biparti s’il existe une partition
de V en deux sous-ensembles V1 et V2 tel que chacun d’eux soit un stable. On écrit
également G = (V1, V2, E) (voir figure 2.1(d)).

◮ On appelle arbre, et on note par T , un graphe non orienté connexe et sans cycles.
Un graphe T = (V ′, E ′) est appelé arbre de recouvrement d’un graphe G = (V,E) si
V ′ = V , E ′ ⊆ E, et T est un arbre. Un arbre est dit raciné s’il possde un sommet
distingué appelé racine. On dit qu’un sommet u est le père d’un autre sommet v
d’un arbre raciné T , si u est le premier sommet dans l’unique chemin élémentaire
entre v et le sommet racine de T . Dans ce cas, le sommet v est appelé fils du sommet
u. On appelle feuille d’un arbre, un sommet de degré 1. On appelle hauteur d’un
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0 1 2 3 4

P5 C 5

K 5 V1 V2

(a) (b)

(c)

0

1

23

4

(d)

Figure 2.1 – (a) La châıne P5, (b) le cycle C5, (c) le graphe complet K5 et (d) un
graphe biparti G = (V1, V2, E).
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arbre raciné, la plus grande distance de la racine à une feuille. On appelle arbre
k-aire un arbre raciné tel que le degré de la racine est au plus égal à k, et le degré
de tout autre sommet est au plus égal à k + 1 (voir figure 2.2(a)).

◮ On note ST (n), et on appelle étoile, l’arbre à n sommets ayant n−1 feuilles (voir
figure 2.2(b)).

◮ Pour un entier positif n et une partition λ = (λ1, λ2, . . . , λk) de l’entier n − 1
donnés, avec k > 2, on note GST (λ) et on appelle étoile généralisée, l’arbre à n
sommets ayant k branches de longueur λ1, . . . , λk (voir figure 2.2(c)).

ST(7) GST( )λT

(c)(b)(a)

Figure 2.2 – (a) Un arbre binaire T à 8 sommets, (b) l’étoile ST(7) et (c) l’étoile
généralisée GST(λ) à 10 sommets, où λ = (3, 2, 2, 1, 1) est une partition de l’entier
9.

◮ Soient G′ = (V ′, E ′) et G′′ = (V ′′, E ′′) deux graphes non orientés ; on note G′2G′′,
et on appelle somme cartésienne de G′ et G′′, le graphe non orienté G dont les som-
mets sont tous les couples (x′, x′′) où x′ est un sommet de G′ et x′′ est un sommet de
G′′. Deux sommets (x′, x′′) et (y′, y′′) de G sont voisins si et seulement si x′ = y′ et x′′

est voisin de y′′ dans G′′ ou si x′′ = y′′ et x′ est voisin de y′ dans G′. Par convention,
chaque sommet (x′, x′′) de G sera noté x′x′′ afin d’éviter toute confusion.

◮ On note M(a1, a2, . . . , ad) (resp. MT (a1, a2, . . . , ad)), et on appelle grille (resp.
grille torique) d-dimensionnelle, le graphe composé de la somme cartésienne de d
châınes (resp. d cycles) à ai sommets, 1 ≤ i ≤ d. Précisément, M(a1, a2, . . . , ad) =
Pa12Pa22 . . .2Pad (resp. MT (a1, a2, . . . , ad) = Ca12Ca22 . . .2Cad ) (voir figure
2.3).

◮ On appelle hypercube binaire de dimension n et on note H(n), le graphe dont les
sommets sont les mots de longueur n sur l’alphabet {0, 1}n, et dont deux som-
mets sont adjacents si et seulement s’ils diffèrent en une seule coordonnée. Un
sommet, noté x1x2 . . . xi . . . xn, est donc relié aux sommets x1x2 . . . x̄i . . . xn, avec
i = 1, 2, . . . , n. H(n) est un graphe n-régulier d’ordre 2n, qui peut être défini
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M(3,3) MT(3,3)

00 01 02

10 11 12

20 21 22

00 01 02

10 11 12

20 21 22

(a) (b)

Figure 2.3 – (a) (resp. (b)) La grille M(3, 3) (resp. La grille torique MT(3, 3)) à 9
sommets.

récursivement à partir de la châıne P2 : H(n) = P22H(n − 1) = P22P22 · · ·2P2
︸ ︷︷ ︸

n fois

.

En effet, H(n) peut être vu comme le graphe obtenu à partir de deux copies de
H(n− 1) en reliant par une arête les sommets représentés par les mêmes mots. Les
sommets du nouvel hypercube sont obtenus en préfixant les sommets des deux copies
respectivement par 0 et par 1 (voir figure 2.4).

◮ Soit F une famille de sous-ensembles non vides d’un ensemble fini. On appelle
graphe d’intersection de F , et on note G(F) = (V,E), le graphe simple non orienté,
où chaque sommet vf ∈ V représente un sous-ensemble f ∈ F , et où il existe une
arête entre deux sommets uf et vg dans V si et seulement si l’intersection des sous-
ensembles f et g dans F est non vide (voir [30] pour plus de détails).

◮ Soient G un graphe (orienté ou non) et P une collection de chemins élémentaires
dans G. On appelle graphe de conflit, le graphe (non orienté) d’arête-intersection
G(P) = (V ′, E ′) induit par les chemins dans P. Dans la figure 2.5 nous présentons
un exemple de graphe de conflit.

2.1.3 Coloration de graphes

◮On appelle sommet-coloration (ou coloration) propre (resp. arête-coloration propre)
d’un graphe G non orienté, toute coloration des sommets (resp. arêtes) de G, de sorte
que toute paire de sommets adjacents (resp. d’arêtes incidents à un sommet com-
mun) soient de couleurs différentes.

◮ On appelle indice chromatique d’un graphe G non orienté, et on note χ′(G), le
nombre minimum de couleurs nécessaires à une arête-coloration propre de G, pris
sur toutes les arête-colorations propres de G. Chaque ensemble d’arêtes de même
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P2 P2 P2 P2

M(2,2)

=

H(2)

=
0

1

0

1

0

1

0

1

0100

10 11

H(2) H(2)

00 01

10 11

00 01

10 11

H(3)

001000

010 011

100 101

110 111

Figure 2.4 – L’hypercube binaire H(3).

p
0

p
1

p
2

p
0

p
1

p
2

(a) (b)

Figure 2.5 – (a) Une étoile ST(4) non orientée et une collection de chemins P =
{p0, p1, p2} dans ST(4), et (b) le graphe de conflit G(P) associé, isomorphe à C3.
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couleur forme donc un couplage.

Vizing a montré le résultat suivant concernant l’indice chromatique d’un graphe.

Théorème 1 (Vizing,1964 (voir [15] pag. 94)) Soit G un graphe simple non orienté
de degré maximum ∆G alors, ∆G ≤ χ′(G) ≤ ∆G + 1.

◮ Une clique dans un graphe non orienté G est un sous-graphe induit complet de
G. On note ω(G) le nombre maximum de sommets dans G qui forment une clique.

◮ On appelle nombre chromatique d’un graphe G non orienté, et on note χ(G), le
nombre minimum de couleurs nécessaires pour une sommet-coloration propre de G,
pris sur toutes les sommet-colorations propres de G. Chaque ensemble de sommets
d’une même couleur forme donc un stable. On sait que χ(G) ≥ ω(G) pour tout
graphe G.

◮ Un graphe non orienté G = (V,E) est dit parfait si l’on a χ(GA) = ω(GA), pour
tout sous-graphe GA de G induit par tout A ⊂ V (voir [11, 30] pour plus de détails).

◮ Soient G un graphe (orienté ou non) et P une collection de chemins élémentaires
dans G. Une coloration propre de P est l’affectation de couleurs aux chemins dans P,
de sorte que toute paire de chemins ayant au moins un arc (arête) dans G en commun
se voient affectés à des couleurs distinctes. Il est clair que le nombre minimum de
couleurs nécessaires pour une coloration propre de P est égal au nombre chromatique
χ(G(P)) du graphe de conflit G(P) associé à P.

2.1.4 Plongements de graphes

◮ Soient G et H deux graphes (orientés ou non). Un plongement du graphe G dans
le graphe H est défini par la donnée d’une application injective f de l’ensemble des
sommets de G dans l’ensemble des sommets de H , et une application injective Rf

de l’ensemble des arcs (arêtes) de G dans l’ensemble des chemins de H , qui asso-
cie à chaque arc (x, y) (arête {x, y}) de G, un chemin f(x)  f(y) (un chemin
< f(x), f(y) >) reliant les sommets f(x) et f(y) dans H . Si l’application f n’est
pas injective (en particulier, si H a moins de sommets que G), on parle de placement.

◮ Soit P l’ensemble de chemins dans H associés, par le plongement(f,Rf ), aux
arcs (arêtes) de G. Beaucoup de paramètres ont été définis pour mesurer l’efficacité
des plongements de graphes (voir [20] chapitre 5 et références), en particulier, la
dilatation qui est la longueur maximale des chemins dans P et la congestion qui est
le nombre maximal des chemins dans P contenant un même arc (arête) de H .

◮ Soient (f1,Rf1) un plongement du graphe G1 dans le graphe H1, et (f2,Rf2) un
plongement du graphe G2 dans le graphe H2. Soit (u1u2, v1v2) un arc (arête) quel-
conque du graphe G12G2. On définit le plongement produit qu’on note (f1,2,Rf1,2)
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du graphe G12G2 dans le graphe H12H2 par :

f1,2(u1u2) = f1(u1)f2(u2)

et si ui ∈ V (Gi), ui = vi et (uj, vj) ∈ A(Gj), avec 1 ≤ i 6= j ≤ 2, étant
fj(uj) fj(vj) = fj(uj), x0, x1, . . . , xk, fj(vj), avec xm ∈ V (Hj), 1 ≤ m ≤ k, alors

Rf1,2(u1u2, v1v2) =

{
f1(u1)f2(u2), f1(u1)x0, . . . , f1(u1)xk, f1(u1)f2(v2), si i = 1 et j = 2
f1(u1)f2(u2), x0f2(u2), . . . , xkf2(u2), f1(v1)f2(u2), si i = 2 et j = 1

Ho et Johnsson ont montré le résultat suivant concernant les paramètres d’un
plongement produit.

Théorème 2 (Ho et Johnsson [34]) Soient (f1,Rf1) un plongement du graphe G1

dans le graphe H1 avec une dilatation d1 et une congestion c1, (f2,Rf2) un plonge-
ment du graphe G2 dans le graphe H2 avec une dilatation d2 et une congestion c2,
et (f1,2,Rf1,2) le plongement produit du graphe G12G2 dans le graphe H12H2 avec
une dilatation d1,2 et une congestion c1,2. Alors,

d1,2 = max(d1, d2) et c1,2 = max(c1, c2).

La définition de plongement produit peut être facilement généralisé comme suit.

◮ Soit (fi,Rfi) un plongement du graphe Gi dans le graphe Hi, avec 1 ≤ i ≤ d.
On considère le plongement produit (f1,2,··· ,d,Rf1,2,··· ,d) comme le plongement de la
somme cartésienne des graphes G12G22 · · ·2Gd dans la somme cartésienne des
graphes H12H22 · · ·2Hd défini par :

pour tout d-uplet u1u2 · · ·ud ∈ V (G1)2V (G2)2 · · ·2V (Gd),

f1,2,··· ,d(u1u2 · · ·ud) = f1(u1)f2(u2) · · ·fd(ud)

et où pour tout arc (arête) (u1u2 · · ·ud, v1v2 · · · vd) de G12G22 · · ·2Gd, l’applica-
tion injective Rf1,2,··· ,d(u1u2 . . . ud, v1v2 . . . vd) est définie de façon similaire à celle du
plongement produit du graphe G12G2 dans le graphe H12H2 montré ci-dessus.

Soient di et ci les valeurs respectives de la dilatation et de la congestion du plon-
gement (fi,Rfi) du graphe Gi dans Hi, avec 1 ≤ i ≤ d, et d∗ et c∗ les valeurs respec-
tives de la dilatation et de la congestion du plongement produit (f1,2,··· ,d,Rf1,2,··· ,d)
du graphe G12G22 · · ·2Gd dans H12H22 · · ·2Hd. Par la définition de somme
cartésienne des graphes, le plongement produit (f1,2,··· ,d,Rf1,2,··· ,d) peut être vu comme
le produit des plongements (f1,2,··· ,d−1,Rf1,2,··· ,d−1

) et (fd,Rfd). Ainsi, en utilisant
cette hypothèse de récurrence et le théorème 2, on obtient le résultat suivant.

Théorème 3 (Ho et Johnsson [34])

d∗ = max(di : 1 ≤ i ≤ d) et c∗ = max(ci : 1 ≤ i ≤ d).



14 CHAPITRE 2. DÉFINITIONS ET TERMINOLOGIE

2.2 Permutations

On note Sn, le groupe symétrique de toutes les permutations sur [n] = {1, 2, · · · , n}
(i.e., l’ensemble de toutes les applications bijectives de l’ensemble {1, 2, · · · , n} dans
lui même). Soit σ une permutation dans Sn, alors σ est appelée involution (resp.
permutation circulaire) si elle peut être décomposée en cycles de permutation de
longueur au plus deux (resp. si elle peut être décomposée en un seul cycle de per-
mutation de longueur n). Nous renvoyons à [58] (chapitre 6 et références) pour les
définitions et résultats concernant les permutations.

2.3 Éléments de théorie de la complexité algorith-

mique

Dans cette section nous introduisons les concepts de base de la théorie de com-
plexité algorithmique. Nous renvoyons à [27, 55, 44, 35] pour plus de détails sur les
notions et les résultats de la théorie de la complexité et des algorithmes approchés.

La complexité introduit une mesure associée à des algorithmes décrits dans un
modèle de calcul. Cette mesure nous permet de déterminer si un problème est plus
difficile qu’un autre et de comprendre pourquoi certains problèmes ont un degré
de difficulté inhérent. Deux mesures classiques sont introduites en informatique, le
temps qui mesure le nombre d’étapes élémentaires nécessaires à un algorithme et
l’espace qui mesure la taille de la mémoire nécessaire à cet algorithme. Ces deux
mesures sont des fonctions asymptotiques de la taille des données.

◮ On dit qu’un problème est traitable s’il existe un algorithme polynomial pour le
résoudre, c’est-à-dire un algorithme dont le nombre d’étapes élémentaires est borné
pour les entrées de taille n par cnk pour deux constantes c et k. Un des modèles
classiques de calcul utilisé pour l’étude de la complexité d’un problème est celui de
la machine de Turing (voir [27, 44] pour plus de détails).

◮ Un problème de décision est tel que, étant donnée une instance de celui-ci, sa
solution est soit “oui”, soit “non”. On associe à un problème de décision un langage
L ⊆ Σ∗, c’est-à-dire un sous-ensemble de mots de longueur finie sur un alphabet fini
Σ, l’ensemble des symboles lus par une machine de Turing. Une instance positive
x ∈ Σ∗ du problème est un mot de L, alors qu’une instance négative x du problème
est un mot du complément de L. On considère que les instances x du problème sont
représentées par châınes binaires.

◮ Un langage L est dans la classe NP (resp. dans la classe P) si toute instance
x ∈ L est acceptée par une machine de Turing non-déterministe (resp. déterministe)
en temps polynomial en fonction de |x|.

◮ Étant donnés deux langages L1 ⊆ Σ∗1 et L2 ⊆ Σ∗2, le langage L1 est Karp-réductible
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à L2 s’il existe une fonction polynomiale f qui transforme toute instance x ∈ Σ∗1 en
f(x) ∈ Σ∗2 telle que x ∈ L1 si et seulement si f(x) ∈ L2.

◮ Un langage L est NP-difficile si tout langage dans NP est Karp-réductible à L.
Un langage L est NP-complet si L ∈ NP et L est NP-difficile.

◮ Un problème d’optimisation est défini par un triplet : un ensemble d’instances, un
ensemble de solutions possibles pour chaque instance (c’est-à-dire qui satisfont cer-
taines contraintes) et une fonction de coût sur cet ensemble de solutions. On cherche
à trouver un optimum (maximum ou minimum) pour cette fonction de coût. Tout
problème d’optimisation peut être transformé en un problème de décision, en intro-
duisant un seuil k de telle faon que l’on doit décider s’il existe une solution de coût
supérieur à k dans le cas d’un problème de maximisation, ou de coût inférieur à k
dans le cas d’un problème de minimisation. Ainsi, on dit qu’un problème d’optimi-
sation est NP-difficile si le problème de décision associé est NP-difficile.

◮ Étant donné un problème soit de décision, soit d’optimisation, on dit qu’il est non
traitable si et seulement s’il est NP-difficile.

◮ Étant donné un problème d’optimisation P, pour toute instance x ∈ P, on note
OPT(x) la valeur optimale parmi toutes les solutions possibles pour x, c’est-à-dire la
valeur minimale (resp. maximale) de la fonction de coût associée à P sur l’instance
x si P est un problème de minimisation (resp. maximisation).

Soit A un algorithme polynomial tel que, pour toute instance x ∈ P, il trouve
une solution pour x de valeur A(x). On dit que A est un algorithme ǫ-approché pour
P si pour toute instance x ∈ P, A(x) ≤ ǫOPT(x). Il faut remarquer que 0 < ǫ ≤ 1 si
P est un problème de maximisation, et ǫ ≥ 1 si P est un problème de minimisation ;
étant égal à 1 uniquement dans le cas optimal.

2.4 Réseaux de communications

Un réseau de communication est constitué de différentes entités, appelées nœuds
qui sont pas nécessairement identiques, et qui sont connectés par des liens de com-
munication grâce auxquels ils échangent information.

◮ Un lien de communication reliant deux nœuds voisins peut être composé d’un ou
plusieurs canaux bidirectionnels. On définira la bande passante d’un lien comme le
nombre de canaux qu’il supporte. On appelle paquet, la quantité de données d’in-
formation qui peut être envoyée tout le long d’un canal dans une unité de temps.
Ainsi, le nombre de paquets qui peut être échangés sur un même lien dans une unité
de temps est au plus le nombre de canaux qu’il possède. A chaque canal est associée
une file d’attente (ou “buffer” en anglais), ce qui permet d’échanger les données sur
le canal indépendamment des autres canaux. Par la suite, sauf précision, on assume
que la bande passante d’un lien est égale à 1.
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◮ Une requête de communication est un message qui va être émis par un nœud u
vers un nœud v dans le réseau. Ce message peut être : un ou plusieurs paquets de
données, une demande d’établisement de canal de communication, ou une demande
de libération de canal.

◮ Un nœud du réseau peut représenter simultanément deux entités :

- Un consommateur : il s’agit d’une entité pouvant être l’origine et/ou la destina-
tion de requêtes de communication dans le réseau. Par exemple, un processeur
et sa mémoire locale, une station de travail connectée à une carte réseau, ou
un réseau local connecté à un réseau plus large.

- Un routeur : c’est l’entité du nœud qui gère localement le traffic du réseau
ainsi que les paquets émis ou reçus. Le routeur détermine, à chaque étape, le
lien de sortie affecté à chaque paquet en entrée.

◮ Un réseau de communication sera modélisé par un graphe G = (V,A) orienté
symétrique, où l’ensemble des sommets V du graphe représente les noeuds du réseau
et chaque lien du réseau est représenté par un couple d’arcs orientés en sens opposés
dans le graphe. Chaque arc du graphe représente un lien de communication mono-
directionnel entre deux routeurs. Nous parlerons donc, indifféremment d’un réseau
ou du graphe qui le modélise.

2.5 Le problème du routage

Considérons un réseau de communication modélisé par un graphe G = (V,A)
orienté symétrique. Soient (a1, b1), (a2, b2), . . . , (am, bm) une collection de requêtes
de communication dans G tel que pour i = 1, 2, . . . , m, le sommet ai veut envoyer
un message mi au sommet bi. Le problème du routage des requêtes de communica-
tion (ai, bi) dans G consiste à minimiser le temps pour délivrer tous les messages mi

de leur origine à leur destination, tout en respectant les contraints imposées pour les
ressources du réseau (c-à-d, tailles des buffers, bande passante, etc). Pour résoudre
ce problème de routage, nous devons déterminer la façon comment chaque message
mi va être acheminé dans G et la façon dont ces messages vont transiter dans le
réseau. Ainsi, nous devons déterminer une fonction dite fonction de routage dans le
premier cas, et choisir un mode de commutation dans le deuxième cas.

◮ Une fonction de routage dans un graphe G = (V,A) est définie par une fonction
R = V × V → P(A) qui détermine, pour chaque couple (ai, bi), un chemin dans le
réseau allant du sommet ai au sommet bi. La fonction de routage est dite statique ou
déterministe si elle associe un chemins unique à chaque requête de communication.
Cependant, une fonction de routage statique peut poser des problèmes notamment
de congestion quand le trafic n’est pas homogène et quand plusieurs messages pro-
venant de sources différentes sont routés à travers un même lien. Pour faire face aux
problèmes de congestion, on peut implanter des fonctions de routage dites adapta-
tives, où le chemin est construit dynamiquement, en fonction du trafic.
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Les modes de commutation que nous considérons dans cette thèse sont les sui-
vants.

◮ Le mode commutation de paquets. Dans ce mode, les communications dans le
réseau s’effectuent par étapes. Chaque étape constitue une unité de temps. Lors
d’une étape, chaque couple de noeuds du réseau peuvent échanger des données
d’information de façon synchrone, c’est-à-dire, qu’une étape de communication est
complètement réalisée avant que la suivante ne commence. De plus, par notre hy-
pothèse de bande passante unitaire, à chaque étape de communication, chaque lien
du réseau peut être traversé par au plus un seul paquet. Dans ce mode, nous distin-
guons deux types de routage :

- Routage par stockage intermédiaire (store-and-forward). Dans ce cas, on sup-
pose que chaque message est composé d’un seul paquet d’information de taille
fixée. À chaque étape, chaque message est totalement stocké (store) dans le
buffer correspondant au canal courant traversé avant d’être propagé vers le
nœud suivant (forward) (voir [45, 20, 57] et références).

- Routage ver de terre (wormhole). Dans ce cas, chaque message est décomposé
en petits paquets de taille fixée appelés flits. En effet, la taille d’un flit est
égale à la taille du buffer d’un canal. Le premier flit contient l’adresse du
nœud destinataire, et le reste contiennent le message proprement dit. Ainsi, à
chaque étape, la tête du message, c’est-à-dire, le premier flit avance d’un canal
sur son chemin, chaque fois que cela est possible. Le reste du message (les
flits restants) avancent derrière lui comme dans un pipeline, libérant le buffer
du dernier canal, qui stocke la fin du message (le dernier flit du message). Ce
dernier canal est alors disponible pour un nouveau message. Ainsi, une fois
que le flit de tête a été affecté à un canal, ce canal ne peut transmettre aucun
flit d’un autre message, tant que tout le message originel n’est pas passé. Si
l’en-tête est bloquée, c’est-à-dire si le ou les canaux de sortie sont utilisés par
d’autres messages, la propagation du message est stoppée et les flits restent
stockés dans les buffers des canaux qu’ils occupent (voir [20, 57]).

- Routage wormhole glouton. Ce type de routage est une variation du routage
wormhole dans lequel on suppose qu’il n’y a pas de buffers sur les canaux du
réseau. Ainsi, une fois que le premier flit d’un message commence à avancer,
tous les flits d’un tel message ne s’arrêteront que jusqu’à qu’ils atteignent sa
destination finale (voir [13, 56]).

Ainsi, dans ce mode de commutation de paquets, le problème du routage d’une
collection de requêtes dans un réseau, consiste à minimiser le nombre d’étapes
nécessaires pour délivrer tous les messages de leur origine à leur destination. De
plus, dans le mode store-and-forward il faut minimiser aussi la taille des buffers
des canaux, puisque c’est une ressource limitée.

◮ Le mode commutation de circuits. Le mécanisme qu’il met en œuvre établit un
chemin virtuel entre un nœud émetteur et un nœud récepteur à l’aide des routeurs.
Après l’établissement du circuit de connexion, le message suit ce circuit de façon
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transparente pour le routage. À la fin de la communication le circuit de connexion
est libéré. Dans ce mode, les communications dans le réseau s’effectuent par phases.
Chaque phase constitue une unité de temps. Une phase de communication est formée
par un ensemble de circuits de connexion deux-à-deux sans conflit dans l’utilisation
des ressources du réseau. En général on suppose que la communication des mes-
sages est synchrone 1, c’est-à-dire, qu’une phase de communication est complètement
réalisée avant que la suivante ne commence, et on suppose qu’il n’y a pas de buffers
sur les canaux du réseau. Il existe plusieurs variantes de ce mode de commuta-
tion, qui dépendent de la façon de définir un conflit entre une paire de circuits de
connexion. Pour ce qui concerne notre étude, nous analyserons principalement le
suivant type de conflit :

- Routage par chemins arc-disjoints. Dans ce mode, on dit que deux circuits
de connexion (ou chemins) sont en conflit s’ils partagent un même canal (ou
arc) du réseau. Ainsi, une phase de communication est constituée par un en-
semble de chemins deux-à-deux arc-disjoints. Ce type de routage est utilisé
par exemple dans les réseaux tout-optiques qui utilisent la technologie WDM
(i.e. multiplexage en longueur d’onde) (voir [52]).

Ainsi, dans ce mode de commutation de circuits, le problème du routage d’une
collection de requêtes dans un réseau, consiste à minimiser le nombre de phases
nécessaires pour délivrer tous les messages de leur origine à leur destination.

2.6 Communications globales structurées

Lorsqu’un mouvement de données doit être réalisé sur un réseau, il peut être to-
talement arbitraire, ou posséder une structure prédéterminée. Les communications
structurées les plus fréquentes dans un réseau G = (V,E) sont :

◮ l’échange total personnalisé : (All-to-All) chaque nœud du réseau envoie un
message différent à tous les autres. En fait, la collection de requêtes de communica-
tion C dans G est définie par : C = {(u, v) : u, v ∈V, u 6= v}.

◮ la distribution : (One-to-All) un nœud émetteur u0 ∈ V envoie à chacun des
nœuds du réseau un message particulier. En fait, la collection de requêtes de com-
munication C dans G est définie par : C = {(u0, v) : v ∈V, v 6= u0}. Il existe une
variation de ce type de communication structuré appelée One-to-many dans laquelle
le nœud émetteur u0 envoie à chacun des nœuds dans un ensemble donné W ⊂ V un
message particulier. Dans ce dernier cas, la collection de requêtes de communication
C dans G est définie par : C = {(u0, v) : v ∈W, v 6= u0}.

◮ la permutation : soit n le nombre de sommets dans G. On suppose que chaque
sommet dans G est étiqueté de façon arbitraire par un entier différent dans l’en-
semble {1, 2, · · · , n}. Une collection de requêtes de communication C dans G est

1. Il faut remarquer que la notion de synchronisme dans les deux modes de commutation que
nous étudions, à savoir, commutation de paquets et commutation de circuits, n’est pas la même.
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dite une permutation, s’il existe une permutation π ∈ Sn telle que π(i) = j si et
seulement si (i, j) ∈ C, avec i 6= j.

◮ les k-relations : tout nœud du réseau est la source et la destination de au plus
k requêtes de communication. On peut remarquer que une permutation est une 1-
relation et que une communication All-to-All est une (n− 1)-relation. Cependant,
le contraire n’est pas toujours vrai.

Dans cette thèse, nous considérons principalement que les communications dans
le réseau sont totalement arbitraires ou bien elles correspondent au cas de permuta-
tions ou k-relations.
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3 État de l’art et présentation
des résultats

Nous présentons dans ce chapitre l’état de l’art du problème du routage dans
les réseaux de communications ainsi que les principaux résultats trouvés tout au
long de cette thèse. Nous donnons les résultats les plus importants concernant la
complexité algorithmique du problème, les algorithmes approchés dans le cas des
communications arbitraires, et certains résultats optimaux dans le cas des commu-
nications structurées. Nous commençons par le routage dans le mode commutation
de circuits et finalement nous abordons brièvement le routage classique dans le mode
commutation de paquets.

3.1 Paramètres liés au routage

Soient G un graphe orienté symétrique modélisant un réseau de communication et
C une collection de requêtes de communication dans G. Nous noterons RG(C) (resp.
EG(C)) le nombre minimum de phases (resp. d’étapes) de communication nécessaires
pour délivrer tous les messages de C de leur origine à leur destination, en utilisant
le mode de commutation de circuits (resp. de paquets).

Pour résoudre un tel problème de routage, c’est-à-dire pour calculer RG(C)
ou EG(C) en fonction du mode de commutation considéré, certains auteurs (voir
[45, 47, 20, 57, 7]) ont divisé le problème de routage en deux sous-problèmes :

◮ Sélection des chemins : tout d’abord on cherche une collection P des chemins
dans G connectant chaque requête de communication dans C par où les données vont
transiter, de sorte que ces chemins minimisent certains paramètres. Ces paramètres
sont généralement 1 :

- La congestion, que nous noterons LG(C), où LG(C) = min
P

LG(C,P), et où

LG(C,P) est la valeur maximale prise sur tous les arcs e de G, du nombre de
chemins dans P passant par e.

- La dilatation, que nous noterons DG(C), où DG(C) = min
P

DG(C,P), et où

DG(C,P) est la longueur maximale des chemins dans P.

1. La congestion et la dilatation ont été définies dans le chapitre précédent dans le cas particulier
d’un plongement des graphes.

21
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◮ Itinéraire des messages : on doit assigner à chaque message dans C transitant par
un des chemins de la collection P choisie, un itinéraire qui va déterminer à chaque
instant de temps, en fonction du mode de commutation considéré (c-à-d, à chaque
phase ou à chaque étape de communication), si le message avance ou non vers sa
destination. Nous noterons RG(C,P) (resp. EG(C,P)) le nombre minimum de phases
(resp. d’étapes) de communication nécessaires pour délivrer tous les messages de C
à leur destination, à travers les chemins de P.

Dans le cas du mode de commutation de paquets (le routage store-and-forward,
le routage wormhole et le routage wormhole glouton), la congestion et la dilatation
sont des paramètres importants puisque chacun d’eux est une borne inférieure pour
le nombre minimum d’étapes. De plus, comme mentionné dans le chapitre précédent,
dans le routage store and forward il est nécessaire de minimiser la taille des buffers
des liens du réseau.

De même, dans le mode de commutation de circuits la congestion joue un rôle
assez important. En effet, dans ce mode de commutation, la contention des canaux
du réseau induite par des données d’information voulant utiliser la même ressource
au même temps affecte considérablement le temps nécessaire pour délivrer les mes-
sages à leur destination. Ainsi, sous ce mode de commutation, la dilatation a une
moindre importance.

Malheureusement, l’approche précédente consistant à diviser le problème de rou-
tage en deux sous-problèmes n’est pas en général satisfaisant. Par exemple, dans le
cas du routage par chemins arc-disjoints, même si on a une collection de chemins P
associée à une collection de requêtes de communication C dans un réseau G, telle que
LG(C) = LG(C,P), le nombre minimum de phases RG(C,P) associé à P, représente
uniquement une borne supérieure (parfois même grossière) pour RG(C). En effet, il
peut exister une collection de chemins P ′ telle que LG(C,P ′) > LG(C,P) = LG(C),
et RG(C,P) > RG(C,P ′) = RG(C), comme le montre l’exemple de la figure 3.1.

3.2 Mode commutation de circuits

Nous présentons dans cette section, les résultats les plus importants liés au rou-
tage par chemins arc-disjoints que l’on considérera dans cette thèse. Nous renvoyons
à [7, 57] pour plus d’informations.

Comme mentionné précédemment, dans le routage par chemins arc-disjoints,
la longueur (c-à-d, la dilatation) des chemins choisis pour router un ensemble de
requêtes de communication n’est pas réellement importante. Le paramètre impor-
tant dans ce type de routage est la congestion des chemins. Cependant, la minimi-
sation de la congestion induite par les chemins associés à une collection de requêtes
de communication dans un réseau, ne permet pas forcement de minimiser le nombre
de phases nécessaires pour délivrer ces messages comme on le voit dans l’exemple
de la figure 3.1. Dans cette figure, on considère un réseau G et une collection de
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requêtes de communication C = {(a1, b1), (a2, b2), (a3, b3), (a4, b4)} dans G. Dans la
figure 3.1(a) (resp. figure 3.1(b)) on considère un collection de chemins P (resp. P ′)
associée à C. On peut voir que LG(C,P) = LG(C) = 2 et LG(C,P ′) = 3. Cependant,
à partir des graphes de conflit associés respectivement à P et P ′, on peut constater
facilement que RG(C,P) = 4 et RG(C,P ′) = 3.

b1

a1

a2

a3

a4

b2

b3

b4

a 4 b4( , )

1a b1, )( a 2 b2( , )

a 3 b3( , )

b1

a1

a2

a3

a4

b2

b3

b4

1a b1, )(

a 2 b2( , ) a 3 b3( , )

a 4 b4( , )

(a)

(b)

G , P

G , P’

Figure 3.1 – (a) (resp. (b)) Collection de requêtes de communication C = {(a1, b1),
(a2, b2), (a3, b3), (a4, b4)} dans le réseau G avec une possible assignation de chemins
P (resp. P ′) pour C, et le graphe de conflit associé à P (resp. P ′).

3.2.1 Résultats connus

Le problème de minimiser le nombre de phases de communication pour router une
collection quelconque de requêtes de communication C dans un réseau quelconque G
(c-à-d, le problème de calculer RG(C)) est un problème NP-difficile même si G est un
cycle [69] ou un arbre binaire [42, 22]. Le théorème suivant montre un encadrement
pour RG(C).

Théorème 4 (Aggarwal et al. [1]) Étant donnes un réseau G = (V,A) et une col-
lection de requêtes de communication C dans G, alors

LG(C) ≤ RG(C) ≤ 2
√

|A|LG(C)

Malheureusement, même le problème de calculer LG(C) dans le cas général est un
problème difficile comme le montre le théorème suivant.
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Théorème 5 (Even et al. [24] (voir aussi [7])) Étant donnés un réseau G et une
collection de requêtes de communication C dans G, le problème du calcul de LG(C)
est un problème NP-difficile.

Les deux théorèmes précédents montrent que le problème de routage par chemins
arc-disjoints est très difficile dans le cas général. Ainsi, beaucoup d’auteurs ont
concentré leurs efforts soit sur quelques collections de requêtes de communication
particulières, soit sur des classes de réseaux spécifiques. Dans ce que suit, nous ferons
un bilan des résultats les plus importants qui ont été trouvés à ce jour.

Le premier résultat concerne les réseaux de taille bornée (c-à-d, réseaux où le
nombre de sommets est borné par une constante). Pour ces types de réseaux, Kumar
et al. [42] montrent le théorème suivant.

Théorème 6 (Kumar et al. [42]) Soient G un réseau de taille bornée par une
constante et C une collection quelconque de requêtes de communication dans G.
Le problème du routage de C dans G par chemins arc-disjoints peut être résolu effi-
cacement en temps polynomial.

Dans le cas des requêtes de communication particulières comme les permutations et
les k-relations, Pankaj [53, 54] (voir aussi [7]) a obtenu dans sa thèse, entre autres,
les deux résultats suivants.

Théorème 7 (Pankaj [53]) Pour tout réseau G d’ordre N et de degré maximum
∆, il existe une permutation pire cas pour C telle que

RG(C) ≥
⌊log∆ N

2
⌋

2∆
.

Théorème 8 (Pankaj [53]) Pour tout réseau G sommet transitif de diamètre D et
degré ∆, il existe une permutation pire cas C telle que

RG(C) ≥
⌈
D

∆

⌉

.

De plus, Pankaj a obtenu une borne inférieure de (min{k,N/2}.⌊log∆ N
2
⌋/2∆) pour

le nombre de phases nécessaires pour router une k-relation pire cas dans un réseau
à N nœuds et de degré maximum ∆.

Dans le cas des requêtes de communication “One-to-All” et “One-to-Many”,
Bermond et al. ont donné dans [12] un algorithme polynomial pour résoudre ces
problèmes de routage dans tout réseau. De plus, dans [12], il a été montré que la
congestion optimale et le nombre minimum de phases de communication nécessaires
pour router ces types de requêtes par chemins arc-disjoints, ont la même valeur.

Si le graphe qui modélise le réseau est un arbre, le problème du routage devient
plus “simple” puisque le problème de trouver les chemins associés à une collection
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de requêtes de communications donnée ne se pose pas. En effet, pour toute paire
de nœuds dans un arbre, il existe un unique chemin élémentaire entre eux, et donc
le problème du routage peut se voir comme un simple problème de coloration de
chemins dans le réseau, ou ce qui est équivalent, comme un problème de coloration
des sommets du graphe de conflit induit par les chemins associés à la collection des
requêtes de communication dans le réseau. Cependant, comme nous l’avons énoncé
au début de cette section, ce problème est NP-difficile, même dans le cas des arbres
binaires. Si l’arbre est une châıne, le problème de coloration des chemins sur ce
réseau peut être résolu en temps polynômial. En effet, les graphes de conflit induits
par une collection de chemins sur la châıne sont des graphes dits d’intervalles [30]
et le problème de trouver le nombre chromatique de ces graphes peut être résolu
efficacement en temps polynomial [33]. Si l’arbre est une étoile, le problème de
coloration des chemins sur ce réseau est équivalent à trouver une coloration optimale
des arêtes d’un (multi)-graphe biparti non orienté ce qui, par le théorème de Hall,
peut être fait de façon efficace en temps polynomial (voir [15] pp. 53-57).

Tant dans les châınes que dans les étoiles, la congestion induite par toute col-
lection de chemins sur ces réseaux est égale au nombre de couleurs (i.e. phases)
nécessaires pour colorier ces chemins. En combinant ces résultats dans les châınes
et les étoiles, Gargano et al. montrent dans [29] que le problème de coloration des
chemins dans une étoile généralisée peut aussi être résolu efficacement en temps
polynomial. Particulièrement, dans [29] est montré le résultat suivant.

Théorème 9 (Gargano et al. [29]) Soit T un arbre. Pour toute collection C de
chemins dans T on a RT (C) = LT (C) si et seulement si T est une étoile généralisée.

Gargano et al. montrent aussi dans [29] que pour les arbres quelconques, le problème
“All-to-All” peut être résolu efficacement en temps polynômial. Dans le cas des
arbres binaires quelconques, Jansen [37] a construit un arbre binaire T et une collec-
tion des chemins C dans T tels que RT (C) = 5 et LT (C) = 3. Récemment, Erlebach
et al. [23] ont montré le résultat suivant.

Théorème 10 (Erlebach et al. [23]) Soient T un arbre quelconque et C une col-
lection quelconque de chemins dans T . Il existe un algorithme en temps polynomial
pour colorier les chemins dans C qui utilise au plus ⌈5

3
LT (C)⌉ couleurs.

Dans le cas des cycles ou anneaux, Wilfong et Winkler montrent dans [69] que le
problème du routage par chemins arc-disjoints dans ces réseaux est aussi NP-difficile.
Cependant, ils montrent aussi les résultats suivants.

Théorème 11 (Wilfong et Winkler [69]) Soient G un anneau et C une collection
quelconque de requêtes de communication dans G. Il existe un algorithme en temps
polynomial pour trouver une collection de chemins P dans G associée à C telle que
LG(C,P) = LG(C).
À partir d’un résultat de Tucker [64] à propos du nombre chromatique des graphes
arc-circulaires, qui correspondent aux graphes de conflit non orientés induits par
des collections fixées de chemins dans un anneau, Wilfong et Winkler montrent le
résultat suivant.
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Théorème 12 (Wilfong et Winkler [69]) Soient G un anneau et C une collection
arbitraire de requêtes de communication dans G. Il existe un algorithme en temps
polynomial pour trouver une collection de chemins P dans G associée à C et une
coloration pour P de sorte que RG(C,P) ≤ 2LG(C)− 1.

Puisque on sait que RG(C) ≥ LG(C), alors le théorème 12 de Wilfong et Winkler
constitue un algorithme 2-approché pour le problème de routage par chemins arc-
disjoints dans les anneaux. Récemment, Kumar [43] a trouvé un algorithme aléatoire
(1.5 + 1/2e + o(1) ≈ 1.68)-approché pour le problème de routage par chemins arc-
disjoints dans les anneaux, avec une grande probabilité si le nombre optimal de
couleurs nécessaires pour colorier une collection arbitraire de requêtes de communi-
cation dans ce réseau est ω(logn), où n est le nombre de nœuds de l’anneau.

Gu et Tamaki [32] ont considéré le problème du routage de permutations dans
les réseaux hypercubes et ont trouve le résultat suivant.

Théorème 13 (Gu et Tamaki [32]) Pour tout ensemble de requêtes de communi-
cation C représentant une permutation des sommets d’un hypercube, il existe un
ensemble de chemins P tel que R(C,P) = 2.

Le théorème 13 de Gu et Tamaki n’est pas loin de prouver une ancienne conjecture
de Szymansky [62] qui affirme qu’une seule couleur est nécessaire pour colorier toute
permutation dans un hypercube. Finalement, Beauquier a montré dans [6] que le
problème du routage “All-to-All” peut être calculé efficacement par des algorithmes
en temps polynomial dans les anneaux, les grilles (grilles toriques) d-dimensionnelles,
les hypercubes et autres graphes produit.

3.2.2 Résultats trouvés dans cette thèse

Chapitre 4 : Coloration de chemins dans l’anneau

Dans le cas des anneaux, nous traitons le problème de minimisation du nombre
de phases de communication pour router une collection quelconque de requêtes de
communication ayant associée une collection de chemins fixée à l’avance. En effet,
ce problème est équivalent au problème de la coloration d’une collection de chemins
sur un anneau non orienté. Les principaux résultats que nous avons obtenu sont les
suivants.

Résultat 1 (voir théorème 19) Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F
une collection de chemins sur Cn avec une congestion L = L(F ). Soit l la longueur
minimale de tout cycle induit du graphe de conflit associé à F tel que les chemins
dans F associés à un tel cycle couvrent tout Cn. Si l ≥ 4, alors il existe un algorithme
en temps polynomial pour colorier F qui utilise au plus

⌊(
l−1
l−2

)
L
⌋
+ 1 couleurs.

Dans le cas de collections propres de chemins (i.e. une collection de chemins est dite
propre si aucun chemin n’est contenu dans un autre chemin), nous avons obtenu les
résultats suivants.
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Résultat 2 (voir théorème 24) Soient F une collection de chemins sur l’anneau Cn

et B(F ) la base de F (i.e. B(F ) est un sous-ensemble maximal de chemins dans F
deux-à-deux distincts). Si B(F ) est propre, alors F peut être transformée en temps
linéaire en un ensemble équivalent F ∗ propre de chemins.

Résultat 3 (voir théorème 25) Soit F une collection de m chemins sur l’anneau Cn

telle que la longueur de chacun des chemins dans F soit dans l’ensemble {1, α, α+1},
pour tout entier α ≥ 2. Alors, une coloration optimale des chemins dans F peut être
obtenue en temps O(m1.5).

Chapitre 5 : Coloration de chemins dans les arbres

Comme Beauquier et al. l’ont remarqué dans [7], le problème de coloration d’un
ensemble de chemins représentant une permutation des sommets dans un arbre n’a
pas été étudié jusqu’à présent. Ainsi, dans le chapitre 5 nous allons concentrer notre
étude sur ce problème dans le cas où les chemins représentent une permutation des
sommets dans les arbres. Les principaux résultats trouvés dans ce chapitre sont les
suivants.

Résultat 4 (voir théorème 26) Soient T un arbre orienté symétrique à n sommets
de degré maximum ∆, et P une collection quelconque de chemins sur T avec une
congestion L = LT (P). On peut construire en temps polynomial, un arbre T ′ orienté
symétrique à O(n∆L) sommets de degré maximum ∆′ ≤ 2∆− 1, et un ensemble de
chemins P ′ représentant une permutation des sommets dans T ′, tels que RT (P) = k
si et seulement si RT ′(P ′) = k, pour un entier positif k.

Résultat 5 (voir théorème 27) Soient T un arbre orienté symétrique et P une
collection de chemins orientés sur T . Alors, le problème de calculer RT (P) est un
problème NP-difficile dans les cas suivants :

(a) T est un arbre binaire et P est une collection symétrique de chemins sur T .
(b) T est un arbre binaire et P représente une involution des sommets de T .
(c) T est un arbre de degré maximum ∆ ≥ 4, et P représente une permutation

circulaire des sommets de T .
(d) T est un arbre ayant uniquement deux sommets de degré supérieur à deux,

et P représente une involution des sommets de T .

Dans le cas de la complexité en moyenne du problème de coloration de chemins,
nous avons obtenu les résultats suivants.

Résultat 6 (voir proposition 3) Pour tout graphe G = (V,A) à n sommets et pour
toute fonction de routage r dans G, la congestion moyenne LG,r induite par r pour
router toutes les permutations dans Sn vérifie,

LG,r ≥
1

n
·max
U⊆V

( |U | · (n− |U |)
|c(U)|

)

où c(U) est la coupe dans G induite par tout U ⊆ V .
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Résultat 7 (voir théorème 29) Le nombre moyen de couleurs nécessaires pour co-
lorier les chemins associés à toute permutation σ ∈ Sn des sommets d’une châıne à
n sommets est

n

4
+

λ

2
n1/3 +O(n1/6)

où λ = 0.99615 . . ..

Résultat 8 (voir théorèmes 30 et 31) Pour tout ǫ, il existe n0 = n0(ǫ) tel que, pour
tout n ≥ n0 et pour tout arbre T raciné à n sommets, étant le sommet étiqueté par
l’entier n la racine de T , le nombre moyen de couleurs R̄T nécessaires pour colorier
les chemins associés à toute permutation σ ∈ Sn des sommets de T vérifie,

R̄T ≤
(
5

3
+ ǫ

)

nṽT (1− ṽT )

où ṽT = maxi min(|T (i)|/n, 1− |T (i)|/n) et T (i) est le sous-arbre de T enraciné au
sommet i, avec 1 ≤ i ≤ n.

Résultat 9 (voir théorème 32) Le nombre moyen de couleurs nécessaires pour co-
lorier les chemins associés à toute permutation σ ∈ Sn des sommets d’une étoile
généralisée T = GST(λ) racinée à n sommets, étant le sommet étiqueté par l’entier
n la racine de T , est

R̄T = nṽT (1− ṽT ) +O(
√
n).

où ṽT = maxi min(|T (i)|/n, 1− |T (i)|/n) et T (i) est le sous-arbre de T enraciné au
sommet i, avec 1 ≤ i ≤ n.

Chapitre 6 : Commutation généralisée de circuits

Afin de mieux comprendre la difficulté inhérente de certains instances du problème
de routage par chemins arc-disjoints par rapport à d’autres instances du même
problème et essayer ainsi de diminuer l’écart entre elles, nous avons introduit dans
ce chapitre un modèle théorique de routage qui relaxe la contrainte de conflit entre
chemins. Dans ce nouveau modèle de routage, nous dirons que deux chemins virtuels
p et q qui partagent un même canal e du réseau tel que e se trouve dans la i-ème
(resp. j-ème) position sur p (resp. q) sont en conflit (que nous appelons ρ-conflit) si
et seulement si |i− j| < ρ, pour un certain entier positif ρ donné à l’avance. Ainsi,
nous pouvons remarquer que dans ce mode de commutation généralisée de circuits
paramétré par l’entier ρ (que nous appelons : mode CGC(ρ)), deux requêtes de
communication peuvent être délivrées lors de la même unité de temps (ou phase de
communication) même si leurs chemins virtuels partagent certains canaux, à condi-
tion que ces deux chemins ne soient pas en ρ-conflit. De plus, le routage par chemins
arc-disjoints que nous avons étudié dans les chapitres 4 et 5 est un cas spécial du
mode CGC(ρ), où la valeur de ρ est assez grande, par exemple égale au nombre de
canaux du réseau. Nous avons donc étudié la complexité algorithmique de ce nou-
veau mode de routage théorique sur les anneaux et sur les arbres.

Dans le cas des anneaux, nous avons obtenu les résultats suivants.



3.3. MODE COMMUTATION DE PAQUETS 29

Résultat 10 (voir théorème 34) Soient Cn l’anneau orienté symétrique à n som-
mets, C une collection quelconque de requêtes de communication dans Cn, et ρ un
entier positif quelconque. Alors, en temps polynomial, on peut obtenir une collection
P de chemins sur Cn pour router C sous le mode CGC(ρ) telle que Lρ

Cn
(C,P) ≤

Lρ
Cn
(C) + 1, où Lρ

Cn
(C,P) est le nombre maximum de chemins dans P deux-à-deux

en ρ-conflit et Lρ
Cn
(C) = min

P
Lρ
Cn
(C,P).

Résultat 11 (voir théorème 35) Soient Cn un anneau orienté symétrique, C une
collection quelconque de requêtes de communication dans Cn, et ρ un entier positif
quelconque. Alors, il existe un algorithme en temps polynomial A pour router C dans
Cn sous le mode CGC(ρ) tel que :

(i) si 1 ≤ ρ ≤ n
k
, pour tout k ≥ 3, alors A utilise au plus

⌊(
k

k−1

)
Lρ
Cn
(C)
⌋
+ 2

phases de communication pour router C.
(ii) si ρ > n

3
, alors A utilise au plus 2Lρ

Cn
(C)+ 1 phases de communication pour

router C.

Dans le cas des arbres, nous avons obtenu les résultats suivants.

Résultat 12 (voir théorème 36) Soient T un arbre binaire orienté symétrique, P
une collection quelconque de chemins associée à une collection de requêtes de com-
munication C dans T et ρ un entier positif. Alors, pour toute valeur de ρ ≥ 1, le
problème de routage de C dans T sous le mode CGC(ρ) est NP-difficile.

Résultat 13 (voir théorème 37) Soient T un arbre orienté symétrique quelconque,
C une collection quelconque de requêtes de communication dans T , et ρ un entier po-
sitif. Alors, il existe un algorithme en temps polynomial 2-approché pour le problème
du routage de C dans T sous le mode CGC(ρ).

3.3 Mode commutation de paquets

Nous présentons brièvement dans cette section, les résultats les plus importants
liés au problème de routage sous le mode de commutation de paquets que l’on
considérera dans cette thèse. Nous renvoyons à [20, 57] pour une information plus
détaillée sur le sujet.

3.3.1 Routage store and forward

Nous présentons dans cette section les résultats les plus significatifs concernant
le routage “store and forward”. Pour une description plus approfondie sur ce type
de routage, nous recommandons l’ouvrage de Scheideler [57].

Résultats connus

Le résultat le plus important concernant le routage store and forward a été trouvé
par Leighton, Maggs et Rao [46, 47, 48]. Ils obtiennent qu’avec une forte probabi-
lité, pour toute collection de chemins fixée à l’avance sur un réseau quelconque, le
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nombre d’étapes de communication nécessaires pour délivrer une collection de mes-
sages transitant pour une telle collection de chemins est O(congestion+dilatation),
en utilisant des buffers dans les canaux du réseau de taille constante. Formellement,
le résultat de Leighton et al. est le suivant.

Théorème 14 (Leighton et al. [46, 47, 48]) Soient G un réseau quelconque et P
une collection quelconque de chemins associée à une collection de requêtes de com-
munication C dans G. Avec une forte probabilité, il existe un algorithme en temps
polynomial pour router les messages dans C en EG(C,P) = O(LG(C,P) +DG(C,P))
étapes de communication, en utilisant des buffers dans les canaux de G de taille
O(1).

Comme la congestion et la dilatation induites par une collection de chemins dans un
réseau sont des bornes inférieures pour le nombre minimum d’étapes de communi-
cation, le résultat obtenu par Leighton et al. est asymptotiquement optimal. Cepen-
dant, les constantes cachées dans la notation O sont assez grandes. Par exemple, la
taille des buffers peut être de l’ordre d’un million. Ainsi, Scheideler [57] a amélioré
le résultat de Leighton et al., obtenant les deux résultats suivants.

Théorème 15 (Scheideler [57]) Soient G un réseau quelconque et P une collec-
tion quelconque de chemins associée à une collection de requêtes de communica-
tion C dans G. Avec une forte probabilité, il existe un algorithme en temps poly-
nomial pour router les messages dans C en EG(C,P) = 39(LG(C,P) + DG(C,P))
étapes de communication, en utilisant des buffers dans les canaux de G de taille
O(log3(LG(C,P) +DG(C,P))).

Théorème 16 (Scheideler [57]) Soient G un réseau quelconque et P une collection
quelconque de chemins associée à une collection de requêtes de communication C
dans G. Avec une forte probabilité, il existe un algorithme en temps polynomial
pour router les messages dans C en EG(C,P) = O(LG(C,P) +DG(C,P)) étapes de
communication, en utilisant des buffers dans les canaux de G de taille 3.

Dans le cas des châınes et des anneaux, Kaufmann et Sibeyn [39, 40] ont montré
que pour toute collection fixée P de chemins associés à une collection quelconque
C de requêtes de communication dans ces réseaux, la stratégie de routage connue
comme “les plus loin d’abord” est une stratégie optimale qui utilise EG(C,P) étapes
de communication pour router les messages de C via les chemins de P. Kaufmann et
Sibeyn donnent aussi dans [39, 40] des algorithmes probabilistes pour le problème
du routage de toute k-relation dans les grilles et les grilles toriques d-dimensionnelles.

Dans le cas du routage de permutations dans les arbres, Symvonis montre dans
[61] qu’il existe un algorithme polynomial pour router toute permutation dans un
arbre à n sommets en au plus n−1 étapes de communication, en utilisant des buffers
de taille 1 dans les canaux de ces réseaux.

Pour le reste des résultats concernant certains types de communications struc-
turées et/ou classes de réseaux particulières, nous renvoyons à [20, 57].
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Résultats trouvés dans cette thèse (chapitre 7)

Tout d’abord, nous proposons dans ce chapitre une preuve alternative à celle
donnée par Kaufmann et Sibeyn dans [39, 40] pour montrer que la stratégie “les
plus loin d’abord” est une stratégie optimale pour le problème de routage de mes-
sages dans les châınes et les anneaux sous le mode store and forward. Cette preuve
utilise deux concepts nouveaux que nous appelons “vecteur d’état” et “encombre-
ment” associés aux canaux de ces réseaux. Ensuite, nous étudions l’émulation de
l’hypercube par la châıne et par la grille d-dimensionnelle dans ce mode de commu-
tation de paquets. Les résultats que nous avons trouvé sur l’émulation de l’hypercube
pour ces réseaux sont les suivants.

Résultat 14 (voir théorème 40) Une étape de communication dans l’hypercube bi-

naire H(n) à 2n sommets peut être émulée par la châıne P2n en
⌊
2n+1

3

⌋

étapes de

communication, en utilisant des buffers dans les liens de P2n de taille O(n). De plus,
cette émulation est optimale en fonction du nombre d’étapes.

Résultat 15 (voir théorème 41) Une étape de communication dans l’hypercube bi-
naire H(n) à 2n sommets peut être émulée par la châıne P2n en 2n − 1 étapes de
communication, sans utiliser de buffers dans les liens de P2n.

Résultat 16 (voir théorème 43) Soit n = n1 + n2 + · · ·+ nd un entier positif avec
ni > 0 pour 1 ≤ i ≤ d. Une étape de communication dans l’hypercube binaire H(n)
à 2n sommets peut être émulée par la grille d-dimensionnelle M(n1, n2, · · · , nd) en :

(i) max{
⌊
2
ni+1

3

⌋

: 1 ≤ i ≤ d} étapes de communication, en utilisant des buffers

dans les liens de M(n1, n2, · · · , nd) de taille max{ni : 1 ≤ i ≤ d}. De plus,
cette émulation est optimale en fonction du nombre d’étapes.

(ii) max{2ni − 1 : 1 ≤ i ≤ d} étapes de communication, sans utiliser de buffers
dans les liens de M(n1, n2, · · · , nd). De plus, cette émulation utilise au plus 3

2

fois le nombre optimal d’étapes.

3.3.2 Routage wormhole

Nous présentons dans cette section quelques résultats concernant le routage
“wormhole glouton”. Nous renvoyons à [20, 57, 45, 56] et références pour une des-
cription plus complète des résultats principaux sur le routage wormhole.

Résultats connus

Le routage wormhole glouton a été introduit par Bhatt et al. [13]. Leur principaux
résultats sont les suivants.

Théorème 17 (Bhatt et al. [13]) Soient G une châıne et P une collection de che-
mins sur G associés à une collection quelconque C de requêtes de communication
dans G. Alors, O(LG(P) + DG(P)) étapes de communication sont suffisants pour
router C dans G. Particulièrement,
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(i) Si la longueur (i.e. le nombre de flits) de chaque message dans C est ar-
bitraire, alors il existe un algorithme déterministe en temps polynomial 7-
approché pour router C dans G.

(ii) Si tous les messages dans C ont la même longueur (i.e. le même nombre
de flits), alors il existe un algorithme déterministe en temps polynomial 2-
approché pour router C dans G.

Dans le cas des arbres et grilles d-dimensionnelles, avec d borné par une constante,
Ranade et al. obtiennent dans [56] le résultat suivant.

Théorème 18 (Ranade et al. [56]) Soient G un réseau et P une collection de che-
mins associée à une collection de requêtes de communication C dans G. Si la lon-
gueur (i.e. le nombre de flits) de tous les messages dans C est la même et si G
est un arbre ou une grille d-dimensionnelle, avec d borné par une constante, alors
O(LG(C,P)+DG(C,P)) étapes de communication sont suffisants pour router C dans
G.

Résultats trouvés dans cette thèse

Comme une application des techniques utilisées dans la section 3 du chapitre
6 pour montrer le résultat 12, nous obtenons dans la section 4 du même chapitre
le résultat suivant qui montre la difficulté du problème du routage sous le mode
wormhole glouton.

Résultat 17 (voir théorème 38) Le problème de routage dans les arbres binaires
sous le mode wormhole glouton est NP-difficile, même si la longueur (c-à-d, le
nombre de flits) des messages est unitaire.



4 Coloration de chemins dans
l’anneau

Considérons un anneau Cn orienté symétrique à n sommets et une collection C
de requêtes de communication dans Cn. Dans le chapitre 3, nous avons vu que, dans
le mode de commutation de circuits par chemins arc-disjoints, le problème de
routage des requêtes de C dans Cn consiste à trouver une coloration de chemins
P sur Cn associés à C tels qu’ils minimisent le nombre de couleurs (ou phases)
nécessaires pour colorier proprement les chemins dans P. De plus, nous avons vu
que l’approche qui consiste à diviser ce problème de routage en deux sous-problèmes,
à savoir : (i) trouver une collection de chemins P pour router C dans Cn telle que
la congestion induite par P soit minimale, c’est-à-dire, LCn

(C,P) = LCn
(C) ; et (ii)

trouver une coloration propre minimale pour P, est une approche assez utilisée.
Nous savons aussi qu’une solution optimale pour chacun des sous-problèmes (i) et
(ii) de façon indépendante, n’implique pas une solution optimale pour ce problème
de routage. Cependant, dans le cas des anneaux ou des arbres, l’approche précédente
peut donner des solutions qui sont assez proches de l’optimal. En effet, dans le cas
des anneaux, Wilfong et Winkler montrent dans [69] que le sous-problème (i) peut
être résolu efficacement en temps polynomial, tandis que le sous-probème (ii) est
NP-difficile, mais 2-approché.

Dans ce chapitre nous allons étudier uniquement le sous-problème (ii). En effet,
nous allons supposer que l’on connâıt à l’avance la collection de chemins P associée
à une collection de requêtes de communication C dans Cn, et donc nous cherchons la
solution “la plus approchée” au problème de coloration minimale des chemins dans
P. De plus, comme les chemins dans P qui sont orientés dans le sens des aiguilles
d’une montre et ceux orientés dans le sens opposé ne sont pas en conflit, on peut
traiter ces deux sous-collections de chemins de façon indépendante. Ainsi, le sous
problème (ii) peut être vu comme un problème de coloration de chemins non orientés
sur un anneau non orienté.

Dans la section 4.1 nous donnons un aperçu des résultats concernant le problème
de coloration de chemins dans l’anneau non orienté. Dans la section 4.2 nous généralisons
un théorème dû à Tucker [64]. Nous montrons que si le nombre minimal de chemins
nécessaires pour couvrir tout l’anneau est grand, tel que leur graphe de conflit as-
socié est un cycle, alors on peut obtenir en temps polynomial une coloration des ces
chemins qui utilise un nombre de couleurs assez proche de l’optimal. Dans la section
4.3 nous montrons certaines collections de chemins qui peuvent être coloriées opti-
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malement en temps polynomial. Nous proposons quelques problèmes ouverts dans
la section 4.4, et nous concluons ce chapitre dans la section 4.5. Les résultats que
nous allons présenter dans ce chapitre apparaissent dans [67].

4.1 Le problème de la coloration de chemins dans

l’anneau Cn

Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F = {A1, A2, · · · , Am} une collec-
tion de chemins non orientés sur Cn, où chaque chemin Ai =< ai, bi >, 1 ≤ i ≤ m,
doit être vu comme le chemin allant du sommet ai vers le sommet bi dans le
sens des aiguilles d’une montre. Soit cv(Ai) = {ai+1, ai+2, · · · , bi} si ai < bi, ou
cv(Ai) = {ai+1, ai+2, · · · , n − 1, 0, · · · , bi} si ai > bi, le sous-ensemble de sommets
dans Cn traversés par le chemin Ai. Alors, le problème de la coloration de chemins
dans l’anneau Cn, appelé ARC-COLORING, consiste à colorier les chemins dans F
avec le nombre minimum de couleurs de telle façon que, pour toute paire de chemins
Ai et Aj dans F , si cv(Ai) ∩ cv(Aj) 6= ∅ alors les chemins Ai et Aj doivent être co-
loriés avec des couleurs distinctes. Formellement, on définit ce problème de la façon
suivante :

Problème ARC-COLORING (Tucker [64])
Instance : un anneau non orienté Cn à n sommets, une collection de chemins non
orientés F sur Cn et un entier positif k.
Question : Existe-t-il une coloration des chemins dans F avec au plus k couleurs
telle que pour toute paire de chemins Ai et Aj dans F , si cv(Ai)∩ cv(Aj) 6= ∅, alors
les chemins Ai et Aj sont coloriés avec des couleurs distinctes ?

Le graphe de conflit non orienté associé à une collection quelconque de chemins F
sur un anneau quelconque Cn est dit graphe arc-circulaire (voir [64, 30] et réf.).
Ainsi, le problème ARC-COLORING consiste en trouver le nombre chromatique
du graphe arc-circulaire induit par F et Cn. Garey et al. [28] ont montré que le
problème ARC-COLORING est NP-complet. Cependant, Garey et al. ont montré
aussi dans [28], que si l’on fixe le paramètre k (c-à-d, l’entier k ne fait plus partie de
l’instance du problème), alors en temps O(mk!k log k) = O(m) on peut déterminer
si une collection de chemins F peut être coloriée ou non avec k couleurs, où m est le
nombre de chemins dans F , et la même complexité suffit pour construire une telle
coloration si elle existe, ce qui implique trivialement le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit L(F ) la congestion induite par une collection de chemins F sur
Cn, avec |F | = m. Si L(F ) est bornée par une constante c, alors une coloration
optimale de F peut être obtenue en temps O(mc!c log2 c) = O(m).

On note par χ(F ) le nombre minimum de couleurs nécessaires pour colorier une
collection F de chemins sur Cn. On note par ω(F ) la plus grande taille d’un sous
ensemble F ′ ⊆ F , tel que pour toute paire de chemins Ai et Aj dans F ′, cv(Ai) ∩
cv(Aj) 6= ∅. Finalement, on note par L(F ) la congestion induite par une collection
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de chemins F sur Cn. De façon triviale, pour toute collection de chemins F , on a
χ(F ) ≥ ω(F ). Tucker a montré dans [64] que L(F ) ≤ χ(F ) ≤ 2L(F ) − 1 et que
les deux bornes sont atteintes. Il faut remarquer que L(F ) n’est pas nécessairement
égal à ω(F ). En fait, Tucker montre dans [64] qu’il y a des collections de chemins
F pour lesquelles ω(F ) = 2L(F ) − 1. Un autre résultat très intéressant trouvé par
Tucker est le suivant.

Théorème 19 (Tucker [64]) Soient Cn l’anneau non orienté avec n sommets et F
une collection de chemins non orientés sur Cn avec une congestion L = L(F ). Si
au moins quatre chemins dans F sont nécessaires pour couvrir complètement Cn

de telle façon que le graphe d’intersection induit pour ceux-ci est un cycle, alors le
nombre de couleurs nécessaires pour colorier F est au plus égal à

⌊
3
2
L
⌋
.

De plus, Tucker a conjecturé que pour toute collection de chemins F sur Cn, le
nombre de couleurs nécessaires pour colorier F est au plus égal à

⌊
3
2
ω(F )

⌋
. Cette

conjecture a été démontrée par Karapetyan dans [38]. Récemment, Kumar propose
dans [43] un algorithme (1 + 1/e + o(1))-approché pour ce problème qui utilise des
méthodes probabilistes.

4.2 Généralisation du théorème de Tucker

Dans cette section, nous donnons une généralisation du théorème 19 et montrons
que l’algorithme glouton proposé par Tucker dans [64] pour montrer le résultat de
ce théorème a une très bonne performance dans le cas où le nombre de chemins
nécessaires pour couvrir complètement l’anneau tels que leur graphe de conflit as-
soci est un cycle est supérieure à trois. Tout d’abord, nous présentons l’algorithme
approché pour le problème ARC-COLORING proposé par Tucker.

Algorithme de Tucker :
Entrée : le graphe non orienté Cn et une collection de chemins non orientés F sur
Cn, avec une congestion L = L(F ).
Sortie : une coloration propre pour F .

1. Soit p un sommet de Cn traversée par exactement L chemins dans F . Choisir
parmi tous les chemins A ∈ F tels que p ∈ cv(A), le chemin de départ qu’on
note par A1 =< a1, b1 >, tel que le sommet initial a1 du chemin A1 soit le plus
proche du sommet p. On colorie le chemin A1 avec la couleur 1.

2. Pour i = 1, 2, · · · , |F | − 1, on détermine en suivant le sens des aiguilles d’une
montre, le chemin Ai+1 =< ai+1, bi+1 > dans l’ensemble F \ {A1, A2, · · · , Ai}
par la règle suivante : Ai+1 est le chemin tel que son sommet initial ai+1 est
le plus proche sommet à droite du sommet final bi du chemin Ai. On colorie
le chemin Ai+1 avec la couleur correspondante au plus petit entier positif non
encore affecté à un autre chemin Aj, 1 ≤ j ≤ i, tel que cv(Ai+1)∩ cv(Aj) 6= ∅.

Dans la figure 4.1 nous donnons un exemple de l’exécution de l’algorithme de
Tucker.
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Figure 4.1 – Exemple d’exécution de l’algorithme de Tucker.

Définition 1 Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets, F une collection de che-
mins sur Cn et GCn

(F ) le graphe arc-circulaire induit par l’intersection des chemins
dans F . On définit la couverture cyclique minimale de F comme la longueur
minimale de tout cycle induit du graphe GCn

(F ) tel que les chemins dans F associés
à un tel cycle couvrent tout Cn.

Dans le théorème suivant, nous donnons une généralisation du théorème 19 ob-
tenu par Tucker.

Théorème 20 Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F une collection
de chemins sur Cn avec une congestion L = L(F ). Soit l la couverture cyclique
minimale de F . Si l ≥ 4, alors le nombre de couleurs nécessaires pour colorier F en
utilisant l’algorithme de Tucker est au plus égal à

⌊(
l−1
l−2

)
L
⌋
+ 1.

Preuve. Par hypothèse, on sait que la couverture cyclique minimale de F notée
par l vérifie l ≥ 4. Considérons qu’on utilise l’algorithme glouton de Tucker décrit
précédemment pour colorier F . Nous appellerons j-ième séquence qu’on notera par
Tj , la séquence de chemins Aj

1, A
j
2, · · · , Aj

d, A
j
d+1, · · · , Aj

e, A
j
e+1, · · · , Aj

f considérés
consécutivement dans cet ordre par l’algorithme de Tucker (voir figure 4.2 (a) et
(b)) et qui est définie récursivement de la manière suivante : soit k ≥ 1 la couleur
assignée par l’algorithme de Tucker au dernier chemin Aj−1

f de la séquence Tj−1.
Alors,

– le premier chemin Aj
1 de la séquence Tj est le premier chemin lors de la séquence

Tj−1 colorié avec la couleur k, où le chemin A1
1 de la séquence T1 correspond

au chemin de départ A1 considéré par l’algorithme de Tucker. Nous noterons
A∗ = A1

1.
– Le chemin Aj

d est le premier chemin de la séquence Tj après le chemin Aj
1 tel

que cv(Aj
d) ∩ cv(Aj

1) 6= ∅.
– Le chemin Aj

e est le premier chemin de la séquence Tj après le chemin Aj
d tel

que cv(Aj
e) ∩ cv(Aj

d) 6= ∅.
– Finalement, le chemin Aj

f est le premier chemin après le chemin Aj
e qui traverse

pour la deuxième fois, après le chemin Aj−1
f (pour j > 1), l’arête à gauche (dans

le sens des aiguilles d’une montre) adjacente au sommet initial du chemin A∗.
En effet, le chemin Aj

f a ou bien comme sommet final le même sommet initial
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du chemin A∗, ou bien cv(Aj
f) ∩ cv(A∗) 6= ∅. Il faut remarquer que le chemin

Aj
f peut correspondre au même chemin Aj

e (voir figure 4.2(b)).
Dans la figure 4.2 (a) et (b), nous montrons deux exemples pour la séquence de
chemins T1. Il faut remarquer que chaque paire de séquences consécutives d’arcs
sont non disjointes.

Pour tout j ≥ 1, soit Fj =
⋃j

i=1{Ai
k : Ai

k est un chemin de la séquence Ti} la
sous-collection de chemins qui ont été coloriés par l’algorithme de Tucker juste après
la séquence Tj . Nous notons par Col(Fj) le nombre de couleurs utilisées par l’algo-
rithme de Tucker pour colorier les chemins dans Fj. Finalement, on note par ω(Fj)
la taille maximale d’une clique du graphe de conflit induit par les chemins de Fj .

Nous montrerons par induction sur le nombre des séquences Tj que pour tout
j ≥ 1, Col(Fj) ≤ 2j + 1 +

⌊
2j
l−2

⌋
, et que la congestion L(F \ Fj) induite par la

sous-collection de chemins F \ Fj vérifie L(F \ Fj) ≤ L− 2j.

• Cas (a) : j = 1. Comme le chemin A1
d est le premier chemin tel que cv(A1

d) ∩
cv(A1

1) 6= ∅, où A1
1 = A∗ et A1

d sont respectivement le premier et le d-ième chemin de
la séquence T1, alors par l’algorithme de Tucker, les chemins A1

1, A
1
2, · · · , A1

d−1 sont
deux à deux disjoints et donc ils peuvent être coloriés avec la même couleur. De la
même façon, les chemins A1

d, A
1
d+1, · · · , A1

e−1 sont deux à deux disjoints et donc on
peut tous les colorier avec une nouvelle couleur. De plus, on a cv(A1

e) ∩ cv(A1
f) = ∅

(voir figure 4.2(a)) ou bien A1
e = A1

f (voir figure 4.2(b)). On peut donc colorier tous
les chemins A1

e, A
1
e+1, · · · , A1

f avec une nouvelle couleur. Supposons le contraire, c’est-
à-dire, A1

e 6= A1
f et cv(A1

e) ∩ cv(A1
f ) 6= ∅ (voir figure 4.2(c)). Ceci implique que le

graphe d’intersection induit par les chemins A1
d, A

1
e et A1

f est un cycle de longueur
3 qui couvre tout Cn, ce qui est une contradiction avec l’hypothèse que la couver-
ture cyclique minimale de F est supérieure à trois. Ainsi, lors de la construction

A* A 1
1

=

A 2
1

A 1
3

4d =A 1

A 1
5

A 1
6

A 1
7

A 1
8

e = 9A 1

A 1
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f= 11A 1

A* A 1
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=

A 2
1

A 1
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5

A 1
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A* A 1
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=
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Figure 4.2 – (a) (resp. (b)) Exemple de configuration possible lors de la séquence
T1. (c) Exemple de configuration interdite lors de la séquence T1.

de la séquence T1 on a besoin d’au plus trois couleurs pour colorier les chemins
A1

1, · · · , A1
d, · · · , A1

e, · · · , A1
f . En fait, si le nombre de couleurs nécessaires lors de la

construction de la séquence T1 est égal à 3, alors on a cv(A∗)∩cv(A1
f) 6= ∅ ou bien le

sommet final du chemin A1
f est égal au sommet initial du chemin A∗. Dans le premier
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cas, les chemins A∗, A1
d et A1

f sont deux à deux non disjoints, ce qui implique que
ω(F1) est égal à 3. Dans le deuxième cas, il est clair qu’il existe un sous-ensemble
de chemins dans F1 qui couvrent tout Cn et tels que le graphe d’intersection in-
duit par ceux-ci soit un cycle de longueur impaire au moins égale à l. On a donc que
Col(F1) ≤ 3 ≤ 2j+1+

⌊
2j
l−2

⌋
. D’autre part, il est facile de voir que L(F \F1) ≤ L−2,

ce qui prouve le cas j = 1.

• Cas (b) : j > 1. On procède par récurrence. On suppose que le théorème est
vrai pour j − 1 et on va montrer qu’il reste vrai pour j. On a donc, par hypothèse

que Col(Fj−1) ≤ 2(j − 1) + 1 +
⌊
2(j−1)
l−2

⌋

et on a que L(F \ Fj−1) ≤ L − 2(j − 1).

Rappelons que pour tout j ≥ 2, le premier chemin Aj
1 de la séquence Tj est exac-

tement le premier chemin de la séquence Tj−1 colorié avec la couleur Col(Fj−1).
Ceci implique que les chemins Aj

1, A
j
2, · · · , Aj

d−1 peuvent être tous coloriés avec la
couleur Col(Fj−1), puisqu’ils sont deux à deux disjoints. De plus, par construction,
les chemins Aj

d, A
j
d+1, · · · , Aj

e−1 sont eux aussi deux à deux disjoints et donc ils
peuvent être coloriés avec une nouvelle couleur. Il reste à voir combien de couleurs
sont nécessaires pour colorier les chemins Aj

e, A
j
e+1, · · · , Aj

f . En fait, si lors de la

construction de la séquence Tj, avec j > 2, on a que cv(Aj
e) ∩ cv(Aj

f ) = ∅, alors les
chemins Aj

e, A
j
e+1, · · · , Aj

f sont deux à deux disjoints, et donc on aura besoin d’une
seule couleur en plus pour colorier tous ces chemins. Dans un autre cas, on aura
besoin de deux couleurs en plus pour colorier les chemins Aj

e, A
j
e+1, · · · , Aj

f .

Dans la figure 4.3, nous montrons toutes les configurations possibles pour les-
quelles on peut avoir lors de la construction d’une séquence Tj, avec j > 1, que
cv(Aj

e) ∩ cv(Aj
f ) 6= ∅. Il faut remarquer qu’il n’y a plus que ces 10 configurations

pour lesquelles la propriété cv(Aj
e) ∩ cv(Aj

f) 6= ∅ est vérifiée.

Grâce au comportement cyclique avec lequel l’algorithme de Tucker considère les
chemins dans F , nous pouvons en déduire les deux propriétés suivantes :

⋆ Propriété 1 Si (j mod ( l−2
2
)) 6= 0, alors cv(Aj

e) ∩ cv(Aj
f ) = ∅ et donc,

Col(Fj) ≤ Col(Fj−1) + 2 ≤ 2j + 1 + ⌊ 2j
l−2
⌋.

Preuve. Supposons la propriété fausse, c’est-à-dire, que cv(Aj
e) ∩ cv(Aj

f) 6= ∅.
Considérons tout d’abord le cas où 1 < j < l−2

2
. Comme cv(Aj

e)∩ cv(Aj
f) 6= ∅,

alors lors de la construction de la séquence Tj on est dans une des seules
dix configurations possibles montrées dans la figure 4.3. Dans la pire des hy-
pothèses, les chemins

⋃j
i=2{Ai

1, A
i
d} ont pour graphe de conflit une châıne de

longueur au plus égale à 2(j− 1) (voir figure 4.4). Comme j est au plus égal à
l−2
2
− 1 et comme on doit avoir forcément cv(Aj

e)∩ cv(Aj
f) 6= ∅, alors le graphe

de conflit induit par les chemins (
⋃j

i=2{Ai
1, A

i
d})∪{A1

d, A
j
e, A

j
f} est un cycle de

longueur au plus égale à l− 3 qui couvre tout Cn, ce qui est une contradiction
avec l’hypothèse que la couverture cyclique minimale de F est égale à l.
Considérons maintenant le cas où j > l−2

2
, et supposons que lors de la construc-

tion de la séquence Tj−1 on est dans une des seules dix configurations possibles
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Figure 4.3 – Les seules dix configurations possibles pour lesquelles la propriété
cv(Aj

e) ∩ cv(Aj
f ) 6= ∅ est vérifiée.
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Figure 4.4 – Exemple de configuration possible vérifiant la propriété 1 dans le cas
1 < j < l−2

2
.

montrées dans la figure 4.3, c’est-à-dire, qu’on a cv(Aj−1
e ) ∩ cv(Aj−1

f ) 6= ∅.
Soit k un entier tel que 1 ≤ k < l−2

2
. Supposons qu’après avoir considéré k

séquences de chemins après la construction de la séquence Tj−1 (c-à-d, juste
après la construction de la séquence Tj+k−1), on soit de nouveau dans une
des seules dix configurations possibles montrées dans la figure 4.3, c’est-à-dire,
cv(Aj+k−1

e ) ∩ cv(Aj+k−1
f ) 6= ∅. Alors, il est facile de voir que dans la pire des

hypothèses, les chemins
⋃j+k−1

i=j {Ai
1, A

i
d} ont pour graphe de conflit une châıne

de longueur au plus égale à 2k. Comme k est au plus égal à l−2
2
−1 et comme on

doit avoir forcément cv(Aj+k−1
e )∩cv(Aj+k−1

f ) 6= ∅, alors on a deux possibilités :

1. Soit le premier chemin Aj
1 de la séquence Tj correspond au dernier che-

min Aj−1
f de la séquence Tj−1 (voir figure 4.3 (a), (b), (c), (d) et (f)),

et alors le graphe de conflit induit par les chemins (
⋃j+k−1

i=j {Ai
1, A

i
d}) ∪

{Aj+k−1
e , Aj+k−1

f } est un cycle de longueur au plus égale à l−2 qui couvre
tout Cn, ce qui est une contradiction avec l’hypothèse que la couverture
cyclique minimale de F est égale à l ;

2. Soit le premier chemin Aj
1 de la séquence Tj correspond à un chemin

Aj−1
e′ different au dernier chemin Aj−1

f de la séquence Tj−1, avec e′ < f
(voir figure 4.3 (g), (h), (i) et (j)), et alors le graphe de conflit induit par
les chemins (

⋃j+k−1
i=j {Ai

1, A
i
d}) ∪ {Aj−1

e , Aj+k−1
e , Aj+k−1

f } est un cycle de
longueur au plus égale à l − 1 qui couvre tout Cn, ce qui est à nouveau
une contradiction.

Ainsi, nous avons prouvé que les chemins Aj
e, A

j
e+1, · · · , Aj

f sont deux à deux
disjoints et ils peuvent être coloriés en utilisant une nouvelle couleur. Au total,
nous avons besoin d’au plus Col(Fj−1)+2 ≤ 2j+1+⌊ 2j

l−2
⌋ couleurs pour colorier

Fj, ce qui prouve cette propriété.
⋆ Propriété 2 Si j ≡ 0 mod ( l−2

2
), alors dans le pire des cas on peut avoir

que cv(Aj
e) ∩ cv(Aj

f ) 6= ∅ et donc, Col(Fj) ≤ Col(Fj−1) + 3 ≤ 2j + 1 + ⌊ 2j
l−2
⌋.

Preuve. Comme une conséquence de la propriété 1, on peut avoir, dans le pire
des cas, que pour tout entier j tel que j soit un multiple de l−2

2
, les chemins

dans la séquence Tj se trouvent dans une des seules dix configurations possibles
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montrées dans la figure 4.3. Formellement, dans ce cas il peut exister un chemin
Aj

e′ tel que e < e′ ≤ f et cv(Aj
e)∩cv(Aj

e′) 6= ∅. Nous aurons donc besoin de deux
nouvelles couleurs pour colorier les chemins Aj

e, A
j
e+1, · · · , Aj

f , ce qui implique
qu’au total, nous avons besoin d’au plus Col(Fj−1) + 3 couleurs pour colorier
Fj . Par induction, nous obtenons alors que Col(Fj) ≤ 2j + 1 + ⌊ 2j

l−2
⌋ ce qui

prouve cette propriété.

Par définition d’une séquence de chemins, il n’est pas difficile de vérifier qu’après
la construction de chaque séquence de chemins Tj , avec j > 1, la congestion in-
duite par la sous-collection de chemins F \ Fj est diminuée d’au moins deux unités
par rapport à celle induite par la sous-collection de chemins F \ Fj−1, et donc
L(F \ Fj) ≤ L(F \ Fj−1) − 2 ≤ L − 2j. Comme tous les cas possibles ont été
considérés dans les propriétés 1 et 2, alors l’induction dans le cas (b) est prouvée.

Ainsi, on a montré que si le nombre des séquences de chemins construites en
utilisant l’algorithme de Tucker est égal à r, alors le nombre de couleurs utilisées
par cet algorithme pour colorier F est au plus égal à 2r+1+ ⌊ 2r

l−2
⌋. Comme après la

construction de chaque séquence Tj , avec 1 ≤ j ≤ r, la congestion L(F \ Fj) est au
plus égale à L− 2j, alors si la valeur de la congestion L est paire, on a r = L

2
. Ceci

implique que le nombre de couleurs utilisées par l’algorithme de Tucker est au plus
égal à L+1+ ⌊ L

l−2
⌋ ≤

⌊
( l−1
l−2

)L
⌋
+1. Si L est impair, on sait qu’après la construction

de la séquence Tr−1, le nombre de couleurs utilisées par l’algorithme de Tucker est
égal à Col(Fr−1) ≤ L+⌊L−1

l−2
⌋, puisque la congestion induite par la sous-collection de

chemins Fr−1 est au moins égale à L− 1 qui est une valeur paire. De plus, le dernier
chemin Ar−1

f de la séquence Tr−1 fait partie aussi de la séquence Tr. Dans le pire des

cas il existe un chemin Ar
i après le chemin Ar−1

f tel que cv(Ar
i )∩cv(Ar−1

e′ ) 6= ∅, oùAr−1
e′

est le premier des chemins lors de la séquence Tr−1 colorié avec la couleur Col(Fr−1),
avec e′ ≤ f , alors, on aura besoin d’au plus une nouvelle couleur pour colorier tous
les chemins dans F . Donc, Col(Fr) ≤ Col(Fr−1)+1 ≤ L+1+ ⌊L−1

l−2
⌋ ≤

⌊
( l−1
l−2

)L
⌋
+1.

Ceci conclue la preuve du théorème. 2

On peut remarquer que dans le cas où la couverture cyclique minimale d’une
collection de chemins est au moins quatre, nous obtenons le même résultat que
celui de Tucker (voir théorème 19) à 1 près. Les deux corollaires suivants sont des
conséquences directes du théorème 20.

Corollaire 2 Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F une collection de
chemins sur Cn avec une congestion L = L(F ). Si la longueur des chemins dans F
est au plus égale à n/k, pour tout k ≥ 3, alors le nombre de couleurs nécessaires
pour colorier F en utilisant l’algorithme de Tucker est au plus égal à

⌊(
k

k−1

)
L
⌋
+1.

Corollaire 3 Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F une collection de
chemins sur Cn avec une congestion L = L(F ). Soit ρ la longueur maximale des
chemins dans F , avec 1 ≤ ρ ≤ n/3. Alors, le nombre de couleurs nécessaires pour

colorier F en utilisant l’algorithme de Tucker est au plus égal à
⌊(

n
n−ρ

)

L
⌋

+ 1.
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En utilisant les propriétés de coloration des graphes d’intervalles, Tucker avait
montré dans [64] que 2L couleurs suffisent pour colorier toute collection de chemins
dans l’anneau avec une congestion L. Le même résultat peut être déduit facilement
de l’algorithme glouton de Tucker comme suit.

Corollaire 4 Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F une collection de
chemins sur Cn avec une congestion L = L(F ). Dans le pire des cas, le nombre de
couleurs nécessaires pour colorier F en utilisant l’algorithme de Tucker est au plus
égal à 2L.

Preuve. Il est facile de voir que dans le pire des cas, lors de la construction de
chaque séquence de chemins Ti (voir la preuve du théorème 20) nous avons besoin
d’au plus quatre nouvelles couleurs pour colorier les chemins Ai

1, · · · , Ai
f , puisque

on peut avoir que cv(Ai
e)∩ cv(Ai

f) 6= ∅. Cependant, après la construction de chaque
séquence de chemins Ti, la congestion L(F \ Fi) induite par la sous-collection de
chemins F \ Fi est au plus égale à L− 2i. Ceci prouve le corollaire. 2

4.2.1 Collections particulières de chemins

Nous traitons ici quelques collections particulières de chemins ayant une couver-
ture cyclique minimale donnée l et une congestion L, telles que le nombre minimum
de couleurs nécessaires pour colorier ces chemins est égal à

⌈(
l

l−1

)
L
⌉
. Ceci montre

que la borne supérieure obtenue dans le théorème 20 est assez bonne. Le résultat
principal de cette section est le théorème suivant.

Théorème 21 Pour tout entier l impair, avec l ≥ 3, et pour tout entier L pair, avec
L ≥ 2, il existe une collection de chemins F sur l’anneau Cl avec une congestion L
qui vérifie : χ(F ) =

⌈(
l

l−1

)
L
⌉
.

Pour prouver le théorème 21 nous allons introduire une nouvelle notion (voir [60]).
Une r-uplet coloration d’un graphe non orienté G est une assignation de r couleurs
différentes à chaque sommet dans G de telle façon que si deux sommets sont adja-
cents dans G, alors l’intersection de leurs r-uplets de couleurs doit être vide. On note
par χr(G) le nombre minimum de couleurs nécessaires pour une r-uplet coloration
du graphe G. Dans le cas où le graphe G est un cycle, Stahl a montré dans [60] le
résultat suivant.

Théorème 22 (Stahl [60]) Soient Cn le cycle non orienté à n sommets et r un
entier positif. Alors,

χr(Cn) =

{
2r , si n est pair

2r + 1 + ⌊2(r−1)
n−1
⌋ , si n est impair
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Preuve du théorème 21

La preuve du théorème 21 est obtenue par l’application du théorème 22. En effet,
soit Cl l’anneau non orienté à l sommets et soit r = L/2, où L est la valeur de la
congestion donnée. La collection de chemins F sur Cl avec une congestion égale à L
est construit comme suit. Pour tout i = 0, 1, · · · , l−1, on ajoute r copies du chemin
< i, i+ 2 mod l > à F . Par la construction précédente, il est facile de vérifier que
si L = 2 (et donc r = 1), alors le graphe d’intersection des chemins dans F est
isomorphe à Cl. Ainsi, par le théorème 22, pour tout entier L = 2r, avec r ≥ 1, on
a que χ(F ) = χr(Cl) = 2r + 1 +

⌊
2r−2
l−1

⌋
= L+ 1 +

⌊
L−2
l−1

⌋
=
⌈(

l
l−1

)
L
⌉
. 2

Il est évident que la couverture cyclique minimale des collections de chemins sur
l’anneau Cl à l sommets, avec l ≥ 3, construites dans la preuve du théorème 21 est
exactement égale à l. Ainsi, par les théorèmes 20 et 21, pour tout entier l impair, avec
l ≥ 5, il existe des collections de chemins sur l’anneau avec une couverture cyclique
minimale égale à l pour lesquelles, le nombre de couleurs utilisées par l’algorithme
de Tucker pour les colorier est très proche de la valeur optimale.

4.3 Instances polynomiales

Dans cette section, nous présentons quelques instances du problème “ARC-CO
LORING” qui peuvent être résolues optimalement en temps polynomial.

Tout d’abord, il est facile de vérifier que si la longueur de chaque chemin dans
F est strictement supérieure à la moitié du nombre de sommets dans l’anneau,
alors toute paire de chemins Ai et Aj dans F vérifie cv(Ai)∩ cv(Aj) 6= ∅, et donc le
graphe d’intersection induit par les chemins dans F est isomorphe au graphe complet
à m = |F | sommets. Ceci implique le résultat suivant.

Proposition 1 Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F une collection de
chemins non orientés sur Cn. Si la longueur de chaque chemin dans F est stricte-
ment supérieure à n/2, alors on peut colorier optimalement les chemins dans F en
temps linéaire.

Avant de montrer d’autres instances du problème ARC-COLORING qui peuvent
être calculées en temps polynomial, nous donnerons quelques définitions et résultats
préliminaires.

Définition 2 Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F une collection
de chemins sur Cn. On définit la base de F qu’on note par B(F ), comme l’en-
semble maximal de chemins dans F telle que toute paire de chemins Ai et Aj

dans B(F ) vérifie cv(Ai) 6= cv(Aj). De plus, pour tout chemin Ai ∈ B(F ), on
définit le poids du chemin Ai qu’on note par W (Ai), comme W (Ai) = |{Aj : Aj ∈
F \B(F ) et cv(Aj) = cv(Ai)}|, et on note par l(Ai) = |cv(Ai)| la longueur de Ai.

Dans la figure 4.5 nous présentons un exemple d’une collection de chemins sur l’an-
neau C5 (figure 4.5(a)), et la base de cette collection (figure 4.5(b)). Soit F une
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collection de chemins sur l’anneau Cn non orienté à n sommets. Deux chemins Ai

et Aj de F sont dits propres si et seulement si cv(Ai) * cv(Aj) et cv(Aj) * cv(Ai).
Ainsi, F est dite propre si toute paire de chemins de F est propre. L’ensemble de
chemins montrés dans la figure 4.5(b) est un exemple d’une collection propre de
chemins.

0

2

4 1

3

0

2

4 1

3

(a) (b)

Figure 4.5 – (a) Une collection F de chemins sur C5. (b) La base B(F ) de F , où
le poids W (Ai) de chaque chemin Ai ∈ B(F ) est égal à 1.

Théorème 23 (Shih et Hsu [59]) Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F
une collection de m chemins sur Cn. Si F est propre, alors une coloration optimale
des chemins dans F peut être effectuée en temps O(m1.5).

L’algorithme proposé par Shih et Hsu dans [59] pour colorier optimalement les som-
mets des graphes arc-circulaires propres (graphes de conflit induits par collections
propres de chemins) est le meilleur algorithme connu à ce jour. De plus, Deng, Hell
et Hung donnent dans [21] le meilleur algorithme connu à ce jour pour reconnâıtre
si un graphe G non orienté donné avec m sommets et e arêtes, est un graphe arc-
circulaire propre. L’algorithme de Deng, Hell et Hung a une complexité en temps de
O(e +m) et la même complexité suffit pour construire une représentation de G en
une collection propre de chemins sur un anneau.

Dans la suite, nous allons montrer qu’on peut transformer de façon simple
quelques collection de chemins qui ne sont pas à priori propres, en ensembles de
chemins propres sans utiliser l’algorithme de Deng, Hell et Huang [21]. Nous dirons
que deux collections de chemins sont équivalentes si leurs graphes de conflit induits
sont isomorphes. Les principaux résultats que nous trouvons dans cette section sont
les suivants.

Théorème 24 Soient F une collection de chemins sur l’anneau Cn et B(F ) la base
de F . Si B(F ) est propre, alors F peut être transformée en temps linéaire en une
collection équivalente F ∗ de chemins propres.
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En utilisant le théorème 24 et le théorème 23, nous montrerons le résultat suivant.

Théorème 25 Soit F une collection de m chemins sur l’anneau Cn telle que la
longueur de chacun des chemins dans F soit dans l’ensemble {1, α, α+1}, pour tout
entier α ≥ 2. Alors, une coloration optimale des chemins dans F peut être obtenue
en temps O(m1.5).

Preuve du théorème 24

Nous supposons que F 6= B(F ). Sinon, comme par hypothèse B(F ) est propre,
alors F est aussi propre, ce qui conclue la preuve. Nous allons construire une col-
lection F ∗ de chemins propres de la façon suivante. Initialement, F ∗ est vide. Pour
chaque chemin Ai =< ai, bi > dans B(F ) de poids W (Ai) = pi et de longueur cou-
rante l(Ai) = li (voir définition 2), on ajoute 2pi nouveaux sommets dans l’anneau
Cn comme suit (voir exemple dans la figure 4.6). On ajoute pi nouveaux sommets
juste après le sommet ai dans le sens des aiguilles d’une montre et on les note par
a1i , a

2
i , · · · , apii , et on ajoute pi nouveaux sommets juste avant le sommet bi dans le

sens contraire à celui des aiguilles d’une montre, et on les note par b1i , b
2
i , · · · , bpii . En-

suite, on ajoute à F ∗ les chemins < ai, b
1
i >,< a1i , b

2
i >,< a2i , b

3
i >, · · · , < api−1i , bpii >

,< api , bi >. Dans la figure 4.6 nous montrons un exemple de cette transformation.

A3

A1

A2

A1

A2A3

A1

A2

A3

2
3

4
1

2

3

4

1
3

4

2

n-1
n-1

n-1

1
0 0 0

Figure 4.6 – Exemple de transformation des chemins A1, A2 et A3 en gras qui sont
dans B(F ), où W (A1) = 2, W (A2) = 1 et W (A3) = 1.

Il faut remarquer que les chemins associés au chemin Ai ∈ B(F ) qui sont ajoutés
à F ∗ sont deux à deux propres. De plus, soit Aj =< aj , bj > un chemin dans B(F ),
avec j 6= i, tel que cv(Aj) ∩ cv(Ai) 6= ∅. Par hypothèse, Ai et Aj sont deux chemins
propres. Nous dirons que aj < ai et bj < bi si le sommet initial aj (resp. final bj) du
chemin Aj se trouve à gauche (dans le sens des aiguilles d’une montre) du sommet
initial ai (resp. final bi) du chemin Ai.

Nous supposerons sans perte de généralité que aj < ai et bj < bi. Il est facile de
voir que les pi+1 chemins dans F ∗ associés au chemin Ai ∈ B(F ) ont pour sommet
initial un sommet u ≥ ai, et ils ont pour sommet final, un sommet v qui vérifie
ai < a1i < a2i < · · · < apii < ai + 1 < ai + 2 < · · · < ai + li − 1 < v ≤ bi.

D’autre part, bj ∈ {ai + 1, ai + 2, · · · , ai + li − 1}, ce qui implique que la trans-
formation précédente préserve la propriété d’intersection propre des chemins dans
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B(F ) et produit une collection propre F ∗ de chemins qui est équivalente à la collec-
tion F de départ et qui peut être calculée en temps O(|F |). 2

Une conséquence directe du théorème précédent et du théorème 23 est le corol-
laire suivant.

Corollaire 5 Soit F une collection de m chemins sur l’anneau Cn. Si tous les
chemins dans F ont la même longueur, alors une coloration optimale des chemins
dans F peut être obtenue en temps O(m1.5).

Preuve du théorème 25

Nous supposons qu’il y a au moins deux chemins Ai et Aj dans F avec une
longueur égale à α et α+1 respectivement, et qu’il n’y a pas de chemins de longueur
unitaire dans F . Dans le cas contraire, il suffit de colorier les chemins dans F de
même longueur comme dans le cas du corollaire 5, et ensuite on peut colorier chacun
des chemins de longueur unitaire qui restent avec une couleur différente de celles
déjà utilisées par les chemins coloriés qui le contiennent, ce qui donne une coloration
optimale de F .

Soit B(F ) la base de F et soient Bα et Bα+1 deux sous-ensembles disjoints de
B(F ) tels que Bα = {Ai ∈ B(F ) : l(Ai) = α} et Bα+1 = B(F )\Bα. Nous supposons
que B(F ) n’est pas propre. Sinon, la preuve de ce théorème suit par l’application du
théorème 24 et du théorème 23. Ainsi, tout d’abord, nous allons construire à partir
de B(F ) un nouveau ensemble F ′ de chemins propres. Pour cela, nous transformons
les chemins de chacun des sous-ensembles Bα et Bα+1 de la façon suivante. Pour
tout chemin Ai =< ai, bi > dans Bα, nous considérons trois cas (voir figure 4.7) :

– Cas (a) : cv(Ai)∩ cv(Aj) 6= ∅, où Aj =< aj , bj > est un chemin dans Bα+1 tel
que ai = aj . Dans ce cas, on ajoute un nouveau sommet, qu’on note par pj,
dans l’anneau juste avant (à gauche) le sommet aj dans le sens des aiguilles
d’une montre. Ensuite, on transforme le chemin Ai en le chemin A′i =< pj, bi >,
et on transforme tous les chemins Ak =< ak, bk > dans Bα ∪ Bα+1 tels que
bk = ai en les chemins A′k =< ak, pj >. On laisse les sommets initiaux et finaux
des chemins restants dans Bα ∪Bα+1 inchangés (voir figure 4.7(a)).

– Cas (b) : cv(Ai)∩ cv(Aj) 6= ∅, où Aj =< aj , bj > est un chemin dans Bα+1 tel
que bi = bj . Dans ce cas, on ajoute un nouveau sommet, qu’on note par qj , dans
l’anneau juste après (à droite) le sommet bj dans le sens des aiguilles d’une
montre. Ensuite, on transforme le chemin Ai en le chemin A′i =< ai, qj >, et
on transforme tous les chemins Ak =< ak, bk > dans Bα∪Bα+1 tels que ak = bi
en les chemins A′k =< qj, bk >. On laisse les sommets initiaux et finaux des
chemins restants dans Bα ∪ Bα+1 inchangés (voir figure 4.7(b)).

– Cas (c) : cv(Ai) ∩ cv(Aj) 6= ∅ et cv(Ai) ∩ cv(As) 6= ∅, où les chemins Aj =<
aj, bj > et As =< as, bs > sont dans Bα+1 et sont tels que ai = aj et bi = bs.
Dans ce cas, on applique de façon indépendante les cas (a) et (b) (voir figure
4.7(c)).

Après la transformation précédente, on pose F ′ = Bα ∪Bα+1. Pour tout chemin
Ai ∈ B(F ), soit A′i ∈ F ′ le chemin associé au chemin Ai après la transformation
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Figure 4.7 – Exemple du cas (a) (resp. (b) et (c)) dans la preuve du théorème 25.

précédente. Alors, il est clair que l’ensemble de chemins F ′ vérifie les deux propriétés
suivantes :

Propriété 3 F ′ est propre.

Propriété 4 Pour toute paire de chemins Ai et Aj dans B(F ), cv(Ai)∩ cv(Aj) 6= ∅
si et seulement si cv(A′i) ∩ cv(A′j) 6= ∅.

En effet, chaque chemin dans Bα peut être contenu en au plus deux chemins
différents dans Bα+1, puisque la différence de longueur entre les chemins dans Bα et
ceux dans Bα+1 est d’une unité. Ainsi, les propriétés 3 et 4 sont une conséquence
directe de la transformation précédente. Finalement, nous construisons une nou-
velle collection de chemins F ∗ sur l’anneau augmenté résultant de la transformation
précédente, qui contiendra pour chaque chemin Ai ∈ B(F ), W (Ai) + 1 copies de
son chemin associé A′i ∈ F ′. Par une simple observation, on peut constater que la
collection de chemins F ∗ est équivalente à la collection de chemins F , et donc si on
pose B(F ∗) = F ′, le théorème suit par l’application directe du théorème 24 et du
théorème 23. 2

Il faut remarquer que les collections de chemins vérifiant les hypothèse du théorème
25 sont les uniques collections telles que leur base (étant non propre) peut être trans-
formée en une base propre. En effet, si la différence des longueurs des chemins (non
unitaires) dans la base d’une collection quelconque de chemins est supérieure ou
égale à 2, alors il est clair qu’on ne peut pas toujours obtenir, à partir d’une telle
base, une base propre.

4.4 Problèmes ouverts

Nous n’avons pas pu obtenir des instances pour lesquelles la borne supérieure
du théorème 20 soit atteinte. Nous pensons que cette borne peut être améliorée.
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En nous appuyant sur le résultat obtenu dans le théorème 21, nous posons donc la
conjecture suivante :

Conjecture 1 Soient Cn l’anneau non orienté à n sommets et F une collection
de chemins sur Cn avec une congestion L = L(F ). Soit l la couverture cyclique
minimale de F . Si l ≥ 4, alors le nombre de couleurs nécessaires pour colorier F en
utilisant l’algorithme de Tucker est au plus égal à

⌈(
l

l−1

)
L
⌉
.

Soient F une collection de chemins sur Cn et ρ la longueur maximale des chemins
dans F . Une conséquence directe du théorème 25 est que si ρ ≤ 3, alors on peut
colorier les chemins dans F de façon optimale en temps polynomial. Cependant, le
problème suivant reste ouvert :

Problème 1 Soient F une collection de chemins sur Cn, L(F ) la valeur de la
congestion induite par F et ρ la longueur maximale des chemins dans F . Suppo-
sons que L(F ) est non bornée et ρ est bornée par une constante supérieure ou égale
à 4. Quelle est la complexité algorithmique associée au problème de trouver une
coloration minimale pour les chemins dans F ?

Il est clair que la congestion L(F ) induite par F dans le problème 1 doit être non
bornée, puisque en cas contraire, ce problème peut être résolu en temps polynomial
comme une conséquence directe du corollaire 1.

4.5 Conclusion

Nous résumons les résultats trouvés dans ce chapitre dans la table 4.1 suivante.

Notation : F une collection quelconque de chemins dans l’anneau non orienté Cn à n
sommets, L la congestion induite par F , l la couverture cyclique de F , m le nombre
de chemins dans F , Λ la longueur des chemins dans F et χ le nombre minimal de
couleurs nécessaires pour colorier proprement F .

l Λ χ complex. référence

≥ 4 quelconque ≤
⌊
( l−1
l−2

)
L⌋ + 1 ? théorème 20

≥ 4 ≤ n/k, ∀k ≥ 3 ≤
⌊
( k
k−1

)
L⌋ + 1 ? corollaire 2

≤ 3 > n/2, ∀Ai ∈ F m O(m) proposition 1

quelconque
{1, α, α+ 1},

∀α ≥ 2 et ∀Ai ∈ F
? O(m1.5) théorème 25

Table 4.1 – Résultats obtenus pour le problème de coloration de chemins dans
l’anneau.



5 Coloration de chemins dans les
arbres

Dans ce chapitre nous allons étudier le problème de routage par chemins arc-
disjoints dans les arbres orientés symétriques. Comme nous l’avons vu dans le cha-
pitre 3, il existe beaucoup de résultats concernant ce problème. Cependant, comme
Beauquier et al. l’ont remarqué dans [7], le problème de coloration d’un ensemble de
chemins représentant une permutation des sommets dans un arbre n’a pas été étudié
jusqu’à présent. Ainsi, nous concentrons notre étude sur ce problème dans le cas où
les chemins représentent une permutation des sommets dans les arbres. A priori,
nous pouvons penser que le problème de router des permutations est plus simple al-
gorithmiquement parlant, que le problème général dans les arbres. Cependant, nous
montrons dans la section 5.1 qu’en fait ces deux problèmes sont équivalents. De plus,
dans la section 5.2 nous montrons que même dans le cas d’un arbre binaire et pour
certains types particuliers de permutations, ce problème reste NP-difficile. Dans la
section 5.3, nous étudions le comportement moyen du nombre de couleurs nécessaires
pour colorier toute permutation dans les arbres. Nous obtenons des résultats exacts
dans le cas où l’arbre est une châıne ou une étoile généralisée, et nous donnons
des bornes inférieure et supérieure pour les arbres quelconques. Dans la section 5.4
nous présentons quelques problèmes qui restent ouverts, et nous concluons ce cha-
pitre dans la section 5.5. La plupart des résultats montrés dans ce chapitre ont été
obtenus dans [3, 18].

5.1 Équivalence avec le routage de permutations

Dans cette section nous montrerons que dans les arbres, le problème de coloration
d’une collection quelconque de chemins est équivalent au problème de coloration d’un
ensemble de chemins représentant une permutation des sommets d’un arbre.

Théorème 26 Soient T un arbre orienté symétrique à n sommets de degré maxi-
mum ∆, et P une collection quelconque de chemins sur T avec une congestion
L = LT (P). On peut construire en temps polynomial, un arbre T ′ orienté symétrique
à O(n∆L) sommets de degré maximum ∆′ ≤ 2∆ − 1, et un ensemble de chemins
P ′ représentant une permutation des sommets dans T ′, tels que RT (P) = k si et
seulement si RT ′(P ′) = k, pour un entier positif k.

49
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Preuve. Nous supposons sans perte de généralité que tous les arcs dans T sont
traversés par exactement L chemins dans P, où L est la valeur de la congestion
induite par P. Si ce n’est pas le cas, pour tout arc (u, v) dans T traversé par r < L
chemins, nous additionons L − r chemins unitaires de la forme u  v à P. Il est
clair que les chemins de longueur unitaire ajoutés à P n’affectent pas la coloration
des chemins initiaux d’une telle collection.

Pour tout sommet v dans T , nous notons N(v) = {v1, v2, · · · , vj} l’ensemble des
voisins du sommet v. De plus, pour tout sommet v et pour tout sommet vi ∈ N(v),
nous notons In(v, vi) le sous-ensemble de chemins dans P ayant comme destination
finale le sommet v et traversant l’arc (vi, v) de T . De la même façon, nous notons
Out(v, vi) le sous-ensemble de chemins dans P ayant le sommet v comme origine et
traversant l’arc (v, vi) de T .

Finalement, pour tout sommet v de T , nous notons DIn(v) =
∑

vi∈N(v) |In(v, vi)|
(resp. DOut(v) =

∑

vi∈N(v) |Out(v, vi)|), le nombre de chemins dans P ayant le

sommet v comme sommet final (resp. comme sommet initial), et pour tout sommet
vi ∈ N(v), nous notons Min(v, vi) = min{|In(v, vi)|, |Out(v, vi)|}.

Ainsi, par nos hypothèses de départ, toute collection de chemins P vérifie la
propriété suivante.

Propriété 5 Pour tout sommet v dans T , on a DIn(v) = DOut(v).

La construction de l’arbre T ′ et de l’ensemble de chemins P ′ sur T ′ représentant
une permutation des sommets de T ′ est faite comme suit (voir figure 5.1 pour un
exemple de cette construction). Initialement, T ′ = T et P ′ = P.

Pour chaque sommet v dans T , on exécute les deux étapes suivantes :

• Étape 1 : pour chaque sommet vi ∈ N(v), posons αi = Min(v, vi). Si αi > 0,
alors nous construisons une nouvelle châıne orientée symétrique Pαi

à αi sommets
que nous notons w1, w2, . . . , wαi

. Ensuite, nous éliminons les arcs (vi, v) et (v, vi)
dans T ′, et nous connectons la nouvelle châıne Pαi

aux sommets vi et v, c’est-à-
dire, nous ajoutons à T ′ les arcs (vi, w1), (w1, vi), (v, wα) et (wα, v). Soient βO(v, vi)
et βI(v, vi) deux sous-ensembles de chemins de cardinalité αi dans Out(v, vi) et
In(v, vi) respectivement. Nous remplaçons chacun des chemins pj = v  aj dans
βO(v, vi) par le chemin wj  aj , 1 ≤ j ≤ αi, et nous remplaçons chacun des chemins
qm = bm  v dans βI(v, vi) par le chemin bm  wm, 1 ≤ m ≤ αi. Finalement, nous
posons In(v, vi) = In(v, vi) \ βI(v, vi) et Out(v, vi) = Out(v, vi) \ βO(v, vi). Dans la
figure 5.1(b), nous présentons un exemple de cette construction. Il faut remarquer
que après cette étape, la propriété 5 est préservée.

• Étape 2 : nous allons supposer qu’il existe au moins deux sous-ensembles de
chemins In(v, vi) et Out(v, vj) non vides après l’étape 1. Sinon, nous aurons fini la
construction pour le sommet v. Nous notons I∗ (resp. O∗) la séquence de couples
((|In(v, vi1)|, vi1), (|In(v, vi2)|, vi2), · · · , (|In(v, vir)|, vir)) (resp. ((|Out(v, vj1)|, vj1),
(|Out(v, vj2)|, vj2), · · · , (|Out(v, vjs)|, vjs))), avec 1 ≤ r ≤ |N(v)| (resp. 1 ≤ s ≤
|N(v)| ), ordonnées de façon décroissante selon leur premier élément, où tout couple
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Figure 5.1 – Construction pour le sommet v dans l’arbre T .

(|In(v, vik)|, vik) ∈ I∗ (resp. (|Out(v, vjk)|, vjk) ∈ O∗) vérifie |In(v, vik)| > 0 et
vik ∈ N(v) (resp. |Out(v, vjk)| > 0 et vjk ∈ N(v)). Nous notons par <1

l l’ordre lexi-
cographique entre séquences de couples, défini sur le premier élément des couples.
Ainsi, nous considérons les deux cas suivants :

* Cas a : I∗ <1
l O

∗. Pour chaque couple (qjl, vjl) ∈ O∗, nous construisons un ensemble
que nous notons Õjl en utilisant la procédure suivante :

Procédure 1 :

1. Initialement on a Õjl = ∅ ;
2. Tant que qjl > 0 faire :

3. Soit (pik , vik) le premier élément de I∗ ;

4. Si qjl ≥ pik alors faire :

5. Õjl ← Õjl ∪ {(pik , vik)} ;
6. qjl ← qjl − pik ;

7. I∗ ← I∗ \ {(pik , vik)} ;
8. Sinon, faire :

9. Õjl ← Õjl ∪ {(qjl, vik)} ;
10. qjl ← 0 ;

11. (pik , vik)← (pik − qjl, vik) ;
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L’idée de la procédure 1 est la suivante : supposons qu’on considère un couple
(qjl, vjl) ∈ O∗ et soit (pik , vik) le premier couple courant dans I∗. Par l’étape 1 de
la construction, il est clair que les sommets vjl et vik , voisins du sommet courant v,
sont différents. Imaginons par exemple que qjl ≥ pik (voir étapes 4-7 de la procédure
1). Dans ce cas, on se servira du couple (pik , vik) additionné à l’ensemble Õjl pour
créer une nouvelle châıne à pik sommets, dont une des extrémités sera connectée au
sommet v, et pour remplacer ainsi le sommet final (resp. initial) de pik chemins dans
In(v, vik) (resp. dans Out(v, vjl)) (c-à-d, le sommet v) par un des nouveaux sommets
de cette châıne. Sinon (voir étapes 8-11 de la procédure 1), on pourra remplacer
uniquement pik − qjl de ces chemins.

Dans la figure 5.1(b) nous avons un exemple du cas (a). En effet, il est facile
de voir dans la figure 5.1(b) que I∗ = ((1, v1), (1, v3)) et O∗ = ((2, v4)), et donc
I∗ <1

l O
∗. Ainsi, par l’application de la procédure 1, on a que l’ensemble Õ4 associé

au sommet v4 ∈ N(v) est Õ4 = {(1, v1), (1, v3)}. Suite à la procédure 1, pour cha-
cun des ensembles Õjl et pour chaque couple (α, vik) ∈ Õjl, nous construisons une
nouvelle châıne Pα orientée symétrique à α sommets que nous notons y1, y2, . . . , yα.
Ensuite, nous ajoutons à T ′ les arcs (v, y1) et (y1, v) (voir figure 5.1(c)). Soient A
et B deux sous-ensembles quelconques de chemins de cardinalité α dans Out(v, vjl)
et In(v, vik) respectivement. On remplace chaque chemin v  ai ∈ A par le chemin
yi  ai, 1 ≤ i ≤ α, et on remplace chaque chemin bm  v ∈ B par le chemin
bm  ym, 1 ≤ m ≤ α. Finalement, nous posons Out(v, vjl) = Out(v, vjl) \ A et
In(v, vik) = In(v, vik)\B. Dans la figure 5.1(c), nous présentons un exemple de cette
construction.

* Cas b : O∗ ≤1
l I
∗. On utilise une procédure similaire à la procédure 1 du cas (a) afin

de construire les ensembles Ĩik pour chaque couple (pik , vik) dans I∗. On construit
ensuite, pour chacun des ensembles Ĩik et pour chaque couple (β, vjl) ∈ Ĩik , un
nouvelle châıne Pβ orientée symétrique à β sommets qu’on note z1, z2, . . . , zβ. En-
suite, on connecte les sommets v et z1 par les arcs (v, z1) et (z1, v). Nous prenons
deux sous-ensembles de chemins A et B quelconques de cardinalité β dans In(v, vik)
et Out(v, vjl) respectivement, et nous remplaçons chaque chemin ci  v ∈ A
(resp. v  dm ∈ B) par le chemin ci  zi (resp. zm  dm), avec 1 ≤ i ≤ β
(resp. 1 ≤ m ≤ β). Finalement, nous posons Out(v, vjl) = Out(v, vjl) \ B et
In(v, vik) = In(v, vik) \A.

Une fois appliquée les étapes 1 et 2 à tous les sommets v de l’arbre initial T ,
nous aurons fini la construction de l’arbre T ′ et de la collection de chemins P ′.

Nous pouvons remarquer facilement que, par la construction précédente, pour
tout sommet v de l’arbre initial T et pour tout ensemble Out(v, vj), avec vj ∈ N(v),
chaque chemin v  a dans Out(v, vj) est remplacé par un nouveau chemin wα  a,
où wα est un nouveau sommet ajouté à T , et aucun autre chemin n’utilise le sommet
wα comme sommet initial. De plus, il y a un et seulement un chemin b v dans un
des ensembles In(v, vk), avec vk ∈ N(v), lequel est remplacé par le chemin b wα.
Ainsi, l’ensemble des chemins P ′ représente une permutation des sommets de l’arbre
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augmenté T ′. De plus, par construction, il n’est pas difficile de vérifier que deux
chemins a  b et c  d dans P sont en conflit si et seulement si leurs chemins
associés dans P ′ sont en conflit. Ainsi, RT (P) = k si et seulement si RT ′(P ′) = k,
pour un entier positif k.

De plus, nous pouvons remarquer d’une part qu’après l’étape 1, pour tout som-
met v de l’arbre T , les ensembles {vj : vj ∈ N(v) et Out(v, vj) 6= ∅} et {vi : vi ∈
N(v) et In(v, vi) 6= ∅} sont disjoints. Ceci implique que si le degré de v dans T est
égal à ∆, alors le degré de v dans l’arbre augmenté T ′ est au plus égal à 2∆ − 1.
D’autre part, le nombre de sommets dans T ′ est au plus égal à (L∆ + 1)n, ce qui
termine la preuve de ce théorème. 2

Une conséquence directe du théorème 26 est que s’il existe un algorithme polyno-
mial ǫ-approché, avec ǫ ≥ 1, pour le problème du routage de permutations dans les
arbres par chemins arc-disjoints, alors il existe un algorithme polynomial ǫ-approché
pour le problème général du routage dans les arbres orientés symétriques par chemins
arc-disjoints. De plus, comme nous l’avons vu dans le chapitre 3, le problème du rou-
tage par chemins arc-disjoints dans les arbres binaires est NP-difficile. Nous pouvons
donc déduire facilement du théorème 26 que le problème de routage de permutations
dans les arbres ayant degré borné supérieur ou égal à 5 est un problème NP-difficile.
Cependant, dans la section suivante nous allons montrer que le problème de rou-
tage de permutations reste NP-difficile même dans des cas plus restrictifs comme
par exemple, dans le cas du routage des involutions dans les arbres binaires, où les
involutions sont des permutations ayant une décomposition en cycles de longueur
au plus 2.

5.2 Routage de permutations particulières

Dans cette section nous étudierons la complexité de certaines instances parti-
culières du problème du routage de permutations dans les arbres orientés symétriques.
Plus précisément, nous allons étudier la complexité du routage des involutions (resp.
permutations circulaires), qui sont des permutations ayant une décomposition en
cycles de longueur au plus 2 (resp. composées d’un seul cycle), dans les arbres
de degré borné par une constante et dans les arbres ayant au plus deux sommets
de degré supérieur à 2. D’abord, nous allons répondre à une question posée par
Caragiannis et al. [16] concernant la complexité du problème de coloration d’une
collection symétrique de chemins dans les arbres binaires orientés symétriques. Une
collection de chemins est dite symétrique, si pour tout chemin u v de la collection,
il existe aussi son chemin symétrique, c’est-à-dire, le chemin v  u. Caragiannis et
al. [16] montrent que le problème de coloration d’une collection symétrique de che-
mins dans les arbres quelconques est NP-difficile.

Grâce à la symétrie de la collection de chemins, on peut voir l’arbre orienté
symétrique comme étant un arbre non orienté et chaque couple de chemins symétriques
u  v et v  u comme un seul chemin non orienté < u, v >. Dans la figure
5.2(b) nous donnons un exemple d’une collection symétrique de chemins sur un arbre
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orienté symétrique. Il n’est pas difficile de voir que la congestion induite par toute
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Figure 5.2 – (a) Une collection de chemins sur un arbre non orienté et le graphe
de conflit G associé. (b) Une collection symétrique de chemins sur un arbre orienté
symétrique et le graphe de conflit G′ associé.

collection symétrique de chemins orientés et par celle de chemins non orientés ont la
même valeur (voir figure 5.2). Malgré toutes ces ressemblances, ces deux problèmes
de coloration sont différents comme on le voit dans la figure 5.2. En effet, Golumbic
et Jamison ont montré dans [31] que le problème de coloration de chemins dans
les arbres non orientés est NP-difficile même si les arbres sont des étoiles. Tarjan
a trouvé pour ce problème dans les arbres quelconques un algorithme 3

2
-approché

[63]. De plus, Erlebach et Jansen ont montré dans [22] que si le degré des arbres non
orientés est borné par une constante, alors le problème de coloration des chemins
dans ceux-ci peut être résolu optimalement en temps polynomial.

Dans le cas des arbres orientés symétriques, Gargano et al. ont montré dans
[29] que si les arbres sont des étoiles généralisées, alors le problème de coloration
de chemins sur cette classe particulière des arbres orientés symétriques peut être
calculé efficacement en temps polynomial. Dans le cas des arbres binaires orientés
symétriques quelconques, ce problème est NP-difficile [22, 42] au contraire de celui
dans les arbres non orientés.

Ainsi, Caragiannis et al. [16] demandent si le problème de coloration d’une col-
lection symétrique de chemins dans les arbres binaires orientés symétriques peut être
résolu efficacement en temps polynomial. Nous donnons une réponse négative à cette
question, montrant que ce problème reste NP-difficile même pour les arbres binaires.
Ensuite, nous utiliserons ce résultat pour montrer la NP-difficulté des certains cas
restrictifs du problème de routage de permutations dans les arbres.

Le résultat principal de cette section est donc le suivant.
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Théorème 27 Soient T un arbre orienté symétrique et P une collection de chemins
orientés sur T . Alors, le problème de calculer RT (P) est un problème NP-difficile
dans les cas suivants :

(a) T est un arbre binaire et P est une collection symétrique de chemins sur T .
(b) T est un arbre binaire et P représente une involution des sommets de T .
(c) T est un arbre de degré maximum ∆ ≥ 4, et P représente une permutation

circulaire des sommets de T .
(d) T est un arbre ayant uniquement deux sommets de degré supérieur à deux,

et P représente une involution des sommets de T .

Pour prouver le théorème 27, nous utiliserons une réduction polynomial du
problème ARC-COLORING (voir chapitre 4) qui a été montré NP-complet par
Garey et al. [28]. Il faut remarquer qu’une réduction similaire a été utilisée dans
[22, 42] pour prouver la NP-difficulté du problème général du routage par chemins
arc-disjoints dans les arbres binaires. Cependant, on ne peut pas adapter une telle
réduction aux résultats de NP-difficulté sur les instances restrictives considérées dans
le théorème 27. Avant de prouver le théorème 27, nous avons besoin des définitions
et résultats préliminaires suivants.

Définition 3 Soient H = (V,A) un graphe orienté symétrique et P une collection

de chemins sur H. Nous définissons le (multi)-graphe orienté ~GH(P) = (V ′, A′)
associé à H et à P tel que :
- V ′ = {v ∈ V : v est un des sommets terminaux d’au moins un chemin dans P}
et
- A′ = {(v, w) : v, w ∈ V ′ et v  w ∈ P}.

Un graphe orienté G = (V,A) est dit pseudo-symétrique, si pour tout sommet
v ∈ V , on a d+(v) = d−(v), où d+(v) (resp. d−(v)) représente le degré entrant (resp.
sortant) du sommet v. Il est clair que si G est connexe et pseudo-symétrique, alors
G est fortement-connexe.

Théorème 28 (Fleischner [26]) Si G est un (multi)-graphe orienté connexe et
pseudo-symétrique, alors G est eulérien. De plus, un circuit eulérien dans G peut
être trouvé en temps linéaire.

Soit ~GT (P) le (multi)-graphe associé à un arbre T et à une collection de chemins

P sur T . Il est clair que même si ~GT (P) est pseudo-symétrique, il peut être non
connexe, comme nous le montrons dans la figure 5.3. Par contre, si P représente une
permutation circulaire des sommets dans T , alors ~GT (P) est forcement connexe et
pseudo-symétrique.

Le lemme suivant va nous permettre de montrer la partie (c) du théorème 27.

Lemme 1 Soient T un arbre orienté symétrique et P une collection de chemins sur
T . Soit ~GT (P) le (multi)-graphe orienté associé à T et P. Si ~GT (P) est connexe et
pseudo-symétrique, alors on peut construire en temps polynomial un arbre T ′ orienté
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Figure 5.3 – (a) Un arbre T et une collection de chemins P sur T . (b) Le (multi)-

graphe G = ~GT (P) associé à T et à P.

symétrique et un ensemble de chemins P ′ représentant une permutation circulaire
des sommets dans T ′ tels que RT ′(P ′) = k si et seulement si RT (P) = k, pour un
entier positif k.

Preuve. Soit L = LT (P) la congestion induite par P dans T . Comme dans la preuve
du théorème 26, nous pouvons supposer sans perte de généralité que tous les arcs
de T sont traversés par exactement L chemins dans P. Soit n le nombre de som-
mets dans T . Nous supposons que chaque sommet dans T est étiqueté par un entier
différent dans l’ensemble {1, 2, · · · , n}. Soit G = ~GT (P) = (V ′, A) le (multi)-graphe
orienté associé à T et P. Par hypothèse, nous savons que G est connexe et pseudo-
symétrique. Ainsi, par le théorème 28, G est eulérien et un circuit eulérien dans G
peut être trouvé en temps linéaire. Dans la figure 5.4(b) et 5.4(c) respectivement,
nous montrons un exemple d’un tel (multi)-graphe G orienté et d’un circuit eulérien
de G. Soit v0, v1, · · · , vk, v0 un circuit eulérien de G. Par construction, chaque arc
(vi, vi+1) dans le circuit eulérien représente un chemin vi  vi+1 dans P. La construc-
tion de l’arbre T ′ et de l’ensemble de chemins P ′ représentant une permutation
circulaire des sommets dans T ′ est faite de la façon suivante. Initialement, T ′ est
identique à T et P ′ est identique à P. SoitM une liste de sommets dans T (initiale-
mentM = {v0}), et pour chaque sommet v dans T , soit C(v) une liste de sommets
dans T ′ (initialement, C(v) = ∅ pour tout sommet v de T ). Soit p0, p1, · · · , pk un
ordre des chemins dans P ′ induit par le circuit eulérien, où pi = vi  vi+1, 0 ≤ i ≤ k
(l’addition est comprise modulo (k + 1)). Alors, pour chaque i = 0, 1, · · · , k − 1, on
exécute les étapes (1)-(4) de la procédure suivante (voir exemple dans la figure 5.4(d)
qui utilise le circuit eulérien v0 = 2, 7, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 6, 7, 5, 6, 1 = vk=12 de la figure
5.4(c)).

Procédure 2 :
Pour tout i = 0, 1, · · · , k, soit (ai, bi) (resp. (ai+1, bi+1)) le couple de sommets initial
et final courants du chemin pi (resp. pi+1) dans P ′, c’est-à-dire, pi = ai  bi et
pi+1 = ai+1  bi+1, avec bi = ai+1. Alors :

1. Si ai+1 /∈ M alors, on ajoute ai+1 à M et on laisse inchangés les chemins
pi et pi+1 et on aura fini l’exécution de cette procédure pour i. Sinon, soit wi

(resp. wi+1) le prédécesseur (resp. successeur) immédiat du sommet ai+1 sur
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Figure 5.4 – (a) Un arbre T et une collection de chemins P sur T . (b) Le (multi)-

graphe orienté G = ~GT (P) associé à T et P. (c) Un circuit eulérien de G. (d)
Construction d’un arbre T ′ et d’un ensemble de chemins P ′ représentant la permu-
tation circulaire σ = (1, 8, 9, 10, 6, 11, 5, 12, 13, 2, 7, 4, 3) des sommets de T ′, à partir
de T et P.

le chemin pi (resp. pi+1), et soit ui+1 un nouveau sommet qu’on va ajouter à
l’arbre T ′.

2. Si wi = wi+1 alors, on déconnecte les sommets ai+1 et wi+1, et on connecte le
sommet ui+1 aux sommets ai+1 et wi+1, et on passe à l’étape (4).

3. S’il existe un sommet z ∈ C(ai+1) qui soit le sommet final et initial respecti-
vement de deux chemins q et q′ dans P ′ et q (resp. q′) traverse l’arc (wi, ai+1)
(resp. l’arc (ai+1, wi+1)), alors on connecte le sommet ui+1 au sommet z et on
élimine le sommet z de la liste C(ai+1). Sinon, on connecte le sommet ui+1 au
sommet ai+1. Finalement, on ajoute le sommet ui+1 à la liste C(ai+1) et on
passe à l’étape (4).

4. On remplace les chemins pi et pi+1 respectivement par les chemins ai  ui+1

et ui+1  bi+1.

Dans la figure 5.4(d) on peut voir un exemple de la construction de l’arbre T ′ et de
l’ensemble de chemins P ′. En effet, pour construire T ′ et P ′ à partir de l’arbre T et la
collection de chemins P sur T montrés dans la figure 5.4(a) en utilisant la procédure
2, nous considérons le circuit eulérien v0 = 2, 7, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 6, 7, 5, 6, 1 = vk=12 (voir

figure 5.4(c)) du (multi)-graphe orienté G = ~GT (P) (voir figure 5.4(b)). Ainsi, ini-
tialement on a M = {2} et C(j) = ∅, avec 1 ≤ j ≤ 7. Après l’application de la
procédure 2 sur tous les chemins de P, on aM = {2, 7, 4, 3, 1, 6, 5}, C(2) = {8}, et
C(j) = ∅, avec 1 ≤ j 6= 2 ≤ 7. Il est clair que la construction précédente peut être
effectuée en temps polynomial. Soit ∆ le degré maximum de l’arbre T , et soient n′

et ∆′ le nombre de sommets et le degré maximum de l’arbre T ′ respectivement. Par
la construction précédente, il est facile de prouver que n′ est au plus égal à Ln∆, et
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que ∆′ est au plus égal à ∆(∆− 1). D’autre part, nous pouvons remarquer qu’après
la construction précédente, chacun des sommets v dans l’arbre final T ′ est soit le
début et la fin d’exactement un et un seul chemin dans P ′, soit il n’y a aucun chemin
dans P ′ ayant le sommet v comme sommet initial ou sommet final. De plus, comme
les chemins dans P ′ suivent, par construction, l’ordre donné par le circuit eulérien de
G, alors P ′ représente une permutation circulaire des sommets dans T ′. Finalement,
par construction, il est facile de voir que toute paire de chemins p et q dans P sont
en conflit si et seulement si leurs chemins associés p′ et q′ respectivement, dans P ′
sont en conflit. Ceci implique que RT (P) = k si et seulement si RT ′(P ′) = k, pour
un entier positif k. Nous avons donc prouvé ce lemme. 2

Preuve du théorème 27

On utilise une réduction polynomiale du problème ARC-COLORING (voir cha-
pitre 4). Une instance du problème ARC-COLORING est donnée par un anneau
non orienté Cn à n sommets, une collection de chemins non orientés F sur Cn et un
entier positif k. Ce problème consiste à savoir si F peut être coloriée avec au plus
k couleurs de sorte que toute paire de chemins dans F partageant une même arête
dans Cn, sont coloriés avec des couleurs distinctes.

Nous supposons, sans perte de généralité, que chaque arête dans Cn est traversée
par exactement k chemins dans F . S’il existe une arête {i, i+1} dans Cn traversée par
r < k chemins dans F , alors on peut ajouter k− r chemins identiques à < i, i+1 >
(ou < i, 1 > si i = n) à F , sans affecter ses propriétés de coloration. Nous supposons
aussi qu’aucun chemin dans F couvre tout Cn. Soit I une instance du problème ARC-
COLORING définie comme ci-dessus. Nous allons construire à partir de l’instance
I, une instance I ′ du problème de routage de permutations par chemins arc-disjoints
dans les arbres, formée d’un arbre orienté symétrique T , d’un ensemble de chemins
orientés P représentant une permutation des sommets de T et d’un entier positif k′

telle que I ′ vérifie les contraintes données dans la partie (a) (resp. (b), (c), (d)), et
telle que F est k-coloriable si et seulement si P est k′-coloriable.

Soit < i, j > un chemin quelconque dans F . On dit que < i, j > est un chemin
de type 1 (resp. type 2) si i < j (resp. si i > j). Dans la figure 5.5 nous donnons des
exemples de ces deux types de chemins dans F .

Preuve de la partie (a). L’arbre binaire T est construit de la façon suivante. Tout
d’abord, on construit une châıne Pn orientée symétrique à n sommets qu’on note
par v1, v2, · · · , vn. Ensuite, on construit 2(n + k) copies différentes isomorphes au
graphe étoile ST(4). Pour n + k de ces 2(n + k) graphes isomorphes, on note leurs
trois feuilles par li, si et ti, et on note par ri, xi et zi, les trois feuilles des autres
n + k graphes isomorphes, avec 1 ≤ i ≤ n + k. Finalement, on connecte le sommet
li (resp. ri) au sommet li+1 (resp. ri+1), 1 ≤ i ≤ n+ k− 1, et on connecte le sommet
l1 (resp. r1) au sommet v1 (resp. vn) de la châıne Pn (voir figure 5.5).

La collection symétrique de chemins P est construite de la façon suivante (voir
figure 5.5). Pour chaque chemin < i, j > dans F , si < i, j > est un chemin de type
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1 (i.e., i < j), alors on ajoute à P les chemins Ai,j = vi  vj et Bj,i = vj  vi.
Dans le cas contraire, si le chemin < i, j > est un chemin de type 2 (i.e., i > j),
soit p (resp. q) un entier dans l’ensemble {1, 2, · · · , k} tel que, aucun chemin dans
la collection courante P n’utilise les sommets xp et zp (resp. sq et tq) dans T comme
sommets initiaux ou finaux. Alors, on ajoute à P les ensembles de chemins Āi,j =
{vi  zp , xp  tq , sq  vj} et B̄j,i = {vj  sq , tq  xp , zp  vi}.

Pour assurer que le (multi)-graphe orienté ~GT (P) associé à T et P (voir définition
3) soit connexe (propriété que nous utiliserons dans la suite pour prouver la partie
(c) du théorème), pour chaque j, avec k + 1 ≤ j ≤ n + k, on ajoute à P les
ensembles de chemins Cj−k = {sj  vj−k , vj−k  zj′ , xj′  vj′−k , vj′−k  tj}
et Dj−k = {tj  vj′−k , vj′−k  xj′ , zj′  vj−k , vj−k  sj}, où j′ = j + 1 si
j < n + k, sinon j′ = k + 1.

De plus, pour chaque i, avec 1 ≤ i ≤ n + k, on ajoute 2(n + k) − 1 chemins
identiques si  ti (resp. xi  zi) et 2(n + k)− 1 chemins identiques ti  si (resp.
zi  xi) à P . Finalement, on pose k′ = 2(n+ k). Dans la figure 5.5, on présente un
exemple de cette transformation polynomiale.

Par construction, il est facile d’observer que T est un arbre binaire et P est une
collection symétrique de chemins sur T . De plus, soient < i1, j1 > , < i2, j2 >
, · · · , < ik, jk > les k chemins dans F de type 2, et Āir ,jr = {vir  zpr , xpr  

tqr , sqr  vjr} et B̄jr ,ir = {vjr  sqr , tqr  xpr , zpr  vir} les deux ensembles de
chemins dans P associés à chacun des chemins < ir, jr > dans F de type 2, avec
1 ≤ r ≤ k. Alors, s’il existe une k′-coloration propre pour la collection symétrique
de chemins P, alors P vérifie les trois propriétés suivantes :

Propriété 6 Tous les chemins dans chacun des ensembles Āir ,jr , B̄jr,ir , Cm et Dm,
avec 1 ≤ r ≤ k et 1 ≤ m ≤ n, sont coloriés avec la même couleur dans toute
k′-coloration de P.

Propriété 7 À chacun des ensembles Āir ,jr , B̄jr,ir , Cm et Dm, avec 1 ≤ r ≤ k et
1 ≤ m ≤ n, doit être assigné une couleur différente dans toute k′-coloration de P.

Propriété 8 Chacun des chemins Aa,b (resp. Bb,a) dans P associé avec un chemin
< a, b > dans F de type 1, partage au moins un arc dans T avec tous les chemins
dans ∪kr=1{tqr  xpr ∈ B̄jr,ir} (resp. dans ∪kr=1{xpr  tqr ∈ Āir ,jr}) et au moins
avec un des chemins dans chacun des ensembles Cm et Dm, 1 ≤ m ≤ n.

Pour tout j, avec k+1 ≤ j ≤ n+k, nous notons Cg
j−k (resp. Cd

j−k) le sous-ensemble
de Cj−k composé des chemins {sj  vj−k , vj′−k  tj} (resp. {vj−k  zj′ , xj′  

vj′−k}), où j′ = j + 1 si j < n + k, sinon j′ = k + 1. De même, nous notons
Dg

j−k = {tj  vj′−k , vj−k  sj} et Dd
j−k = {vj′−k  xj′ , zj′  vj−k} les

sous-ensembles de Dj−k. D’une part, par construction, les k′− 1 chemins identiques
si  ti (resp. ti  si) et les k′ − 1 chemins identiques xi  zi (resp. zi  xi),
avec 1 ≤ i ≤ n+ k, assurent que tous les chemins dans chacun des ensembles Āir,jr ,
B̄jr,ir , C

g
m, C

d
m, D

g
m et Dd

m, avec 1 ≤ r ≤ k et 1 ≤ m ≤ n, sont coloriés avec la même
couleur dans toute k′-coloration de P. D’autre part, il n’est pas difficile de voir
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F = {< 1, 4 >,< 2, 3 >,< 4, 1 >,< 3, 2 >}, n = 4 et k = 2

v1 v2 v3 v4l1l2 r1 r2

s1 t1s2 t2 x1 z1 x2 z2

l4 l3l5l6 r3 r4 r5 r6

2(n+k)-1 2(n+k)-1

1

2

3

4

< 1, 4 >−→ A1,4 = v1  v4 et B4,1 = v4  v1

< 2, 3 >−→ A2,3 = v2  v3 et B3,2 = v3  v2

< 4, 1 >−→ Ā4,1 = {v4  z1, x1  t1, s1  v1} et B̄1,4 = {v1  s1, t1  x1, z1  v4}

< 3, 2 >−→ Ā3,2 = {v3  z2, x2  t2, s2  v2} et B̄2,3 = {v2  s2, t2  x2, z2  v3}

C1 = {s3  v1, v1  z4, x4  v2, v2  t3} et D1 = {t3  v2, v2  x4, z4  v1, v1  s3}

C2 = {s4  v2, v2  z5, x5  v3, v3  t4} et D2 = {t4  v3, v3  x5, z5  v2, v2  s4}

C3 = {s5  v3, v3  z6, x6  v4, v4  t5} et D3 = {t5  v4, v4  x6, z6  v3, v3  s5}

C4 = {s6  v4, v4  z3, x3  v1, v1  t6} et D4 = {t6  v1, v1  x3, z3  v4, v4  s6}

Figure 5.5 – Construction partielle de l’instance I ′ à partir de l’instance I.

que par construction, chaque chemin xpr  tqr ∈ Āir,jr (resp. tqr  xpr ∈ B̄jr ,ir),
avec 1 ≤ r ≤ k, partage au moins un arc dans T avec tous les chemins dans
∪km=1{xpm  tqm ∈ Āim,jm : m 6= r} (resp. dans ∪km=1{tqm  xpm ∈ B̄jm,im : m 6=
r}) et avec tous les chemins dans ∪km=1{zpm  vim , vjm  sqm ∈ B̄jm,im} (resp.
dans ∪km=1{vim  zpm , sqm  vjm ∈ Āim,jm}) (c.f. figure 5.5). De plus, chacun des
ensembles de chemins Cm (resp. Dm), avec 1 ≤ m ≤ n, partage au moins un arc
dans T avec chacun des chemins dans P \ Cm \ Q (resp. P \Dm \ Q), où Q est la
collection de chemins formée par tous les k′ − 1 chemins identiques si  ti (resp.
ti  si) et les k

′− 1 chemins identiques xi  zi (resp. zi  xi), avec 1 ≤ i ≤ k (c.f.
figure 5.5).

Supposons maintenant qu’il existe un ensemble Cj−k quelconque tel que ses
sous-ensembles de chemins Cg

j−k et Cd
j−k sont coloriés avec des couleurs distinctes.
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Alors, par construction (les 4 sommets terminaux des deux chemins dans Cg
j−k (resp.

Cd
j−k) sont deux-à-deux différents) et par les remarques précédents, toute coloration

propre optimale pour P aura besoin d’au moins k′ + 1 couleurs, ce qui est une
contradiction à la hypothèse initiale qui affirme que P est k′-coloriable. Ainsi, tous
les chemins dans chacun des ensembles Cm, avec 1 ≤ m ≤ n, sont coloriés avec la
même couleur dans toute k′-coloration de P. De façon symétrique, nous prouvons
pour les chemins dans chacun des ensembles Dm. Ceci preuve les propriétés 6 et 7.
Finalement, la propriété 8 peut être facilement vérifiée par construction.

Maintenant, nous affirmons qu’il existe une k-coloration pour F si et seulement
s’il existe une k′-coloration pour P. Tout d’abord, supposons qu’il existe une k-
coloration pour F , et soit < i, j > un chemin dans F colorié avec la couleur γ, avec
1 ≤ γ ≤ k. Une k′-coloration de P peut être obtenue à partir d’une k-coloration de
F de la façon suivante. Si le chemin < i, j > dans F est un chemin de type 1, alors
on colorie les chemins Ai,j = vi  vj et Bj,i = vj  vi dans P avec les couleurs γ et
γ+k respectivement. Par contre, si le chemin < i, j > dans F est de type 2, alors on
colorie tous les trois chemins dans l’ensemble Āi,j (resp. B̄j,i) avec la couleur γ (resp.
γ + k). Ensuite, pour chaque i, avec 1 ≤ i ≤ n, on assigne à tous les chemins dans
l’ensemble Ci (resp. Di) la couleur 2k + i (resp. la couleur 2k + n+ i). Finalement,
pour chaque i, avec 1 ≤ i ≤ n + k, on colorie les k′ − 1 chemins identiques si  ti
(resp. xi  zi) et les k′ − 1 chemins identiques ti  si (resp. zi  xi) avec les
k′ − 1 couleurs disponibles pour chacun de ces (k′ − 1)-ensembles de chemins. Par
les propriétés 6, 7 et 8, il est facile de vérifier que la coloration précédente est une
k′-coloration propre de la collection de chemins P.

Supposons maintenant qu’il existe une k′-coloration pour P. Par les propriétés
6, 7 et 8, il est facile de déduire deux k-colorations propres différentes pour F . Si
< i, j > est un chemin dans F de type 1, on assigne au chemin < i, j > la couleur
assignée au chemin Ai,j = vi  vj (resp. Bj,i = vj  vi) dans P. Par contre, si
< i, j > est un chemin dans F de type 2, on assigne au chemin < i, j > la couleur
assignée aux trois chemins dans l’ensemble Āi,j (resp. B̄j,i) qui, par la propriété 6, est
la même pour tous les trois. On a donc montré qu’il existe une k-coloration propre
pour F si et seulement s’il existe une k′-coloration propre pour P. Ceci termine la
preuve de cette partie.

Preuve de la partie (b). La preuve de cette partie est une conséquence directe
de la partie (a). En effet, soient l’arbre binaire T et la collection symétrique de
chemins P sur T construits dans la partie (a). Soient u et v deux sommets adja-
cents dans T , et soit In(v, u) (resp. Out(v, u)) le sous-ensemble de chemins dans
P qui traversent l’arc (u, v) (resp. l’arc (v, u)) et qui ont comme sommet initial
(resp. sommet final) le sommet v. Comme P est symétrique, alors il est clair que
|In(v, u)| = |Out(v, u)| (voir preuve du théorème 26). On remplace les arcs (u, v) et
(v, u) dans T par une châıne Pα orientée symétrique à α = |In(v, u)| sommets qu’on
note par w1, w2, · · · , wα. Ensuite, on remplace chaque paire de chemins symétriques
a v ∈ In(v, u) et v  a ∈ Out(v, u) pour les chemins a wj et wj  a respecti-
vement, où wj est un sommet dans Pα pas encore utilisé par aucun chemin dans la
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collection courante P comme sommet initial ou final. En utilisant la transformation
précédente sur chaque paire de sommets adjacents dans T , on obtient une instance
donnée par un arbre binaire augmenté T ′ et un ensemble de chemins P ′ représentant
une involution des sommets dans T ′, laquelle est équivalente à celle-ci obtenue dans
la partie (a). Ceci termine la preuve de cette partie.

Preuve de la partie (c). Soient l’arbre binaire T et la collection de chemins P sur T
obtenus dans la construction de la partie (a). Il est clair que le (multi)-graphe orienté
~GT (P) associé à T et à P (voir définition 3) est connexe et pseudo-symétrique. Tout
d’abord, on utilise une procédure similaire à celle employée dans la partie (b) la-
quelle préserve la connexité du (multi)-graphe associé à l’arbre et à la collection de
chemins obtenus comme suit. Rappelons que le sommet de T étiqueté par vi fait
partie de la châıne Pn construite dans le début de la preuve de la partie (a)), avec
1 ≤ i ≤ n. Pour tout sommet vi, soient u

1
i et u

2
i les deux sommets de T voisins de vi.

Ainsi, pour chaque sommet vi de T , si la paire d’arcs (u1
i , vi) et (vi, u

1
i ) (resp. (u

2
i , vi)

et (vi, u
2
i )) doit être remplacée par une nouvelle châıne à α sommets qu’on note par

w1, w2, · · · , wα (voir partie (b)), où w1 sera le nouveau sommet adjacent au sommet
vi et le sommet wn sera le nouveau sommet adjacent au sommet u1

i (resp. u
2
i ), alors

après un tel remplacement, on doit ajouter à P les chemins wj  wj+1 et wj+1  wj,
1 ≤ j ≤ α, et les chemins w1  vi et vi  w1. Il n’est pas difficile de vérifier que cette
nouvelle instance est équivalente (du point de vue de la coloration) à celle obtenue
dans la partie (a), et que chaque sommet interne dans l’arbre courant est le sommet
initial ou final d’au plus 3 chemins dans la collection courante de chemins. Soient
T ′ et P ′ l’arbre binaire et la collection de chemins courants après avoir appliqué la
transformation précédente. Alors, le (multi)-graphe orienté ~GT ′(P ′) associé à T ′ et
à P ′ est connexe et pseudo-symétrique. Par le théorème 1, T ′ et P ′ peuvent donc
être transformés, en temps polynomial, en un arbre augmenté T ′′ et un ensemble de
chemins P ′′ respectivement, tels que P ′′ représente une permutation circulaire des
sommets dans T ′′, et tel que RT ′(P ′) = k′ si et seulement si RT ′′(P ′′) = k′. De plus,
on peut vérifier facilement que le degré de l’arbre T ′′ construit par le procédure 2
donnée dans la preuve du théorème 1 est au plus égal à 4. En effet, les chemins dans
P ′ ayant pour sommet initial ou final un des sommets internes de T ′ exécuteront
dans le pire des cas, une fois l’étape (1) et deux fois l’étape (3) de la procédure 2
donnée dans la preuve du théorème 1. Par construction (voir figure 5.5), tous les
sommets internes de T ′ de degré supérieur à deux ne sont pas sommets initiaux ou
finaux d’un chemin dans P ′. De plus, les 2k′ chemins dans P ′ qui ont pour sommet
initial ou final une feuille de T ′ exécuteront une fois l’étape (1) et 2k′−1 fois l’étape
(2) de la procédure 2 donnée dans la preuve du théorème 1. On a bien donc que le
degré maximum de T ′′ est au plus égal à 4. Ainsi, en faisant attention des chemins
initiaux Ai,j et Bj,i (resp. Āi,j et B̄j,i) associés aux chemins < i, j > de type 1 (resp.
type 2) dans F (voir partie (a)), on obtient qu’il existe une k′-coloration propre pour
P ′′ si et seulement s’il existe une k-coloration propre pour F . Ceci termine la preuve
de cette partie.

Preuve de la partie (d). La preuve de cette partie suit directement des parties
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(a) et (b). En effet, soient T l’arbre binaire et P la collection symétrique de chemins
construits dans la partie (a). Alors, on remplace tous les n + k sous-graphes iso-
morphes au graphe étoile ST(4) à 4 sommets, où l’i-ème de ceux-ci a par feuilles les
sommets dans T étiquetés par li, si, et ti (resp. par ri, xi, et zi), par un seul graphe
étoile ST(2(n + k) + 1) ayant par feuilles les sommets si et ti (resp. les sommets
xi et zi), avec 1 ≤ i ≤ n + k, et on note l1 (resp. r1) son unique sommet de degré
2(n+ k). Ensuite, on connecte le sommet l1 (resp. r1) au sommet v1 (resp. vn) dans
la châıne Pn qui est un sous-graphe de T , et on laisse P exactement comme dans
la partie (a). Il n’est pas difficile de voir que cette nouvelle instance est équivalente
à celle obtenue dans la partie (a) (du point de vue de la coloration). Finalement,
en utilisant des arguments similaires à ceux-ci dans la partie (b), nous prouvons la
NP-difficulté pour le cas des involutions. Nous avons donc prouvé cette partie. Ainsi
le théorème est prouvé. 2

Dans la figure 5.3 nous avons montré un exemple de (multi)-graphe ~GT (P) associé
à un arbre T et une collection de chemins P sur T , où ~GT (P) est pseudo-symétrique
et non connexe. Cependant, il suffit d’ajouter pour tout arc (a, b) dans T , un chemin
a  b dans P de sorte que le (multi)-graphe orienté associé à T et à la nouvelle
collection augmentée de chemins sur T soit connexe et pseudo-symétrique comme
nous le montrons dans la figure 5.6.

4 5 62

1

3 8

7

T , P
G

(a) (b)

1

3

7

8

54 6 2

Figure 5.6 – (a) L’arbre T et la collection augmentée de chemins P sur T dans la

figure 5.3(a). (b) Le (multi)-graphe G = ~GT (P) associé avec T et P dans (a).

Par la remarque précedente et le lemme 1, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 2 Si pour tout arbre T orienté symétrique et pour tout ensemble de
chemins P avec une congestion L, représentant une permutation circulaire des som-
mets dans T , il existe un algorithme polynomial pour colorier P avec au plus ⌈ǫL⌉
couleurs, avec ǫ > 1, alors le même algorithme sert à colorier n’importe quelle col-
lection de chemins P ′ avec une congestion L′ sur n’importe quel arbre T ′ orienté
symétrique, avec au plus ⌈ǫ(L′ + 1)⌉ couleurs.
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5.3 Complexité en moyenne

Dans cette section nous analysons la complexité en moyenne du problème de
routage de permutations dans les arbres par chemins arc-disjoints. En effet, dans la
section précédente, nous avons montré que ce problème est NP-difficile même pour
des instances très particulières. Cependant, ces résultats nous donnent une idée de la
complexité du problème dans le pire des cas. Ainsi, dans cette section nous donnons
une borne inférieure pour la congestion moyenne induite pour toute permutation
sur un réseau quelconque à n sommets, ce qui implique donc une borne inférieure
pour le nombre moyen de couleurs nécessaires pour colorier toute permutation dans
un réseau quelconque. Ensuite, nous obtenons des résultats exacts dans le cas où
le réseau est une châıne. Plus précisément, nous montrons que le nombre moyen
de couleurs nécessaires pour colorier toute permutation sur une châıne à n som-
mets est égal à n/4+ o(n). Nous obtenons aussi des résultats exacts pour les étoiles
généralisées. Finalement, nous généralisons les résultats obtenus dans la châıne pour
le cas des arbres quelconques et nous obtenons des bornes inférieure et supérieure
pour ce problème dans ces réseaux. Tout d’abord, nous donnons quelques définitions.

Soit T un arbre raciné orienté symétrique à n sommets. Nous supposons que les
sommets dans T sont étiquetés de façon arbitraire, par des entiers dans l’ensemble
{1, 2, · · · , n} et que le sommet étiqueté par l’entier n est la racine de T . Nous notons
par T (i) le sous-arbre de T raciné au sommet i, avec 1 ≤ i ≤ n, où T (n) = T .
Soit Sn le groupe symétrique de toutes les permutations sur [n] = {1, 2, · · · , n}.
Comme d’habitude dans ce chapitre, toute permutation σ ∈ Sn sera représentée
par un ensemble de chemins P sur T tel que σ(i) = j, avec i 6= j, si et seulement
si i  j ∈ P. Nous notons par L̄T , la congestion moyenne induite par toutes

les permutations σ ∈ Sn sur T , c’est-à-dire, L̄T =
1

n!

∑

σ∈Sn

LT (σ), où LT (σ) est la

valeur de la congestion induite par l’ensemble de chemins sur T représentant une
permutation σ ∈ Sn. Finalement, nous notons par R̄T , le nombre moyen de couleurs
nécessaires pour colorier proprement les chemins sur T associés à toute permutation

σ ∈ Sn sur T , c’est-à-dire, R̄T =
1

n!

∑

σ∈Sn

RT (σ), où RT (σ) est le nombre minimum

de couleurs nécessaires pour colorier les chemins sur T associés à une permutation
σ ∈ Sn.

5.3.1 Une borne inférieure générale

Soient G = (V,A) un graphe orienté symétrique à n sommets (|V | = n) étiquetés
de façon arbitraire, par des entiers dans l’ensemble {1, 2, · · · , n}, et r une fonction
de routage dans G laquelle associe un ensemble de chemins sur G à chacune des
permutations σ ∈ Sn des sommets de G. Soit L̄G,r la congestion moyenne induite
pour les chemins sur G associés, pour la fonction de routage r, à toutes les permu-
tations dans Sn des sommets de G, et soit U ⊆ V un sous-ensemble quelconque de
l’ensemble de sommets V dans G. Nous notons par c(U) la coupe dans G induite
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par U , définie par c(U) = {(u, v) ∈ A : u ∈ U, v ∈ V \ U}.

Proposition 3 Pour tout graphe G = (V,A) à n sommets, et pour toute fonction
de routage r dans G,

LG,r ≥
1

n
·max
U⊆V

( |U | · (n− |U |)
|c(U)|

)

.

Preuve. Soit U ⊆ V un sous-ensemble quelconque de sommets dans V , et considérons
une permutation σ ∈ Sn des sommets de G. Il est clair que la congestion Lr(U, σ)
des arcs dans l’ensemble c(U) induite par les chemins associés, par la fonction de
routage r, à la permutation σ vérifie Lr(U, σ) ≥ |{j ∈ U : σ(j) 6∈ U}|. Ainsi,
la congestion totale des arcs dans c(U) vérifie, Lr(U) ≥ ∑

σ∈Sn

Lr(U, σ). En effet,

pour tout sommet j ∈ U et pour tout sommet k ∈ V \ U , chaque permutation
σ ∈ Sn telle que σ(j) = k, contribue pour au moins une unité à la congestion to-
tale des arcs dans c(U). Ainsi, la congestion moyenne des arcs dans c(U) vérifie
Lr(U) ≥ 1

n!

∑

j∈U

∑

k∈V \U

|{σ ∈ Sn : σ(j) = k}|. De plus, pour toute paire de som-

mets j et k dans G, ils existent (n − 1)! permutations σ ∈ Sn telles que σ(j) = k.

Donc, Lr(U) ≥ 1
n!

∑

j∈U

∑

k∈V \U

(n − 1)! = 1
n

∑

j∈U

∑

k∈V \U

1 = |U |(n−|U |)
n

. Ainsi, pour tout

arc α ∈ c(U), on a que la congestion moyenne dans α vérifie Lr(α) ≥ Lr(U)
|c(U)|

. Ceci

implique que, LG,r ≥ 1
n
·max
U⊆V

(
|U |·(n−|U |)
|c(U)|

)

. 2

Notons par C(G) le paramètre max
U⊆V

(
|U |·(|V |−|U |)
|c(U)|

)

. Il n’est pas difficile de voir que

C(G) est égal à 1
S(G)

, où S(G) représente le paramètre appelé en anglais the sparsest

cut du graphe G (voir [50]). En fait, S(G) est défini par min
U⊆V

(
|c(U)|

|U |·(|V |−|U |)

)

. Matula

et Shahrokhi montrent dans [50] que le problème de calculer le paramètre S(G) est
NP-difficile, ce qui implique que calculer le paramètre C(G) est aussi NP-difficile.
Déterminer la meilleure borne inférieure possible dans la proposition 3 est donc aussi
un problème NP-difficile. Cependant, pour toute constante k, si la bissection-arc du
graphe G, c’est-à-dire, la cardinalité minimale de toute coupe c(U) dans G telle que
|U | = ⌊n

2
⌋, est au plus égale à k, alors le paramètre C(G) peut être déterminé en

temps polynomial. En effet, il est clair que C(G) ≥ ⌈
n
2 ⌉⌊n2 ⌋

k
. Considérons qu’il existe

V1 ⊂ V (G) tel que |V1|(n−|V1|)
|c(V1)|

>
⌈n2 ⌉⌊n2 ⌋

k
. Alors, comme |V1|(n − |V1|) ≤

⌈
n
2

⌉⌊
n
2

⌋
,

on a que |c(V1)| < k. Ainsi, pour calculer C(G) il suffit en considérer tous les sous-
ensembles dans A(G) qui déconnectent G avec cardinalité maximale au plus égale
à k − 1, c’est-à-dire, un nombre polynomial de tels sous-ensembles. Par exemple,
pour toute grille-2D M(2n, k) avec 2n lignes et un nombre constante k de colonnes,

C(M(2n, k)) = k · n2, et pour tout anneau Cn, C(Cn) =
⌈n2 ⌉⌊n2 ⌋

2
.

Finalement, nous donnons dans cette section, une borne inférieure pour le nombre
moyen de couleurs nécessaires pour colorier toute permutation σ ∈ Sn sur tout arbre
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à n sommets.

Soit T un arbre raciné orienté symétrique à n sommets. Pour tout sommet i dans
T , avec 1 ≤ i ≤ n, soient vT (i) = |T (i)|/n et ṽT (i) = min(vT (i), 1 − vT (i)), où T (i)
est le sous-arbre de T raciné au sommet i. Soit ṽT = maxi ṽT (i).

Corollaire 6 L̄T ≥ nṽT (1− ṽT ).

Preuve. Par la proposition 3, nous pouvons en déduire que la congestion moyenne
de tout arc i dans T (i.e. l’arc dans T allant du sommet i vers le sommet père

de i), qu’on note par L̄T (i), vérifie L̄T (i) =
|T (i)|(n− |T (i)|)

n
. Alors, il est clair

que maxi{L̄T (i)} = nṽT (1 − ṽT ). De plus, comme L̄T ≥ maxi{L̄T (i)}, alors on a
L̄T ≥ nṽT (1− ṽT ). 2

De plus, soit T un arbre orienté symétrique à n sommets. Comme R̄T ≥ L̄T , alors
on obtient la borne inférieure suivante pour le nombre moyen de couleurs nécessaires
pour colorier les chemins associés à toute permutation σ ∈ Sn des sommets de T .

Lemme 2 R̄T ≥ nṽT (1− ṽT ).

5.3.2 Le nombre moyen de couleurs dans les arbres

Dans cette section, nous donnons un aperçu des résultats sur la complexité en
moyenne du problème de la coloration de chemins associés à les permutations des
sommets dans les arbres orientés symétriques, sans entrer dans les détails. Toutes les
preuves formelles des résultats que nous présentons ici, peuvent être trouvées dans
[17, 18].

Considérons tout d’abord le cas d’une châıne. Dans ce réseau, le problème de co-
loration de chemins peut être résolu optimalement en temps polynomial [33], puisque
le graphe de conflit induit par toute collection de chemins sur ce réseau est un graphe
d’intervalles [30]. De plus, le nombre de couleurs nécessaires pour colorier toute col-
lection de chemins sur la châıne est égal à la valeur de la congestion induite pour
une telle collection. Le principal résultat dans cette section est le suivant.

Théorème 29 Le nombre moyen de couleurs nécessaires pour colorier les chemins
associés à toute permutation σ ∈ Sn des sommets d’une châıne à n sommets est

n

4
+

λ

2
n1/3 +O(n1/6)

où λ = 0.99615 . . ..

Pour prouver le théorème 29, nous avons utilisé des techniques issues de la combi-
natoire énumérative et asymptotique [14, 25, 68, 49, 19]. Tout d’abord, nous avons
utilisé une bijection donnée par Biane [14] entre les permutations dans Sn et certains
objets combinatoires appelés chemins de Motzkin , qui sont des chemins spéciaux
définis dans N×N. Cette bijection est telle que la hauteur de tout chemin de Motzkin
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est égale à la congestion induite par la permutation sur la châıne associée à un tel
chemin. Donc, grâce à cette bijection, nous avons pu obtenir la fonction génératrice
des permutations qui ont besoin d’exactement k couleurs pour être coloriées, pour
tout k donné. Ensuite, en utilisant des résultats de la combinatoire énumérative
trouvés par Flajolet [25] et Viennot [68], nous en avons déduit un algorithme po-
lynomial pour déterminer le nombre moyen de couleurs nécessaires pour colorier
toutes les permutations dans Sn sur une châıne à n sommets, pour tout n fixé à
l’avance. Finalement, nous avons combiné les résultats énumératifs précédents avec
des techniques de marches aléatoires introduites par Louchard [49] et Daniels et
Skyrme [19] pour prouver finalement le théorème 29.

Nous avons généralisé le théorème 29 dans le cas des arbres arbitraires, et nous
avons obtenu le résultat suivant.

Théorème 30 Soit T un arbre orienté symétrique à n sommets. La congestion
moyenne induite par les chemins associés à toutes les permutations σ ∈ Sn des
sommets de T est

L̄T = nṽT (1− ṽT ) +O(
√
n).

De plus, par le résultat de Erlebach et al. [23], nous savons qu’il existe un algorithme
polynomial pour colorier toute collection de chemins avec une congestion L sur un
arbre T qui utilise au plus

⌈
5
3
L
⌉
couleurs. Ainsi, pour tout arbre T à n sommets, le

nombre moyen de couleurs R̄T nécessaires pour colorier toute permutation σ ∈ Sn
sur T vérifie R̄T ≤ 5

3
L̄T + 1. Plus formellement, par l’algorithme d’Erlebach et al.

[23] et par le théorème 30, nous obtenons la borne supérieure suivante pour R̄T .

Théorème 31 Pour tout ǫ, il existe n0 = n0(ǫ) tel que, pour tout n ≥ n0 et pour
tout arbre T à n sommets, le nombre moyen de couleurs R̄T nécessaires pour colorier
les chemins associés à toute permutation σ ∈ Sn des sommets de T vérifie R̄T ≤(
5
3
+ ǫ
)
nṽT (1− ṽT ).

Soient k un entier fixé, λ = (λ1, λ2, · · · , λk) une partition de l’entier n − 1 en k
parties et GST(λ) l’étoile généralisée orientée symétrique associée à n sommets.
Dans ce cas, on a ṽGST(λ)

= min(⌊n/2⌋, λ1). De plus, Gargano et al. ont montré

dans [29] que toute collection de chemins P sur une étoile généralisée GST(λ) vérifie,
RGST(λ)

(P) = LGST(λ)
(P). Ainsi, par le théorème 30, nous avons obtenu dans [18]

le résultat suivant.

Théorème 32 Le nombre moyen de couleurs nécessaires pour colorier les chemins
associés à toute permutation σ ∈ Sn des sommets d’une étoile généralisée GST(λ)
à n sommets est

R̄GST(λ)
= nṽGST(λ)

(1− ṽGST(λ)
) +O(

√
n).

Nous avons aussi obtenu dans [18] le résultat suivant. Soit k ≥ 2 un entier fixé à
l’avance.

Théorème 33 Le nombre moyen de couleurs nécessaires pour colorier les chemins
associés à toute permutation σ ∈ Snk+1 des sommets d’une étoile généralisée GST(λ)
à nk+1 sommets et à k branches, chacune de longueur n, est n(k− 1)/k+O(

√
n).
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5.4 Problèmes ouverts

Comme Caragiannis et al. l’ont remarqué dans [16], toute collection symétrique
de chemins avec une congestion L, sur un arbre orienté symétrique peut être coloriée
avec au plus

⌊
3
2
L
⌋
couleurs, puisque ce problème se réduit au problème de coloration

de chemins dans les arbres non orientés pour lequel Tarjan a donné dans [63] un
algorithme polynomial 3

2
-approché. Ainsi, tout ensemble de chemins avec congestion

L représentant une involution des sommets dans un arbre, peut être colorié en
utilisant au plus

⌊
3
2
L
⌋
couleurs. De plus, on sait par le résultat de Erlebach et

al. [23], que
⌈
5
3
L
⌉
couleurs sont suffisantes pour colorier toute collection de chemins

avec une congestion L sur un arbre quelconque. Cependant, les problèmes suivants
restent ouverts :

Problème 2 Existe-il un algorithme polynomial pour colorier tout ensemble de che-
mins avec congestion L représentant une permutation circulaire des sommets d’un
arbre quelconque, tel qu’il utilise au plus ⌈ǫL⌉ couleurs, avec 1 < ǫ < 5

3
?

Si la réponse au problème 2 est affirmative, alors par la proposition 2, nous aurons
trouvé un meilleur algorithme en temps polynomial pour colorier toute collection de
chemins sur un arbre orienté symétrique avec une congestion L, en utilisant au plus
⌈ǫL⌉ + 2 couleurs.

Problème 3 Quelle est la complexité algorithmique du problème de la coloration
de permutations circulaires dans les arbres binaires et dans les arbres ayant au plus
deux sommets de degré supérieure à deux ?

Dans le cas de la complexité en moyenne du problème de routage par chemins
arc-disjoints dans les réseaux quelconques, il reste beaucoup de travail à faire. En
effet, nous ne savons pas si les techniques utilisées dans le cas des arbres peuvent
être appliquées à d’autres classes de graphes. Il faut remarquer que les résultats
obtenus dans ce chapitre sur la complexité en moyenne du routage de permutations
dans les arbres, utilisent la propriété du rapport constant (c-à-d, inférieure à 2) entre
le nombre chromatique des graphes de conflit induits par les ensembles de chemins
représentant une permutation des sommets d’un arbre et le nombre de clique de
ces graphes de conflit. De plus, il existe peu de résultats sur la non-approximabilité
du problème du routage de permutations par chemins arc-disjoints dans les graphes
orientés symétriques quelconques. Ceci implique que nous ne connaissons pas le rap-
port entre le nombre minimal de couleurs nécessaires pour colorier une permutation
dans un réseau quelconque et la congestion induite par les chemins affectés à une
telle permutation.

5.5 Conclusion

Nous résumons les principaux résultats trouvés dans ce chapitre dans les tables
5.1 et 5.2 suivantes.
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Tout d’abord, nous avons montré dans le théorème 26 que dans les arbres,
le problème de coloration d’une permutation est équivalent au problème général
de coloration d’une collection quelconque de chemins. Soient T un arbre orienté
symétrique à n sommets et P un ensemble de chemins dans T . Alors nous avons ob-
tenu les résultats de complexité suivants pour ce problème de coloration de chemins
dans les arbres :

P T complexité référence

involution binaire NP-difficile théorème 27(b)
permutation
circulaire

degré maximum ≥ 4 NP-difficile théorème 27(c)

involution
ayant au moins 2

sommets de degré > 2
NP-difficile théorème 27(d)

Table 5.1 – Résultats de complexité pire cas obtenus pour le problème de coloration
de chemins dans les arbres.

Supposons que l’arbre T est un arbre raciné, que les sommets dans T sont
étiquetés de façon arbitraire par les entiers dans {1, 2, · · · , n} et que la racine de T est
le sommet étiqueté par l’entier n. Considérons ṽT = max

i
min(|T (i)|/n, 1−|T (i)|/n)

où T (i) est le sous-arbre de T enraciné au sommet i, avec 1 ≤ i ≤ n. Alors nous avons
obtenu les résultats suivants concernant le nombre moyen de couleurs nécessaires
pour colorier toute permutation dans Sn sur les arbres :

T # moyen de couleurs référence

châıne n
4
+ o(n) théorème 29

quelconque au plus
(
5
3
+ ǫ
)
nṽT (1− ṽT ) théorème 31

étoile généralisée nṽT (1− ṽT ) +O(
√
n) théorème 32

Table 5.2 – Résultats obtenus pour le nombre moyen de couleurs nécessaires pour
le problème de coloration de permutations dans les arbres.
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6 Commutation généralisée de
circuits

Considérons deux chemins p et q associés respectivement à deux requêtes de
communication (sp, tp) et (sq, tq) dans un réseau. Supposons que les chemins p et
q utilisent un même lien e du réseau, et supposons qu’on utilise le mode de com-
mutation de circuits par chemins arc-disjoints pour effectuer le routage des données
dans un tel réseau. Il est clair, comme on a vu dans les deux chapitres précédents,
que ces deux requêtes de communication doivent être routées dans deux phases de
communication distinctes, puisque p et q sont en conflit pour le lien e. Supposons
maintenant que la longueur des chemins p et q est suffisamment grande, et le lien
e est le premier (resp. le dernier) lien dans p (resp. q). Si la quantité d’informa-
tion qui doit transiter pour ces deux chemins n’est pas considérable, alors réserver
deux phases de communication distinctes pour router les requêtes de communication
(sp, tp) et (sq, tq) dans le réseau peut parâıtre une hypothèse pessimiste. En fait, on
peut imaginer que quand les donnés qui transitent pour le chemin q arrivent au
lien e, celles qui transitent pour le chemin p ont déjà traversé ce lien, et donc une
seule phase de communication aurait été nécessaire pour router ces deux requêtes.
Ainsi, dans ce chapitre, nous allons introduire un modèle théorique de routage dans
un réseau de communication, qui permettra de paramétrer l’utilisation par diverses
communications d’un même lien du réseau. Pour cela, nous allons généraliser la
notion de conflit entre chemins de communication sur un réseau. Nous dirons que
deux chemins sur un réseau sont en conflit s’ils partagent un même lien du réseau,
lequel se trouve dans la i-ème position sur un des chemins et sur la j-ème position
sur l’autre chemin, et si la valeur |i− j| est inférieure à un certain paramètre entier
ρ. Nous appellerons ce paramètre ρ la tolérance. Ainsi, la tolérance représente une
mesure (i.e. une échelle de temps) pour le partage des ressources d’un réseau. Cette
type de mesure joue un rôle important en problèmes d’affectation d’horaires dans
les services de transport publique, notamment dans les trains (voir par exemple,
le projet européen AMORE “Algorithmic Methods for Optimizing the Railways in
Europe”, http ://www.inf.uni-konstanz.de/algo/amore/). La tolérance peut aussi
être choisie comme la durée maximale d’une communication. En fait, en utilisant
des hypothèses similaires à celle de la tolérance, Becchetti et al. [8] donnent des
algorithmes approchés pour un problème particulier du routage optique dans les
châınes et les anneaux, qui consiste à minimiser le temps de réalisation de certaines
communications optiques ayant une durée variable.

71
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Dans ce chapitre nous présentons des résultats de complexité sur le problème de
routage dans les anneaux et dans les arbres sous ce mode de commutation généralisée
de circuits. Nous formalisons tout d’abord dans la section 6.1 le modèle de commuta-
tion généralisée de circuits. Dans la section 6.2 nous étudions ce problème de routage
dans les châınes et dans les anneaux. Dans le cas des châınes, nous montrons que
ce problème de routage peut être calculé optimalement en temps polynomial pour
toute valeur de la tolérance. Dans le cas des anneaux, nous obtenons tout d’abord
un algorithme polynomial pour minimiser le nombre maximum de conflits des che-
mins associés à toute collection de requêtes de communication, avec une garantie
de performance égale à la valeur optimale plus un. Ensuite, nous dérivons pour
toute valeur de la tolérance, un algorithme 2-approché pour ce problème de routage
dans les anneaux. Dans la section 6.3 nous montrons que pour toute valeur de la
tolérance, le problème de routage dans les arbres binaires sous ce mode de com-
mutation généralisée est NP-difficile. Nous montrons aussi qu’il ne peut pas exister
un algorithme (4/3 − ǫ)-approché pour ce problème dans les arbres binaires, pour
tout ǫ > 0, sauf si P = NP . Cependant, nous donnons un algorithme polynomial
2-approché pour ce problème de routage dans les arbres quelconques. Nous appli-
quons dans la section 6.4, les résultats de complexité obtenus dans la section 6.3 au
problème de routage wormhole glouton dans les arbres binaires, et nous montrons
que ce problème est aussi NP-difficile, même si la longueur (i.e. le nombre de flits) de
tous les messages est unitaire. Dans la section 6.5 nous posons quelques problèmes
ouverts et nous concluons ce chapitre dans la section 6.6. La plupart de ces résultats
apparaissent dans [5].

6.1 Le modèle

Nous commençons cette section avec la définition suivante qui généralise la notion
de conflit entre chemins sur un réseau de communication.

Définition 4 Soient G un graphe orienté symétrique, p et q deux chemins sur G,
et ρ un entier positif. Nous disons que les chemins p et q sont en ρ-conflit si et
seulement s’il existe un arc e dans G tel que e ∈ p ∩ q, e étant le i-ème (resp. le
j-ème) arc sur le chemin p (resp. q), et |i− j| < ρ.

Définition 5 Soient G un graphe orienté symétrique, P une collection quelconque
de chemins sur G, et ρ un entier positif. Nous définissons le graphe non orienté
Hρ

(G,P) qu’on appelle graphe de ρ-conflit, associé à G, P et ρ, comme étant le graphe

qui a pour ensemble de sommets les chemins dans P et où deux sommets dans Hρ
(G,P)

sont adjacents si et seulement si les deux chemins dans P qu’ils représentent sont
en ρ-conflit.

Soient G le graphe orienté symétrique qui modélise un réseau de communication
donné, C = {(a1, b1), (a2, b2), · · · , (ai, bi)} une collection de requêtes de communica-
tion dans G, et ρ un entier positif. Le problème du routage de C dans G sous le
mode commutation généralisée de circuits avec une tolérance ρ, que nous appelle-
rons par la suite le mode CGC(ρ), consiste à trouver une collection de chemins P
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sur G qui minimise le nombre de phases de communication nécessaires pour router
C dans G, de sorte que toute paire de chemins appartenant à une même phase de
communication ne soient pas en ρ-conflit.

Il est clair que le mode de commutation de circuits par chemins arc-disjoints
que nous avons étudié dans les chapitres précédents est un cas particulier du mode
CGC(ρ). En effet, il suffit de prendre ρ égal au nombre de canaux (arcs) sur un
réseau, et on obtient ainsi que toute paire de chemins sur un réseau qui partagent
un même arc (lien) sont en ρ-conflit. De plus, le problème de routage dans le mode
CGC(ρ) sur un réseau peut être aussi vu comme un problème de coloration de che-
mins, dans lequel nous cherchons une collection de chemins sur un réseau, associée à
une collection de requêtes de communication, ayant une coloration minimale de sorte
que toute paire de chemins qui sont en ρ-conflit soient affectés des couleurs distinctes.

Nous notons par Rρ
G(C,P) le nombre minimum de couleurs nécessaires pour

colorier la collection de chemins P sur G associé à la collection de requêtes de com-
munication C, tel que toute paire de chemins dans P étant en ρ-conflit soient coloriés
avec des couleurs distinctes, et on note par Rρ

G(C) le minimum des valeurs Rρ
G(C,P),

pris sur toutes les collections des chemins P sur G associés à C. Clairement, si Hρ
(G,P)

représente le graphe de ρ-conflit associé à G, P et ρ, alors Rρ
G(C,P) = χ(Hρ

(G,P)),

où χ(Hρ
(G,P)) est le nombre chromatique du graphe Hρ

(G,P).

Nous rappelons que dans le mode de communication par chemins arc-disjoints,
la congestion induite par une collection de chemins sur un réseau est une borne
inférieure du nombre de couleurs nécessaires pour colorier ceux-ci. Cependant, par
sa définition dans le mode arc-disjoint, la congestion ne représente pas une borne
inférieure pour le nombre de couleurs nécessaires pour colorier une collection de
chemins dans le mode CGC(ρ), surtout si ρ est petit. En effet, considérons un arc e
quelconque d’un réseau donné à m arcs et une collection de chemins Pe sur un tel
réseau traversant l’arc e. Pour toute paire d’entiers positifs i et ρ, avec 1 ≤ i, ρ ≤ m,
soit P i

e ⊆ Pe la sous-collection de chemins dans Pe ayant l’arc e dans la j-ème
position, avec i ≤ j < i + ρ. D’une part, par définition de ρ-conflit, toute paire de
chemins dans P i

e sont en ρ-conflit. D’autre part, tous les chemins dans P i
e qui ont

l’arc e dans la i-ème position ne sont pas en ρ-conflit avec ceux dans Pe qui ont
l’arc e dans la (i+ ρ)-ème position. Ainsi, le nombre maximum de chemins dans Pe

qui sont deux à deux en ρ-conflit est égal au nombre maximum des chemins dans
chaque sous-collection P i

e, pris sur tout i, avec 1 ≤ i ≤ m. Plus formellement, nous
définissons la ρ-congestion induite par une collection de chemins sur un réseau de
communication, comme suit.

Définition 6 Soient G = (V,A) un graphe orienté symétrique modélisant un réseau
de communication, P une collection de chemins sur G associée à une collection de
requêtes de communication C dans G, et ρ un entier positif. Pour tout chemin p ∈ P
et pour tout arc e dans p, soit pos(e, p) la position de l’arc e sur le chemin p. On
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définit la ρ-congestion induite par P sur les arcs dans G par :

Lρ
G(C,P) = max

e∈A

(

max
1≤i≤|A|

|{p ∈ P : e ∈ p et i ≤ pos(e, p) < i+ ρ}|
)

.

Nous noterons par Lρ
G(C) le minimum des valeurs Lρ

G(C,P), pris sur toutes les col-
lections possibles des chemins P sur G associées à une collection de requêtes de
communication C. Ainsi, on a que la ρ-congestion Lρ

G(C) est une borne inférieure
pour le paramètre Rρ

G(C), c’est-à-dire, Rρ
G(C) ≥ Lρ

G(C).

6.2 Routage dans la châıne et dans l’anneau

Le résultat principal que nous allons montrer dans cette section est le suivant.

Théorème 34 Soient Cn l’anneau orienté symétrique à n sommets, C une collection
quelconque de requêtes de communication dans Cn, et ρ un entier positif quelconque.
Alors, en temps polynomial, on peut obtenir une collection P de chemins sur Cn

pour router C sous le mode CGC(ρ) telle que Lρ
Cn
(C,P) ≤ Lρ

Cn
(C) + 1.

Avant de prouver ce théorème, nous allons introduire quelques définitions et résultats
préliminaires.

Soient Pn la châıne orientée symétrique à n sommets, P une collection quel-
conque de chemins sur Pn, et ρ un entier positif quelconque. Nous notons par−→Hρ

(Pn,P)
(resp.

←−Hρ
(Pn,P)

) le graphe non orienté de ρ-conflit associé aux chemins p ∈ P
tels que p = si  ti et si < ti (resp. ti < si). De la même façon, nous notons−→Hρ

(Cn,P)
(resp.

←−Hρ
(Cn,P)

) le graphe non orienté de ρ-conflit associé aux chemins dans

P orientés dans le sens des aiguilles d’une montre (resp. orientés dans le sens op-
posé à celui des aiguilles d’une montre) sur l’anneau orienté symétrique Cn à n
sommets. Il est facile de voir que pour ces deux types de réseaux, on a Rρ

Pn
(C,P) =

max(χ(
−→Hρ

(Pn,P)
), χ(
←−Hρ

(Pn,P)
)) etRρ

Cn
(C,P) = max(χ(

−→Hρ
(Cn,P)

), χ(
←−Hρ

(Cn,P)
)) pour tous

C, P et ρ donnés. Dans la figure 6.1 nous donnons un exemple de graphes de ρ-

conflit
−→Hρ

(Pn,P)
et
−→Hρ

(Cn,P)
. Il est connu (voir [22]) que dans le mode commutation

de circuits par chemins arc-disjoints, les graphes de conflit associés à Pn et P (resp.
Cn et P) sont des graphes dits d’intervalles (resp. arc-circulaires) (voir [30] pour
plus d’informations sur les propriétés de ces types spéciaux de graphes). De plus,
tout sous-graphe induit d’un graphe d’intervalles est aussi un graphe d’intervalles.
Cependant, un sous-graphe partiel d’un graphe d’intervalles n’est pas toujours un
graphe d’intervalles. Dans la suite, nous montrerons que, pour toute valeur de ρ,
avec ρ ≥ 1, les graphes de ρ-conflit associés à Pn (resp. Cn) et P sont ils aussi des
graphes d’intervalles (resp. arc-circulaires), même s’ils sont sous-graphes partiels de
graphes d’intervalles (resp. de graphes arc-circulaires).

Lemme 3 Soient Pn la châıne orientée symétrique à n sommets et P une collection
quelconque de chemins sur Pn. Pour tout entier positif ρ, les graphes non orientés

de ρ-conflit
−→Hρ

(Pn,P)
et
←−Hρ

(Pn,P)
sont des graphes d’intervalles.
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Figure 6.1 – (a) (resp. (b)) Exemple du graphe de ρ-conflit, avec ρ = 2, associé à
une collection quelconque de chemins P sur P6 (resp. sur C10).

Preuve. Soit
−→P ⊆ P le sous-ensemble de chemins sur Pn qui sont dirigés de gauche à

droite, et qui constituent donc les sommets du graphe
−→Hρ

(Pn,P)
. Nous allons construire

une collection d’intervalles semi-ouverts sur les nombres réels, qu’on note par I, à
partir des chemins dans

−→P comme suit. Nous associons à chaque chemin pi = ai  bi
dans

−→P , l’intervalle réel Ii = [a′i, b
′
i), où a′i = ai et b′i = ai + ρ si bi − ai > ρ, ou

b′i = bi dans le cas contraire. Soit G(I) le graphe d’intervalles ayant pour ensemble
de sommets I, et où deux sommets dans G(I) sont adjacents si et seulement si
leurs intervalles associés s’intersectent. Alors, nous aurons prouvé ce lemme si nous
prouvons la propriété suivante.

Propriété 9 Le graphe G(I) est isomorphe au graphe
−→Hρ

(Pn,P)
.

En effet, soient pi = ai  bi un chemin dans
−→P et Ii = [a′i, b

′
i) l’intervalle dans

I associé à pi par la construction précédente. Soient vi et v′i les sommets dans les

graphes
−→Hρ

(Pn,P)
et G(I) correspondant au chemin pi et à l’intervalle Ii respective-

ment. Considérons maintenant l’application φ : V (
−→Hρ

(Pn,P)
) → V (G(I)) définie par

φ(vi) = v′i pour tout sommet vi dans le graphe
−→Hρ

(Pn,P)
. Clairement, la propriété

précédente est vraie si et seulement si φ est un isomorphisme de
−→Hρ

(Pn,P)
dans G(I),

c’est-à-dire, les sommets vi et vj dans
−→Hρ

(Pn,P)
sont adjacents si et seulement si les

sommets φ(vi) = v′i et φ(vj) = v′j dans G(I) sont adjacents. Notons que d’une
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part, par définition, les chemins pi = ai  bi et pj = aj  bj sont en ρ-conflit si
et seulement s’ils ont un arc en commun dans Pn et |aj − ai| < ρ. D’autre part,
par construction, les intervalles Ii et Ij associés aux chemins pi et pj , sont tels que
Ii = [ai, ai + ρ) (resp. Ij = [aj , aj + ρ)) si la longueur du chemin pi (resp. pj) est
supérieure à ρ, ou bien Ii = [ai, bi) (resp. Ij = [aj , bj)) sinon. Ainsi, si les chemins
pi et pj sont en ρ-conflit, alors Ii ∩ Ij 6= ∅. De plus, si les chemins pi et pj ont un
arc en commun dans Pn, mais |aj − ai| ≥ ρ, ce qui implique que ces deux chemins
ne sont pas en ρ-conflit, alors Ii ∩ Ij = ∅, parce que, par construction, la longueur

des intervalles est au plus égale à ρ. Donc, φ est un isomorphisme de
−→Hρ

(Pn,P)
dans

G(I), ce qui prouve la propriété, et donc prouve que le graphe
−→Hρ

(Pn,P)
est un graphe

d’intervalles. De façon symétrique, nous pouvons montrer que le graphe
←−Hρ

(Pn,P)
est

aussi un graphe d’intervalles, ce qui termine la preuve de ce lemme. 2

Il est connu que le problème de coloration des sommets d’un graphe d’intervalles
G peut être résolu optimalement en temps polynomial [33]. De plus, comme les
graphes d’intervalles sont des graphes parfaits [11, 30], alors χ(G) = ω(G). Donc, le
résultat suivant est une conséquence directe du lemme 3.

Corollaire 7 Soient Pn la châıne orientée symétrique à n sommets, P une collec-
tion quelconque de chemins sur Pn, et ρ un entier positif. Pour toute valeur de ρ ≥ 1,
le problème de calculer Rρ

Pn
(P) peut être résolu optimalement en temps polynomial.

De plus, Rρ
Pn
(P) = Lρ

Pn
(P).

En utilisant une construction similaire à celle du lemme précédent, nous obtenons
le résultat suivant.

Lemme 4 Soient Cn l’anneau orienté symétrique à n sommets, et P une collection
quelconque de chemins sur Cn. Alors, pour tout entier positif ρ, les graphes de ρ-

conflit
−→Hρ

(Cn,P)
et
←−Hρ

(Cn,P)
sont des graphes arc-circulaires.

En effet, les graphes arc-circulaires sont des graphes non orientés qui peuvent être
représentés comme les graphes de conflit (ou d’intersection) associés à une collection
de chemins sur un anneau non orienté (voir chapitre 4 pour plus d’informations sur
les graphes arc-circulaires).

Donc, par les lemmes 3 et 4, étant donnés une collection quelconque de chemins
P sur la châıne ou sur l’anneau (orientés symétriques), et un entier positif ρ, nous
pouvons raccourcir les chemins dans P qui ont une longueur supérieure à ρ, de
sorte que tous les chemins dans P aient une longueur au plus égale à ρ. Nous
obtenons ainsi pour le problème de routage dans ces réseaux sous le mode CGC(ρ),
des instances équivalentes aux instances initiales. Par les lemmes 3 et 4, nous avons
donc le corollaire suivant.

Corollaire 8 Soient Pn (resp. Cn) la châıne (resp. l’anneau) orientée symétrique à
n sommets, P une collection quelconque de chemins sur Pn (resp. Cn), ρ un entier
positif quelconque, et P ′ la collection de chemins raccourcis de longueur au plus égale
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à ρ obtenue par l’application de la transformation donnée dans la preuve du lemme
3 sur P. Alors, Lρ

Pn
(P) = LPn

(P ′) (resp. Lρ
Cn
(P) = LCn

(P ′)) et Rρ
Pn
(P) = RPn

(P ′)
(resp. Rρ

Cn
(P) = RCn

(P ′)).

Dans la figure 6.2, nous montrons un exemple de ce raccourcissement de chemins
appliqué aux instances données dans la figure 6.1.
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(a) (b)

Figure 6.2 – (a) (resp. (b)) Application du raccourcissement des chemins fait par
la construction donnée dans la preuve du lemme 3 (resp. 4) à l’instance montrée
dans la figure 6.1.a (resp. 6.1.b), où ρ = 2.

6.2.1 Preuve du théorème 34

Comme nous l’avons mentionné dans le chapitre 3, Wilfong et Winkler ont montré
dans [69] que, étant donnés un réseau anneau Cn à n sommets, et une collection
quelconque C de requêtes de communication dans Cn, on peut trouver en temps
polynomial une collection de chemins P sur Cn pour router C dans le mode de
communication arc-disjoint, telle que LCn

(C) = LCn
(C,P). Nous allons utiliser une

approche similaire à celle de Wilfong et Winkler pour prouver le théorème 34. Mal-
heureusement, pour notre problème d’optimisation de la ρ-congestion, nous ne pou-
vons pas exploiter certaines requêtes qui dans [69] sont appelés requêtes parallèles,
et donc la valeur de la ρ-congestion induite par la collection de chemins trouvée,
peut dépasser la valeur optimale d’au plus une unité.

Soient P une collection de chemins sur Cn,
−→P ⊆ P (resp.

←−P ⊆ P) le sous-
ensemble de chemins dans P orientés dans le sens (resp. dans le sens opposé) des
aiguilles d’une montre, et ρ un entier positif. Grâce au corollaire 8, nous pouvons
redéfinir la ρ-congestion (voir déf. 6) induite par P sur Cn comme :

Lρ
Cn
(P) = max(Lρ

Cn
(
−→P ), Lρ

Cn
(
←−P ))

et

Lρ
Cn
(
−→P ) = max

0≤i≤n−1
|{pj = sj  tj : pj ∈

−→P et i ∈ [sj , tj) et |sj − i| < ρ}|
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Lρ
Cn
(
←−P ) = max

0≤i≤n−1
|{pj = sj  tj : pj ∈

←−P et i ∈ [tj, sj) et |sj − i| < ρ}|.

Donc, soient C = {(s1, t1), (s2, t2), · · · , (sm, tm)}, avec si 6= ti, une collection quel-
conque de requêtes de communication sur Cn, et ρ un entier positif. Le problème
de trouver une collection de chemins P sur Cn pour router C telle que Lρ

Cn
(C) =

Lρ
Cn
(C,P), peut être formalisé comme un problème de programmation linéaire en

nombres entiers (PLE) comme suit.

Formalisation comme un problème PLE : Soient n, m, et ρ trois entiers posi-
tifs, et soient (s1, t1), (s2, t2), · · · , (sm, tm) une collection de couples dans l’ensemble
{0, 1, · · · , n−1}2, avec si 6= ti. Alors, il s’agit de trouver des valeurs x1, x2, · · · , xm ∈
{0, 1} qui minimisent la fonction Lρ, où

Lρ = max(max
k

Ak,max
k

Bk)

et

Ak = |{i : |k − si| < ρ et k ∈ [si, ti − 1] et xi = 1}|
Bk = |{i : |k − si| < ρ et k ∈ [ti, si − 1] et xi = 0}|

En effet, si la variable binaire xi, 1 ≤ i ≤ m, vaut 1, alors le chemin si  ti sur Cn

par où la requête de communication (si, ti) sera routée, sera dirigé dans le sens des
aiguilles d’une montre. Sinon, le chemin si  ti sera dirigé dans le sens opposé à
celui des aiguilles d’une montre. Ainsi, pour tout k, 0 ≤ k ≤ n − 1, Ak représente
la valeur de la ρ-congestion de l’arc (k, k + 1) de Cn, et Bk représente la valeur de
la ρ-congestion de l’arc (k+1, k) de Cn, où toutes les opérations arithmétiques sont
considérées modulo n.

Suivant les idées de Wilfong et Winkler [69], on fera tout d’abord une relaxation
du problème PLE précédent en un problème de programmation linéaire non entière
(PL), et après l’obtention d’une solution optimale pour le problème relaxé PL, nous
allons arrondir cette solution réelle afin d’obtenir une solution entière, que sera une
solution approchée pour le problème PLE.

Relaxation comme un problème PL : Soient n, m, et ρ trois entiers po-
sitifs, et soient (s1, t1), (s2, t2), · · · , (sm, tm) une collection de couples dans l’en-
semble {0, 1, · · · , n− 1}2, avec si 6= ti. Alors, il s’agit de trouver des valeurs réelles
x1, x2, · · · , xm ∈ [0, 1] qui minimisent la fonction Lρ

∗, où

Lρ
∗ = max(max

k
A∗k,max

k
B∗k)

et

A∗k =
∑

i : |k−si|<ρ
et

k∈[si,ti−1]

xi ; B∗k =
∑

i : |k−si|<ρ
et

k∈[ti,si−1]

(1− xi)

Clairement, le problème PL précédent peut être résolu optimalement en temps
polynomial [41], et la ρ-congestion optimale obtenue Lρ

∗OPT vérifie ⌈Lρ
∗OPT ⌉ ≤ Lρ

OPT ,
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où Lρ
OPT représente la valeur de la ρ-congestion optimale pour le problème PLE.

Nous dirons qu’une solution réelle x′ au problème PL casse la i-ème requête (si, ti)
si 0 < x′i < 1. De plus, si une solution réelle x′ casse la i-ème requête (si, ti), alors
nous associons à celle-ci, deux chemins −→pi et ←−pi , tel que −→pi (resp. ←−pi ) est le chemin
orienté dans le sens (resp. dans le sens oppose) des aiguilles d’une montre allant du
sommet si vers le sommet ti, qui contribue par une valeur égale à x′i (resp. 1 − x′i)
à la ρ-congestion des arcs dans Cn qu’il traverse. Par le corollaire 8, nous pouvons
raccourcir les chemins associés à chacune des requêtes (si, ti) par une solution réelle
x′, de sorte que la longueur de tous ces chemins soit au plus égale à ρ, obtenant ainsi
une instance équivalente. Par la suite, nous supposerons qu’on a obtenu une solution
réelle x′ comme solution au problème PL, et que nous avons appliqué la technique
de raccourcissement des chemins (voir la preuve du lemme 3) aux chemins induits
par x′ de sorte que la longueur de ceux-ci soit au plus égale à ρ. Ainsi, nous dirons
que x′ est une solution ρ-raccourcie.

Propriété 10 Étant donnée une instance du problème PL et une solution ρ-raccourcie
x avec une ρ-congestion égale à L, on peut obtenir en temps polynomial, une solu-
tion ρ-raccourcie x′ avec une ρ-congestion L′ ≤ L, telle que sur chaque sommet i de
Cn, il existe au plus une requête (i, j) cassée par x′.

Preuve. Soient (sj, tj) et (sk, tk) deux requêtes de communication cassées pour la
solution x telles que sj = sk = i, pour un sommet i dans Cn. On a donc 0 < xj < 1
et 0 < xk < 1. Nous allons montrer qu’on peut arrondir une des valeurs xj ou xk de
sorte qu’une seule des deux requêtes soit cassée, et tel que la contribution de leurs
chemins associés à la ρ-congestion des arcs dans Cn qu’ils traversent soit inférieure
ou égale à la précédente. Nous rappelons que x est une solution ρ-raccourcie et donc,
la longueur des chemins associés aux requêtes (cassées ou non) est au plus égale à
ρ. Soient −→pj et ←−pj (resp. −→pk et ←−pk) la paire de chemins associés à la requête (sj, tj)
(resp. (sk, tk)) par x. Nous supposons sans perte de généralité, que (sj, tj) est celle
dont le chemin −→pj a une longueur inférieure à celle du chemin −→pk . Sinon, (sj, tj) est
celle dont le chemin ←−pj a une longueur supérieure ou égale à celle du chemin ←−pk .

Ainsi, supposons d’abord que xj ≤ 1 − xk. Dans ce cas, nous définissons la
nouvelle solution x′ par : x′j = xj + xk et x′k = 0, avec x′q = xq pour tout q /∈ {j, k}.
Dans la figure 6.3(a) nous montrons un exemple de cette transformation. Il est
facile de voir que la ρ-congestion des arcs dans Cn traversés par les chemins −→pj et
←−pk est exactement la même qu’avant, tandis que les autres arcs dans Cn ont une
ρ-congestion inférieure ou égale à la précédente.

Si xj > 1 − xk, alors nous définissons la nouvelle solution x′ par : x′j = 1 et
x′k = xj+xk−1, avec x′q = xq pour tout q /∈ {j, k}, qui a un effet sur la ρ-congestion
des arcs dans Cn similaire au cas précédent. Dans la figure 6.3(b) nous montrons un
exemple de cette transformation. En appliquant les transformations précédentes à
chaque paire de requêtes cassées ayant le même sommet i comme sommet source,
pour tout sommet i dans Cn, nous montrons la propriété 10.
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Figure 6.3 – Exemples de la nouvelle solution x′ obtenue pour la propriété 10.

Dans ce qui suit, nous allons supposer sans perte de généralité, que nous avons
obtenu en temps polynomial une solution réelle x′ ρ-raccourcie qui vérifie la pro-
priété 10. Maintenant, nous allons arrondir les requêtes cassées par x′ qui restent.
Nous obtenons ainsi une solution entière x avec une ρ-congestion L inférieure ou
égale à Lρ

∗OPT + 3
2
, où Lρ

∗OPT est la ρ-congestion induite par x′.

Nous allons supposer que les requêtes cassées par x′ sont ordonnées dans l’ordre
croissant de leur sommet source dans Cn. On peut remarquer qu’un tel ordre sur les
requêtes cassées est total puisque x′ vérifie la propriété 10 et donc, on a pour chaque
sommet de Cn, au plus une seule requête cassée dont ce sommet est l’origine. Pour

tout sommet k dans Cn, 0 ≤ k ≤ n − 1, nous notons par
−→
Ik = {(si, ti) : 0 < x′i <

1 et k + 1 ∈ −→pi }, l’ensemble des requêtes cassées telles que leurs chemins associés
orientés dans le sens des aiguilles d’une montre traversent l’arc (k, k+ 1) de Cn. De

la même façon, nous notons par
←−
Ik = {(si, ti) : 0 < x′i < 1 et k ∈ ←−pi }, l’ensemble

des requêtes cassées telles que leurs chemins associés orientés dans le sens opposé
à celui des aiguilles d’une montre traversent l’arc (k + 1, k) de Cn. Il est clair que
c’est l’arrondi des requêtes cassées qui affecte la ρ-congestion des arcs dans Cn.
Supposons qu’on a une solution réelle x′ ρ-raccourcie qui vérifie la propriété 10,
avec ρ-congestion des arcs égale à A′k et B′k, et que x est une {0, 1}-solution entière,
avec ρ-congestion des arcs Ak et Bk, obtenue à partir d’un arrondi quelconque de la
solution x′. Alors, on a

Ak = A′k +
∑

(si,ti)∈
−→
Ik

(xi − x′i)
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et
Bk = B′k +

∑

(si,ti)∈
←−
Ik

(x′i − xi)

Maintenant, en considérant les requêtes cassées séquentiellement, en suivant l’ordre
croissant défini sur celles-ci, nous allons définir une solution arrondie x entière de
façon récursive comme suit : soit (sj, tj) la requête cassée considerée, alors

xj =







1 si − x′j +
∑

(si,ti)∈
−→
Isj

(xi − x′i) < −
1

2

0 sinon

Comme x′ est une solution ρ-raccourcie, alors il est clair que par l’arrondi précédent,
pour toute valeur de k, avec ρ− 1 ≤ k ≤ n− 1, on a

Ak −A′k =
∑

(si,ti)∈
−→
Ik

(xi − x′i) ≤
1

2

Cependant, pour 0 ≤ k ≤ ρ− 2, on a

Ak −A′k =
∑

(si,ti)∈
−→
Ik

(xi − x′i) ≤
3

2

En effet, les chemins −→pj associés à toutes les requêtes cassées (sj, tj) telles que
n − ρ ≤ sj ≤ n − 1 et 1 ≤ tj ≤ ρ − 1 qui sont arrondies par x dans le sens des
aiguilles d’une montre (c-à-d, xj = 1) affectent la ρ-congestion des arcs (k, k+1) de
Cn, avec 0 ≤ k ≤ ρ− 2. Cependant, les chemins associés à ces requêtes sont tels que
tous (sauf éventuellement un ayant pour sommet source le sommet n−1) traversent
l’arc (n− 2, n− 1) de Cn, affectant ainsi la ρ-congestion de cet arc et donc, des arcs
(k, k + 1), par une valeur inférieure ou égale à 1

2
.

De plus, il peut exister un chemin associé à une requête cassée ayant pour sommet
source le sommet n − 1, et qui par l’arrondi précédent peut aussi affecter la ρ-
congestion des arcs (k, k + 1) de Cn, d’une valeur inférieure ou égale à 1

2
. Comme

la ρ-congestion des arcs (k, k + 1) de Cn, pouvait déjà être augmentée par x d’une
valeur inférieure ou égale à 1

2
, alors, en total, on a que la ρ-congestion des arcs

(k, k+1), avec 0 ≤ k ≤ ρ−2, peut être augmentée par la solution arrondie x entière
d’une valeur inférieure ou égale à 3

2
. Ainsi, on a que pour tout k, 0 ≤ k ≤ n− 1, la

solution x est telle que Ak −A′k ≤ 3/2, et par un raisonnement symétrique, on peut
deduire que Bk − B′k ≤ 3/2.

Donc, si L est la valeur de la ρ-congestion induite par x, alors L ≤ Lρ
∗OPT + 3

2
,

puisque la ρ-congestion induite par x′ est optimale. Comme Lρ
OPT ≥ ⌈Lρ

∗OPT ⌉ et
comme L est entière, alors on a que L ≤ Lρ

OPT + 1, ce qui termine la preuve du
théorème 34. 2

Considérons une instance du problème PL précédente, et une solution réelle
ρ-raccourcie x′ vérifiant la propriété 10 de la preuve du théorème 34. Soient (si1 , ti1),
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(si2 , ti2), · · · , (sir , tir) l’ensemble de requêtes qui restent cassées par x′. Alors, le
résultat suivant est une conséquence directe du théorème 34.

Corollaire 9 Si les chemins −→pij et −→pik (resp. ←−pij et ←−pik) associés à toute paire de
requêtes cassées (sij , tij) et (sik , tik) respectivement, avec 1 ≤ j 6= k ≤ r, ne s’in-
tersectent pas, alors, la solution entière x obtenue à partir de x′ dans la preuve du
théorème 34 a une ρ-congestion optimale, pour tout ρ ≥ 1.

Proposition 4 Soient Cn un anneau orienté symétrique, C = {(s1, t1), (s2, t2), · · · ,
(sm, tm)} une collection de requêtes de communication dans Cn, et ρ un entier positif
quelconque. Si pour tout i, avec 1 ≤ i ≤ m, on a |ti − si| ≥ ρ et n − |ti − si| ≥ ρ,
alors en temps polynomial, on peut obtenir une collection P de chemins sur Cn pour
router C sous le mode CGC(ρ) de sorte que Lρ

Cn
(C,P) = Lρ

Cn
(C).

Preuve. En nous basant sur les idées de Wilfong et Winkler [69], pour toute instance
du problème PL nous pouvons obtenir en temps polynomial, une solution réelle x′

flux (une solution x est dite flux si
∑m

i=1 xi est entière [69]) ρ-raccourcie qui vérifie
la propriété 10, telle qu’elle induite une ρ-congestion réelle optimale. En utilisant
la même technique d’arrondi et une analyse similaire que dans [69], on obtient le
résultat. 2

6.2.2 Coloration des requêtes dans l’anneau

Grâce au corollaire 8, nous pouvons utiliser ici tous les résultats obtenus dans le
chapitre 4 relatifs à la coloration des chemins dans l’anneau. Ainsi, nous donnons
les résultats suivants pour le problème de routage dans les anneaux sous le mode de
commutation CGC(ρ), avec ρ ≥ 1.

Théorème 35 Soient Cn un anneau orienté symétrique, C une collection quel-
conque de requêtes de communication dans Cn, et ρ un entier positif quelconque.
Alors, il existe un algorithme en temps polynomial A pour router C dans Cn sous le
mode CGC(ρ) tel que :

(i) si 1 ≤ ρ ≤ n
k
, pour tout k ≥ 3, alors A utilise au plus

⌊(
k

k−1

)
Lρ
Cn
(C)
⌋
+ 2

phases de communication pour router C.
(ii) si ρ > n

3
, alors A utilise au plus 2Lρ

Cn
(C)+ 1 phases de communication pour

router C.
Preuve. Par l’application du théorème 34 et du corollaire 2 (resp. 4) (voir chapitre
4), nous montrons (i) (resp. (ii)). 2

6.3 Routage dans les arbres

Dans cette section, nous analysons la complexité du problème de routage dans
les arbres sous le mode CGC(ρ), avec ρ ≥ 1. Le principal résultat de cette section
est le suivant.
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Théorème 36 Soient T un arbre binaire orienté symétrique, P une collection quel-
conque de chemins sur T et ρ un entier positif. Alors, pour toute valeur de ρ ≥ 1,
le problème de calculer Rρ

T (P) est NP-difficile.

Avant de prouver le théorème 36, nous avons besoin quelques définitions et résultats
préliminaires.

Pour toute paire d’entiers positifs n et ρ, nous allons construire un type spécial
d’arbre binaire enraciné, que nous noterons par T n

ρ . Soient n et ρ deux entiers positifs,
et soient M = ⌈log2 n⌉ et h(i) = ⌈ n

2M−i ⌉, 1 ≤ i ≤ M , et h(0) = 1. Alors, l’arbre
binaire enraciné T n

ρ est construit comme suit (voir figure 6.4) :

1. D’abord, on considère M + 1 ensembles ordonnés disjoints de sommets qu’on
note par CL(i), 0 ≤ i ≤ M , où chaque ensemble ordonné CL(i) est composé
de h(i) sommets différents. Formellement, CL(i) = {vi1, vi2, · · · , vih(i)}, avec

0 ≤ i ≤M . On définit l’unique sommet v01 ∈ CL(0) comme la racine de l’arbre
T n
ρ , et les n sommets {vM1 , vM2 , · · · , vMn } ∈ CL(M) comme ses feuilles.

2. En suite, pour chaque sommet vij ∈ CL(i) tel que j est pair, 1 ≤ i ≤ M , on
construit une nouvelle châıne à ρ2M−i+1 sommets, qu’on note par Li

j. On note
le sommet initial et le sommet final dans Li

j par c
i
j et c̄

i
j respectivement, et on

connecte le sommet c̄ij au sommet vij .

3. Finalement, pour chaque i, 1 ≤ i ≤ M , et pour chaque j, 1 ≤ j ≤ h(i), on
connecte le sommet vi−1j ∈ CL(i− 1) aux sommets vi2j−1 ∈ CL(i) et ci2j ∈ Li

2j

(s’il existe une telle châıne Li
2j).

Dans la figure 6.4, nous donnons un exemple de l’arbre binaire enraciné T n
ρ , où

n = 6 et ρ = 1, avec les ensembles de sommets CL(i), 0 ≤ i ≤M = 3.
Pour toute paire d’entiers positifs n et ρ, l’arbre binaire enraciné T n

ρ a des pro-
priétés intéressantes que nous allons résumer dans les deux lemmes suivants.

Lemme 5 Soit vij un sommet dans l’arbre binaire enraciné T n
ρ tel que vij ∈ CL(i),

avec 0 ≤ i ≤ M et 1 ≤ j ≤ h(i). Alors, la hauteur du sommet vij, c’est à dire, le
nombre d’arcs sur l’unique chemin du sommet vij au sommet racine v01, qu’on note
par N(vij), est N(vij) = i+ ρ(j − 1)2M−i+1.

Preuve. Pour prouver ce lemme, nous montrerons que la hauteur d’un sommet
vij ∈ CL(i) dans l’arbre binaire T n

ρ enracinée au sommet v01 ∈ CL(0), vérifie la
relation de récurrence suivante :

{
N(vi1) = i
N(vij) = N(vij−1) + ρ2M−i+1 , si j ≥ 2

Par construction de T n
ρ , la relation de récurrence est vraie pour j = 1 et pour tout j

pair. Donc, il est uniquement nécessaire de montrer que cette relation de récurrence
est vraie pour tout j impair, j ≥ 3. Soit j un entier positif impair, j ≥ 3, et soit
j−1 = 2α1+2α2+· · ·+2αp(j−1) , avec α1 < α2 < · · · < αp(j−1), où p(j−1) est le nombre
de “1” dans la représentation binaire du nombre pair j − 1. Soit vm−1c ∈ CL(m− 1)
le sommet racine du sous arbre minimal dans T n

ρ contenant les sommets vij−1 et vij,
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Figure 6.4 – L’arbre binaire enraciné T n
ρ , avec n = 6 et ρ = 1.

avec 0 ≤ m − 1 < i (voir figure 6.5). Soient vma et vma+1 deux sommets consécutifs
dans le sous-ensemble ordonné CL(m) tels que vma est le fils gauche du sommet vm−1c .
Par construction de T n

ρ , l’entier positif a est impair et les sommets vm−1c et vma+1 sont
connectés par une châıne de longueur ρ2M−m+1 + 1 (voir figure 6.5). En plus, par
construction de T n

ρ , comme (j − 1) est pair et égal à 2α1 + 2α2 + · · ·+ 2αp(j−1) , avec

α1 < α2 < · · · < αp(j−1), alors la valeur de a est égale à j−1
2α1

, et les sommets vma+1 et v
i
j

sont connectés par une châıne de longueur α1 comme il est montré dans la figure 6.5.

Les relations suivantes peuvent être facilement obtenues à partir de la construc-
tion de l’arbre binaire T n

ρ .

(r1) m = i− α1

(r2) N(vij−1) = N(vma ) +
∑α1

r=1(ρ2
M−(i−α1+r)+1 + 1)

(r3) N(vma+1) = N(vma ) + ρ2M−m+1

(r4) N(vij) = N(vma+1) + α1

En calculant la somme de la partie droite dans l’équation (r2), on obtient

(r5) N(vij−1) = N(vma ) + ρ2M−m+1 − ρ2M−i+1 + α1,

et finalement, en remplaçant (r3) et (r5) dans (r4), on obtient que N(vij) = N(vij−1)+
ρ2M−i+1, ce qui termine la preuve de ce lemme. 2
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Figure 6.5 – Sous arbre minimal dans T n
ρ contenant les sommets vij−1 et vij dans

CL(i).

Lemme 6 Soient vil  u et vij  w, avec l 6= j, deux chemins sur l’arbre binaire
T n
ρ , tels que les sommets initiaux vil et vij respectivement, appartiennent au même

sous-ensemble ordonné de sommets CL(i), avec 1 ≤ i ≤ M = ⌈log2 n⌉, et tels que
ses sommets finaux u et w respectivement, sont deux sommets quelconques dans T n

ρ .
Alors, ces deux chemins ne sont pas en ρ-conflit.

Preuve. Soit vma ∈ CL(m) le sommet racine du sous-arbre minimal dans T n
ρ conte-

nant les sommets vil et v
i
j , et soit v

q
c ∈ CL(q) le sommet initial du premier arc possible

dans T n
ρ partagé par les chemins vil  u et vij  w. Alors, par construction de T n

ρ

(voir figure 6.4), il est suffisant de considérer les deux cas suivants :

• Cas 1 : vqc = vma (voir figure 6.6(a)). Par construction de T n
ρ , il est clair que

N(vma ) < N(vij) et N(vma ) < N(vil). Soient ∆1 = N(vil ) − N(vma ) et ∆2 = N(vij) −
N(vma ). Supposons que les chemins vil  u et vij  w sont en ρ-conflit, et supposons
aussi sans perte de généralité que j > l. L’hypothèse de ρ-conflit entre ces deux
chemins implique que ∆2 −∆1 < ρ. En utilisant le lemme 5, l’inégalité précédente
peut s’exprimer comme ρ(j − l)2M−i+1 < ρ. Cependant, par construction de T n

ρ , on
a que j − l ≥ 1 et 2M−i+1 ≥ 2, et donc on a que ρ(j − l)2M−i+1 > ρ, ce qui est une
contradiction à l’hypothèse de départ.

• Cas 2 : vqc 6= vma (voir figure 6.6(b)). Nous supposons sans perte de généralité que
j > l. Par construction de T n

ρ , on a que i > q > m, N(vma ) < N(vil), N(vma ) <
N(vqc ), et N(vqc ) < N(vij). Soient ∆1 = N(vil ) − N(vma ), ∆2 = N(vqc ) − N(vma ), et
∆3 = N(vij)−N(vqc ). Supposons que les chemins vil  u et vij  w sont en ρ-conflit.
L’hypothèse de ρ-conflit entre ces deux chemins implique que ∆1+∆2−∆3 < ρ. De
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Figure 6.6 – (a) (resp. (b)) Cas 1 (resp. 2) du lemme 6. (c) La pire configuration
possible pour le cas 2 du lemme 6.

plus, par construction de T n
ρ et par le lemme 5, il est facile à vérifier les inégalités

suivantes (voir figure 6.6(c)) :

(r1) ∆1 ≥ i−m
(r2) ∆2 ≥ ρ2M−q+1 + 1
(r3) ∆3 ≤

∑i−q
r=1(ρ2

M−(q+r)+1 + 1) = ρ2M−q+1 − ρ2M−i+1 + i− q

En utilisant les inégalités (r1), (r2) et (r3), on a que ∆1 +∆2 −∆3 ≥ q −m+ 1 +
ρ2M−i+1. Cependant, par construction de T n

ρ , on a que q−m+1 > 1 et 2M−i+1 ≥ 2,
ce qui implique que ∆1 + ∆2 − ∆3 > ρ, ce qui est une contradiction à l’hypothèse
de départ. Ainsi, ce lemme est prouvé. 2

6.3.1 Preuve du théorème 36

Pour prouver ce théorème, nous utiliserons une réduction polynomiale du problème
ARÊTE-COLORATION d’un graphe non orienté [15], qui à été montré par Holyer
comme étant un problème NP-complet dans [36], même si le graphe considéré est un
graphe cubique, c’est-à-dire, un graphe régulier de degré 3. Le problème ARÊTE-
COLORATION d’un graphe cubique consiste à savoir si, étant donné un graphe
cubique non orienté G, on peut obtenir une arête-coloration propre de G avec trois
couleurs. Soit I une instance du problème ARÊTE-COLORATION d’un graphe cu-
bique donnée par un graphe cubique G = (V,E) non orienté. Nous allons construire,
à partir de I, une instance I ′ du problème de routage dans les arbres binaires sous
le mode CGC(ρ) donnée par un arbre binaire orienté symétrique T et une collection
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de chemins P sur T tel que pour tout entier ρ ≥ 1, Rρ
T (P) = 3 si et seulement si G

admet une arête-coloration propre avec 3 couleurs. La construction de l’instance I ′

est faite en trois parties (voir figures 6.7 et 6.8) :

• Partie I : Soient |V | = n et M = ⌈log2 n⌉. D’abord, nous construisons l’arbre
binaire enraciné orienté symétrique T n

ρ . Nous considérons que le sous-ensemble or-
donné de sommets CL(M) = (vM1 , vM2 , · · · , vMn ) dans T n

ρ (par construction, CL(M)
est l’ensemble des feuilles dans T n

ρ ) représente l’ensemble de sommets V dans G. En
fait, soit V = {v1, v2, · · · , vn}, alors le sommet vMj ∈ CL(M) représente le sommet
vj ∈ V , 1 ≤ j ≤ n. Par définition, le sommet v01 ∈ CL(0) est la racine de l’arbre T n

ρ .

• Partie II : Ensuite, nous transformons l’arbre binaire enraciné T n
ρ en un arbre

binaire T comme suit : on remplace chacune des feuilles vMj ∈ CL(M) dans T n
ρ ,

1 ≤ j ≤ n, par un arbre binaire orienté symétrique, isomorphe à celui montré dans
la figure 6.7, enraciné au sommet vMj . Les 9 feuilles de chaque sous-arbre binaire
enraciné dans chacun des sommets vMj seront notées par vMj,1, v

M
j,2,1, v

M
j,2,2, v

M
j,3, v

M
j,4,1,

vMj,4,2, v
M
j,5, v

M
j,6,1, et v

M
j,6,2 comme il est montré dans la figure 6.7.

De plus, pour chaque arête e = {vi, vj} dans le graphe G, nous ajoutons à
P (initialement vide) deux chemins sur T qu’on note par pe1 = vMi,m  vMj,l,2 et
pe2 = vMj,l−1  vMi,m+1,2, où m (resp. l) est un entier dans l’ensemble {1, 3, 5} (resp.
{2, 4, 6}) pas encore utilisé par aucun chemin associé à une autre arête incident au
sommet vi (resp. vj) dans G. Dans la figure 6.8, nous donnons un exemple de ces
deux chemins correspondants à l’arête e = {v1, v4} d’un graphe cubique G, où les
valeurs de m et l sont égaux à 3 et 2 respectivement.

v M
j

v 0
1

j,6,2v M
j,6,1v M

j,5v M

j,4,2v M
j,4,1v M

j,3v M

j,2,2v M
j,2,1v M

j,1v M

v M
j

v 0
1

Figure 6.7 – Sous-arbre binaire isomorphe enraciné dans chacun des sommets vMj ∈
CL(M) construit dans la partie II.

Partie III : Finalement, nous devons assurer que les deux chemins pe1 et p
e
2 associés

à chacune des arêtes e dans le graphe cubique G sont affectés la même couleur dans
toute 3-coloration propre de P. Pour cela, pour chaque arête e = {vi, vj} du graphe
G, on ajoute une châıne dans T de la manière suivante : soient pe1 = vMi,m  vMj,l,2
et pe2 = vMj,l−1  vMi,m+1,2 les deux chemins dans P associés à l’arête e dans G, où
m et l sont deux entiers dans l’ensemble {1, 3, 5} et {2, 4, 6} respectivement. Par
construction de l’arbre courant T dans la partie II, il est facile de vérifier que les
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longueurs des chemins pe1 et p
e
2, sont égales à un entier impair de qui vérifie de ≥ 2ρ+9.

Dans la figure 6.8, nous avons associé à l’arête e = {v1, v4} du graphe cubique G les
chemins pe1 = vM1,3  vM4,2,2 et pe2 = vM4,1  vM1,4,2 sur l’arbre T , dont la longueur de de
ces deux chemins est 17.

Soient le = de−3 et ne = (le/2)−1. Ainsi, nous construisons une nouvelle châıne
de longueur le, et on note ses sommets par we

1, w
e
2, · · · , we

le+1, où les sommets we
1 et

we
le+1 sont les sommets initial et final respectivement d’une telle châıne (voir figure

6.8). En suite, on connecte le sommet we
1 dans la nouvelle châıne au sommet vMi,m+1,1

dans l’arbre courant T . On ajoute un nouveau sommet à l’arbre courant T qu’on
note par ze, et on connecte le sommet ze au sommet étiqueté we

ne
dans cette nouvelle

châıne. Finalement, on ajoute à la collection courante de chemins P, cinq nouveaux
chemins associés à l’arête e dans G qui sont : pe3 = pe4 = vMi,m  ze, p

e
5 = we

le+1  ze,
et pe6 = pe7 = we

le+1  vMi,m+1,2. En fait, les cinq chemins per, 3 ≤ r ≤ 7, vont as-
surer que les deux chemins pe1 et pe2 se voient affecter la même couleur dans toute
3-coloration propre de P comme on va le voir dans ce qui suit. Dans la figure 6.8 on
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présente un exemple partiel de cette construction à partir d’un graphe cubique G à
6 sommets, et où ρ = 1.

Maintenant, nous allons montrer qu’il existe une arête-coloration propre de G
avec 3 couleurs si et seulement si Rρ

T (P) = 3. Tout d’abord, supposons qu’il existe
une arête-coloration propre de G avec 3 couleurs. Alors, une 3-coloration propre de P
est obtenue de la façon suivante. Soit ce ∈ {1, 2, 3} la couleur affectée à l’arête e dans
G, alors on affecte la couleur ce aux chemins pe1 et p

e
2. Comme toute paire de chemins

dans chacun des ensembles {pe1, pe3, pe4}, {pe2, pe6, pe7}, {pe5, pe6, pe7}, et {pe3, pe4, pe5} sont
en ρ-conflit, alors les chemins per, avec 3 ≤ r ≤ 7, peuvent être coloriés de la façon
suivante. On affecte au chemin pe5 la couleur ce, et on affecte aux chemins pe3, p

e
4, p

e
6 et

pe7 les deux couleurs encore disponibles différentes de la couleur ce. Par construction,
toute paire de chemins qui ont par sommet initial les feuilles vMi,m (resp. vMj,n), avec
m (resp. n) dans l’ensemble {1, 3, 5}, sont en ρ-conflit. Cependant, par le lemme
6, ces chemins ne sont en ρ-conflit avec aucun autre chemin dans P ayant comme
sommet initial un sommet feuille vMa,r, avec a 6= i (resp. a 6= j). Donc, la coloration
précédente des chemins dans P est une 3-coloration propre.

Supposons maintenant qu’il existe une 3-coloration propre de P, c’est-à-dire,
Rρ

T (P) = 3. Par construction de l’instance I ′, dans toute 3-coloration propre de P,
les chemins pe1 et pe2 associés à l’arête e = {vi, vj} dans G sont affectés la même
couleur. Ceci est fait par les cinq chemins per, avec 3 ≤ r ≤ 7. Par la construction de
l’instance I ′, toute paire de chemins pf1 et pf2 associée à une arête f dans G adjacent
à l’arête e, doivent être affectés une couleur différente à celle assignée aux chemins
pe1 et pe2, puis qu’ils sont en ρ-conflit. Cependant, si les arêtes e et f ne sont pas
adjacents dans G, alors par le lemme 6, aucune paire de chemins dans l’ensemble
{pe1, pe2, pf1 , pf2} ne sont en ρ-conflit. Ainsi, si on affecte à chaque arête e dans G la
couleur affectée aux chemins pe1 et pe2 dans P, nous obtenons une arête-coloration
propre de G avec 3 couleurs, ce qui termine la preuve du théorème. 2

Le résultat suivant est une conséquence directe du théorème 36.

Corollaire 10 Soient T un arbre orienté symétrique, P une collection de chemins
sur T , et ρ un entier positif. Alors, il ne peut pas exister d’algorithme polynomial
(4/3 − ǫ)-approché, pour tout ǫ > 0, pour calculer Rρ

T (P), même si T est un arbre
binaire, à moins que P = NP .

En effet, il est facile de voir que s’il existe un algorithme polynomial (4/3 − ǫ)-
approché, pour tout ǫ > 0, pour résoudre le problème de routage dans les arbres
binaires sous le mode CGC(ρ), pour tout ρ ≥ 1, alors P = NP , puisque le même
algorithme pourrait déterminer en temps polynomial si un graphe cubique admet ou
pas une arête-coloration propre avec trois couleurs, ce qui est, d’après Holyer [36],
un problème NP-complet.
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6.3.2 Un algorithme 2-approché pour les arbres

Soient T un arbre orienté symétrique, P une collection de chemins sur T représentant
une collection de requêtes de communication dans T , et ρ un entier positif. Dans le
théorème 36 nous avons prouvé que, pour tout ρ ≥ 1, le problème de calculer Rρ

T (P)
est NP-difficile même si T est un arbre binaire. De plus, par le corollaire 10, nous
savons qu’il ne peut pas exister un algorithme polynomial (4/3− ǫ)-approché, pour
tout ǫ > 0, pour résoudre ce problème, à moins que P = NP . Cependant, suivant
les idées de Ranade et al. [56], nous donnons dans cette section un algorithme poly-
nomial 2-approché pour résoudre ce problème dans les arbres quelconques et pour
toute valeur de l’entier ρ. D’abord, nous définissons un ordre total sur les chemins
dans P comme suit.

Définition 7 Un ordre total < sur les chemins dans P est dit 2-candidat s’il est
possible d’associer à chaque chemin p ∈ P un ensemble d’arcs dans T qui sont
traversés par p et qu’on note entrée(p) tel que :
(i) entrée(p) contient au plus deux arcs, et
(ii) si p < p′, où p′ ∈ P, et les chemins p et p′ sont en ρ-conflit, alors il y a un arc
dans l’ensemble entrée(p′) qui est traversé par p.

Pour toute collection de chemins P sur un arbre arbitraire T , nous pouvons trouver
un ordre <∗ 2-candidat comme suit (voir figure 6.9). Nous considérons T comme
étant un arbre raciné, où on prend comme sommet racine n’importe quel sommet
de T . Définissons le point plus haut de chaque chemin p ∈ P comme le sommet
dans p le plus proche du sommet racine. De nouveau, pour chaque chemin p ∈ P
on définit l’ensemble entrée(p) comme l’ensemble composé des deux arcs traversés
par p qui sont adjacents au point le plus haut de p si deux tels arcs existent dans
p, sinon l’ensemble entrée(p) sera composé par l’unique arc traversé par p qui est
adjacent au sommet initial ou final dans p qui représente le point le plus haut de p.
Ensuite, pour toute paire de chemins p et p′ dans P, nous disons que p <∗ p′ si et
seulement si le point le plus haut du chemin p est plus haut ou égal que celui du
chemin p′. Par la définition 7, il est facile à voir que l’ordre <∗ est un ordre total
2-candidat sur les chemins dans P. Dans la figure 6.9, nous présentons un exemple
de la construction des ensembles entrée et deux ordres totaux 2-candidats pour un
arbre et une collection de chemins sur celui-ci donnés.

Dans la suite, nous présentons un algorithme polynomial glouton 2-approché
pour le problème de routage dans les arbres sous le mode de communication CGC(ρ),
pour tout ρ ≥ 1.

Algorithme ρ-colorie-arbre :

1. On choisit un ordre total 2-candidat <∗ sur les chemins dans P comme indiqué
précédemment.

2. On considère les chemins dans P en ordre croissant par <∗ et on affecte à
chaque chemin la couleur la plus petite possible telle qu’il n’y ait pas de ρ-
conflit avec des chemins auxquels on a déjà affecté une couleur.



6.4. APPLICATION AU ROUTAGE WORMHOLE GLOUTON 91

p1

p3

p2

(a)

a b c d

T r

x

(b)

p1 r x,

p2 x , a

p3 a , x x , c

entree(

entree(

entree(

= { ( })

= { ( )}

= { ( ) , ( ) }

)

)

)

p1 <* p2 <* p3

p1 <* p3 <* p2

(c)

Figure 6.9 – (a) Arbre T enraciné au sommet r avec chemins p1, p2 et p3 sur
celui-ci, (b) les ensembles d’arcs entrée(pi), et (c) les deux ordres totaux 2-candidat
possibles sur les chemins pi, 1 ≤ i ≤ 3.

Théorème 37 Soient T un arbre orienté symétrique, P une collection de chemins
sur T , et ρ un entier positif. Soit Lρ

T (P) la ρ-congestion des arcs dans T induite
par P. Alors, l’algorithme ρ-colorie-arbre utilise au plus 2Lρ

T (P) − 1 couleurs pour
colorier proprement les chemins dans P.

Preuve. Étudions ce qui arrive quand on affecte une couleur à un chemin p ∈ P.
Chaque chemin dans P auquel on a déjà affecté une couleur et qui est en ρ-conflit
avec p, traverse un arc dans T qui se trouve dans l’ensemble entrée(p). Le nombre
de tels chemins est au plus égal à 2(Lρ

T (P)−1), parce que la ρ-congestion de chaque
arc dans T est au plus Lρ

T (P), et parce qu’il y a au plus deux arcs dans l’ensemble
entrée(p). Ainsi, quand on doit affecter une couleur au chemin p, il y a au plus
2(Lρ

T (P)− 1) couleurs non disponibles pour p. Nous pouvons donc choisir une nou-
velle couleur pour le chemin p, ce qui fait qu’au pire on utilise 2Lρ

T (P)− 1 couleurs
pour colorier proprement les chemins dans P. 2

6.4 Application au routage wormhole glouton

Dans cette partie, nous appliquons les résultats de complexité obtenus dans la
section 6.3, au problème de routage wormhole glouton dans les arbres (voir définition
du routage wormhole glouton dans le chapitre 2). Nous allons considérer que la
longueur (c-à-d, le nombre de flits) de tous les messages est unitaire. Rappelons que
dans ce mode de commutation de paquets, la communication est faite par étapes, où
lors d’une étape de communication, chaque sommet du réseau ne peut communiquer
qu’avec ses voisins. De plus, à chaque étape de communication, au plus un paquet
(flit) peut traverser chaque lien (canal) du réseau. Ainsi, le problème de routage
sous ce mode de commutation consiste à minimiser le nombre d’étapes nécessaires
pour délivrer tous les paquets depuis leur origine vers leur destination, sachant
qu’il n’y a pas de stockage intermédiaire dans le réseau, c’est-à-dire, une fois que
l’en-tête (premier flit du message) commence à avancer sur le réseau, il ne s’arrête
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que lorsque tout le message (le dernier flit) arrive à sa destination finale. Ce mode
de commutation de paquets glouton a été introduit par Bhatt et al. [13] sous une
forme plus générale, dans laquelle les messages peuvent avoir une taille variable.
Dans le cas où les messages ont une taille variable, Bhatt et al. montrent dans [13]
que ce problème de routage est NP-difficile même dans les châınes. Dans le cas où
la taille des paquets est unitaire, Ranade et al. donnent dans [56] un algorithme
polynomial 2-approché pour le problème de routage dans les arbres sous ce mode de
commutation de paquets. Nous montrerons, en utilisant les idées développées dans
la preuve du théorème 36, que le problème de routage wormhole glouton dans les
arbres est NP-difficile, même si les arbres sont binaires et si la longueur (c-à-d, le
nombre de flits) des messages est unitaire.

Théorème 38 Le problème de routage wormhole glouton dans les arbres binaires
est NP-difficile, même si la longueur (c-à-d, le nombre de flits) des messages est
unitaire.

Preuve. (Par réduction du problème ARÊTE-COLORATION d’un graphe cubique
[36]). Soit I une instance du problème ARÊTE-COLORATION d’un graphe cu-
bique consistant en un graphe cubique non orienté. Soit ρ = 2 et soit I ′ l’instance
du problème de routage dans les arbres binaires sous le mode CGC(ρ) construite à
partir de l’instance I dans la preuve du théorème 36, et qui est composée par un
arbre binaire T orienté symétrique et une collection de chemins P sur T . Nous avons
montré dans la preuve du théorème 36, qu’il existe une arête-coloration propre de
G avec 3 couleurs si et seulement si R2

T (P) = 3. Soit d la longueur du plus long
chemin dans P. Nous allons transformer T et P de sorte que la longueur de tous
les chemins dans P soit égale à d comme suit. Pour tout sommet v dans T , soit Pv

l’ensemble de chemins dans P qui ont pour sommet final le sommet v. Alors, pour
tout sommet v dans T tel que Pv 6= ∅, nous construisons une nouvelle châıne qu’on
relie au sommet v, et on allonge les chemins dans Pv sur la nouvelle châıne de sorte
que tous aient une longueur égale à d. Il est clair que la transformation précédente
préserve la relation de 2-conflit entre chemins, et donc l’instance obtenue après cette
transformation est équivalente à celle de départ. Chaque chemin p = u  v dans
la collection courante P représente donc l’unique route dans l’arbre binaire courant
T sur laquelle va avancer un paquet unitaire du sommet u vers le sommet v. Ainsi,
de façon similaire à la preuve du théorème 36, nous pouvons montrer qu’il y a une
arête-coloration propre de G avec 3 couleurs si et seulement si le nombre d’étapes
pour délivrer tous les paquets depuis leur origine vers leur destination sans stockage
intermédiaire dans l’arbre binaire courant T , est égale à d+ 2. 2

6.5 Problèmes ouverts

Il y a beaucoup de problèmes ouverts intéressants concernant le mode de com-
mutation généralisée de circuits que nous avons introduit dans ce chapitre (hormis
la section 5.4). Nous présentons les problèmes suivants.
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Problème 4 Soient Cn un anneau orienté symétrique, C une collection quelconque
de requêtes de communication dans Cn, et ρ un entier positif quelconque. Existe-il
un algorithme en temps polynomial pour trouver une collection P de chemins sur
Cn pour router C sous le mode CGC(ρ) telle que Lρ

Cn
(C,P) = Lρ

Cn
(C) ?

Problème 5 Soient T un arbre orienté symétrique, P une collection quelconque de
chemins sur T et ρ un entier positif. Existe-il un algorithme en temps polynomial
ǫ-approché pour calculer Rρ

T (P), avec 4/3 < ǫ < 2 ?

Par les lemmes 3 et 4, nous savons que dans le cas de la châıne et de l’anneau, les
graphes de ρ-conflit induits par une collection quelconque de chemins, avec ρ ≥ 1,
sont respectivement, des graphes d’intervalles et des graphes arc-circulaires. En effet,
dans le cas de ces réseaux, nous pouvons appliquer une technique de raccourcissement
des chemins. Cependant, une telle technique ne fonctionne pas dans le cas des arbres.
Ainsi, une question intéressante du point de vue de la théorie des graphes est la
suivante.

Problème 6 Soient T un arbre orienté symétrique, P une collection quelconque de
chemins sur T et ρ un entier positif. Quel type de graphes représentent les graphes
de ρ-conflit associés à T , P et ρ ?

6.6 Conclusion

Nous résumons les principaux résultats trouvés dans ce chapitre dans la suite.

1. Nous avons prouvé dans le théorème 34 que pour tout ρ ≥ 1, il existe un algo-
rithme en temps polynomial pour trouver une collection de chemins sur l’anneau
pour router une collection quelconque de requêtes de communication sous le mode
CGC(ρ) de sorte que la ρ-congestion induite pour une telle collection de chemins
dépasse la valeur optimale en au plus une unité.

2. Pour le problème de routage (minimisation du nombre de phases de communi-
cation) dans le mode CGC(ρ), nous avons trouvé les résultats suivants que nous
présentons dans la table 6.1. Soit L la valeur de la ρ-congestion minimale induite
pour une collection quelconque de requêtes de communication dans un réseau à n
nœuds. Alors :
3. Finalement, nous avons montré dans le théorème 38, par l’application des résultats
obtenus dans le mode CGC(ρ), que le problème de routage wormhole glouton dans
les arbres binaires est NP-difficile, même si la longueur (c-à-d, le nombre de flits)
des messages a router est unitaire.
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réseau ρ # phases complexité référence

anneau
1 ≤ ρ ≤ n

k
,

∀k ≥ 3
≤
⌊
( k
k−1

)L
⌋
+ 2 ? théorème 35(i)

anneau > n
3

2L+ 1 ? théorème 35(ii)

arbres ≥ 1 2L− 1

NP-difficile et
non

(4
3
−ǫ)-approché,
∀ǫ > 0

théorèmes 37
et 36 et

corollaire 10

Table 6.1 – Résultats sur le problème de minimisation du nombre de phases de
communication dans le mode CGC(ρ).



7 Mode commutation de paquets

Dans ce chapitre nous allons étudier certains aspects du problème du routage
store and forward dans la châıne et dans l’anneau. Tout d’abord, nous allons définir
dans la section 7.1 deux paramètres nouveaux que nous appellerons vecteur d’état
et encombrement associés aux canaux de ces réseaux. En nous basant sur ces deux
paramètres nouveaux, nous proposons dans la section 7.2 une preuve alternative à
celle donnée par Kaufmann et Sibeyn dans [39, 40] pour montrer que la stratégie
gloutonne les plus loin d’abord est une stratégie optimale (en fonction du nombre
d’étapes de communication) pour le problème du routage de messages dans les
châınes et dans les anneaux sous le mode store and forward. Ces nouveaux pa-
ramètres vont nous permettre d’obtenir dans la section 7.3 des bornes plus précises
pour l’émulation des réseaux de communications dans les châınes et les anneaux.
Nous étudierons aussi dans la section 7.3 l’émulation de l’hypercube par les châınes
et les grilles d-dimensionnelles. Nous concluons ce chapitre dans la section 7.4. Les
résultats montrés dans ce chapitre apparaissent dans [65, 66, 4].

7.1 Paramètres nouveaux

Soient G un réseau et P une collection de chemins sur G associés à une collection
quelconque C de requêtes de communication dans G. Nous savons que, aussi bien
la congestion LG(C,P) que la dilatation DG(C,P) induites par P, sont des bornes
inférieures pour le nombre minimal d’étapes de communication nécessaires pour
délivrer tous les paquets dans C de leur source vers leur destination dans G. Dans
cette section, nous allons introduire un nouveau paramètre associé à G et à P.
Ce nouveau paramètre combine la congestion induite sur un lien du réseau par les
chemins dans P qui utilisent ce lien et la position de ce lien dans ces chemins.
Ainsi, en nous basant sur ce nouveau paramètre, nous allons en déduire une borne
inférieure plus fine pour le nombre minimal d’étapes nécessaires pour router C dans
G en utilisant les chemins dans P.

Soit d = DG(C,P) la dilatation induite par les chemins dans P. Nous associons à
chaque arc e ∈ A(G), un vecteur entier unidimensionnel de longueur d, que nous ap-
pelons vecteur d’état et que nous notons par Ee, où Ee[i], avec 1 ≤ i ≤ d, représente
le nombre de chemins dans P qui ont l’arc e dans la i-ème position.

Définition 8 Soient G un réseau et P une collection de chemins sur G avec une
dilatation égale à d. Nous notons par pos(e, p), la position de l’arc e ∈ A(G) sur

95
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le chemin p ∈ P (si e ∈ p). Alors, nous définissons pour chaque arc e ∈ A(G), un
vecteur entier unidimensionnel Ee, de la façon suivante :

Ee[i] = |{p ∈ P : e ∈ p et pos(e, p) = i}| , avec 1 ≤ i ≤ d

Maintenant, nous définissons un nouveau paramètre associé à un réseau G et une
collection de chemins P sur G, que nous appelons encombrement, de la façon sui-
vante.

Définition 9 Soient G un réseau de communication et P une collection de chemins
sur G associée à une collection quelconque de requêtes de communication dans G.
Soit d la dilatation des chemins dans P. L’encombrement induit par P, qu’on note
par τG(P), est défini par :

τG(P) = max
e∈A(G)

τG(P, e)

où, τG(P, e) = max
1≤i≤d

(

(i− 1)βi,e +
d∑

k=i

Ee[k]

)

, avec βi,e =

{
0, si Ee[i] = 0
1, si Ee[i] > 0

Proposition 5 Soient G un réseau de communication, P une collection de che-
mins sur G associée à une collection C de requêtes de communication dans G, et
τG(P) l’encombrement induit par P. Le nombre minimal d’étapes de communication
nécessaires pour router C dans G via les chemins dans P est au moins égal à τG(P).

Preuve. Soit d la dilatation des chemins dans P. Soient e un arc dans A(G) et i un
entier positif, avec 1 ≤ i ≤ d. Par la définition 8, on a que Ee[i] représente le nombre
de paquets dont les chemins associés dans P utilisent l’arc e dans la i-ème position.
Donc, si Ee[i] > 0, alors il faut au moins i− 1 étapes de communication pour que le
premier de ces Ee[i] paquets puisse traverser l’arc e. Soit S

i
e le sous-ensemble de che-

mins dans P qui ont l’arc e dans une position au moins égale à i. D’une part, on a par
les hypothèses de communication dans le mode de commutation de paquets, que lors
de chaque étape de communication, chaque lien du réseau peut être traversé au plus
par un seul paquet. D’autre part, chaque chemin dans Si

e représente le chemin par
où va transiter un paquet différent. Les |Si

e| paquets qui transitent par les chemins
dans l’ensemble Si

e auront donc besoin d’au moins i− 1 + |Si
e| = i− 1 +

∑d
k=iEe[k]

étapes de communication pour traverser l’arc e. Ainsi, le nombre d’étapes de com-
munication nécessaires pour que tous les paquets, tels que son chemin associé dans
P utilise l’arc e dans G, est au moins égale à la valeur maximale prise sur toute
position i, 1 ≤ i ≤ d, des valeurs i− 1+

∑d
k=iEe[k], ce qui, par la définition (9), est

l’encombrement de l’arc e. Donc, le nombre d’étapes de communication nécessaires
pour délivrer tous les paquets transitant par les chemins dans P, de son origine vers
sa destination dans G, est au moins égal à l’encombrement τG(P). 2

Nous pouvons aussi obtenir des bornes inférieure et supérieure pour l’encombre-
ment τG(P) comme il est montré dans la proposition suivante.
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Proposition 6 Soient G un réseau et P une collection de chemins sur G. Soient
respectivement d et c la dilatation et la congestion induites par P. Alors, l’encom-
brement τG(P) vérifie :

c ≤ τG(P) ≤ c + d− 1

Preuve. Soit e un arc quelconque dans G. Par la définition (9), on a τG(P, e) ≥∑d
i=1Ee[i]. Cependant,

∑d
i=1Ee[i] n’est rien d’autre que la valeur de la conges-

tion de l’arc e induite par tous les chemins dans P qui utilisent l’arc e. Donc,
τG(P) ≥ maxe∈A(G)

∑d
i=1Ee[i] = c. De plus, pour tout i, avec 1 ≤ i ≤ d, on a

trivialement que i− 1 ≤ d− 1 et
∑d

k=iEe[k] ≤
∑d

k=1Ee[k] ≤ c. Donc, pour tout arc
e ∈ A(G), τG(P, e) ≤ c+ d− 1 et ainsi τG(P) ≤ c+ d− 1. 2

7.2 Routage dans les châınes et les anneaux

Le résultat principal dans cette section est le suivant.

Théorème 39 Soient Pn (resp. Cn) le réseau châıne (resp. anneau) à n sommets
et soit P une collection de chemins fixée à l’avance sur lesquels va transiter une
collection de paquets. Alors, en utilisant la stratégie gloutonne “les plus loin d’abord”
pour router ces paquets sur Pn (resp. sur Cn), on obtient que le nombre d’étapes de
communication nécessaires pour une telle stratégie, pour délivrer tous les paquets de
leur origine à leur destination, est égal à l’encombrement τPn

(P) (resp. τCn
(P)).

Nous allons montrer le résultat précédent dans le cas des châınes. Dans le cas
des anneaux, la preuve est identique. Tout d’abord nous rappelons la bien connue
stratégie de routage les plus loin d’abord, que nous appellerons dans la suite la
stratégie PLA.

Stratégie les plus loin d’abord (PLA) :
Lors de chaque étape de communication, chaque sommet i dans Pn fait :

1. Envoie un paquet à chacun des ses voisins i−1 et i+1 (s’il existe un tel voisin
et un tel paquet) tel que ce paquet a la plus longue distance à parcourir parmi
tous les paquets qui se trouvent stockés soit dans sa mémoire locale, soit dans
le buffer associé au lien qui le relie à son voisin.

2. Reçoit un paquet provenant de chacun de ses voisins i− 1 et i+ 1 (s’il existe
un tel voisin et un tel paquet), et

3. si son voisin i − 1 (resp. i+ 1) lui a envoyé un paquet, alors si la destination
d’un tel paquet correspond à son adresse, le sommet i consomme ce paquet,
sinon le paquet est stocké dans le buffer associé au lien qui relie le sommet i
au sommet i+ 1 (resp. i− 1).

Initialement, tous les paquets se trouvent stockés dans la mémoire locale de leurs
sommets source i dans Pn et chacun des buffers associés à chaque lien dans Pn est
vide. Considérons une collection quelconque de chemins P sur Pn, associée à une
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collection de requêtes de communication dans Pn. Soit d la valeur de la dilatation
dans P et supposons qu’on va utiliser la stratégie PLA pour router les paquets. Soit
e un arc (i.e. un lien) quelconque dans Pn et soit Ee le vecteur entier unidimension-
nel de longueur d associé à l’arc e (voir définition 8). Il est clair que la collection de
chemins P évolue dynamiquement après chaque étape de communication. En effet,
après chaque étape de la stratégie PLA, certains paquets avancent vers leur destina-
tion et donc leurs chemins sont raccourcis. Afin de tenir compte de cette évolution
dynamique de la collection de chemins associés aux requêtes de communication,
nous allons définir, pour chaque arc e de Pn, un vecteur entier unidimensionnel de
longueur d, que nous notons par S

(r)
e , tel que S

(r)
e représente l’état du vecteur Ee

après la r-ème étape de la stratégie PLA, avec r ≥ 0. En effet, S
(r)
e [i], avec 1 ≤ i ≤ d,

représente le nombre courant de chemins associés aux paquets qui ne sont pas encore
arrivés à leur destination après avoir effectué r étapes de la stratégie PLA, et qui
ont l’arc e dans la i-ème position. Pour tout arc e dans Pn on a S

(0)
e = Ee.

Lemme 7 L’état du vecteur S
(r)
e associé à tout arc e dans Pn après avoir effectué

r étapes de la stratégie PLA, avec r ≥ 0, peut être obtenu à partir de la relation de
récurrence suivante. Pour tout i, avec 1 ≤ i ≤ d,

S(r)
e [i] =

{
Ee[i] , si r = 0

S
(r−1)
e [i] + ξ(S

(r−1)
e , i) , si r > 0

où, ξ(S(r−1)
e , i) =







1 , si S
(r−1)
e [i] = 0 et S

(r−1)
e [i+ 1] > 0 (a)

−1 , si S
(r−1)
e [i] > 0 et S

(r−1)
e [i+ 1] = 0 (b)

0 , sinon (c)

Preuve. Soient i et r deux entiers tels que 1 ≤ i ≤ d et r ≥ 1. Considérons le cas où
S
(r−1)
e [i] = 0 et S(r−1)[i+ 1] > 0. Par définition, l’entier S

(r−1)
e [i] (resp. S(r−1)[i+ 1])

représente le nombre courant de chemins associés aux paquets qui ne sont pas encore
arrivés à leur destination après avoir effectué r−1 étapes de la stratégie PLA, et qui
ont l’arc e dans la i-ème (resp. la (i+ 1)-ème) position. Ainsi, après la (r − 1)-ème
étape de la stratégie PLA, il n’existe aucun paquet dans les sommets de Pn dont le
chemin courant associé ait l’arc e dans la i-ème position. De la même façon, après
la (r− 1)-ème étape de la stratégie PLA, il y au moins un paquet dans les sommets
de Pn dont le chemin courant associé ait l’arc e dans la (i+ 1)-ème position. Donc,
lors de la r-ème étape de la stratégie PLA, le paquet p ayant la plus longue distance
a parcourir et ayant pour chemin associé un chemin qui a l’arc e dans la (i+1)-ème
position sera déplacé vers son voisin immédiat (voir (1) dans la stratégie PLA). Ceci
implique qu’après la r-ème étape de la stratégie PLA, la longueur du chemin courant
associé au paquet p est réduite d’une unité, et donc ce chemin a l’arc e dans la i-ème
position. Autrement dit, S

(r)
e [i] = S

(r−1)
e [i] + 1, ce qui correspond au cas (a). Les cas

(b) et (c) sont obtenus d’une façon similaire. 2

L’importance du lemme 7 est fondée sur le déterminisme des vecteurs Se, pour
tour arc e de Pn. En effet, grâce à la stratégie PLA, il suffit de connâıtre l’état
initial du vecteur Se, c’est-à-dire, S

(0)
e = Ee, pour déterminer son état après avoir
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effectué r ≥ 1 étapes de la stratégie PLA, c’est-à-dire, pour connâıtre le vecteur
S
(r)
e . Ainsi, l’état d’un vecteur Se peut être déterminé indépendemment de l’état

d’un autre vecteur Sf , avec e 6= f . De façon plus générale, considérons un vecteur
entier semi-positif quelconque et analysons sa dynamique dans le temps déterminée
par l’équation du lemme 7.

Soit T un vecteur entier unidimensionnel de longueur d, avec T [i] ≥ 0, 1 ≤ i ≤ d.
L’évolution de l’état du vecteur T dans le temps, basée sur l’équation donnée dans
le lemme 7, peut se décrire par la procédure suivante, que nous noterons par EV.

Procédure EV :
Pour chaque instante du temps r ≥ 1 et pour tout i, 1 ≤ i ≤ d, faire :

1. Calculer la fonction ξ(T, i) (voir lemme 7)

2. T [i]← T [i] + ξ(T, i).

Soit τT = max
1≤i≤d

(

(i− 1)βi +

d∑

k=i

T [k]

)

, où βi = 0 si T [i] = 0 ou βi = 1 sinon. Nous

noterons par T (r), avec r ≥ 0, l’état du vecteur T après l’instant r, c’est-à-dire,
après avoir appliqué r fois la procédure EV sur T , où T (0) représente l’état initial
du vecteur T à l’instant 0.

Lemme 8 Soit mT = min{r :
∑d

i=1 T
(r)[i] = 0}. Alors, mT = τT .

Preuve. Soit zT = |{r : 0 ≤ r < mT et T (r)[1] = 0}|. Nous allons prouver par
induction sur d que mT = τT et zT = τT −

∑d
i=1 T

(0)[i].

Cas d = 1. Il est facile de vérifier que mT = T (0)[1] et zT = 0. Donc, pour ce cas le
lemme est vrai.

Cas d > 1. Nous allons considérer que le lemme est vrai pour tout i < d. Soit T ′ un
vecteur entier unidimensionnel de longueur d−1 tel que T ′[i] = T [i+1], pour 1 ≤ i ≤
d−1. Alors, par hypothèse inductive, on a mT ′ = τT ′ et zT ′ = τT ′−∑d

i=2 T
(0)[i]. Par

la définition de τT et par l’hypothèse inductive, on a τT = max(τT ′ + 1,
∑d

i=1 T [i]).
Ainsi, nous considérons les deux sous-cas suivants :

– τT = τT ′ + 1. Dans ce cas, par l’hypothèse inductive, après avoir appliqué
r = τT ′ = mT ′ fois la procédure EV sur T , on a T (r)[i] = 0 pour tout i,
avec 2 ≤ i ≤ d. En effet, soit p un entier, 0 ≤ p < r, tel que T (p)[2] =
0. Par application du cas (b) du lemme 7, on a T (p+1)[1] = T (p)[1] − 1, si
T (p)[1] > 0. Donc, après avoir appliqué r fois la procédure EV sur T , on a
T (r)[1] = T (0)[1] − zT ′ . De plus, par l’hypothèse inductive, T (r−1)[2] = 1, ce
qui implique, par application du cas (a) du lemme 7, que T (r)[1] est au moins
égal à 1. Donc, T (r)[1] = max(T (0)[1] − zT ′ , 1) = 1, et par définition de zT ′

et par l’hypothèse inductive, T (r)[1] = max(
∑d

i=1 T
(0)[i] − τT ′ , 1) = 1. Ainsi,

mT = mT ′ + 1 = τT ′ + 1 = τT .
De plus, si T (p)[1] = 0, alors par application du cas (c) du lemme 7, T (p+1)[1] =
T (p)[1], et donc, par l’hypothèse inductive et par application des cas (b) et
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(c) du lemme 7, zT = max(zT ′ − T (0)[1] + 1, 0) = τT ′ + 1 −∑d
i=1 T

(0)[i] =

τT −
∑d

i=1 T
(0)[i].

– τT =
∑d

i=1 T
(0)[i] > τT ′ + 1. Dans ce cas, après avoir appliqué r = τT ′ = mT ′

fois la procédure EV sur T , on a T (r)[i] = 0, pour 2 ≤ i ≤ d. De plus, par
application des cas (a) et (b) du lemme 7, T (r)[1] = max(T (0)[1] − zT ′, 1) =
τT − τT ′ . Donc, mT = τT et zT = 0.

Ainsi, nous avons montré que le lemme est vrai pour tout d > 0. 2

Preuve du théorème 39
Soit d la dilatation induite par la collection de chemins P sur Pn. Soit e un arc
quelconque dans Pn, et soit Ee le vecteur entier unidimensionnel de longueur d as-
socié à l’arc e et qui est induit par les chemins dans P (voir définition 8). Par le
lemme 8, le nombre minimal de fois qu’il faut appliquer la procédure EV sur Ee

de sorte que Ee devienne un vecteur nul (c-à-d, Ee[i] = 0, 1 ≤ i ≤ d) est égal à

mEe
= max

1≤i≤d

(

(i− 1)βi,e +
d∑

k=i

Ee[k]

)

, qui correspond à l’encombrement de l’arc e

induit par P (voir définition 9). Donc, par l’application des lemmes 7 et 8 sur tous
les arcs e dans Pn, on obtient le résultat. 2

7.3 Émulation de réseaux dans les châınes

Une propriété importante d’un réseau de communication H est de savoir si on
peut y simuler efficacement l’exécution d’un algorithme parallèle exécuté dans un
autre réseau G. On dira alors que H émule cet algorithme. On parlera de l’émulation
de G par H si on s’intéresse à la manière dont H peut simuler n’importe quel
algorithme s’exécutant dansG (les notions et résultats généraux relatifs à ce domaine
peuvent être trouvés dans [45, 20]). Afin de pouvoir émuler efficacement un réseau G
par un autre H , on utilise la notion de plongement de graphes. Soient G et H deux
graphes orientés symétriques à n sommets. Comme on l’a défini dans la section 1,
un plongement de G dans H consiste en un couple d’applications injectives (f,Rf ),
où f associe à chaque sommet de G un sommet de H , et Rf associe à chaque arc
(u, v) de G un chemin orienté f(u) f(v) de H . Ainsi, la qualité d’un plongement
(f,Rf ) de G dans H est évaluée basiquement par deux paramètres : la dilatation
DH(P) et la congestion LH(P) de la collection de chemins P sur H induite par
(f,Rf ). De plus, nous savons par le célèbre résultat de Leighton et al. [46] (voir
aussi [47, 48, 57]), que pour toute collection de requêtes de communication dans
un réseau H , à laquelle est associée une collection de chemins P sur H avec une
dilatation égale à d et une congestion égale à c, le nombre d’étapes nécessaires de
communication pour réaliser toutes ces requêtes de communication dans le mode de
commutation de paquets est égal à O(c + d), avec buffers dans les liens de H de
taille O(1) (voir section 2). Ainsi, si la dilatation d’un plongement de G dans H est
égale à d et si la congestion est égale à c, alors un algorithme parallèle s’exécutant
en T étapes de communication dans G sera émulé en au plus O(c + d)T étapes de
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communication dans H . Donc, le problème d’émuler un réseau G dans un autre
H sous le mode de commutation de paquets, revient à trouver un plongement de
G dans H qui minimise le facteur congestion + dilatation, plus une stratégie pour
déplacer les paquets de leur origine à leur destination, suivant leurs chemins associés
dans H par un tel plongement.

7.3.1 Bornes pour l’émulation d’un graphe dans la châıne
et dans l’anneau

Nous allons montrer des bornes inférieures et supérieures pour l’émulation d’un
graphe quelconque dans les châınes et les anneaux. Nous montrerons ces résultats
que dans le cas des châınes. Dans le cas des anneaux, les résultats sont identiques à
ceux obtenus pour les châınes.

Soit G un graphe orienté symétrique à n sommets et de degré maximum ∆. Soit
(f,Rf ) un plongement quelconque de G dans la châıne Pn induisant un ensemble
de chemins P sur Pn. Soient d et c respectivement, la valeur de la dilatation et de la
congestion induites par P, et soit γ le nombre minimum d’étapes de communication
dans Pn nécessaires pour émuler une seule étape de communication dans G.

Proposition 7 c ≤ γ ≤ c+ d−
⌊ c

∆

⌋

−
⌊
∆− 1

2

⌋

Preuve. Grâce au théorème 39, il suffit d’obtenir ces bornes pour l’encombrement
τPn

(P) induit par l’ensemble de chemins P. Par la proposition 6, on a directement
la borne inférieure. Soit e un arc quelconque dans Pn et soit k∗ le plus grand entier
tel que Ee[i] = 0, pour 1 ≤ i < k∗, et tel que

∑d
i=k∗

Ee[i] = c. Alors, τPn
(P) ≤

k∗− 1+
∑d

i=k∗
Ee[i] = k∗− 1+ c. Comme l’application f est par définition injective,

alors il est clair que Ee[d] ≤ 1, Ee[d − 1] ≤ 2, · · · , Ee[d − ∆ + 2] ≤ ∆ − 1, et pour
tout i, avec k∗ ≤ i ≤ d−∆+ 1, Ee[i] ≤ ∆. Soit α = d−∆+ 1. Il n’est pas difficile
de voir que dans le pire des cas, l’encombrement le plus grand qu’on puisse obtenir
est quand Ee[i] = ∆, avec k∗ ≤ i < α, et Ee[m] = ∆ − (m − α), avec α ≤ m ≤ d.
Dans ce cas, la congestion c vérifie la équation suivante :

c = (α− k∗)∆ +

d∑

m=α

(∆− (m− α))

c = (α− k∗)∆ +

d∑

m=1

(∆− (m− α))−
α−1∑

m=1

(∆− (m− α))

c = (α− k∗)∆ +
d

2
(2∆ + 2α− d− 1)− (α− 1)

2
(2∆ + α) (1)

En remplaçant α par d−∆+ 1 dans l’équation (1), nous obtenons

k∗ = d− c

∆
− ∆− 3

2
(2)
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Finalement, en utilisant l’équation (2) on obtient

τPn
(P) ≤ k∗ − 1 + c ≤ c+ d−

⌊ c

∆

⌋

−
⌊
∆− 1

2

⌋

2

7.3.2 Émulation de l’hypercube binaire par la châıne

Dans cette section, nous allons prouver les deux résultats suivants :

Théorème 40 Une étape de communication dans l’hypercube binaire H(n) à 2n

sommets peut être émulée par la châıne P2n en
⌊
2n+1

3

⌋

étapes de communication, en

utilisant des buffers dans les liens de P2n de taille O(n). De plus, cette émulation
est optimale en fonction du nombre d’étapes.

Théorème 41 Une étape de communication dans l’hypercube binaire H(n) à 2n

sommets peut être émulée par la châıne P2n en 2n − 1 étapes de communication,
sans utiliser de buffers dans les liens de P2n.

Nous rappelons (voir chapitre 1), que l’hypercube binaire H(n) est un graphe à
2n sommets étiquetés par les entiers 0, 1, · · · , 2n − 1, et deux sommets dans H(n)
sont adjacents si et seulement si leur représentation binaire diffère en une seule
coordonnée. Soit (f,Rf ) un plongement de H(n) dans P2n . Bel-Hala a montré dans
[9], que si l’application f est la fonction identité, alors (f,Rf ) est un plongement à
congestion optimale de H(n) dans P2n . De plus, Bel-Hala montre dans [9] que si f
est la fonction identité, alors la valeur de la congestion optimale induite par (f,Rf )

est égale à
⌊
2n+1

3

⌋

et la valeur de la dilatation induite par ce plongement identité est

égale à 2n−1.
Pour prouver les théorèmes 40 et 41, nous allons utiliser dorénavant le plongement

identité de H(n) dans P2n. De plus, pour prouver le théorème 40, nous allons utiliser
la stratégie PLA (c-à-d, “les plus loins d’abord”), pour laquelle on a montré dans le
théorème 39 que c’est une stratégie optimale pour le routage dans la châıne sous le
mode de commutation de paquets.

Avant de calculer le nombre d’étapes de communication dans P2n pour émuler
une étape de communication dans H(n), en utilisant le plongement identité et la
stratégie PLA, nous allons calculer la valeur minimale et la valeur maximale des
étiquettes des sommets dans P2n qui reçoivent un paquet de leurs voisins à gauche
lors de la dernière étape de communication. Il est clair que ces ceux sommets existent,
puisque le plongement identité (f,Rf ) de H(n) dans P2n est symétrique. De plus,
par cette symétrie, nous pouvons appliquer le même type de raisonnement pour les
paquets dans P2n qui transitent de droite à gauche.

Soient in et jn deux sommets dans P2n tels que in est le sommet avec l’étiquette
la plus petite, et jn est le sommet avec l’étiquette la plus grande, qui reçoivent
un paquet provenant de leur sommet voisin à gauche, lors de la dernière étape de
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communication réalisée par la stratégie PLA dans P2n pour émuler une étape de
communication dans H(n). Alors, on a le résultat suivant.

Lemme 9 in =
1

3
(2n + (−1)n+1) et jn = 2n − in.

Preuve. Soient G2n−1 et G′2n−1 les deux sous-graphes deH(n) induits respectivement
par les ensembles de sommets {f−1(0), · · · , f−1(2n−1−1)} et {f−1(2n−1), · · · , f−1(2n−
1)}, qui sont isomorphes à deux sous-hypercubes H(n − 1) par symétrie de H(n)
et par définition du plongement identité (f,Rf ) de H(n) dans P2n . Il est clair que
chacun des sommets dans G2n−1 a un seul voisin dans G′2n−1 à distance 2n−1 dans
P2n et n − 1 voisins dans G2n−1 . Ceci implique que les paquets que les sommets
dans G2n−1 envoient à leurs voisins dans G′2n−1 , avanceront successivement par les
sommets intermédiaires j dans P2n , avec 1 ≤ j ≤ 2n−1 − 1, étape par étape, sans
interruption, lors des premières 2n−1 étapes de communication. En effet, par le plon-
gement choisi, la distance que doit parcourir chacun de ces paquets est plus grande
que celle de tous les autres n − 1 paquets originaires du même sommet. Ainsi, le
sommet dans G2n−1 placé sur le sommet 2n−1 − 1 dans P2n commencera à recevoir
les paquets de ses n− 1 voisins dans G2n−1 qu’au moins lors de la (2n−1)-ème étape
de communication. Donc, in ∈ [1, 2n−1 − 1], et par symétrie du plongement identité
(f,Rf ), on a jn ∈ [2n−1 + 1, 2n − 1].

Si on continue l’analyse récursive pour le graphe G2n−1 qui est composé, par
définition du réseau H(n), par deux sous-hypercubes de dimension n − 2, nous
obtenons que in−1 ∈ [1, 2n−2 − 1] et jn−1 ∈ [2n−2 + 1, 2n−1 − 1]. Ceci implique que
in ∈ [2n−1 − 2n−2, 2n−1 − 1] et jn ∈ [2n−1 + 1, 2n − (2n−1 − 2n−2)]. En continuant la
récurrence sur n, et étant donné que H(1) est isomorphe à P2, et ainsi i1 = j1 = 1,
nous obtenons l’équation de récurrence suivante :

{
i1 = 1
in = 2n−1 − in−1, pour n ≥ 2

et par symétrie du plongement identité (f,Rf), on a jn = 2n − in.

Pour résoudre l’équation de récurrence précédente, notons que,

i2n = 22n−1 − i2n−1 et i2n+1 = 22n − i2n

et ainsi, {
i2 = 1
i2n = 22n−1 − i2n−1 = 22n−2 + i2n−2

Donc,

i2n = 1 +

n−1∑

k=1

22n−2k =
1

3
(22n − 1)

et

i2n+1 = 22n − i2n =
1

3
(22n+1 + 1)

d’où on obtient finalement que in = 1
3
(2n + (−1)n+1). 2
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Preuve du théorème 40

Nous notons par rn, le nombre d’étapes de communication dans P2n pour émuler
une étape de communication dans H(n), en utilisant le plongement identité de H(n)
dans P2n et la stratégie PLA. Nous allons raisonner par récurrence sur n. Pour n = 1,
on a que H(1) est isomorphe à P2, et donc r1 = 1. Pour tout n ≥ 2, nous avons,
par la stratégie PLA, que tout sommet k dans P2n , avec 0 ≤ k ≤ 2n−1 − 2, ne
peut commencer à transmettre un paquet destiné à un sommet j dans P2n , avec
k < j ≤ 2n−1 − 1, que après la k-ème étape de communication, puisque lors de
cette étape (c-à-d, la k-ème), celui qui reçoit un paquet destiné à un sommet i
dans P2n , avec 2n−1 ≤ i ≤ 2n − 1 est prioritaire. Comme in est le sommet dans
P2n avec l’étiquette la plus petite qui reçoit un paquet lors de la dernier étape de
communication (voir lemme 9), et il est tel que in ∈ [1, 2n−1−1], alors nous pouvons
déduire facilement l’équation de récurrence suivante pour rn :

{
r1 = 1
rn = rn−1 + in = rn−1 + (2n−1 − in−1), pour n ≥ 2

Cette équation de récurrence peut être exprimée comme :

rn = 1 +
n−1∑

k=1

2n−k −
n−1∑

k=1

in−k = 2n − 1−
n−1∑

k=1

in−k.

En résolvant la dernière somme et en utilisant le résultat du lemme 9, nous obtenons,

n−1∑

k=1

in−k =
n−1∑

k=1

ik =
1

3

n−1∑

k=1

2k +
1

3

n−1∑

k=1

(−1)k+1 =
1

3
(2n − 2) +

1

3
(1− (n mod 2)).

Donc, on a finalement que rn = 1
3
(2n+1 − 2 + (n mod 2)) =

⌊
2n+1

3

⌋

.

De plus, comme la mémoire interne de chaque sommet dans P2n contient au plus
n paquets, alors il est clair que la taille des buffers dans les liens de P2n nécessaire
pour la stratégie PLA pour émuler une étape de communication de H(n) est au plus
égale à n. Ceci termine la preuve du théorème. 2

Preuve du théorème 41

Rappelons qu’on utilise le plongement identité (f,Rf ) de H(n) dans P2n pour
l’émulation de H(n) par P2n . Alors, nous allons utiliser dans P2n une stratégie de
communication gloutonne. En effet, dans cette stratégie, une fois qu’un paquet est
parti de son sommet source, il ne s’arrête que lorsqu’il arrive à son sommet destina-
tion. Cette stratégie est assez simple. Lors de la (2n−i)-ème étape de communication,
avec 1 ≤ i ≤ n, chaque sommet f(j) ∈ P2n envoie l’unique paquet destiné au som-
met f(k) ∈ P2n qui se trouve à une distance égale à 2n−i de lui. Il n’est pas difficile de
vérifier que pour cette stratégie, il n’existe pas une paire de paquets voulant emprun-
ter le même lien dans P2n lors de la même étape de communication. Donc, une telle
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stratégie n’a pas besoin de buffers dans les liens de P2n . Ainsi, le nombre d’étapes
de communication nécessaires pour une telle stratégie de communication dans P2n

pour émuler une étape de communication dans H(n) est égal à
n∑

i=1

2n−i = 2n− 1. 2

Une conséquence des théorèmes 40 et 41 est le corollaire suivant.

Corollaire 11 La stratégie gloutonne donnée dans la preuve du théorème 41 est
une stratégie 3

2
-approchée pour le problème de l’émulation de l’hypercube H(n) par

la châıne P2n sous le mode de commutation de paquets sans stockage intermédiaire.

Preuve. Soit r1 (resp. r2) le nombre d’étapes de communication nécessaires dans
P2n pour émuler une étape de communication dans H(n) en utilisant la stratégie
de communication PLA (resp. celle de la preuve du théorème 41). Alors, par les
théorèmes 40 et 41 on a r2

r1
≤ 3

2
, ce qui prouve le corollaire. 2

7.3.3 Émulation de l’hypercube par la grille

Nous allons généraliser les résultats présentés précédemment concernant l’émulation
de l’hypercube par la châıne au cas de l’émulation de l’hypercube par une grille. Une
propriété de l’hypercube H(n1+n2 + · · ·+nd) est qu’il peut être représenté comme
la somme cartésienne des sous-hypercubes H(n1)2H(n2)2 · · ·2H(nd), avec ni ≥ 0
et 1 ≤ i ≤ d. De plus, une grille à d dimensions, notée M(n1, n2, · · · , nd), est une
somme cartésienne de d châınes Pni

ayant chacune ni sommets.
Soit (fi,Rfi) le plongement identité de H(ni) dans Pni

, avec 1 ≤ i ≤ d, et soit
(f1,2,··· ,d,Rf1,2,··· ,d) le plongement produit identité de H(n) dans M(n1, n2, · · · , nd).
En utilisant le résultat de Ho et Johnsson [34] (voir chapitre 1), Bel-Hala montre
dans [10] le résultat suivant.

Théorème 42 (Bel-Hala [10]). La congestion induite par le plongement produit
identité (f1,2,··· ,d,Rf1,2,··· ,d) de H(n) dans M(n1, n2, · · · , nd) est optimale. De plus, la
congestion c∗ et la dilatation d∗ d’un tel plongement vérifient :

c∗ = max{
⌊
2
ni+1

3

⌋

: 1 ≤ i ≤ d} et d∗ = max{2ni−1 : 1 ≤ i ≤ d}.
Ainsi, en utilisant les théorèmes 40, 41 et 42, nous obtenons les résultats suivants
concernant l’émulation de l’hypercube binaire par la grille d-dimensionnelle.

Théorème 43 Soit n = n1 + n2 + · · · + nd un entier positif avec ni > 0 pour
1 ≤ i ≤ d. Une étape de communication dans l’hypercube binaire H(n) à 2n sommets
peut être émulée par la grille d-dimensionnelle M(n1, n2, · · · , nd) en :

(i) max{
⌊
2
ni+1

3

⌋

: 1 ≤ i ≤ d} étapes de communication, en utilisant des buffers

dans les liens de M(n1, n2, · · · , nd) de taille max{ni : 1 ≤ i ≤ d}. De plus,
cette émulation est optimale en fonction du nombre d’étapes.

(ii) max{2ni − 1 : 1 ≤ i ≤ d} étapes de communication, sans utiliser de buffers
dans les liens de M(n1, n2, · · · , nd). De plus, cette émulation utilise au plus 3

2

fois le nombre optimal d’étapes.
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7.4 Conclusion

Nous résumons les résultats trouvés dans ce chapitre dans la table 7.1 suivante.

Une étape de communication de l’hypercube H(n), avec n = n1 + n2 + · · · +
nd et ni > 0 pour 1 ≤ i ≤ d, peut être émulée par la grille d-dimensionnelle
M(n1, n2, · · · , nd) dans :

# étapes taille du buffer référence

max{
⌊
2
ni+1

3

⌋

: 1 ≤ i ≤ d} max{ni : 1 ≤ i ≤ d} théorème 43(i)

max{2ni − 1 : 1 ≤ i ≤ d} 0 théorème 43(ii)

Table 7.1 – Résultats obtenus pour l’émulation de l’hypercube dans la grille d-
dimensionnelle.



8 Conclusions

Dans cette thèse, nous avons étudié la complexité algorithmique liée à la détermination
des stratégies de routage optimales dans les réseaux de communications. Nous avons
montré que sous certaines hypothèses de communication, le problème de trouver une
stratégie efficace pour le routage des données dans les réseaux de communications est
un problème NP-difficile, même si les instances considérées du problème sont assez
particulières comme le routage de permutations dans les arbres binaires. Nous avons
analysé la complexité en moyenne du problème de routage par chemins arc-disjoints
dans les réseaux et nous avons obtenu des résultats sur ce problème dans les arbres.
Afin de mieux comprendre la difficulté inhérente de certaines instances du problème
de routage par rapport à d’autres instances du même problème et essayer ainsi de
diminuer l’écart entre elles, nous avons généralisé le mode de commutation de cir-
cuits. Finalement, nous avons trouvé des résultats optimaux concernant l’émulation
de l’hypercube par la grille d-dimensionnelle sous les hypothèses du routage store-
and-forward. À la fin de chaque chapitre sont données des conclusions propres à
chaque thème. Cependant, nous allons reprendre ici les principaux résultats obtenus
et donner des perspectives de travail envisagées.

Coloration de chemins dans l’anneau

Bien que le problème de la coloration de chemins dans l’anneau que nous avons
étudié dans le chapitre 4 ne résout pas complètement le problème du routage par
chemins arc-disjoints dans ce réseau, il peut s’avérer être de grande importance au
moment de trouver des solutions qui sont assez proches de l’optimal. Nous avons
montré dans le chapitre 4 que pour un anneau et une collection de chemins donnés,
si l ≥ 4 chemins sont nécessaires pour couvrir complètement l’anneau tels que leur
graphe de conflit associ est un cycle, alors il existe un algorithme en temps poly-
nomial qu’utilise au plus ( l−1

l−2
) fois le nombre optimal de couleurs nécessaires pour

colorier cette collection. Notre résultat généralise celui de Tucker qui avait montré,
sous ces hypothèses, que le nombre de couleurs nécessaires était au plus 3

2
fois le

nombre optimal. Nous avons aussi étudié ce problème de coloration de chemins
dans l’anneau en tenant compte la longueur des chemins. En particulier, nous avons
trouvé que si la longueur de tous les chemins est dans l’ensemble {1, α, α+1}, pour
tout valeur entier α ≥ 2, alors il existe un algorithme en temps polynomial pour
colorier efficacement ces chemins. Ainsi, si la longueur de tous les chemins est au
plus égale à 3, alors ce problème peut être résolu efficacement en temps polynomial.
Cependant, nous ne savons rien sur la complexité algorithmique de ce problème de
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coloration de chemins dont la longueur est au moins égale à 4.
Une perspective de travail plus ambitieuse en rapport avec le dernier problème

mentionné est celle d’étudier la complexité algorithmique du problème d’une r-uplet
coloration minimale des graphes arc-circulaires k-coloriables (voir chapitre 4 section
4.2.1). En effet, supposons que nous avons un graphe arc-circulaire k-coloriable quel-
conque, avec k ≥ 1, et supposons que nous pouvons calculer en temps polynomial
une k-coloration optimale propre pour ce graphe. Pour un entier positif r fixé, par
exemple r = 2, qu’est-ce que pouvons nous dire sur la complexité d’une r-uplet
coloration de ce graphe ?

Coloration de chemins dans les arbres

Nous avons montré dans le chapitre 5 que le problème de coloration de che-
mins dans les arbres est un problème très difficile. En effet, nous avons prouvé dans
ce chapitre que colorier des ensembles de chemins représentant une permutation
des sommets d’un arbre est un problème NP-difficile, même pour des permuta-
tions particulières comme les involutions ou les permutations circulaires dans les
arbres de degré borné par une constante. Nous avons aussi analysé la complexité en
moyenne du problème de coloration de permutations dans les arbres, trouvant ainsi
des résultats exacts dans le cas des châınes et des étoiles généralisées, et des bornes
inférieure et supérieure dans le cas des arbres quelconques. Pour obtenir ces résultats
sur la complexité en moyenne du problème de coloration de permutations dans les
arbres, nous avons combiné des techniques issues de la combinatoire énumérative et
asymptotique avec des techniques de marches aléatoires. Malheureusement, nous ne
savons pas si ces techniques peuvent être appliquées à d’autres classes de graphes.
De plus, notre résultat utilise la propriété du rapport constant (inférieure à 2) entre
le nombre chromatique des graphes de conflit induits par les ensembles de chemins
représentant une permutation des sommets d’un arbre et le nombre de clique de ces
graphes de conflit. Dans le cas du problème de routage de permutations par che-
mins arc-disjoints dans les graphes orientés symétriques quelconques, il y a peu de
résultats sur la non-approximabilité du problème. Il reste donc beaucoup de travail
à faire.

Commutation généralisée de circuits

Afin de mieux comprendre la difficulté inhérente de certaines instances du problème
de routage par chemins arc-disjoints par rapport à d’autres instances du même
problème et essayer ainsi de diminuer l’écart entre elles, nous avons généralisé dans
le chapitre 6 le mode de commutation de circuits. Ainsi, nous avons introduit un
paramètre entier que nous avons appelé la tolérance du modèle, qui relaxe la notion
de conflit entre chemins. Nous avons obtenu des résultats de complexité pour ce
problème de routage dans les châınes, les anneaux et les arbres. Nous avons donc
constaté que ce type de relaxation ne donne pas des meilleurs résultats vis-à-vis de
la complexité par rapport au problème de routage par chemins arc-disjoints. Nous
avons appliqué les résultats de complexité obtenus pour le problème de routage sous
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ce mode de commutation généralisée au problème de routage wormhole glouton (i.e.
sans buffers) dans les arbres binaires et nous avons montré que ce dernier problème
de routage est aussi NP-difficile.

Commutation de paquets

Finalement, dans le chapitre 7 nous avons étudié le problème de l’emulation
de l’hypercube binaire à n nœuds par la grille d-dimensionnelle à n nœuds sous le
modèle de routage store-and-forward. Nous avons montré qu’il existe une stratégie en
temps polynomial pour émuler efficacement l’hypercube par la grille avec un nombre
optimal d’étapes de communication en introduisant des buffers de taille log2 n dans
les liens de la grille. De plus, nous avons montré qu’il existe une stratégie en temps
polynomial 3

2
-approchée pour émuler l’hypercube par la grille sans utiliser de buffers

dans les liens de celle-ci. Un problème intéressant est celui de savoir s’il existe une
stratégie en temps polynomial pour l’émulation de l’hypercube dans la grille sans
utiliser de buffers dans les liens de celle-ci, avec un nombre optimal d’étapes de
communication.
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versité Paris-Sud, Centre d’Orsay, juillet 2000. Á parâıtre dans Theoretical
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